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1. 1次元領域におけるコンクリート中性化問題

CO2(aq) + Ca(OH)2(aq) → CaCO3(aq) + H2O

錆，腐食

　

Muntean, Böhm, 2007, 2009

1次元自由境界問題：モデリング

解の存在，一意性

Aiki, Muntean, 2009-2011

モデルの単純化

c
√
t ≤ s(t) ≤ C

√
t (t ≥ 1)
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2. 3次元領域におけるコンクリート中性化問題
Maekawa-Chaube-Kishi(1999, 本),

Maekawa-Ishida-Kishi(1999)

モデル：水分移動の方程式と二酸化炭素の拡散方程式

2.1. 水分移動の方程式
ρw: 水の密度

ϕ: 空隙率(正定数)

ϕ =
(空隙の体積)

(単位体積)
s: 飽和度

s =
(水分領域の体積)

(空隙の体積)

v: 二酸化炭素の水分中濃度

h: 相対湿度

s = S(h)
w: 水酸化カルシウムの水分中濃度

q1, q2: 化学反応速度で決まる定数 (≥ 1)

Cl: 正定数

ρw
∂

∂t
(ϕs)− div

[(
K(h)ϕ2 + Clϕ(1− s)

)
∇h

]
= ϕs([v]+)q1([w]+)q2.

　　　　(水の圧力 + 毛管圧(Capillary pressure))

K : (0,1] → IR: 連続関数，lim
h↓0

K(h) = ∞.
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2.2 飽和度について

Maekawa-Chaube-Kishi (1999, p.79)

s = S(h) : 反時計回りの向きをもったヒステ

リシス

2.3 Play operator

s = S(h)の近似：Play operator

st + ∂I(h; s) ∋ 0
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2.4 水分移動の方程式の単純化

ρw
∂

∂t
(ϕS)− div

[(
K(h)ϕ2 + Clϕ(1− s)

)
∇h

]
= ϕs([v]+)q1([w]+)q2.

単純化:ϕ = 定数, s ∝ h, g(h) = K(h)ϕ2 + Clϕ([1− Ch]+),div(g(h)∇h) = ∆G(u)

ρwht −∆G(h) = sf

lim
h↓0

K(h) = ∞より，
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2.5 水分移動の方程式に対する結果

以下の問題を考える。

ρwht −∆G(h) = sf in Q(T ),

st + ∂I(h; s) ∋ 0 in Q(T ),

h = hb on S(T ) := (0, T )× ∂Ω,

h(0) = h0, s(0) = s0 on Ω,

Q(T ) = (0, T )×Ω, Ω ⊂ R3: 有界領域

G(r) =
∫ r
1 g(s)ds for r > 0,

hb: 境界関数, h0 and s0: 初期関数，

境界∂Ωは滑らか。

A.-Kumazaki(2011, 2014)

存在と一意性

仮定：0 ≤ hb ≤ M , 0 ≤ h0 ≤ M ; 滑らか

解の定義: L2の強解

存在：通常の不動点定理　

一意性： ∇h の最大値評価が本質的

Ladyzenskaja-Solonnikov-

Ural’ceva(1967)

quasi-linear parabolic方程式に対する手法

を適用した。

今後，ρwht − div ((g(h)ϕ2 + ϕ(1− s))∇h) = sf のような方程式を考えたい。

Play operatorによる近似では，∇s = ∇S(h)を評価できない。

二酸化炭素の拡散方程式（Kumazaki)
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3. マルチスケールモデル

マクロ領域: ξ ∈ Ω

マクロ変数

h = h(t, ξ): 相対湿度

s = s(t, ξ): 飽和度 =
(水分領域の体積)

(空隙の体積)

ミクロ領域: x ∈ (0,1)

マクロ変数

u = u(t, ξ, x): 相対湿度

7



4. 水分吸着過程を記述する自由境界問題
目標：自由境界問題を用いて実験結果を再現

する • 引力について
(壁と水分間の引力) > (水分同士の引力)

• 相対湿度が高いと空気中の水分が水滴に衝突
する確率が上がり，水滴になりやすくなる。

湿度 乾燥 低い 高い

距離 0 短い 長い

引力 強い 弱い 無視

傾き 急 緩やか 急

シナリオ
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[0,1]: 多孔質媒体の一つの穴

[0, s(t)]: 水滴領域

[s(t),1]: 空間領域

x = 0; 壁　

x = 1: マクロ領域と接続

u = u(t, x)：相対湿度

飽和度=
s(t)

1
= s(t)とみてよい。

自由境界の成長度に対する仮定

(仮定1) 　 成長度 s′(t) = r1 − r2
r1: 空気中の水分が水滴に衝突して水滴になる確率

r2: 水滴が空気中の水分に戻る確率

(仮定2)　 　r1 ∝ u, r1 = au,

aは正定数

(仮定3) f1 = cs−k: 壁と水分間の引力, ex. k = 2

r2とf1の関係:

• r2はf1に関して単調減少（引力が弱いほど空気中の

水分に戻りやすい)

• r2 → 0 as f1 → ∞(引力が強ければ，戻らない)

(仮定4) r2 =
a

c1f1 + c2
=

a

c1s−k + c2
= aφ(s)
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自由境界の成長度の仮定

s′ = r1 − r2 = a(u− φ(s))

φ(s) =
a

c1s−k + c2

u: 空間領域で拡散方程式

ρvut − κux = 0 on (s(t),1)

ρv:空気中の水分の密度

κ: 拡散係数

　境界条件　u(t,1) = h(t), t ∈ [0, T ]: 外気

自由境界上の質量保存則

時間: t → t+∆t, s′(t) > 0とする。

水の質量変化

ρw(s(t+∆t)− s(t))−
∫ s(t+∆t)

s(t)
ρvu(t, x)dx

= κux(t, s(t+∆t))∆t

(ρw − ρvu(t, s(t)))s′(t) = κux(t, s(t))

x

t

t

t+∆t

s(t) s(t+∆t)
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4.1. 自由境界問題 FBP

ρvut − κuxx = 0 on (s(t),1),

u(t,1) = h(t) for t > 0,

κux(t, s(t)) = (ρw − ρvu(t, s(t)))s
′(t)

for t > 0,

s′(t) = a(u(t, s(t))− φ(s(t)))

for t > 0,

s(0) = s0

u(0, x) = u0(x) for s0 ≤ x ≤ L,

s0はsの初期値，u0は湿度uの初期値

S(h) = sとする。

これまでの結果

Sato, A, Murase, Shirakawa(2013):

モデリング

Sato, A, Murase, Shirakawa(2014):

ρw >> ρvという仮定のもと，時間局所解の存

在，一意性

A, Murase(2014):

ρw >> ρvとφに関する仮定のもと，時間大域

解の存在，及び数値結果

A, Murase(2014):

境界値hがξ ∈ (0,1)に依存するものとする。

つまり，h = h(t, ξ) for ξ ∈ (0,1).

このとき，下記極限がW1,2(0, T )で，一意に

存在する。

lim
∆ξ→0

S(h(ξ +∆ξ))− S(h(ξ))
∆ξ

Sato, A(2015):

境界値が時間に関して周期的ならば，自由境界

問題が周期解をもつ。
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4.2. マルチスケールモデル (現在，検討中)
Find h on Q(T ), s on Q(T ), u = u(t, ξ, x) on Σs(T ):
Σs(T ) = {(t, ξ, x)|0 < t < T, ξ ∈ Ω, s(t, ξ) < x < 1};

ρwht −∆G(h) = sf in Q(T ),

h = hb on (0, T )× ∂Ω, h(0) = h0 on Ω,

ρvut − κuxx = 0 on (s(t, ξ),1),

u(t, ξ,1) = h(t, ξ) for (t, ξ) ∈ Q(T ),

(ρw − ρvu(t, ξ, s(t, ξ)))s
′(t, ξ) = κux(t, ξ, s(t)) for t > 0,

s′(t, ξ) = a(u(t, ξ, s(t, ξ))− φ(s(t, ξ))) for (t, ξ) ∈ Q(T ),

s(0, ξ) = s0(ξ), u(0, ξ, x) = u0(ξ, x) for s0 ≤ x ≤ 1, ξ ∈ Ω.
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4.3 自由境界問題の数値実験結果(1)

κ = 1, ρw = 1, ρv = 1.73× 10−5

s(0) = 0.01

u0; 1次関数，u(s(0)) = 0, u(1) = h(0)

境界条件h = h(t):　ゆっくり動かすとき

φ(s) =
10.7

s−2 +10 13



境界条件を2.5倍の速度で動かすと，

(実験結果)

数値実験結果の考察1.

• ヒステリシスのような挙動を描くことがで
きた。

• ループの幅が，真ん中は狭く，両端で広い。
• 単調性が崩れているところがある。ここは，
見直しが必要。

実験日数

石田，前川，岸，磐田，楠原(2005):

「相対湿度が30%と60%のケースでは，湿潤

曲線上で平衡状態に達しているが，相対湿度

90%では，60日の乾燥後においても依然，乾

湿の経路差が存在する」は，実現できた。

我々の予想：

「かなり時間が経過しても，湿度が低い場合は，

乾湿の経路差が存在するのでは」
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4.4 自由境界問題の解の一意存在定理，収束定理
仮定: (A1) φ ∈ C1(IR), φ′ > 0 on (0,1],

φ = 0 on (−∞,0].

Cφ: Lipschitz constant of φ

(A2) ρw > 2ρv, ρwa ≥ ρv(Cφ + a),

ρw ≥ 4aρ2v .

(A3) h′ ∈ L1(0,∞) ∩ L2(0,∞),

lim
t→∞

h(t) = h∞, h− h∞ ∈ L2(0,∞).

0 ≤ h ≤ h∗ < φ(1) on [0,∞)

(A4) 0 < s0 < 1, u0 ∈ W1,2(s0,1)

u0(1) = g(0), 0 ≤ u0 ≤ 1 on [s0,1].

定理A. (A1) ∼ (A4)を仮定すれば，FBP

は [0,∞)上の解 {s, u} をもち，それは以下を
満たす。 ∫ ∞

0

∫ 1

s
|ut|2dxdt < ∞,

∫ 1

s(t)
|ux(t)|2dx ≤ C∗ for t ≥ 0,

0 ≤ s ≤ max{s0, s∗} on [0,∞),

s(t) → s∞ as t → ∞.

u(t, x) → h∞ as t → ∞, ここで，

s∗ = 1−

 φ(1)− h∗

2(C
1/2
∗ + Cφ)

2

,

s∞ = φ−1(h∞).

{s∞, h∞}は，FBPの定常問題の一意解であ

る。

15



定理の証明の概略

1. s′ ∈ L2(0,∞),
∫ ∞

0

∫ 1

s
|ux|2dxdt < ∞.

方程式 ×uと(s′ = a(u(t, s)− φ(s))) × s′より，この評価を得る。

2.
∫ ∞

0

∫ 1

s
|ut|2dxdt < ∞,

∫ 1

s(t)
|ux(t)|2dx ≤ C∗ for t ≥ 0.

方程式　×utで，この評価を得られる。

3. s(t) ≥ s∗ ならば，s′(t) < 0, s∗ = 1−

 1− h∗

2(C
1/2
∗ + Cφ)

2

, d0 = φ(1)− h∗.

(証明) s′(t) = a(u(t, s(t))− φ(s(t))

= a(u(t, s(t))− h(t) + h(t)− h∗ + h∗ − φ(1) + φ(1)− φ(s(t)))

≤ a(
√
1− s(t)(

∫ 1

s(t)
|ux(t)|2dx)1/2 − d0 + Cφ(1− s(t)))

≤ a(
√
1− s∗(C

1/2
∗ + Cφ)− d0)

≤ a× (−
d0
2
).

4. s(t) ≤ max{s0, s∗}. あとは，容易である。
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数値実験結果

「ループの幅が，真ん中は狭く，両端で広い。」

⇒ 「何に依存するのか？」

予想 定常解がのる曲線の傾きに依存する?

s(t) → φ−1(h) as t → ∞
「定常解がs = φ−1(h)のグラフの傾きが急な

ところにあれば収束が速く，緩やかなところに

あれば遅い。」

これまでの設定では，この予想は正しかった。。。

数値実験結果2

φ(s) =
10.7

s−2 +10

s0 = 0.01

境界条件＝定数＝0.1, 0.2, · · · , 0,9
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|s(tn)− s(tn+1)| < εとなる時間を調べると，

h(t) 10−9 10−10 10−11 10−12

0.1 11.79471 16.17018 20.54540 24.92067
0.2 12.72095 16.86609 21.01100 25.15597
0.3 12.94079 16.85564 20.77026 24.68487
0.4 12.86763 16.55218 20.23646 23.92075
0.5 12.62697 16.08118 19.53517 22.98914
0.6 12.27443 15.49833 18.72203 21.94565
0.7 11.83970 14.83330 17.82671 20.82004
0.8 11.34049
0.9 10.78811 13.32115 15.85401 18.38681
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φ(s) =
10.7

s−2 +10

結果s = φ−1(h)のグラフの傾きが急なほど，

収束が速い。

予想とは逆の結果

φ(s) =
10.7

s−4 +10

傾きの差を強調してみた。
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φ(s) =
10.7

s−4 +10

結果

• 収束条件が緩いとき，予想は正しい。
• 収束条件が厳しいとき，予想とは逆の結
果。

数値結果に対する考察

• 初期値の設定が原因か？
• 収束条件が厳しいとき，数値が信用できる
のか？

• 予想は正しいと考えている。
u(t) → h as t → ∞ なので，

s′(t) = a(u(t, s(t))− φ(s(t))) を

s′(t) = a(h− φ(s(t))) とみて，

s′′(t) = −aφ′(s(t))s′(t)
s′(t) ≈ s′(t1) exp(−aφ′(s∞)t) なので，

「φ′(s∞)が大きいほど，つまり，φ−1(h∞) の

グラフの傾きが緩やかなほど，収束が速い。」

今後の課題

• 予想が正しいか？
• 数値計算の結果がなぜこうなったのか？原
因の究明
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5.1 今後の展開: 拡散方程式:

ρwht − div ((g(h) + ϕ(1− s))∇h) = sf

∇S(h), s = S(h)を考える必要がある。

定理B.

(A1*) (t, ξ) ∈ (0, T )× (0,1)で，h(t, ξ)はξに関して微分可能で，

∂h

∂ξ
(:= hξ),

∂2h

∂t∂ξ
(:= hξt) ∈ L2(0, T ).

(A1) ∼ (A4), (A1*)ならば，ξ ∈ (0,1)に対し，

lim
∆ξ→0

S(h(·, ξ +∆ξ))− S(h(·, ξ))
∆ξ

= ŝ in W1,2(0, T ),

|
∂S(h)
∂ξ

|W1,2(0,T ) = |ŝ|W1,2(0,T ) ≤ C(1 + |hξ|L2(0,T ) + |hξt|L2(0,T )),

ただし，Cは初期値，φ, h∗, sup∆ξ>0 |h(·, ξ+∆ξ)|W1,2(0,T )に依存する正の定数である。
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定理B(続き) さらに，ŝは弱解の意味で，以下を満たす。

ρvût −
κ

L− s(·; ξ)
ûyy

= 2κ
ŝ

L− s(·; ξ)
ūyy + ρv(1− y)

ūy

L− s(·; ξ)
ŝ′ + ρv(1− y)

s′(·; ξ)
L− s(·; ξ)

ûy

+ρv
s′(·; ξ)

(L− s(·; ξ))2
ûyŝ in Q(T ) := (0, T )× (0,1),

û(t,1) = hξ(t, ξ) for t ∈ [0, T ],
κ

L− s(t, ξ)
ûy(t,0) = −

κ

L− s(t, ξ)
ŝ(t)ūy(t,0) + ρvŝ

′(t)

+ρvs
′(t; ξ)û(t,0) + ρvū(t,0)ŝ

′(t) for t ∈ [0, T ],

û(0, x) = 0 for x ∈ (0,1), ŝ(0) = 0,

ŝ′ = a
(
û(·,0)− φ′(s(t; ξ))ŝ

)
on [0, T ].

ここで，{u, s(·; ξ)}は，問題FBP(h(·, ξ))の解
ūは，uを柱状領域Q(T )上の関数として変換したもの

ū ∈ L2(0, T ;H2(0,1)) ∩ L∞(0, T ;H1(0,1)) ∩W1,2(0, T ;L2(0,1))

û ∈ L2(0, T ;H1(0,1)) ∩ C([0, T ];L2(0,1))である。
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5.2 今後の課題

1. 問題FBP(h)の数値実験から得た解の収束速度に関する予想の証明

2. 数値計算結果に対する考察

3. 3次元コンクリート中性化問題：水分移動の方程式と二酸化炭素の拡散方程式のシステム

4. porous media equationのマルチスケールを用いた再検討

最後に

• 二酸化炭素の拡散方程式
K. Kumazaki: ”A mathematical model of carbon dioxide transport in con-

crete carbonation process”. DCDS. Ser. S, 7(2014),113-125.

K. Kumazaki: ”Large time behavior of a solution of carbon dioxide trans-

port model in concrete carbonation process”. J. Differential Equations 257

(2014), 2136-2158.
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