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1. 序
この講演では, 種数1のミラー対称性を筆者の理解に基づいて説明する. まず最初に断
らなければいけないのは, 筆者がミラー対称性を良く理解しているとは言い難い, とい
う事である. 特に, 講演中で述べるA-モデルの分配関数に用いられるインスタントン数
の定式化は筆者の不完全な理解に基づく.

種数 1のミラー対称性予想（BCOV予想）の定式化に必要な諸概念を簡単に復習し
た後で, 種数 1のミラー対称性がどの様な予想であるかを述べ, 特に無限積展開を持つ
保型形式との関連でどの様な応用が期待できるかを述べる予定である. 時間が許せば,

例についても触れる予定である.

2. Calabi-Yau多様体
定義 2.1 連結コンパクトKähler多様体Mは以下の条件を充たす時, Calabi-Yau多様
体と呼ばれる.

• KM := det(T ⇤M) ⇠= OM • hq(OM) = 0 (0 < q < dim M).

ここで, T ⇤MはMの正則余接束を表す. この定義に従えば, 1次元Calabi-Yau多様体
は楕円曲線の事であり, 2次元Calabi-Yau多様体はK3曲面の事である.

事実 2.2 • n 6= 2ならば, Calabi-Yau多様体は射影代数多様体である.

• Calabi-Yau多様体の任意のKähler類は唯一つのRicci-平坦Kähler形式を含む.

以下, この講演ではCalabi-Yau多様体と言えば, 3次元Calabi-Yau多様体を意味する.

例 2.3 (5次超曲面)  2 Cとする時, 次の式で定義されるP4の非特異超曲面

X = {[z] 2 P4; z5
0 + · · ·+ z5

4 +  z0 · · · z4 = 0}
本研究は科研費 (課題番号:19340016)の助成を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 58J52, 14J32, 14J28, 11F22, 32N10, 32N15
キーワード：Calabi-Yau多様体, ミラー対称性, 解析的捩率, 保型形式
⇤〒 606-8052 京都市左京区北白川追分町　京都大学大学院理学研究科数学教室
e-mail: yosikawa@math.kyoto-u.ac.jp

日本数学会・２０１１年度年会（早稲田大学）・企画特別講演
MSJMEETING-2011-03-00-02-0007



はCalabi-Yau多様体である.

例 2.4 (ミラー5次超曲面) X は各座標成分に1の5乗根を掛ける事により有効なG =

(Z/5Z)�3の作用を持つ. 特異点解消

X_
 ! X /G

は, 標準束が自明な時, ミラー 5次超曲面と呼ばれる. ミラー 5次超曲面はCalabi-Yau

多様体である.

3. A-モデルにおける種数1の分配関数
Calabi-Yau多様体XのKähler類全体をKähler錐と呼び, KXで表す.

KX = { 2 H2(X,R) = H1,1(X,R); はKähler類}.

{e1, . . . , eh1,1(X)}をH2(X,Z)の基底とし, t = (t1, . . . , th1,1)をこの基底から定まる
H2(X,C)の座標とする. 従って, 以下の同一視を仮定する.

t = (ti) =
X

i

tiei.

さらに, 以下の記号を用意する.

q = (q1, . . . , qh1,1) := (e2⇡it1 , . . . , e2⇡ith1,1 ).

複素化されたKähler錐
H2(X,R) + iKX ⇢ H2(X,C)

上の座標系 t = (ti)或は (H2(X,R)/H2(X,Z)) + iKX上の座標系 q = (qi)を, A-モデル
における標準座標と呼ぶ. 標準座標と種数0のミラー対称性は, [6], [3]等に詳しい.

定義 3.1 (Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa [1]) Calabi-Yau多様体Xに対して, 複素
化されたKähler錐H2(X,R) + iKX上の形式的無限積F top

1 (t) を以下の式で定める.

F top
1 (t) = F top

1 (q) := qc_2 /24
Y

d2H2(X,Z)\{0}

�
1� qd

�n0(d)/12Y
n�1

�
1� qnd

�n1(d)

ここで, d 2 H2(X,Z)に対して, qd := exp(2⇡ihd, ti) であり, ng(d)は種数 gインス
タントン数（種数 g以下のGromov-Witten不変量の適当な線形結合）である. また,

c_2 2 H2(X,Z)はXの第2 Chern類 c2(X) 2 H4(X,Z)のPoincaré双対である.

定義からはF top
1 (t)が収束する無限積かどうか明らかではない. 著者によっては, ng(d)

をGromov-Witten不変量と書いている場合もある. ここでは, Zingerの論文 [9]に従い,

上の式に現れたng(d)をインスタントン数と呼び, Gromov-Witten不変量をNg(d)で表



す. Zingerの論文 [9]のAppendix Bにある関係式を筆者が正しく理解しているとすれ
ば, インスタントン数とGromov-Witten不変量の関係は一般に以下の式で与えられる:

X
d2H2(X,Z)\{0}

N0(d)qd =
X

d2H2(X,Z)\{0}

n0(d) Li3(q
d),

X
d2H2(X,Z)\{0}

N1(d)qd =
X

d2H2(X,Z)\{0}

n1(d)
X
k>0

log
�
1� qkd

�

+
1

12

X
d2H2(X,Z)\{0}

n0(d) log
�
1� qd

�
.

但し, Li3(z) =
P

k>0 zk/k3である. 特に,

log F top
1 (t) = (Linear term in t) + 2

X
d2H2(X,Z)\{0}

N1(d) qd.

（これらの関係式はZingerの論文にある公式 [9, (B.2), (B.11)]から一般の場合を類推し
たものであり, 間違っているかもしれない. 使用する場合には細心の注意を要する.）

4. 解析的捩率とB-モデルにおける分配関数
XをCalabi-Yau多様体とし, �をX上のRicci-平坦Kähler形式とする. ⇤p,qをX上の
(p, q)-形式に作用するラプラシアンとし, ⇣p,q(s)をそのスペクトル ⇣-関数とする.

⇣p,q(s) :=
X

�2�(⇤p,q)\{0}

��s dim E(⇤p,q;�).

但し, E(⇤p,q;�)は⇤p,qの固有値�に対する固有空間であり, �(⇤p,q)は⇤p,qの固有値全
体の集合である. ⇣p,q(s)は, <sが充分大きい時に絶対収束し, 複素平面全体解析接続さ
れ, s = 0において正則である事が知られている.

定義 4.1 (Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa [2], Fang-Lu-Y. [4]) Calabi-Yau多様体
XのBCOV不変量を以下の実数として定める.

⌧BCOV(X) :=
Vol(X, �)

�(X)
12 �3

VolL2(H2(X,Z), [�])
exp

"
�
X
p,q�0

(�1)p+qpq ⇣ 0p,q(0)

#
.

ここで, 実トーラスH2(X,R)/H2(X,Z)のL2-計量に関する体積を

VolL2(H2(X,Z), [�]) := Vol(H2(X,R)/H2(X,Z), h·, ·iL2,[�])

で表した. L2-計量とは, コホモロジーの各元を調和形式で代表させ, その長さを計測す
る事により定まるコホモロジー群上の計量の事である.

事実 4.2 (Fang-Lu-Y.[4]) Calabi-Yau 多様体 X に対して, ⌧BCOV(X) は Ricci-平坦
Kähler計量の選び方に依らない. 即ち, ⌧BCOV(X)はXの不変量である. 特に, ⌧BCOVは
Calabi-Yau多様体のモジュライ空間上の関数と見なせる.



以下, Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafaに従い, ⌧BCOV(X)をB-モデルにおける種数1の
弦振幅関数F1と理解する [2]. （正確には, log ⌧BCOVをF1とすべきかもしれない.）

注意 4.3 Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafaの論文にはVol(X, �)やVolL2(H2(X,Z), [�])の
項は無かったが, これらの項が無いとXの不変量にならない. そこで, これらを付加
した ⌧BCOV(X)をF1と見なす. 偏極Calabi-Yau多様体の範疇で考えれば, Vol(X, �)や
VolL2(H2(X,Z), [�])は偏極を固定する限り定数であるから, 実質的には ⌧BCOV(X)は
Ricci-平坦Calabi-Yau多様体の解析的捩率を考えている事に他ならない.

注意 4.4 ⌧BCOV(X)の定義にはX上のRicci-平坦計量が用いられているが, Ricci-平坦
性の条件は本質的なものではない. Ricci-平坦性を仮定しない場合, 適当なBott-Chern

二次特性類で補正する事により, ⌧BCOV(X)を得る事ができる. 技術的には, Ricci-平坦
計量に限定せずに ⌧BCOV(X)が定義可能な事は重要である. 詳しくは, [4]を参照.

大雑把に言えば, 種数1のミラー対称性は, 二つの関数F top
1 と ⌧BCOVが（両者の定義

されている空間の標準座標による同一視の下で）等価である事を主張する. A-モデルに
おける標準座標は説明したので, 次節においてB-モデルにおける標準座標を説明する.

5. B-モデルにおける標準座標
5.1. 極大冪単点と標準座標
以下, �により複素平面の単位円盤を表し, �⇤ := � \ {0}とする. So = (�⇤)nと置き,

⇡ : Yo ! SoをCalabi-Yau多様体のズムーズ族とする. 但し, n := h1,2(Ys)を仮定する.

(Ys, s 2 Soはこの族の一般ファイバーである.)

以下の条件が充たされる時, 族⇡ : Yo ! Soは極大冪単族と呼ばれる [7].

• Ti 2 GL(H3(Ys,Q))を�nの i-番目の座標軸に関するモノドロミーとする時, 全
てのTiは冪単である. 即ち, (Ti � I)4 = 0が成り立つ.

• Ni := log Tiとし, N :=
Pn

i=1 ⌫iNiと置く. 但し, 全ての 1  i  nに対して
⌫i 2 R>0である. H3(Ys,Z)の部分空間W0, W1, W2を以下の様に定める.

W0 := Im(N3) ⇢ W1 := Im(N2) \ ker(N) ⇢ W2 := Im(N) \ ker(N2).

（部分空間列W0 ⇢ W1 ⇢ W2は, ⌫i > 0が全ての iに対して成り立つ限り,
P

i ⌫iNi

の選び方に依らない事が知られている. 加えて, NiW0 = 0が任意の iに対して成
り立つ.）この時,

dim W0 = dim W1 = 1, dim W2 = n + 1.

• W2 \H3(Ys,Z)の基底 {A_
0 , . . . , A_

n}を, A_
0 がW0 \H3(Ys,Z)を生成する様に選

ぶ. 即ち, W0 \H3(Ys,Z) = ZA_
0 . さらに, 整数mij 2 ZをNiA_

j = mijA_
0 により

定める. この時, 行列 (mij)は正則である. 即ち, (mij) 2 GL(n + 1,Q).



5.2. B-モデルにおける標準座標
定義 5.1 (Morrison) ⇡ : Yo ! So = (�⇤)nを Calabi-Yau多様体の極大冪単族とし,

{⌅s}s2Soを族⇡ : Yo ! Soの相対正則標準形式（正則3-形式の正則族）とする. 以下の
正則写像をSo上の標準座標と呼ぶ.

M : So 3 s ! (q1(s), . . . , qn(s)) 2 (�⇤)n,

qj(s) := exp

 
2⇡
p
�1

nX
k=1

mkj (A_
k ,⌅s)

(A_
0 ,⌅s)

!
, (m↵�) := (mij)

�1.

ここで, (·, ·)はH3(Ys,C)上の交叉形式である.

注意 5.2 H3(Ys,Z)の適当なシンプレクティック基底{↵0, . . . ,↵n, �0, . . . , �n}を選べば,

qj(s)を以下の様に表示できる事が知られている.

qj(s) = exp

 
2⇡
p
�1

R
�j
⌅sR

�0
⌅s

!
(j = 1, . . . , n).

ここで, �0は任意の iに対してNi�0 = 0を充たす（符号を除き）唯一定まる整サイクル
である.

Schmidの冪零軌道定理から, 以下の事実が従う.

事実 5.3 族⇡ : Yo ! Soが極大冪単ならば, 標準座標 q = (q1, . . . , qn)はSoの原点の近
傍における正則な座標系を与える.

6. BCOV予想とBorcherds積
6.1. ミラー対称性とBCOV予想
引き続き, So = (�⇤)nを仮定し, 前節の記号をそのまま用いる.

定義 6.1 XをCalabi-Yau多様体とし, ⇡ : X _ ! SoをCalabi-Yau多様体の極大冪単族
とする. 以下の性質が充たされる時, ⇡ : X _ ! SoはXのミラー族と呼ばれる.

(i) h1,1(X) = h1,2(X_
s )かつh1,2(X) = h1,1(X_

s ).

(ii) 標準座標の同一視

q(t) = (e2⇡it1 , . . . , e2⇡ith1,1 ) = (q1(s), . . . , qh1,2
_

(s))

から誘導される解析空間の芽の同一視

(H2(X,R)/H2(X,Z) + iKX , +i1) ⇠= (So, 0)

の下で, 以下の等式が成り立つ（種数0におけるミラー対称性 ）⌧
@

@t↵
,
@

@t�
,
@

@t�

�
A

(q) =

⌧
2⇡iq↵

@

@q↵
, 2⇡iq�

@

@q�
, 2⇡iq�

@

@q�

�
B

(q).



ここで, 三次形式 h·, ·, ·iAと h·, ·, ·iBの定義は次の様に与えられる.

(A) {e1, . . . , eh1,1(X)}を固定されたH2(X,Z)の基底とする時, A-モデルにおける三次
形式を以下の式で定める.
⌧

@

@t↵
,
@

@t�
,
@

@t�

�
A

(q) := (e↵, e�, e�) +
X

d2H2(X,Z)\{0}

n0(d) qd

1� qd
hd, e↵ihd, e�ihd, e�i.

(B) rをGauss-Manin接続とする時, B-モデルにおける三次形式を以下の式で定める.

⌧
@

@q↵
,
@

@q�
,
@

@q�

�
B

(q) :=
(⌅s,r @

@q↵
r @

@q�

r @
@q�
⌅s)

(
R
�0
⌅s)2

.

6.2. BCOV予想
以下, So上のHodge束の切断⌅s/

R
�0
⌅sとSoの標準束の切断dq1^ · · ·^dqh1,2

_
/q1 · · · qh1,2

_
をそれぞれの直線束の自明なゲージと見なす事にする.

予想 6.2 (Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa [1], [2]) XをCalabi-Yau多様体とし, ⇡ : X _ !
Soをそのミラー族とする. Xの種数1分配関数が次式で定義されていた事を思い出す.

F top
1 (q) = qc_2 /24

Y
d2H2(X,Z)\{0}

�
1� qd

�n0(d)/12Y
k�1

�
1� qkd

�n1(d)
.

ミラー族の一般ファイバーのHodge数とEuler数を

h1,2
_ := h1,2(X_

s ), �_ := �(X_
s )

とする. この時, Soの原点の近傍において, 以下の関数の等式が（定数倍の不定性を除
き）成り立つ.

⌧BCOV(X_
s ) = |F top

1 (q)|4 ·

�������
 

⌅sR
�0
⌅s

!3+h1,2
_ +�_

12

⌦
 

q1
@

@q1
^ · · · ^ qh1,2

_

@

@qh1,2
_

!�������

2

.

ここで, ⌅sのノルムはL2-計量により計測され, @
@q1
^· · ·^ @

@q
h
1,2
_
のノルムはWeil-Petersson

計量により計測される.

上の予想で, 左辺がB-モデルにおける種数1の弦振幅関数であり, 右辺がA-モデルに
おける種数 1の弦振幅関数である. 筆者の知る限り, BCOV予想が確認された例は 5次
超曲面とミラー5次超曲面の場合のみである [9], [4].

以下, BCOV予想がBorcherds積, 即ち, 無限積展開を持つ IV型領域上の保型形式
の理論を拡張する可能性を内在する事を説明する.



6.3. BCOV予想の幾つかの帰結
6.3.1. 無限積の収束
複素化されたKähler錐H2(X,R) + iKX 上の形式的無限積F top

1 (t)は+i1の近傍で収
束する. （これはBCOV予想の主張に含める方が良いかもしれない.）

6.3.2. 解析的捩率の無限積展開
BCOV不変量 ⌧BCOVをSo上の標準座標を用いて

⌧BCOV(X_
s ) = |F (q)|4 ·

�������
 

⌅sR
�0
⌅s

!3+h1,2
_ +�_

12

⌦
 

q1
@

@q1
^ · · · ^ qh1,2

_

@

@qh1,2
_

!�������

2

と表示すれば, F (q)は無限積展開を持つ. （これは, 楕円曲線やEnriques曲面の解析的
捩率がモジュライ空間の尖点の近傍で無限積展開を持つという事実に類似する.）

6.3.3. F top
1 (q)の解析接続

族⇡ : X _ ! SoがSoを開集合として含むT上のCalabi-Yau多様体の族に拡張されるな
らば, ⌧BCOVはT上の実解析関数に解析接続される. （これは, Weil-Petersson計量がT

上の実解析的な計量である事から従う.）その結果, So上の表示

F top
1 (q)24 ·

 
⌅sR
�0
⌅s

!36+12h1,2
_ +�_

⌦
 

q1
@

@q1
^ · · · ^ qh1,2

_

@

@qh1,2
_

!12

はT上の正則直線束H⌦(36+12h1,1(X)��(X))⌦ (K�1
T )⌦12 （をPic0(T )の或る元で捩った直

線束）の至る所消えない正則切断に解析接続される. ここで, HはT上のHodge束であ
り, KTはTの標準束である. この意味で, 無限積F top

1 (q)はTまで解析接続される.

6.3.4. 保型形式とBCOV予想
⇡ : (Y , L) ! Bを偏極Calabi-Yau多様体のスムーズ族とし, 一般の点 b 2 Bにおける小
平-Spencer写像は同型であると仮定する. ⌦ ⇢ Ch1,2(Ys)を有界対称領域と同型な管状領
域とし, � ⇢ Aut(⌦)を算術群とする.

以下の三つの条件を考える.

(C1) Bは�\⌦のZariski開集合に同型である.

(C2) B上のWeil-Petersson計量のKähler形式!WPは, �\⌦上のBergman計量のKähler

形式!⌦に一致する.

!WP = !⌦.

(C3) 次の条件を充たすCalabi-Yau多様体Xが存在する.

– ⇡ : Y ! BはXのミラー族である.

– H2(X,R) + iKXは⌦の開部分集合である.



– 写像M�1 � exp(2⇡i(·))は H2(X,R) + iKX からの写像に拡張され, 射影
⌦! �\⌦と同一視される. 状況を図式で表せば以下の様になる.

H2(X,R) + iKX
M�1�exp(2⇡i(·))���������! B

◆

??y ??y◆
⌦ ���!

⇧
�\⌦

ここで, ◆は包含写像を表し, ⇧は射影を表す. また, M は標準座標による
H2(X,R) + iKXとSの同一視である.

不幸にして条件 (C1), (C2), (C3)の全てが充たされる例を筆者は知らないが, (C1)と
(C2)の二つの条件を充たす例ならば幾つか存在する.（次節を参照.）

定理 6.3 (Y.) ⌧BCOV(Y/B)を以下の式で定義されたB上の関数とする.

⌧BCOV(Y/B)(b) := ⌧BCOV(Yb) (b 2 B).

条件 (C1), (C2)が成り立つならば, ⌦上の�に関する（有理型）保型形式 Y/Bが存在
して,

⌧BCOV(Y/B) = k Y/Bk, div( Y/B) ⇢ ⌦ \ ⇧�1(B)

が成り立つ. ここで, k · kは保型形式のPeterssonノルムである.

この様に, 条件 (C1)と (C2)はBCOV不変量 ⌧BCOVの保型性を特徴付けるための充分
条件である.

この定理の証明には以下の技術的な定理が鍵となる.

定理 6.4 (Y.) f : (X , X0) ! (C, 0)をRiemann面Cに助変数付けられたCalabi-Yau

多様体の一変数退化族とする. この時, 有理数↵ 2 Qが存在して,

log ⌧BCOV(Xt) = ↵ log |t|2 + O (log(� log |t|)) (t ! 0).

観察 条件 (C1), (C2), (C3)と BCOV予想の下に, 保型形式 Y/B は複素化された
Kähler錐H2(X,R)+ iKXの無限遠点+i1の近傍で無限積展開を持つ保型形式である.

この様に, 条件 (C1), (C2), (C3)を充たすCalabi-Yau多様体の族は無限積展開を持つ
保型形式を生じさせる. この意味で, BCOV予想をBorcherds積の理論, 即ち, 無限積
展開を持つ保型形式の理論の一般化と見なす事ができるかもしれない. Borcherds積で
は, 無限積の指数は適当なレベルの楕円モジュラー形式のFourier級数展開の係数なの
で, 条件 (C1), (C2), (C3)の下ではインスタントン数の保型性が期待される.

問題 6.5 Calabi-Yau多様体の族⇡ : Y ! Bで, 条件 (C1), (C2)（及び (C3)）を充たす
ものを見つけ, 対応する保型形式 Y/Bを決定せよ.



問題 6.6 条件(C1), (C2)（及び(C3)）を充たすCalabi-Yau多様体の全ての族⇡ : Y ! B

と対応する保型形式 Y/Bを決定せよ.

問題 6.7 条件 (C1), (C2)（及び (C3)）を充たす非コンパクト算術商�\⌦で, ⌦が複素
超球でも IV型（あるいはそれらの何個かの直積）でもない例が存在するか? そのよう
な例の存在は衝撃的である. 何故なら, もしその様な例が存在したとすれば, 無限積展
開を持つ保型形式の理論が新しいクラスの有界対称領域に対しても期待できるからで
ある.（この様な驚愕の主張が導かれるので, 条件 (C1), (C2), (C3)を充たす算術商は複
素超球, IV型, それらの直積型に限られるのかもしれない. 筆者が現在持っている例は
全てこれらのタイプの何れかである.）

7. 例 — 例外型Borcea-Voisin多様体
7.1. Borcea-Voisin多様体
定義 7.1 (1) SをK3曲面とし, ✓ : S ! Sを正則2-形式H0(S, KS)に非自明に作用す

る正則対合とする. また, Tを楕円曲線とする. この時,

X(S,✓,T ) := Bl⌃

✓
S ⇥ T

✓ ⇥ (�1T )

◆
, ⌃ := Sing

✓
S ⇥ T

✓ ⇥ (�1T )

◆

と定める. 但し, Bl⌃(·)は⌃に沿うブローアップである. この時, X(S,✓,T )はCalabi-

Yau多様体であり, （構成者に因み）Borcea-Voisin多様体と呼ばれる.

(2) Borcea-Voisin多様体は, 反不変格子

H2
�(S,Z) := {` 2 H2(S,Z); ✓⇤(`) = �`}

が (Zn+2,⇤n)に等長な時, 例外型と呼ばれる. ここで,

⇤n :=

 
0 1

1 0

!
� Ln, Ln :=

 
1 0

0 �1n�1

!
(1  n  9)

である. 一般に, 格子H2
�(S,Z)をBorcea-Voisin多様体X(S,✓,T )の型と呼ぶ.

注意 7.2 型⇤nが何故「例外型」なのかは以下の通りである.

(1) X(S,✓,T )が例外型ならば, Borcea-Voisinによるミラーの構成法

X_
(S,✓,T ) := X(S_,✓_,T_)

が破綻する. その結果, X(S,✓,T )が例外型の時, そのミラーの存在は知られていな
い. （X(S,✓,T )が例外型でないならば, そのミラーをBorcea-Voisin構成法により
得る事ができる.）

(2) X(S,✓,T )が例外型ならば, その任意の小変形は例外型Borcea-Voisin多様体である.

逆に, X(S,✓,T )の任意の小変形がBorcea-Voisin多様体ならば, X(S,✓,T )は例外型か
或はFHSVモデル（S/✓がEnriques曲面になる場合）に限る.



事実 7.3 例外型Borcea-Voisin多様体に対して, 前節の条件 (C1), (C2)を確かめる事が
できる.

前節の観察と照らし合わせると, 例外型Borcea-Voisin多様体の場合に ⌧BCOVに対応
する保型形式を決定する事は興味ある問題である. BCOV予想に従えば, 対応する保型
形式はモジュライ空間の尖点においてBorcherds型の無限積展開を持つはずである.

7.2. IV型領域
定義 7.4 符号 (2, n)の格子⇤nに付随する IV型領域を

⌦n := {[⌘] 2 P(⇤n ⌦C); h⌘, ⌘i = 0, h⌘, ⌘̄i > 0}+

で定め, 対応する直交型モジュラー多様体を

Mn := O+(⇤n)\⌦n

で定める. ここで, {}+は二つある連結成分から一つを選んだ事を意味し, O+(⇤n)は格
子⇤nの自己同型群の中で連結成分⌦nを保つものから成る指数2の部分群である.

Lnは双曲型格子なので, その正錐

{x 2 Ln ⌦R; hx, xi > 0}

は二個の連結成分より成る. 以下の写像により⌦nと対応する正錐の成分をCnとする

Ln ⌦R + i Cn 3 ! !
h
1 + ! � ! ^ !

2

i
2 ⌦n.

射影⌦n !Mnと合成する事により, この写像は直交型モジュラー多様体Mnの管状領
域による一意化を与える.

Ln ⌦R + i Cn !Mn.

7.3. Ln ⌦R + i Cn上のBorcherds積
定義 7.5 管状領域Ln ⌦R + i W上の形式的無限積�n(z)を以下の式で定める.

�n(z) := e⇡ih%,zi
Y

↵·W>0

�
1� e2⇡ih↵,zi�c(0)10�n(↵2) Y

�·W>0, �/2⌘%/2 mod Ln

�
1� e⇡ih�,zi�c(1)10�n(�2/4)

.

ここで, W ⇢ Cnは双曲型格子LnのWeyl部屋であり, % 2 Ln ⌦QはWeylベクトルで
ある. また, 数列{c(0)

k (`)}`2Z, {c(1)
k (`)}`2Z+k/4 は次の母関数により定義される.

X
`2Z

c(0)
k (`) q` =

⌘(2⌧)8✓A1(⌧)
k

⌘(⌧)8⌘(4⌧)8
,

X
`2 k

4 +Z

c(1)
k (`) q` = �8

⌘(4⌧)8✓A1+ 1
2
(⌧)k

⌘(2⌧)16
.

但し,

✓A1+ ✏
2
(⌧) :=

X
n2Z

q(n+✏/2)2 , ⌘(⌧) := q1/24
Y
n>0

(1� qn)

はそれぞれJacobiのテータ関数とDedekind ⌘-関数である.



Borcherdsの定理から, 以下の主張が従う.

定理 7.6 �n(z)は (=z)2 � 0の時に絶対収束し, さらにLn ⌦R + i Cn上のO+(⇤n)に
関する重さ 14� nの保型形式に解析接続される. �n(z)の因子はノルム�1のHeegner

因子
div�n =

X
�2⇤n, �2=�1

�? ⇢ ⌦n

で与えられる.

事実 7.7 例外型⇤nのBorcea-Voisin多様体のモジュライ空間は局所対称空間（のZariski

開集合）
(Mn\

[
�2⇤n, �2=�1

�?)⇥ (SL2(Z)\H)

に同型である. ここで, Hは複素上半平面である.

7.4. 例外型Borcea-Voisin多様体の場合のBCOV不変量の明示公式
定理 7.8 (Y.[8]) 3  n  9ならば, (Mn\

S
�2⇤n, �2=�1 �

?) ⇥ (SL2(Z)\H)上の関数と
して次の等式が（定数の不定性を除いて）成り立つ.

⌧BCOV = k�n ⌦ ⌘24k2.

即ち, 任意の⇤n型Borcea-Voisin多様体X(S,✓,T )に対して,

⌧BCOV(X(S,✓,T )) = k�n($(S, ✓))k2 · k⌘24($(T ))k2

が成り立つ. ここで, k · kはPeterssonノルムを表し, $(S, ✓)と$(T )はそれぞれ (S, ✓)

とTの周期である.

この定理から, Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafaが予想する様に, ⌧BCOVは無限積とし
て表される事がわかる. 無限積�n(z)の指数が或る多様体のインスタントン数（或は
Gromov-Witten不変量等の数え上げ不変量）に一致するかどうか, 筆者は知らない. そ
れが示されれば, 例外型Borcea-Voisin多様体に対してミラー対称性が検証された事に
なり, 素晴しい. しかし, X(S,✓,T )は例外型なので, そのミラーはCalabi-Yau多様体では
ないかもしれない. 例外型Borcea-Voisin多様体X(S,✓,T )のミラーは何であろうか？
�n(z)のFourier級数展開がGritsenko [5]により決定された. �n(z)は或る一般化さ

れたKac-Moody超代数の分母関数になる事が示されるが [8], Gritsenkoの結果はその
超代数の生成元と関係式系が具体的に書き下せる事を意味する. 保型形式の重さが特
異でない場合, 無限積展開とFourier級数展開の両方が書き下せる事は稀である.
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