
非線形固有値問題に対する
周回積分を用いた数値解法

櫻井　鉄也 (筑波大学)∗

1. はじめに
時間遅れをともなう微分方程式の特性方程式は指数関数を含み，その安定性解析
では非線形固有値問題が現れる [8]．量子ドットの電子状態計算では多項式固有値
問題や有理型の固有値問題 [7]，粒子加速器の設計では平方根を含む固有値問題
[9]が現れる．また，連立代数方程式を多項式固有値問題に帰着させる解法もある
[14]．他にも，振動解析やSchrödinger作用素などさまざまな分野で非線形固有値
問題が現れる [3]．
これらの数値シミュレーションや解法で現れる行列は大規模になることが多く，
並列計算機での利用を想定した数値計算手法が求められる．近年の大規模並列計
算環境は，マルチコアCPUから構成される超並列計算機やGPUなどの演算加速
機構を備えた階層的な並列構造をもつ計算機に移行しており，その計算機資源を
十分に活用するためには，計算アルゴリズムの段階から階層的な超並列構造を考
慮した手法の導出が必要である．
大規模な疎行列向けの固有値解法の多くは，初期ベクトルを与えて反復によっ
て部分空間を生成する内部反復と，得られた部分空間から近似固有対を抽出して
新たな部分空間生成を繰り返す外部反復の2つの入れ子状の反復過程から構成さ
れる．これらの反復過程は逐次的に行う必要があり，並列化を阻害する要因となっ
ている．高い並列効率を得るためには，これらの反復による部分空間生成や近似
ベクトルの更新を行わず，独立した複数の計算から一度の操作で十分に精度のよ
い部分空間を抽出する方法が必要となる．
本稿では，行列関数T (z)に対する固有値問題

T (z)x = 0 (1)

に対して，周回積分を用いて積分路内にある固有値と対応する固有ベクトルを求
める方法について述べる．ここで，T (z)はその各要素が zの関数として与えられ
ている行列とする．行列A0, A1, . . . , Al ∈ Cn×n，Al 6= Oについて，

T (z) =
l∑

i=0

ziAi
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のとき，固有値問題 (1)は l次多項式固有値問題となる．とくに l = 1のとき一般
化固有値問題や標準固有値問題を含む．多項式以外の非線形関数を要素にもつ行
列関数の固有値問題を考えることもできる．
一般化固有値問題に対して，複素平面上の与えられた領域内にある固有値と対
応する固有ベクトルを周回積分を用いて求める解法が文献 [12]において提案され
た．この方法はSakurai-Sugiura法 (以後，SS法)とよばれ，各積分点上での計算は
独立して行うことができるため並列性の高い解法である．この方法のフィルター
対角化に基づく一般化 [6]によって，領域内に多数の固有値がある場合の安定性
が改善され，重複固有値に対してもすべての固有ベクトルを求めることが可能に
なった．また，対称行列に対して直交射影を用いることで安定性を改善する方法
も提案されている [13]．
文献 [2]において，周回積分を用いた固有値解法 (SS法)が多項式固有値問題に
対して適用可能であることが示された．この方法は，行列多項式に適用した場合
でもコンパニオン行列を用いた線形化のように行列の次元が増大することがなく，
とくに高次の多項式で従来法に比べて有効性が高い．また，文献 [12]の方法がも
つ高い並列性を備えている．文献 [1]では，行列の要素が解析関数で与えられる
問題への拡張が行われた．
次節において，非線形固有値問題に対する周回積分を用いた固有値解法を紹介
する．第 3節において方法の並列性について述べる．第 4節でいくつかの数値例
を示す．

2. 周回積分を用いた固有値解法
n次行列関数 T (z)は複素平面上の領域Ωで解析的とする．T (z)はその行列式が
恒等的に0でないとき正則であるという．解析的な行列関数に対するSmith形に
ついての以下の定理 ([5])が，周回積分を用いた非線形固有値問題の解法に対して
方法導出の基礎となる．
定理 1 T (z)はn × nの正則な行列解析関数であるとする．このときT (z)は

P (z)T (z)Q(z) = D(z) (2)

と表される．ここで D(z) = diag(d1(z), . . . , dn(z))はその対角要素 dj(z), j =

1, 2, . . . , nが解析関数で，dj(z)/dj−1(z), j = 2, 3, . . . , nはまた解析的である．さ
らに，P (z), Q(z)はその行列式が非零の定数となるn× nの行列解析関数である．
関数f(z)を

f(z) := uHT (z)−1v (3)

と定義する．ここで，u,v ∈ Cnは零でないとする．Smith形から f(z)に関して
以下の結果を得る ([1])．
定理 2 D(z), P (z), Q(z)は式 (2)により与えられるとする．このとき，f(z)は

f(z) =
n∑

j=1

χj(z)

dj(z)



と表される．ここで χj(z)は P (z), Q(z), u,vより決まる関数で，Ωで解析的で
ある．

ΓはΩ上のJordan曲線とし，m個の相異なる固有値λ1, . . . , λmがΓ内にあると
する．ここでは議論を簡単にするため，固有値は単純であるとする．周回積分に
よって

µk :=
1

2πi

∫
Γ

zkf(z)dz, k = 0, 1, . . . (4)

とし，{µk}2m−2
k=0 および{µk}2m−1

k=1 を要素にもつHankel行列をそれぞれ

Hm =


µ0 µ1 · · · µm−1

µ1 µ2 · · · µm

...
...

...
...

µm−1 µm · · · µ2m−2

 , H<
m =


µ1 µ2 · · · µm

µ2 µ3 · · · µm+1

...
...

...
...

µm µm+1 · · · µ2m−1


とする．µkに対応して

sk :=
1

2πi

∫
Γ

zk T (z)−1dz v, k = 0, 1, . . . (5)

とし，S = [s0, . . . , sm−1]とおく．
このとき，定理2より以下の関係が得られる．
定理 3 (λj,wj), 1 ≤ j ≤ mは行列則H<

m − λHmの固有対とする．このとき，非
線形固有値問題T (z)x = 0の固有対は (λj,xj), 1 ≤ j ≤ mで与えられる．ここで，

xj = Swj, j = 1, 2, . . . ,m. (6)

周回積分は以下のように数値積分によって近似する．Γ上のN個の相異なる点
z1, . . . , zNに対して重みw1, . . . , wNを

N∑
j=1

wjz
k
j =

{
0, k = 0, 1, . . . , N − 2

c, k = N − 1

をみたすように決める．ここで cは零でない実数とする．適当なシフト値 γとス
ケール値ρに対して，τj = (zj − γ)/ρとおき，

ŝk :=
N∑

j=1

wj τ k
j T (zj)

−1v, k = 0, 1, . . . (7)

とし，Ŝ = [ŝ0, . . . , ŝm̂−1]とおく．ここで m̂は m̂ ≥ mとなる適当な整数である．
また，µ̂k := uHskとする．このようにして得られた µ̂kからHankel行列 Ĥm̂, Ĥ<

m̂

を

Ĥm̂ =


µ̂0 µ̂1 · · · µ̂m̂−1

µ̂1 µ̂2 · · · µ̂m̂

...
...

...
...

µ̂m̂−1 µ̂m̂ · · · µ̂2m̂−2

 , Ĥ<
m̂ =


µ̂1 µ̂2 · · · µ̂m̂

µ̂2 µ̂3 · · · µ̂m̂+1

...
...

...
...

µ̂m̂ µ̂m̂+1 · · · µ̂2m̂−1





とし，それぞれHmおよびH<
mの近似とする．

とくにzjを中心γ，半径ρの円周上に等間隔におくと，θj = (2π/N)× (j−1/2),

j = 1, 2, . . . , Nとして，

zj = γ + ρ(cos θj + i sin θj), wj = cos θj + i sin θj

で与えられる．これは一般化固有値問題のとき文献 [12]の方法と一致する．この
ときの固有値の精度について文献 [15]で解析している．固有値が実軸上だけに分
布しているようなときには，円を垂直方向にα(≤ 1)倍して積分路を実軸に近づ
けた方が精度がよくなる．このときの積分点と重みは

zj = γ + ρ(cos θj + i α sin θj), wj = α cos θj + i sin θj

となる．
求める固有値数が多いとき，Hankel行列の次元を大きくしようとすると高次の

µkを利用する必要があり，数値的に不安定になる．通常はmは積分点数Nに対
して1/4程度が適当である．より多くの固有値を求めるときには，u, vのかわり
にn × Lの行列

U = [u1,u2, . . . , uL], V = [v1,v2, . . . , vL]

を用いる．ここで，{u1, . . . , uL}および {v1, . . . , vL}はそれぞれ互いに独立な零
でないベクトルである．これにより，

F (z) := UHT (zj)
−1V

とおき，µ̂kのかわりにL × Lの行列

M̂k :=
N∑

j=1

wjτ
k
j F (zj) = UHŜk, k = 0, 1, . . . (8)

とする．ここで

Ŝk :=
N∑

j=1

wjτ
k
j T (zj)

−1V, k = 0, 1, . . . (9)

である．Hankel行列も µ̂kのかわりに行列 M̂kを並べたブロックHankel行列とな
る．この方法はBlock SS法とよばれる．計算の主要部は連立一次方程式の求解
T (zj)

−1V であり，複数右辺ベクトルをもつ方程式の高速な解法が必要となる．こ
のような方程式に対して，Block Krylov部分空間を利用した高速な解法が提案さ
れている [16, 17]．



3. 解法の並列性
近年の大規模な計算機では，各計算ノード内でのメニーコアによる並列性とノー
ド間の並列性のような演算ユニット間の階層性がある．また，レジスタや各レベ
ルのキャッシュ，メモリー，ストレージなどへのアクセス，ネットワーク構造に
ついても階層性がある．固有値問題はその解法のほとんどは漸化関係によって記
述されている．しかし，漸化関係による反復計算では逐次性が避けられず，また，
各ステップで計算結果を交換するための通信が発生し，最内ループの内側での並
列性しか利用できない．そのため，超並列の計算機では十分な性能を得ることが
難しい．

SS法において，式 (9)におけるシフト点zjでの連立一次方程式の求解T (zj)
−1V

が計算時間のほとんどを占める．そのため，各zjでの計算を分散した計算ノード
に割り当てると，計算ノード間の通信がほとんど発生しない方法となる．また，
積分領域ごとにも独立して計算できるため，複数の領域を与える場合にはここで
も並列性を利用することができる．
複素平面上に設定する複数の領域による並列性 (Top Level)，それぞれの領域ご
との積分点上での計算の並列性 (Middle Level)があり，さらに，連立一次方程式
の解法に並列性の高い解法を用いると，その並列性も利用できる (Bottom Level)．
たとえば，固有値を求めるために配置する領域の数をNΓ，領域ごとの積分点数
をNintとし，連立一次方程式の解法にNsol個の演算コアを割り当てるとすると，
利用する総演算コア数は

Ntotal = Nsol × Nint × NΓ

となる．
図 1に SS法の階層的な構造を示す．解法のもつ 3階層に対応させて，計算機
ハードウェアの演算ノードを階層的にグループ化する．計算中に階層をまたがっ
ての通信はほとんど発生せず，効率的な計算の実行が可能となる．

複素平面 計算機ハードウェア

図 1: SS法の階層的な構造



より効率的に適用するためには，領域の設定など方法のパラメータを適切に決
めておく必要がある．文献 [4]では確率的な手法によって少ない手間で広い範囲
の固有値分布を調べる方法が示されている．標準固有値問題のときT (zj)はシフ
ト行列となり，Krylov部分空間のシフト不変性が利用できるため連立一次方程式
を解くための計算量を削減できる [10, 11]．また，シフト点の配置も問題の特性
に応じて行うことで，より効率的な計算が可能となる [11]．

4. 数値例
周回積分を用いた固有値解法を非線形固有値問題に適用したいくつかの数値例を
示す．

数値例1. 遅延時間 τを考慮した遅延微分方程式から得られる固有値問題 [8]，

(zI − A0 − A1e
−τz)x = 0.

ここで，行列の次元はn = 3, 600でA0, A1は 3重対角である．遅延時間は τ = 1

とした．

SS法のパラメータは，積分点数N = 32，ブロックサイズ (V の列数)L = 10と
した．Γは中心0，半径2の円とした．計算はMATLABを用いて倍精度で行った．
SS法で現れる連立一次方程式は直接法を用いて解いた．
図2に複素平面上での原点付近の固有値分布を示す．図中で記号+は固有値を
示し，記号 •は積分点を表す．領域内に 6個の固有値がある．表 1に得られた固
有値の値と残差を示す．指数関数を含む固有値問題に対して，領域内の固有対が
得られていることが分かる．

図 2: 数値例1の固有値分布



表 1: 求めた固有値と残差 (数値例1)

k λ̂k ‖T (λ̂k)xk‖2

1 −1.8430999460091 − 0.00000000001795 i 4.1 × 10−11

2 −1.6360041143475 − 0.00000000000933 i 2.9 × 10−11

3 −1.3873471247021 + 0.00000000000012 i 1.8 × 10−11

4 −1.0733987902064 + 0.00000000000117 i 6.1 × 10−12

5 −0.6447181064859 − 0.00000000000080 i 1.4 × 10−12

6 −0.0189025363809 + 0.00000000000005 i 4.5 × 10−13

数値例2. 量子ドットの電子状態計算で現れる5次多項式固有値問題 [7]，

T (z)x = (A0 + zA1 + z2A2 + z3A3 + z4A4 + z5A5)x = 0

の固有対を求める．ここで，行列の次元はn = 186, 543である．

Γは中心 0.6，半径 0.2の円を虚軸方向に 0.1倍した楕円 (α = 0.1)とした．積
分点数をN = 24，ブロックサイズをL = 4とした．連立一次方程式は複数右辺
ベクトル向きの反復解法であるBlock BiCGGR法 [17]を用いて解き，相対残差が
10−10となったところで反復を停止した．表2に結果を示す．この問題では領域内
の実軸上に6個の固有値がある．

表 2: 求めた固有値と残差 (数値例2)

k λ̂k ‖T (λ̂k)xk‖2

1 0.417282797679849 1.3 ×10−10

2 0.599865532468985 6.2 ×10−10

3 0.599865533101223 8.3 ×10−11

4 0.717694132081799 1.7 ×10−10

5 0.730239765797513 1.0 ×10−10

6 0.792362444547822 6.4 ×10−10

数値例3. 加速器の設計において現れる非線形固有値問題 [9]，

T (z) = K − λM + i

p∑
j=1

√
λ − σ2

j Wj.

ここで，K,M, Wj ∈ Rn×n は対称で，M は正定値である．行列の次元は n =

1, 100, 242で，問題中のパラメータはp = 1，σ1 = 0である．



表 3: 求めた固有値と残差 (数値例3)

k λ̂k ‖T (λ̂k)xk‖2

1 716.612476579150 + 0.000000221305 i 3.6 × 10−13

2 718.960538663024 + 0.000000841959 i 2.5 × 10−13

3 722.566812632947 + 0.000001645112 i 1.0 × 10−13

4 727.037838429705 + 0.000002404169 i 1.8 × 10−13

5 731.852598839981 + 0.000002969716 i 1.6 × 10−13

6 736.417477593787 + 0.000003286917 i 9.7 × 10−14

7 740.176719982116 + 0.000003421542 i 8.9 × 10−14

8 742.655019547186 + 0.000003664992 i 1.1 × 10−13

9 743.442930908112 + 0.000001948657 i 7.8 × 10−14

この問題では，640付近から右側の実軸に近い数十個程度の固有値が必要とさ
れる．領域Γは，中心700，半径50の円を虚軸方向に0.1倍し，

zj = γ + ρ(cos θj + i α sin θj), j = 1, 2, . . . , N

とした．ここでγ = 700, ρ = 50, α = 0.1, θj = 2π(j − 1/2)/N , N = 32, L = 8で
ある．
計算は筑波大学計算科学研究センターの並列クラスタである，T2K-Tsukubaシ
ステム上で倍精度で行った．計算ノードは1ノードあたり4コアのAMD Opteron

2.3GHzが4ソケットで構成され，メモリーは32GBである．この計算ノードを1

ノード (16コア)から32ノード (512コア)まで変えて時間を計測した．
連立一次方程式は Intel MKLの疎行列直接解法であるPARDISOを用いて解い
た．PARDISOは共有メモリー型のため，T2K-Tsukubaの場合 1ノード 16コア
までしか使うことができない．しかし，SS法では複数のシフト点で別々の方程式
を独立に計算するため，用いたシフト点の数N(= 32)まで同時に実行できる．こ
れにより，512(= 16× 32)コアまで利用している．表3に得られた固有値と残差，
表4にコア数を変えたときの計算時間と speedupの比を示す．表より，512コアで
も十分な並列効率が得られていることがわかる．固有値を求める領域を複数設定
したときには，領域ごとにも並列に計算できるため，さらに多くの計算ノードま
で高いスケーラビリティが期待できる．
図 3に 4つの領域 (Γ1 ∼ Γ4)を設定したときの計算時間を示す．連立一次方程
式を解くためのPARDISOには 8コアを割り当てたため，4つの領域を合わせる
と 8 × 32 × 4 = 1024コアを用いている．Γ1，Γ2に対するプロセスがほぼ同時に
処理を開始し，Γ3，Γ4に対するプロセスが少し遅れて開始している．計算時間の
ほとんどは連立一次方程式を解く時間が占めていることがわかる．



表 4: T2K-Tsukubaシステムでの実行時間とスピードアップ比 (数値例3)

]cores 16 32 64 128 256 512

Solution time (sec.) 3770.1 1905.7 981.2 506.7 276.1 151.8

Speedup (ratio) – 1.98 1.94 1.94 1.84 1.82

図 3: T2K-Tsukubaシステム (1024コア)での計算時間 (数値例3)

5. おわりに
大規模な非線形固有値問題を解くための周回積分を用いた固有値解法について述
べた．この方法は，多項式固有値問題，指数関数や平方根を含む固有値問題など，
さまざまな種類の非線形固有値問題に適用可能である．階層的な並列構造をもつ
ため，超並列型のクラスタシステムに適しており，とくに大規模計算で性能を発
揮する方法である．
方法を効率的に利用するためには，問題に適した積分路の配置や積分点数など
の各種のパラメータの設定が必要であり，これらを問題に応じて適切に設定する
方法の開発が実用化において重要となる．また，計算時間のほとんどを複素平面
上でのシフト点における連立一次方程式の求解が占めており，大規模で複数の右
辺ベクトルをもつ連立一次方程式の高速な解法の開発が求められる．
これまでモデル化の段階で非線形固有値問題への帰着は避けられる傾向があっ
たが，効果的な解法を提供することでモデル化の制約が低減されることが期待さ
れる．
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