
数理ファイナンスと実務への応用
Volatility Smileモデル
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1. 金融市場の発展と数理ファイナンス
数理ファイナンスは確率論の一分野として発展してきたと同時に，金融ビジネス
と結びつき，金融市場の高度化とともに大きく発展してきた．数理モデルを実務
に応用するためには，金融市場の特性を捕らえていること，また安定的にリスク
マネージメントができることが重要である．そのためには，確率論に限らず，線
形代数，微分幾何学，数値解析，偏微分方程式，物理学等々，様々な分野が総動
員される．ここでは，デリバティブの価格付け理論を下に，金融市場とモデルの
関係を見ていこう．

2. Black-Scholes モデル
1973年にBlack-Scholesの論文 [1]が発表されて以来，金融市場においては，Black-
Scholesの公式 [1]はヨーロピアンオプションを価格付けするために広く使われて
きた. Black-Scholes モデルは, 金融資産（例えば株）をSで表し, その時点 tにお
ける価格S(t)が以下の確率微分方程式に従うとする.

dS(t)

S(t)
= r(t)dt+ σBdW (t),

S(0) = S0.

ここで, r(t)は短期金利を表し, σBはボラティリティと呼ばれる量で，株価の動き
の変動性を表し，W (t)はブラウン運動を表す．このとき，満期T , ストライクK

のコールオプション価格CBS(T,K)は，リスク中立測度の下での期待値として，

CBS(T,K) = EQ[e−
∫ T
0 r(s)ds(S(T )−K)+]

= e−
∫ T
0 r(s)dsBS(F,K, σ, T )

としてBlack-Scholes式を用いて計算される．ただし，

BS(F,K, σ, T ) = FΦ(d+)−KΦ(d−), d± =
log(F/K)± 1

2
σ2T

σ
√
T

, F = S0e
∫ T
0 r(s)ds

とし，Φは標準正規分布関数を表す．金融市場において多くのヨーロピアンオプ
ションの価格は，逆にブラックショールズボラティリティ σB を用いてクォート
される．実際の価格を求めるためには，ブラックショールズ式を用いる．
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3. Implied Volatility と Volatility Smile

Implied Volatilityとは，ヨーロピアンコールオプションの価格C(T,K)を与えた
ときに，

CBS(T,K, σBS(K)) = C(T,K)

を満たすσBSのことを指す．仮にマーケットが，Black-Scholes model

dSt

St

= r(t)dt+ σ(t)dW (t), (σ(t)は確定的)

に従うとすると，

σ2
BS =

1

T

∫ T

0

σ2(s)ds

となるので，ストライクによらず implied volatilityは一定値となる．しかし，実
際の金融市場（通貨オプション，金利スワップション，株価オプション，コモディ
ティ等）においては，通常，implied volatilityはストライクに依存した関数となる.

ストライクに関して単調減少の場合，Volatility Skew，アットザマネーが最も低
く，インザマネー，アウトオブザマネーに行くに従って高くなる場合にVolatility

Smile と呼ばれる. より複雑なエキゾチックオプションを評価し，リスクを適切
にヘッジするためには，Volatility Smileに正確にキャリブレートできるモデルを
作ることが必要である.

4. Local Volatility Model

Volatility Smileにキャリブレートできる最も有名なモデルが Bruno Dupireによ
るLocal Volatility Model [2]である．ここでは，そのヨーロピアンオプションに
対するキャリブレーション方法について説明しよう．Local Volatility Modelは，
以下の確率微分方程式を満たす．

dSt

St

= r(t)dt+ σLV (t, St)dWt.

ここで，rは確定的な短期金利を表し，σLV は確定的な関数として，通常ローカ
ルボラティリティ関数と呼ばれる．このとき，Dupire [2]は以下を示した.

Theorem 1 (Dupire). 満期TのすべてのストライクKに対してコールオプショ
ンの価格C(S0, K, T )が与えられているとしたときローカルボラティリティ関数
σ(T,K)は以下で与えられる.

σ2
LV (T,K) =

∂C
∂T

+ r(T )K ∂C
∂K

1
2
K2 ∂2C

∂K2



Proof. オプション満期 T に対して現在価値をS0とし，S(T )の densityの存在を
仮定するとオプション価格は

C(S0, K, T ) = e−
∫ T
0 r(s)ds

∫ ∞

K

dSTϕ(ST , T ;S0)(ST −K)

と表せる．Kで2回微分することにより

ϕ(K,T ;S) = e−
∫ T
0 r(s)ds ∂2

∂K2
C(S,K, T )

が得られる. ここで,　ϕは (K,T )の関数としてForward Kolmogorov方程式

∂ϕ

∂T
− ∂2

∂K2

(σ2(T,K)

2
K2ϕ

)
+ r(T )

∂

∂K
(Kϕ) + r(T )K = 0

を満たすので，コールオプション価格を T で微分した方程式に代入することに
より

∂C

∂T
− σ2(T,K)

2
K2 ∂

2C

∂K2
+ r(T )K

∂C

∂K
= 0

が得られる．

このモデルの自然な拡張としては，次に述べる Local Volatility Modelに確率
ボラティリティを組み合わせたモデルや，金利を確定的とせず，確率モデルを仮
定した場合等が考えられる．

5. SLVモデル
Local Volatility Modelは，実務的にも非常にいいモデルで一般的に使われてい
るが，volatility smile の dynamicsが実際のマーケットに合っていない場合もあ
り，さらに確率ボラティリティモデルと組み合わせたSLVモデル [9] (Stochastic

Local Volatility Model)もしばしば用いられる．

dSt

St

= rtdt+ σ(t, St)ZtdW1(t),

d(logZt) = λ(θ(t)− logZt)dt+ νdW2(t),

Z(0) = 1.

ただし，W1(t), W2(t)は独立なBrown運動とし，Z(t)はvolatility process, σ(t, x)

は local volatility関数である．λはボラティリティの平均回帰係数，θ(t)はdeter-

ministicな関数である. このとき，コールオプションの現在価値

C(T,K) = EQ[e−
∫ T
0 rsds(ST −K)+]

は, Ψ(T,K) = EQ[Z(T )2|ST = K]として，次の微分方程式を満たす.

∂

∂T
C(T,K) = −KrT

∂

∂K
C(T,K)

+
1

2
K2σ2(T,K)Φ(T,K)

∂2

∂K2
C(T,K).



Dupireの local volatility σLV (T,K)と比較すると，

σ2(T,K) =
σ2
LV (T,K)

Ψ(T,K)

と満たすことがわかる．σLV は前述の通り,コールオプション価格から偏微分によ
り求めることができた．では，Ψ(T,K)はどのようにして求められるか.

Xt = logSt, Yt = logZt

とし，その密度関数p(x, y, T )を用いると

Ψ(T,K) =

∫
R e

2yp(logK, y, T )dy∫
R p(logK, y, T )dy

と書け，さらに，p(x, y, T )が次のKolmogorovの forward equation

∂tp+ ∂x

[(
r − e2yσ2(t, ex)

2

)
p

]
− ∂xx

[(
e2yσ2(t, ex)

2

)
p

]
+ ∂y [λ(θ(t)− y)p]− ∂yy[

ν2

2
p] = 0

を満たしていることを用いて，差分方程式による数値計算，例えばADI法（Al-

ternative direction implicit method)などにより解くことができる．このモデルの
拡張としては，ここでは，原資産と確率ボラティリティが独立と仮定したが，相
関がある場合や，ローカルボラティリティモデルの場合と同様に，金利モデルを
仮定した場合等への拡張が考えられる．

6. Hestonモデル
SLV model やLV modelは，実務的によく使われるモデルであるが，すべてのK,

Tについてコールオプション価格C(T,K)が与えられていることを仮定している
non-parametricなモデルなので，逆にそれらがあまり市場で観測されない場合，
むしろ，parametricなモデルの方が望ましい場合もある．次のモデルは，確率ボ
ラティリティモデルのひとつでHestonモデル [5]と呼ばれる．

dS(t)

S(t)
= r(t)dt+

√
V (t)dW1(t),

dV (t) = λ(θ − V (t))dt+ ν
√

V (t)dW2(t).

ここで，(W1(t),W2(t)は相関のある Brown運動で，dW1(t)dW2(t) = ρdt とす
る．λ > 0は平均回帰係数，

√
θは long vol, すなわち，

√
V (t) →

√
θ, (t → ∞),√

V (0)は short volと呼ばれる.　これらのパラメーターを調節することにより，
volatility smileの期間構造に合わせることができる．実は，Hestonモデルに対し
ては，コールオプション価格のフーリエ変換を用いた解析解が存在する.



7. SABRモデル
パラメトリックな確率ボラティリティモデルの例として次に，‘SABR’ (stochastic-
αβρ) モデルを考えよう.

dX(t) = α(t)X(t)βdW1(t),

dα(t) = να(t)dW2(t),

dW1(t)dW2(t) = ρdt.

このモデルは implied volatilityに対してかなり正確な（かつ簡単に実装できる）
漸近展開公式が知られ，かつマーケットにもよくフィットすることから，多くの
金融機関で使われている. このモデルはHagan-Kumar-Lesniewski-Woodward [3]

により最初に導入され. 特異摂動理論を用いた漸近展開公式が [3] に述べられて
いる.　特殊な場合には，漸近式でなく解析解を導くこともできるが一般には知
られていない．
ここでは，まず，implied normal volatilityの定義から行おう．原資産がガウス
過程に従うモデルを考えた場合

dX̃(t) = σNdW (t), X(0) = x0,

コールオプションの価格は以下で得られる．

CN(T,K, σN) = E[(X(T )−K)+] = σN

√
TG

(K − x0

σN

√
T

)
.

ただし，G(x) =
∫∞
x
(y − x)ϕ(y)dy, ϕ(x) = 1√

2π
e−

x2

2 とする. コールオプション
価格C(T,K)に対して implied normal volatility σN(K)は以下を満たす値である.

C(T,K) = CN(T,K, σN(K)).

このとき，SABRモデル

dX(t) = εα(t)σ(X(t))dW1(t),

dα(t) = ενα(t)dW2(t),

d⟨W1,W2⟩ = ρdt, X(0) = x0, α(0) = α.

に対して implied normal volatilityの漸近展開式は以下で与えられる．

σN(K) =
α(x0 −K)∫ x0

K
dx
σ(x)

(
ζ

x̂(ζ)

)
{
1 +

[
2γ2 − γ2

1

24
α2σ2(xav) +

1

4
ρναγ1σ(xav) +

2− 3ρ2

24
ν2

]
ε2T +O(ε3)

}
ただし，

xav =
√

x0K, γ1 =
σ′(xav)

σ(xav)
, γ2 =

σ′′(xav)

σ(xav)
,



ζ =
ν

α

x0 −K

σ(xav)
, x̂(ζ) = log

√
1− 2ρζ + ζ2 − ρ+ ζ

1− ρ
.

とする．このモデルの確率ボラティリティを平均回帰過程にしたものは，λ SABR

model と呼ばれ，同様の漸近展開式が，多様体上のHeat-Kernel expansionを用
いてLabordère [4]により得られている．

8. 一般化SABR公式
さらに SABRの公式はより一般の拡散過程に従うモデルでX1

ε を原資産とする
コールオプションの implied normal volatilityの漸近展開式まで拡張できること
がわかった [6]．
(Ω,F , P )を完備確率空間として{W 1(t), · · · ,W d(t) ; t ∈ [0, T ]} をd-次元 ブラ
ウン運動とする. Xε(t), t ∈ [0, T ], ε ∈ (0, 1]を以下の確率微分方程式の解とする．

dX i
ε(t) =

d∑
k=1

εV i
k (t,Xε(t))dW

k(t) + V i
0 (t,Xε(t))dt, 1 ≤ i ≤ N,

Xε(0) = x0 = (x1
0, . . . , x

N
0 ), x0 ∈ RN ,

ただし V0, · · · , Vd ∈ C∞
b ([0, T ] × RN ;RN)とする. ここで，V 1

0 ≡ 0 とし，また
V1, · · · , Vd, の x0における強楕円性を仮定する．HをCameron-Martin空間とす
る.対応する常微分方程式

d

dt
yi(t;h) =

d∑
k=1

V i
k (t, y(t;h))ḣ

k(t) + V i
0 (t, y(t;h)), t ∈ [0, T ], h ∈ H,

y(0;h) = x0, x0 ∈ Rn,

を考える. またpathのエネルギー eを以下のように定義する.

e(y) = inf
{1

2

d∑
i=1

∫ T

0

|ḣi(s)|2ds;h ∈ H, y1(T ;h) = y
}
.

このとき，後述する楠岡-Stroockの定理5より

e(y) = − lim
ε↓0

ε2 log pε(y).

が成り立つ.

ここでは，上記の拡散過程に対してエネルギー関数の漸近展開を与える方法に
ついて説明しよう. まず，V 1

0 ≡ 0であることから, エネルギー関数はe(x1
0) = 0を

満たすことに注意しよう. ε = 0の場合に対応して, フローϕ : [0, T ]× RN → RN

を以下のように定義する.

d

dt
ϕ(t, x) = V0(t, ϕ(t, x)), t ∈ [0, T ],

ϕ(0, x) = x.



ベクトル場V のϕtによるpush-forward を以下で定義する.

Ṽ i
k (t, y) =

N∑
j=1

∂ϕi

∂xj
(−t, ϕ(t, y))V j

k (t, ϕ(t, y)), 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ k ≤ d,

このとき，リーマン計量 (gij)1≤i,j≤N : [0, T ]× RN → Rを

gij(t, x) =
d∑

k=1

Ṽ i
k (t, x)Ṽ

j
k (t, x), 1 ≤ i, j ≤ N.

により定義する．また拡散過程の生成作用素をLt, t ∈ [0, T ]

(Ltf)(x) =
1

2

N∑
i,j=1

gij(t, x)
∂2f

∂xi∂xj
(x) +

N∑
i=1

bi(t, x)
∂f

∂xi
(x),

により定義する．ただし，b ∈ C∞
b ([0, T ]× RN ;RN)は

bi(t, y) =
1

2

N∑
k,l=1

d∑
m=1

∂2ϕi

∂xk∂xl
(−t, ϕ(t, y))V k

m(t, ϕ(t, y))V
l
m(t, ϕ(t, y)).

により与えられる．次に線形作用素V，Γを以下で定義する．

(V f)(t, x) ≡
N∑
i=1

g1i(t, x)

∫ T

t

∂f

∂xi
(s, x)ds,

Γ(f, g)(x) ≡
N∑

i,j=1

∫ T

0

gij(t, x)
(∫ T

t

∂f

∂xi
(s, x)ds

)(∫ T

t

∂g

∂xj
(s, x)ds

)
dt.

このとき，以下の定理が成り立つ．

Theorem 2. 定数 r0 > 0とC0 > 0が存在して，エネルギー関数 eは以下を満
たす.∣∣∣e(y)− [ 1

2b1
(y − x1

0)
2 − b2

3b31
(y − x1

0)
3 +

(
− b3
4b41

+
b22
2b51

)
(y − x1

0)
4
]∣∣∣ ≤ C0|y − x1

0|5,

ただし，y ∈ [x1
0 − r0, x

1
0 + r0]　かつ b1, b2, b3は以下で定義する．

b1 =

∫ T

0

g11(t, x0)dt, b2 =
3

2

∫ T

0

(V g11)(t, x0)dt,

b3 = 2

∫ T

0

(V 2g11)(t, x0)dt+
1

2
Γ(g11, g11)(x0).

さらに，確率密度関数の漸近展開は以下のように求められる．



Theorem 3. 定数r0, C1, C2 > 0が存在して，確率密度関数pε(y)は以下を満たす.∣∣∣(2πε2) 1
2 exp

(e(y)
ε2

)
pε(y)− a0(y)− ε2a2(y)

∣∣∣≤ ε4C1, y ∈ [x1
0 − r0, x

1
0 + r0].

ここで, a0，a2は連続関数で次を満たす.∣∣∣a0(y)− (∂2e(y)

∂y2

) 1
2
exp

(L(y − x1
0)

2

2b21

)∣∣∣ ≤ C2|y − x1
0|3,

a2(x
1
0) =

1√
b1

(
− L

2b1
− 5

6

b22
b31

+
3

4

b3
b21

)
,

ただし，

L =

∫
0<u<t<T

Lu(g
11(t, ·))(x0)dudt.

とする.

コールオプション価格の漸近展開を求めることにより次の定理を得る．

Theorem 4. Implied normal volatilityの漸近展開は以下で与えられる．∣∣∣( ε|K − x1
0|√

2e(K)T

)−1

σN(T,K)− exp(J)
∣∣∣ ≤ C(ε+ |K − x1

0|)3, K ∈ [x1
0, K1],

ただし

J =
|K − x1

0|2

b21

(L
2
+

1

6

b22
b21

− 1

4

b3
b1

)
φ1

(√2e(K)

ε

)
+

ε2

b1

(
−L

2
− 5

6

b22
b21

+
3

4

b3
b1

)
φ1

(√2e(K)

ε

)
+

ε√
b1

|K − x1
0|

b1

(
L+

2

3

b22
b21

− 3

4

b3
b1

)
φ2

(√2e(K)

ε

)
+

ε2

b1

(L
2
+

b22
2b21

− b3
2b1

)
φ3

(√2e(K)

ε

)
とする．

9. 楠岡-Stroock理論を用いた漸近展開理論
前章の結果はすべて楠岡-StroockのWiener汎関数に関する漸近展開理論を確率
微分方程式の解に適用して得られたものであるため，最後に楠岡-Stroock理論に
ついて簡単に解説しよう.　まず，必要な記号を準備する. (Θ, ∥ · ∥Θ)を可分なバ
ナッハ空間，(H, ∥ · ∥H)を可分なヒルベルト空間とし，さらにHはΘの稠密な部
分空間で包含写像は連続とする. 次にµs, s ∈ [0,∞),を (Θ,BΘ)上の確率測度で以
下を満たすとする.∫

Θ

exp[
√
−1⟨λ, θ⟩]µs(dθ) = exp(−s

2
∥λ∥2H), λ ∈ Θ∗.

このとき，(Θ, H, µ1)は抽象ウィーナー空間と呼ばれる.



与えられた可分なヒルベルト空間Eと n ∈ Z=1, に対して，C∞
↗(Rn;E)を Rn

上の滑らかな E-値関数 f で，各マルチインデックス α ∈ Zn
=0, に対して，να,

Cα ∈ (0,∞)が存在して∥∥∥∂αf

∂xα
(x)

∥∥∥
E
5 Cα(1 + |x|2)να/2, x ∈ Rn

という性質を持つ関数全体のなす空間としよう．次に，FC∞
↗([0,∞)×Θ;E) を，

f : [0,∞)×Θ → Eで，n ∈ N，f̃ ∈ C∞
↗(R1+n;E)と連続な線形写像A : Θ → Rn

が存在して

f(s, θ) = f̃(s, Aθ), (s, θ) ∈ [0,∞)×Θ.

を満たすような関数全体のなす空間とする．H(E)により，H ⊗ E (もしくは,

H から E への Hilbert-Schmidt作用素全体の空間 H.S.(H;E)とする). 作用素
D : FC∞

↗([0,∞)×Θ;E) → FC∞
↗([0,∞)×Θ;H(E)) を

Df(s, θ)(h) = lim
τ→0

f(s, θ + τh)− f(s, θ)

τ
, (s, θ) ∈ [0,∞)×Θ, h ∈ H.

により定義する．
Hm(E)はm = 2に対しては帰納的にHm(E) = H(Hm−1(E))により定義し，

Dmについても同様に，Dm+1 = D ◦ Dmにより定義する．Hの正規直交系 {hi}
として，各 f ∈ FC∞

↗([0,∞] × Θ;E), (s, θ) ∈ [0,∞) × Θに対してラプラシアン
∆fを以下で定義する

∆f(s, θ) = THD
2f(s, θ) ≡

∑
i

D2f(s, θ)(hi, hi) ∈ E

次に熱作用素A : FC∞
↗([0,∞)×Θ;E) → FC∞

↗([0,∞)×Θ;E)を

Af(s, θ) = [
∂f

∂s
+

1

2
THD

2f ](s, θ), (s, θ) ∈ [0,∞)×Θ.

により定義する.

次に，ベクトル空間FC∞
↗([0,∞)×Θ;E) 上にあるセミノルムを定め，その完

備化をG∞(A;E) とし，さらに，完備P -正則関数をG∞(A;E) 内に定める．ここ
で，f : (0,∞)×Θ×Y → R, g : (0,∞)×Θ×Y → RとF : (0,∞)×Θ×Y → RN

を完備P -正則関数とし，Y をRNのコンパクトな部分集合とする.

このとき，楠岡-Stroock [8]は以下を証明した.

Theorem 5 (楠岡, Stroock). 各 s ∈ (0, 1]に対して, RN上の符号付測度Ps(·) を

Ps(Γ) =

∫
F (s,θ)∈Γ

g(s, θ) exp[
f(s, θ)

s
]µs(dθ), Γ ∈ B(RN),



により定義すると，滑らかな密度関数ps(·)を持つ．さらに, {an}∞0 ⊆ C(Y ;R)と
{Kn}∞0 ⊆ (0,∞)が存在して, 各n ∈ Nに対して,∣∣∣(2πs)N/2ee(y)/sps(y; 0)−

n∑
m=0

sm/2am(y)
∣∣∣ 5 Kns

n(n+1)/2, (s, y) ∈ (0, 1]× Y.

を満たす.

さらにa0(y)は以下のように具体的に与えられるKusuoka-O[6]．

Theorem 6. eはY の近傍で滑らかで y ∈ Y に対して

a0(y) = det∇2e(y)
1
2det2(IH −B(y))−

1
2 exp

( N∑
l=1

∇le(y)AF l(0, h(y)) +Af(0, h(y))
)
,

が成り立つ.ただし

B(y) ≡
N∑
l=1

∇le(y)D
2F l(0, h(y)) +D2f(0, h(y)).

とする. ここで∇i = ∂
∂xi , ∇2

ij = ∂2

∂xi,∂xj , とし∇2e(y) = (∇2
ije(y))1≤i,j≤N とす

る. ここでは，連続な対称 2次形式B : H × H → Rと，有界対称線形作用素
B̃ : H → Hを

(B̃h, k)H = B(h, k), h, k ∈ H.

により同一視し，det2は，Carleman-Fredholm行列式と呼ばれる.
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