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1. 序
標数 p > 0の体上の代数多様体が与えられたとき，その上の過収束アイソクリスタル
というある種の p進微分方程式系が定義される．それはC 上の代数多様体上の可積分
接続付加群 (本稿では∇加群という) の概念の p進類似であり，標数 p ≥ 0の体上の代
数多様体上の smooth l進層 (lはpと異なる素数)の概念のp進類似とも思える．本稿で
は，過収束アイソクリスタルあるいはその局所版である p進穴あき円板上の∇加群に
対してAndré, Christol, Mebkhout, Kedlayaらにより証明された結果および筆者による
関連する結果について書く．
本稿を通じて，Kを標数0の完備非アルキメデス的付置体，OKをKの付置環，kを

OKの剰余体とし，kの標数は p > 0であるとする．また，KをKの代数的閉包とし，
| · | : K −→ R≥0を |p| = p−1なる乗法付置，Γ := |K|とする．また，k上の p乗写像の
持ち上げである環準同型σ : OK −→ OKがあると仮定する．σが誘導する体の準同型
K −→ Kもσと書く．

2. 過収束アイソクリスタル，対数的収束アイソクリスタル
この節ではKは完備離散付置体, kは完全体であると仮定する．j : X ↪→ Xを k上の
smoothな代数多様体の開埋め込みでX \X =: Z =

⋃r
i=1 Ziが単純正規交叉因子となる

ものとする．すると局所的にXはOK上 smoothなaffine p進形式 scheme Xに持ち上が
り，ZはXの相対的単純正規交叉因子Z =

⋃r
i=1 Ziに持ちあがり，各Zi (1 ≤ i ≤ r)はX

内で{ti = 0}と定義されるとしてよい．また{ti}r
i=1を含むXの局所座標系{ti}d

i=1があ
るとしてよい．このときZ =

⋃r
i=1 Zi,X に対応するp進解析空間ZK =

⋃r
i=1 Zi,K ,XK

が定義される．λ ∈ [0, 1) ∩ Γに対して

Uλ := {x ∈ XK | |ti(x)| ≥ λ for 1 ≤ i ≤ r}

とおき，包含写像Uλ ↪→ XKを jλと書く．(U0 = XKである.) Uλ上の層Fに対してF
の過収束切断層と呼ばれるXK上の層 j†Fを j†F := lim−→λ≤ρ→1

jρ,∗(F|�ρ)と定める．以
上の記号の下で過収束アイソクリスタルおよび対数的収束アイソクリスタルの概念を
次のように定義する．

定義 2.1. 記号を上の通りとする．
(1) E := (E,∇)が (X,X)上の過収束アイソクリスタルであるとは EがXK 上の有
限階数局所自由 j†OXK

加群，∇ : E −→ E ⊗j†OXK
j†Ω1

XK
が Leibniz rule, 可積分性

を満たす加法的写像で，次の条件を満たすこと：ある Uλ上のある有限階数局所自由
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加群 Ẽ と Leibniz rule, 可積分性を満たすある加法的写像 ∇̃ : Ẽ −→ Ẽ ⊗�λ
Ω1
�λ
で

(E,∇) = j†(Ẽ, ∇̃)となるものに対し，過収束性

∀η ∈ (0, 1),∃ρ ∈ [λ, 1),∀e ∈ Γ(Uρ, Ẽ),

∥∥∥∥ 1

i!
∂i(e)

∥∥∥∥ η|i| → 0 (i ∈ Nd, |i| → ∞)(2.1.1)

(但し∇ =
∑d

j=1 ∂jdtiとおくとき i = (i1, ..., id)に対して∂i =
∏d

j=1 ∂
ij
j , ‖ · ‖はΓ(Uρ, Ẽ)

の標準的な位相を定めるあるnorm)が成り立つ．
(2) E := (E,∇)が (X,Z)上の対数的収束アイソクリスタルであるとはEが有限階数
局所自由OXK

加群，∇ : E −→ E ⊗OXK
Ω1

XK
(logZK) がLeibniz rule, 可積分性を満た

し，かつあるE|�λ
が過収束性 (2.1.1) (で ẼをE|�λ

に置き換えたもの) を満たすような
加法的写像であること．
以下，(X,X)上の過収束アイソクリスタルの圏を Isoc†(X,X), (X,Z)上の対数的収束
アイソクリスタルの圏を Isoclog(X, Z)と書く．また，X = Xのときは (X,X)上の過
収束アイソクリスタルのことをX上の収束アイソクリスタルといい，それのなす圏を
Isoc(X)と書く．

実は (X,X)上の過収束アイソクリスタルの圏および (X,Z)上の対数的収束アイソク
リスタルの圏は持ちあげX ,Zのとりかたに依らないことがわかっている．そして，大
域的な持ちあげがなくても，局所的な持ちあげを用いた定義を「貼り合わせる」こと
によりこれらの圏を定義することができる．そしてその圏は (X,X)/OKに対して関手
的である．なお，(X,X)上の過収束アイソクリスタルの圏は任意の k上の代数多様体
の開埋め込み j : X ↪→ Xに対して定義できるが，本稿ではその定義は省く.

定義2.1の状況で，対数的収束アイソクリスタルを過収束アイソクリスタルへと制限
する関手

j† : Isoclog(X,Z) −→ Isoc†(X,X)

が定義されるが，過収束アイソクリスタルは必ずしも対数的収束アイソクリスタルに
は延びない．本稿では次のタイプの問題を考える．

問題 2.2. (1) (X,X)上の過収束アイソクリスタルはいつ (X,Z)上の対数的収束アイ
ソクリスタルに延びるか？
(2) 与えられた過収束アイソクリスタル Eに対して (X,X)をうまく取り替えることに
より，E(の引き戻し)が対数的収束アイソクリスタルに延びるようにできるか？

3. 局所理論
この節では問題 2.2の 1次元局所版を考え，それに対するChristol-Mebkhout, André,

Kedlaya, Mebkhoutによる結果について述べる．この節では，しばらくはKの付置は
離散付置であるとは限らず，またkも完全体とは限らない．

λ ∈ [0, 1)∩Γに対して「半径 [λ, 1)の1次元p進穴あき円板」A1
K [λ, 1) がp進解析空間

として定義される．A1
K[λ, 1)の「座標」を tとおく．AK [λ, 1) := Γ(A1

K [λ, 1),OA1
K [λ,1))

とおき，Robba環 RをR := lim−→λ→1−
AK [λ, 1)と定める．RまたはAK [λ, 1)上の∇加

群およびAK [0, 1)上の対数的∇加群を次のように定義する.



定義 3.1. (1) (E,∇)がR(resp. AK [λ, 1))上の∇加群であるとはEが有限階数自由
R(resp. AK [λ, 1))加群，∇ : E −→ EdtがLeibniz ruleを満たす加法的写像であるこ
と．
(2) (E,∇)がAK [0, 1)上の対数的∇加群であるとはEが有限階数自由AK [0, 1)加群，
∇ : E −→ Edlog tがLeibniz ruleを満たす加法的写像であること．

p進穴あき円板上の (対数的)∇加群に対する問題2.2の類似は次のようになる．

問題 3.2. (1) R上の∇加群はいつAK [0, 1)上の対数的∇加群に延びるか？
(2) 与えられたR上の∇加群 (E,∇)に対して円板A1

K [0, 1)をうまく取り替えること
により，E(の引き戻し)がAK′[0, 1)(K ′はKのある有限次拡大) 上の対数的∇加群に延
びるようにできるか？

上記の問題に答える準備をする．(E,∇) を R 上の ∇ 加群とすると，これはある
AK [λ, 1)上の∇加群として定義されている．(同じ記号 (E,∇)で表わすことにする.)

ρ ∈ [λ, 1)に対してK(t)ρをK(t)の ρ-Gauss norm (|∑n ant
n|ρ = maxn |an|ρnを満た

す norm | · |ρ のこと)による完備化とすると環の射 AK[λ, 1) −→ K(t)ρ があるので
Eρ := E ⊗AK [λ,1) K(t)ρ とおくと自然に

∂ρ : Eρ
∇から決まる射−→ Eρdt

=−→ Eρ

が定まる．Eρの基底を一つとり，それに関する∂n
ρ の行列表示をGnとおく (n ∈ N)．そ

して (E,∇)の半径ρでの intrinsic generic収束半径 IR(E, ρ)を

IR(E, ρ) := min(1, ρ−1 lim
n→∞

|Gn/n!|−1/n
ρ )

と定義する．(行列のnormはその成分のnormのmaxとする.) limρ→1 IR(E, ρ) = 1の
とき (E,∇)は solvableであるという．また (E,∇)が solvableのとき，1に充分近い ρ

に対して IR(E, ρ) = ρbを満たす b ∈ Q≥0が一意的に存在することがわかる．この bを
(E,∇)の slopeという．実は solvabilityこそが前節における過収束性の局所版である．
(正確に対応していることは松田-Trihan[23]による.) また，slopeに関しては次の slope

分解定理が知られている ([5], [22]も参照)．

定理 3.3 (slope分解定理, Christol-Mebkhout). (E,∇)をR上の solvableな∇加群とす
ると分解 (E,∇) =

⊕
s∈�≥0

(Es,∇s)で各 (Es,∇s)の任意の部分商が slope sとなるよう
なものが存在する.

また「slope= 0」という条件が問題3.2(1)の延長可能性の答えに近いのであるが，実
は技術的な都合で，もう少し条件が必要である．次の補助的な定義をする．

定義 3.4. (1) a ∈ Zpがp進非Liouville数であるとは級数
∑

s≥1, 
=a

xs

s − a
,
∑

s≥1, 
=−a

xs

s + a
のp進での収束半径が共に1であること．
(2) Σ ⊆ Zp/Zが (NLD)であるとは任意のΣの２元のZpへの持ち上げ a, bに対して
a − bがp進非Liouville数であること．



なお，a ∈ Zpが代数的数ならば aは p進非 Liouville数であり，一方 a =
∑

n≥1 pf(n)

をf(1) = 1, f(n + 1) = pf(n)により定めるとこのaはp進Liouville数である．また，次
のようにΣ冪単性の概念を定める．(あとの都合上，Σ半単純性の定義もする.)

定義 3.5. Σ ⊆ Zp/Zとする．R上の∇加群 (E,∇)がΣ冪単 (resp. Σ半単純) であると
は，(E,∇)が (R, d + αdlog t) (αはα mod Z ∈ Σなる元)の形の∇加群の拡大のくり返
し (resp. 直和)で書けること．Σ = 0のときは単に冪単 (resp. 定数) であるという．

Christol-Mebkhout, Dworkは，slope= 0のR上の階数μの∇加群 (E,∇)に対して，
そのp進 exponent Exp(E)を (Zp/Z)μ/

e∼の元として定義した ([4], [11], [7])．但しここ
で e∼はある複雑な同値関係であり，ここでは説明しない．(Exp(E)の定義も説明しな
い．p進穴あき円板の穴の回りを1周したときのmonodromyの固有値の 1

2πi
log のよう

な量である.) 以上の準備の下で，Christol-Mebkhout([4], [7], [22]も参照) による問題
3.2(1)に対する解答 (充分条件)は次のようになる (最後の主張はExtの計算による)：

定理 3.6 (p進Fuchs定理，Christol-Mebkhout). μ ∈ N，Σ ⊆ Zp/Zを (NLD)な集合と
し，Σ := Im(Σμ ↪→ (Zp/Z)μ −→ (Zp/Z)μ/

e∼)とおく．(E,∇)を階数μのR上の∇加
群で slope= 0かつExp(E) ∈ Σであるとする．このとき (E,∇)はΣ冪単である．特に
(E,∇)はAK [0, 1)上の対数的∇加群に延びる．
次に問題 3.2(2)を考える．以下ではKは完備離散付置環であるとし，また kは完全

体であるとする．σの延長である環準同型ϕ : R −→ Rをϕ(t) = tpにより定義する．
R上の∇加群 (E,∇)がFrobenius構造をもつとはあるh ∈ Nに対してR⊗ϕh,R (E,∇)

が (E,∇)と同型になることとする．
さて，実は k((t))の有限次分離拡大 kがあると，それに対応してRの有限拡大が定

義でき，それは再び (あるKの有限次拡大K ′を係数とする)Robba環となる．それを
R(k)と書くことにする．するとAndré[1], Mebkhout[24], Kedlaya[15]により独立に証
明された次の定理が問題3.2(2)に対する一つの解答を与える ([22]も参照)：

定理 3.7 (p進局所monodromy定理，André, Mebkhout, Kedlaya). (E,∇)をFrobenius

構造をもつR上の∇加群とするとある k((t))の有限次分離拡大 kに対し，(E,∇)の
R(k)への引き戻しは冪単になる．(特にそれはAK′ [0, 1)上の対数的∇加群に延びる.)

定理 3.7の証明について一言述べる ([8]参照)．Andréの証明は R(k) ⊗K′ K 上の
Frobenius構造をもつ∇加群の圏MCF(R(k) ⊗K′ K) (これはkで添字づけされた淡中
圏の族になる)についてのいくつかの性質 (定理3.3など)を仮定して，代数群の考察に
より淡中圏MCF(R⊗K K)の双対のpro代数群を決定するという論法である．仮定す
る大事な性質の１つが定理 3.6 の Exp(E) = 0の場合であること，また Crew[10], 都
築 [33]による部分的結果を使うことを注意しておく．また，Mebkhoutの証明は既約な
(E,∇)に対してkとK ′の有限次拡大K ′′をうまくとって適切に別の具体的な階数 1の
∇加群とのテンソルをとることによりR(k) ⊗K′ K ′′上で可約または冪単にしていく．
(実際には完全既約性という概念と (E,∇)∨ ⊗ (E,∇)に対する考察も必要である.) や
はり定理 3.3，定理 3.6 のExp(E) = 0の場合および上述のCrew, 都築による結果を使
う．Kedlayaの証明はR上のFrobenius構造を持つ加群 (∇なし)に対する構造定理が鍵



となり，それを用いて上述の都築の結果に帰着することにより証明がなされる．なお，
Mebkhoutは強い p進 non-Liouville的条件を満たすR上の∇加群に対してあるkに対
するR(k)への引き戻しがΣ冪単 (ただしΣ = {p進non-Liouville数}/Z) になることも
示している.

4. 半安定還元予想
この節ではK は完備離散付置体, kは完全体であると仮定する．j : X ↪→ X を k上
の代数多様体の開埋め込みとする．前節の定理 3.7を高次元大域化して考えてみると，
(X,X)上の過収束アイソクリスタルEが「Frobenius構造」を持てば問題2.2(2)は肯定
的に解けるのではないかと期待される．
以下，pのある冪q := pfを固定しk ⊇ Fqとする. F : (X,X) −→ (X,X)をFrobenius

写像 (q乗写像)とすると，これは (σf)∗ : Spf OK −→ Spf OK 上の写像となり，よって
過収束アイソクリスタルまたは対数的収束アイソクリスタル Eに対してF による引き
戻しF ∗Eが定義される．これを用いて過収束F アイソクリスタルの概念を次のように
定義する．

定義 4.1. 記号を上の通りとする．(X,X)上の過収束F アイソクリスタルとは (X,X)

上の過収束アイソクリスタル Eと同型Ψ : F ∗E ∼−→ Eの組 (E, Ψ)のこと．(X,X)上の
過収束Fアイソクリスタルの圏をF -Isoc†(X,X)と書く．

過収束F アイソクリスタルに対する正確な問題 2.2(2)の定式化として次の予想が筆
者 [27]によりなされた ([18]も参照)．

予想 4.2 (過収束F アイソクリスタルの半安定還元予想). Eを (X,X)上の過収束F ア
イソクリスタルとすると，ある alteration (proper surjective generically etale射) f :

(X ′, X
′
) −→ (X,X)でX

′
は smooth, X

′ \ X ′はX
′
の単純正規交叉因子でかつ f∗Eが

(X
′
, Z ′)上の対数的収束アイソクリスタルに延びる (ここでZ ′ := X

′ \ X ′)ようなもの
が存在する．

Eが (X,X)上の自明な過収束Fアイソクリスタルのときは予想4.2はde Jong[12]の
定理となる．dimX = 1のときは前節の定理 3.7を用いてKedlaya[14]により次が示さ
れた．(但し後半の部分は松田-Trihan[23]による.)

定理 4.3. dimX = 1のとき予想4.2は正しい．更にfはf |X ′がfinite etale射となるよ
うにとれる．

筆者は [27]において，予想4.2を仮定した上で過収束Fアイソクリスタルを係数とす
る rigid cohomologyの有限性を証明した．但し過収束F アイソクリスタルを係数とす
る rigid cohomologyの有限性はその後にKedlaya[16] により予想4.2を使わずに証明さ
れている: 定理3.7を相対化したものを証明し，うまく相対的次元が1の場合に帰着で
きるのである．
予想 4.2は unit-root性 (定義は後述，定理 5.6の前を参照) を満たす過収束F アイソ

クリスタルの場合には都築 [34]により解かれていた．そして，最近Kedlaya([18], [19],

[20], [21])により予想4.2が一般に証明された：



定理 4.4 (Kedlaya). 予想4.2は正しい．

定理 4.4の証明の道筋を説明する．まず定理 3.7の証明には定理 3.6の Exp(E) = 0

の場合が出発点として重要であったことを思いだそう．同じように，定理 4.4の証明
の出発点は定理 3.6 の特別な場合を高次元大域化する定理，つまり問題 2.2(1)の特
別な場合である．それを説明する．j : X ↪→ X を k上の smoothな代数多様体の開
埋め込みで X \ X =: Z =

⋃r
i=1 Zi が単純正規交叉因子となるものとする．すると

各 Ziの生成点のまわりで Zi,K の XK 内の管状近傍Zi,K × A1
K [0, 1) ⊆ XK がとれる．

Li := (Frac Γ(Zi,K ,OZi,K
))∧ (∧は sup normによる完備化)とし，RiをLiを係数体とす

るRobba環とする．すると (X,X)上の過収束アイソクリスタル E := (E,∇)は「Zi,K

のgeneric pointの周りへの制限」によりRi上の∇加群 (Ei,∇i)を定める．以上の準備
の下で以下のように冪単monodromy, 定数monodromyの概念を定義する．

定義 4.5. (X,X)上の過収束アイソクリスタル E := (E,∇)が冪単monodromy (resp.

定数monodromy)をもつとは, 各1 ≤ i ≤ rに対して (Ei,∇i)が冪単 (resp. 定数)である
こと．(冪単性は (Ei,∇i)の slope= 0でかつExp(Ei) = 0であることと同値なのでそう
述べてもよい.)

次に対数的収束アイソクリスタルのexponentを定義する．j : X ↪→ X,Z =
⋃r

i=1 Zi,

X ,Z =
⋃r

i=1 Ziを定義 2.1の前の通りとすると，(X, Z)上の対数的収束アイソクリス
タル E := (E,∇)に対し各Zi,Kに沿った residue resiと呼ばれるEndOZi,K

(E|Zi,K
) の元

が定まり，またある多項式0 �= Pi(x) ∈ Zp[x]によりPi(resi) = 0となることが証明でき
る．resiの最小多項式∈ Zp[x]の根たちを (E,∇)のZi,Kに沿った exponentと呼ぶ．こ
れを用いて以下のような定義をする．

定義 4.6. Σ =
∏r

i=1 Σi ⊆ Zr
pとする．(X,Z)上の対数的収束アイソクリスタル E :=

(E,∇)が冪零residueであるとは，各1 ≤ i ≤ rに対して(E,∇)のZi,Kに沿ったexponent

達が0であること．

以上の準備の下で Kedlaya[18]は (X,X)上の冪単 (定数)monodromyをもつ過収束
アイソクリスタルの (対数的)収束クリスタルへの延長可能性について次の定理を証明
した．

定理 4.7. X,X, Zを上の通りとするとき次の圏同値がある．

(4.7.1) j† :

(
E ∈ Isoclog(X,Z)

冪零 residue

)
=−→
(
E ∈ Isoc†(X,X)

冪単monodromy

)
.

(4.7.2) j† : Isoc(X)
=−→
(
E ∈ Isoc†(X,X)

定数monodromy

)
.

また (4.7.2)(のより一般的なヴァージョン)の系として次の純性定理を示した．

定理 4.8. X ↪→ Xを連結な代数多様体の開埋め込みでXはsmoothとし，またY ⊆ Xを
余次元2以上の閉部分多様体とする．このとき制限関手Isoc†(X,X) −→ Isoc†(X \Y,X)

は圏同値である．



定理 4.4の証明の説明に戻る．定理 4.4の証明には valuation theoryを用いる．つま
り過収束アイソクリスタルEが与えられたとき，Xの関数体k(X)の各付置 vに対して
その付置の中心の近傍において予想4.2の主張を証明する．論文 [18]の主定理である定
理4.7の圏同値 (4.7.1)は付置が高さ1の離散付置の場合に当たる．そして論文 [19]にお
いては一般の付置の場合を高さ 1で剰余体= k = kの付置の場合に帰着している．論
文 [20]では更に付置vの像⊗Qの次元 rが最大の時を扱い (ここで定理3.7の変種 [17]も
用いる)，最後に論文 [21] でrを帰納法で下げて一般の場合を扱う．
定理 4.4は相対的な p進コホモロジー理論への応用を持つ：筆者 [30] は代数多様体

の開埋め込みの射 f : (X,X) −→ (Y, Y )でX −→ Y がproperなものが与えられた時，
(X,X)上の過収束F アイソクリスタルを係数とする相対的リジッドコホモロジーがY

の稠密なある開集合Uに対してある意味で (U, Y )上の過収束F アイソクリスタルを定
めることを定理 4.4を用いて示した．また，Caro-都築 [2]はやはり定理 4.4を用いて k

上の smoothな代数多様体上の overholonomic F -D†加群という数論的D加群の導来圏
がGrothendieckの6つの関手で閉じていることを示した．de Jongの定理が数論幾何に
進展をもたらしたようにKedlayaの定理4.4も p進数論幾何に進展をもたらしていると
言える．

5. 対数的延長可能性，純性定理など
記号は前節の通りとする．この節では前節までの話と関連した筆者の結果についてい
くつか述べる．
半安定還元予想の証明の出発点であった定理 4.7は定理 3.6のExp(E) = 0の場合を

高次元大域化する結果であったが，Exp(E) = 0の条件を外した場合の高次元大域化が
筆者により証明された．まずそれについて説明する．

j : X ↪→ Xをk上の smoothな代数多様体の開埋め込みでX \X =: Z =
⋃r

i=1 Ziが単
純正規交叉因子となるものとする．すると各Ziの生成点のまわりでRobba環Riが定義
され，(X,X)上の過収束アイソクリスタルE := (E,∇)は「Zi,Kのgeneric pointの周り
への制限」によりRi上の∇加群(Ei,∇i)を定めるのであった．まず定義4.5の拡張として
Σ冪単monodromy, Σ半単純monodromyの概念を定義する．以下Σ =

∏r
i=1 Σi ⊆ Zr

p/Zr

に対して各Σiが (NLD)のときΣは (NLD)であると言うことにする．

定義 5.1. Σ =
∏r

i=1 Σi ⊆ Zr
p/Zrを (NLD)な集合とする．(X,X)上の過収束アイソ

クリスタル (E,∇)がΣ冪単monodromy (resp. Σ半単純monodromy)をもつとは, 各
1 ≤ i ≤ rに対して (Ei,∇i)が Σi 冪単 (resp. Σi半単純)であること．(Σi冪単性は
(Ei,∇i)の slope= 0でかつExp(Ei) ∈ Σi(ただし は定理3.6の通り)であることと同値
なのでそう述べてもよい.)

また，対数的収束アイソクリスタルの exponentに対して次の定義をする．

定義 5.2. Σ =
∏r

i=1 Σi ⊆ Zr
pとする．(X,Z)上の対数的収束アイソクリスタル (E,∇)

が exponent∈ Σであるとは，各1 ≤ i ≤ rに対して (E,∇)のZi,Kに沿った exponent達
がΣiに属すること．また residueが半単純であるとは各 1 ≤ i ≤ rに対して (E,∇)の
Zi,Kに沿った residueが半単純であること．



以上の準備の下で，(X,X)上のΣ冪単monodromyをもつ過収束アイソクリスタルの
対数的収束アイソクリスタルへの延長可能性について次の定理を証明した ([28], [32])．
これは定理 4.7の一般化，定理 3.6を高次元大域化する定理であり，問題 2.2(1)の解答
(充分条件)を与えている．

定理 5.3. X,X, Z を上の通りとし，Σ =
∏r

i=1 Σi ⊆ Zr
p/Zr を (NLD)な集合，τ =∏r

i=1 τi : Zr
p/Zr −→ Zr

pを自然な射影Zr
p −→ Zr

p/Zrの sectionとするとき次の圏同値が
ある．

(5.3.1) j† :

(
E ∈ Isoclog(X,Z)

exponent ∈ τ (Σ)

)
=−→
(
E ∈ Isoc†(X,X)

Σ冪単monodromy

)
.

(5.3.2) j† :

⎛⎜⎜⎝
E ∈ Isoclog(X,Z)

exponent ∈ τ (Σ)

residueが半単純

⎞⎟⎟⎠ =−→
(
E ∈ Isoc†(X,X)

Σ半単純monodromy

)
.

証明は定理4.7の証明を適宜修正，一般化すればよいが，途中の一部の計算は更に複
雑になる．定理 5.3を出発点としてFrobenius構造がない時への半安定還元予想 4.2の
一般化ができることが期待される．なお，Xがある種の正規交叉 log多様体の場合に，
(5.3.1)に相当する結果がdi Proietto[26]により得られている.

また，Σ冪単monodromyという性質に関して，次の「曲線切断による判定条件」を
証明した [29]．(これも上の定理を通じて問題2.2(1)に関連していると言える.)

定理 5.4. kが非可算であると仮定する．X,X, Zを上の通りとし，Σ =
∏r

i=1 Σi ⊆ Zr
p/Zr

を (NLD)な集合とする．このとき (X,X)上の過収束アイソクリスタルE := (E,∇)に
対して次は同値．
(1) EはΣ冪単monodromyをもつ.

(2) 任意の曲線からの局所閉埋め込みC ↪→ XでZと横断的に 1点で交わるものに対
し，E|(C,C) (ここでC := X ∩ C)は (C, C)上の過収束アイソクリスタルとしてΣi冪単
monodromyをもつ (ここで iはC ∩ Z ⊆ Ziなる添え字).

証明の方針を述べる．E = (E,∇)は前述したように各Robba環Ri上の∇加群(Ei,∇i)

を定めるが，一方，上記の曲線切断C ↪→ Xに対するC ∩Zの周りでのRobba環上の∇
加群 (EC,∇C)も定める．(Ei,∇i)の slopeおよびp進exponentが充分多くのC ∩Z ⊆ Zi

なる曲線切断C ↪→ Xに対する (EC ,∇C)の slopeおよび p進 exponentと一致すること
を slope，p進 exponentの定義に戻ってうまく確かめることにより証明がなされる．
また，純性定理 (定理 4.8)の変種について述べる．定理 4.8は (X,X)のXの方に対

する純性定理であるが，Xの方 (過収束域)に対してはどうなるかという問題が考えら
れる．次の定理 [31] はFrobenius構造付きで考えた場合，良い状況ではXに対しても
純性が成り立つことを示している．

定理 5.5. X ↪→ Xを連結 smoothな代数多様体の開埋め込みでX \ Xは単純正規交叉
因子であるとし，またY ⊆ Y ⊆ Xを余次元2以上の閉部分多様体とする．このとき制
限関手F -Isoc†(X,X) −→ F -Isoc†(X \ Y,X \ Y )は圏同値である．



これの証明はうまくX = Ad
k, X = Ga

m,k × Ad−a
k (0 ≤ a ≤ d)のときに帰着し, この場

合は弱完備有限生成代数の性質を用いて示すことによりなされる．
定理 5.5の応用を一つ示す．X ↪→ Xを定理 5.5の通り，X \ X =: Z =

⋃r
i=1 Ziとす

る．π1(X)の p進表現 V が有限局所monodromyをもつとは各Ziの生成点に対応する
付置 viによる k(X)の完備化 k(X)viの惰性群のV への作用が有限商を経由することと
する．一方，(X,X)上の過収束Fアイソクリスタル (E, Ψ)が与えられた時，Xの閉点
xに対してxへの引き戻しx∗(E, Ψ)はσf半線形同型つきの有限次元線形空間となるが，
それのNewton polygonがどのxに対しても傾き0の直線となるとき (E, Ψ)はunit-root

であるという．このとき次が言える [31]．

定理 5.6. X ↪→ Xを上の通りとする．このとき次の圏同値がある．

(5.6.1)

(
π1(X)のKσ上の

p進表現，有限局所monodromy

)
−→

(
(X,X)上のunit-root

過収束Fアイソクリスタル

)
.

これは1次元の時は都築 [33]による定理であり，高次元の場合も都築の結果 [34]が重
要な部分であるが，余次元≥ 2の所の技術的部分の処理に定理5.5を用いる．
定理5.3, 5.6に関連した結果をもう一つ紹介する．そのために，(X,Z)上のadjusted

parabolic対数的収束アイソクリスタルを，(X, Z)上の対数的収束アイソクリスタルの
帰納系 (Eα)α∈�r

(p)
:= (Eα,∇α)α∈�r

(p)
で次の条件を満たすものとして定義する．

• ei (1 ≤ i ≤ r)をNrの自然な基底とするとき自然な同型 (Eα+ei)α
∼= (Eα(Zi))α が

ある．(ただしEα(Zi)は局所的に (Eα,∇α) ⊗ (OXK
(Zi,K), d)として定義される対

数的収束アイソクリスタル.)

• ある自然数nに対して transition maps E[nα]/n −→ Eαは同型．

• (Adjusted) ∀α = (αi)i ∈ Zr
(p)に対してEαのexponent∈∏r

i=1([−αi,−αi+1)∩Z(p)).

また，(X,Z) 上の adjusted parabolic 対数的収束 F アイソクリスタルを，adjusted

parabolic対数的収束アイソクリスタル(Eα)αと ind-objectとしての同型Ψ : lim−→F ∗Eα
=−→

lim−→Eα の組 ((Eα)α, Ψ)として定義する．
また，(X, Z)上のadjusted parabolic対数的収束Fアイソクリスタル E := ((Eα)α, Ψ)

�= 0に対して，X の閉点 xへの E の制限 (σf 半線形同型つきの線形空間)の Newton

polygonの endpointと原点を結ぶ直線の傾きは xの取りかたに依らないので，これを
μ(E)とおく．そしてEがgenerically semistable (gss)であるという概念を「任意の空で
ない開部分多様体 U ⊆ Xと任意の0 �= E ′ ⊆ E|Uに対してμ(E ′) ≥ μ(E)」という条件に
より定義する．以上の設定の下で，次の定理が言える [32]．

定理 5.7. X,X, Zを上の通りとし，またπt
1(X)を各Ziの生成点に対応する付置vi (1 ≤

i ≤ r) に関するXの tame基本群とするとき，次の圏同値がある．

(5.7.1)

(
πt

1(X)の

Kσ上のp進表現

)
=−→

⎛⎜⎜⎝
(X, Z)上のadjusted parabolic

対数的収束F アイソクリスタル

generically semistable, μ = 0

⎞⎟⎟⎠ .



証明は定理 5.6の圏同値で πt
1(X)の p進表現が (Z(p)/Z)r半単純monodromyをもつ

unit-root過収束F アイソクリスタルと対応することに注意し，それに対して定理 5.3

をいろいろな τ について用いて対数的収束 F アイソクリスタルにいろいろ延長して
adjusted parabolic対数的収束F アイソクリスタルを構成し，unit-root性と residueの
半単純性をgssおよびμ = 0の条件に書き直せばよい．この結果はMehta-Seshadri[25]に
よるC上の双曲的代数曲線の基本群のunitary表現とpolystable parabolic vector bundle

との対応の類似としてWeng[35]により予想されているものの一つの形である．
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