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1 序

気体・流体の運動を記述する方程式とその近似について，力学的な視点から歴史を振り返って
みよう．気体・流体の基礎方程式として有名なのは，Euler 方程式と Navier-Stokes 方程式で
ある．これらはともに，質量 ρ，運動量 m = ρu，エネルギー E = ρ(e + u2/2) の保存則からな
る連立系で，後者は粘性等の散逸効果を考慮したものである．ただし，u は速度，e は内部エネル
ギーを表す．かの有名な L. Euler (1707-1783)が Euler 方程式を定式化したのが 1775年，一方，
G.G. Stokes (1819-1903)が H. Navier (1785-1836)の仕事を一般化して Navier-Stokes 方程式を
導いたのが 1845年のことである．ともに歴史ある方程式である．これらの方程式は，気体・流体
を連続体と見なして定式化されたものであった．
ところが，気体を粒子の運動論的に捉えて記述する方程式として，1872年に L.E. Boltzmann

(1844-1906)により Boltzmann 方程式が導入された．f = f(x, v, t) を粒子の質量を表す分布関
数とするとき，その方程式は

ft + v · ∇xf = Q(f)

で与えられる．Q(f) は粒子間の 2体衝突の効果を取り入れた衝突項である．この Boltzmann 方
程式を基礎に気体・流体の運動を研究するのが気体分子運動論である．質量 ρ，運動量 m，エネ
ルギー E を f のモーメントとして

ρ =
∫

f dv, m =
∫

vf dv, E =
∫

1
2
|v|2f dv

で定めれば，Q(f) = 0 を満たす局所平衡状態で Euler 方程式が導かれることは，それほど難し
いことではない．ところが，Navier-Stokes 方程式を導くための粘性等の輸送現象の解明は，か
の D. Hilbert (1862-1943) (Hilbert 展開)をもってしてもかなわず，Boltzmann 方程式の提出か
ら 40年余り未解決であった．この難問を，具体的な手続きをもって解決したのは若き D. Enskog
(1884-1947)で，1917年のことである．その方法は，S. Chapman (1888-1970)の貢献も尊重した
形で，今日ではChapman-Enskog 展開と呼ばれている．その詳細は [3] を参照のこと．
ところで，L.E. Boltzmann が Boltzmann 方程式を導いたのは，統計力学のエントロピーが不

可逆過程では常に増大するという熱力学の第二法則を，分子運動論的に証明するためであった．彼
は H 関数

H =
∫

f log f dv
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が常に減少するというH 定理の形でこれを証明したが，その議論をめぐって大論争が巻き上がっ
たことは有名な話である．統計力学のエントロピー S は Boltzmann の H 関数と S = −kBH で
関係付けられる．kB は Boltzmann 定数である．

本講演では，緩和的双曲型保存則系と呼ばれる

wt +
d∑

j=1

f j(w)xj = g(w) (1.1)

の形の方程式系について，気体分子運動論的な立場から考えてみたい．g(w) は緩和効果を表す項
で，これは Boltzmann 方程式では衝突項 Q(f) に対応する．系 (1.1) に対して，まず数学的エン
トロピーの定義を与え，そのエントロピーに基づく系 (1.1) の対称化について述べる．このエン
トロピーは Boltzmann 方程式では H 関数に相当し，従って力学的には負のエントロピーと呼ぶ
べきものである．次に，エントロピーの下で系 (1.1) に Chapman-Enskog 展開が適用可能で，対
応する Euler 方程式，Navier-Stokes 方程式がそれぞれその第一次近似，第二次近似として得られ
ることを示す．次いで，系 (1.1) の安定性条件を定式化し，その条件に基づく系 (1.1) の消散構造
を明らかにする．最後に，エントロピーと安定性条件の下での系 (1.1) の数学解析の一端として，
時間大域解の存在とそのエネルギー減衰に関する理論を紹介する．
系 (1.1)の数学解析の基礎であるエントロピーの概念と安定性条件が，Chapman-Enskog展開を

通して対応する Navier-Stokes 方程式に正確に遺伝するという事実は，ある意味で神秘的である．

2 簡単な例

偏微分方程式の力学的な近似法を簡単な例で説明してみよう．第一の例は

ρt + mx = 0,

mt + ρx = −m,
(2.1)

である．この系で m を消去すれば，ρ に関する消散的波動方程式 ρtt − ρxx + ρt = 0 が得られ
る．この系では緩和効果のため，m が ρ に比べて早く減衰すると考えられる．従って第一次近似
は m = 0 であり，近似方程式は自明な ρt = 0 となる．次の近似は m = −ρx であり，この第二
次近似方程式は熱方程式 ρt = ρxx となる．これらの近似の数学的な正当化も容易である．
次に，系 (2.1) をわずかに複雑にした例

ρt + mx = 0,

mt + ρx = f(ρ) − m,
(2.2)

を考えよう．これは Jin-Xin モデル ([11])と呼ばれる系である．f(ρ)は |f ′(ρ)| < 1を満たす滑ら
かな関数である．この系の場合も m を消去すれば，ρ に関する方程式 ρtt − ρxx + ρt + f(ρ)x = 0
が得られる．これは非線形移流項付きの消散的波動方程式である．この系では m = f(ρ) を第一
次近似とするのが良さそうで，そのときの近似方程式は

ρt + f(ρ)x = 0 (2.3)
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となる．これは双曲型保存則と呼ばれる方程式である．それでは第二次近似は？　直感的には
m = f(ρ) − ρx であろう．このとき近似方程式は

ρt + f(ρ)x = ρxx (2.4)

の形のいわゆる粘性的保存則になるが，実はこの近似は数学的にも力学的にも正しくない．Chapman-
Enkog 展開に基づく正しい第二次近似は，µ(ρ) = 1 − f ′(ρ)2 とすれば m = f(ρ) − µ(ρ)ρx であ
り，対応する近似方程式は

ρt + f(ρ)x = {µ(ρ)ρx}x (2.5)

で与えられのである．f ′(ρ) に対する条件から µ(ρ) > 0 であるので，近似方程式 (2.5) も粘性的
保存則である．この第二次近似の数学的正当化については，[35] を参照のこと．
さて，この第二次近似を導くには次のように考えればよい．(2.2) の第二式で，mt を第一近似

m = f(ρ) を用いて f(ρ)t = f ′(ρ)ρt で置き換え，さらにこの ρt を (2.2) の第一式と第一近似を
用いて −f(ρ)x = −f ′(ρ)ρx で置き換える．その結果，mt が −f ′(ρ)2ρx で置き換えられ，求め
る近似式が得られるのである．Chapman-Enskog 展開とは，このような手続きをはるかに複雑な
Boltzmann 方程式に対して体系的に与えたものなのである．
それではエントロピーはどうであろうか？　系 (2.1) に対しては，E = (ρ2 + m2)/2 として

Et + (ρm)x = −m2 の形のエネルギー等式が成り立つ．従ってこの E が系 (2.1) の数学的エン
トロピーである．ところが系 (2.2) に対しては事はそう容易ではない．まず w1 = (ρ + m)/2，
w2 = (ρ − m)/2 と置き，(2.2) を

w1,t + w1,x = M1(ρ) − w1,

w2,t + w2,x = M2(ρ) − w2,
(2.6)

の形に書き換える．ただし，ρ = w1 + w2 であり，M1(ρ) = (ρ + f(ρ))/2，M2(ρ) = (ρ− f(ρ))/2
と置いた．これは Boltzmann 方程式の BGK モデル ([1])に対する離散速度モデルの一種である．
各 Mj(ρ) は単調増加であり，その逆関数を M−1

j として

H = H1(w1) + H2(w2), Hj(v) =
∫ v

0
M−1

j (s)ds, (2.7)

とおく．この H が系 (2.6)の H 関数であり，従って系 (2.2)の数学的エントロピーである．H の満
たす方程式はHt +Jx = R の形になる．ただし，J = H1(w1)−H2(w1)，R = M−1

1 (w1)(M1(ρ)−
w1) + M−1

2 (w2)(M2(ρ)−w2) である．このエントロピーは (2.2) を漫然と見ていても得られない．

3 エントロピーと系の対称化

緩和的双曲型保存則系 (1.1) について考える．w = w(x, t) は x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd と t ≥ 0
の未知関数であり，w，f j(w) および g(w) はいずれもm 次元ベクトルである．系 (1.1) をより単
純な双曲型保存則系

wt +
d∑

j=1

f j(w)xj = 0 (3.1)
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や，粘性的保存則系

wt +
d∑

j=1

f j(w)xj =
d∑

i,j=1

{Gij(w)wxj}xi (3.2)

と対比しつつ考察しよう．系 (3.1)および (3.2)はそれぞれ圧縮性の Euler方程式と Navier-Stokes
方程式を一般化したものである．
まず，系 (1.1) の数学的エントロピーの定義を与えるため，次の二つの集合を導入しよう．

M = {ψ ∈ Rm; ⟨ψ, g(w)⟩ = 0 for any w},

E = {w; g(w) = 0}.
(3.3)

記号 ⟨ , ⟩ は Rm の内積を表す．気体分子運動論の Boltzmann 方程式ではM は衝突不変量の空
間に相当し，平衡状態の集合 E は Maxwell 分布の集合を表す．

定義 1 ([23]). 滑らかな関数 η(w) は次の 4条件を満たすとき，緩和的双曲型保存則系 (1.1) のエ
ントロピーと呼ばれる．

(1) η(w) は w の狭義凸関数，即ち，D2
wη(w) は各 w に対し正定値である．

(2) 各 w と j = 1, · · · , d に対し，行列 Dwf j(w)(D2
wη(w))−1 は実対称である．

(3) w ∈ E であることと (Dwη(w))T ∈ M が成り立つことは同値である．

(4) 行列 −Dwg(w)(D2
wη(w))−1 は w ∈ E に制限すれば実対称半正定値で, その零化空間は M

に一致する．

上付き添え字 T は転置を表す．この定義の前半の 2条件は，S.K. Godunov [9] および P.D. Lax
[7] による双曲型保存則系 (3.1) のエントロピーの定義として定式化されたものである．エントロ
ピーの概念は粘性的保存則系 (3.2) に対しても定式化されている ([21])．数学的に定義されたこの
エントロピーは，力学的には負のエントロピーというべきものであり，Boltzmann 方程式やその
離散速度モデルでは，Boltzmann の H 関数に相当する．
さて，緩和的双曲型保存則系 (1.1) の対称化について述べよう．w = w(u) を微分同相写像とす

る．系 (1.1) をこの微分同相写像で書き換えると，

A0(u)ut +
d∑

j=1

Aj(u)uxj = h(u) (3.4)

となる．ここで，A0(u) = Duw(u)，Aj(u) = (Dwf j)(w(u))Duw(u)，h(u) = g(w(u))．

定義 2 ([23]). 系 (3.4) が対称消散的であるとは次の 4条件が成り立つことである．

(1) 行列 A0(u) は各 u に対し実対称正定値である．

(2) 行列 Aj(u) は各 u と j = 1, · · · , d に対し実対称である．

(3) h(u) = 0 が成り立つことと u ∈ M であることは同値である．

(4) 行列 L(u) = −Duh(u) は u ∈ M に制限すれば実対称半正定値で，その零化空間 N (L(u))
はM に一致する．
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u ∈ M に制限したときの上の行列 L(u) = −Duh(u) は系の緩和効果を表すもので，Boltzmann
方程式における線形化衝突作用素に相当する．緩和行列 L(u)の性質は，系 (1.1)に対するChapman-
Enskog 展開のみならず (1.1) の数学解析においても極めて重要な役割を果たすことになる (次節
以降を参照)．
緩和的双曲型保存則系 (1.1) が対称消散系に変換されるか否かは，系 (1.1) がエントロピーを持

つか否かで特徴付けられる．即ち，次の定理が成り立つ．

定理 1 ([23]). 緩和的双曲型保存則系 (1.1) がある微分同相写像により (3.4) の形の対称消散系に
変換されるための必要十分条件は，系 (1.1) がエントロピーを持つことである．

双曲型保存則系 (3.1) において，その対称化可能性が対応するエントロピーで特徴付けられる
ことは [9], [7] で示されていたが，定理 1 はその結果の緩和的双曲型保存則系 (1.1) に対する一般
化である．なお，粘性的保存則系 (3.2) に対する類似の結果は [21] で得られている．
系 (1.1)がエントロピー η(w)を持つとき，u(w) = (Dwη(w))T と置くと，u = u(w)は微分同相

写像になる．その逆写像 w = w(u) も微分同相写像であるが，この写像により系 (1.1) は (3.4) の
形の対称消散系に変換される．逆に，系 (1.1) がある微分同相写像 w = w(u) により (3.4) の形の
対称消散系に変換されたとしよう．このとき，(Duη̃(u))T = w(u) を満たす関数 η̃(u) と w = w(u)
の逆写像 u = u(w) を用いて η(w) = ⟨u(w), w⟩ − η̃(u(w)) と置くと，これが系 (1.1) のエントロ
ピーになる．なお，系 (1.1) のエントロピー η(w) が満たす方程式は

η(w)t +
d∑

j=1

qj(w)xj = ⟨u(w), g(w)⟩ (3.5)

で与えられる．qj(w) はエントロピー束で，(Duq̃j(u))T = f j(w(u)) を満たす関数 q̃j(u) を用い
て qj(w) = ⟨u(w), f j(w)⟩ − q̃j(u(w)) で与えられる．

4 Chapman-Enskog展開

緩和的双曲型保存則系

Wt +
d∑

j=1

F j(W )xj =
1
ϵ

G(W ) (4.1)

に対し，伝統的な Chapman-Enskog 展開 ([3])を適用することで，対応する流体力学方程式を
導出しよう．ここで，ϵ は Chapman-Enskog 展開を体系的に説明するために導入した微小助変数
である．以下では，系 (4.1) はエントロピー η(W ) を持つと仮定し，従って対称消散系

A0(U)Ut +
d∑

j=1

Aj(U)Uxj =
1
ϵ

H(U) (4.2)

に変換されるものとする．ここで，U = (DW η(W ))T であり，A0(U)，Aj(U)，H(U) は定義 2
の条件を満たしている．緩和的双曲型保存則系に対する Chapman-Enskog 理論に関しては [4]
が先駆的な仕事であるが，以下ではエントロピーの定義 1 に基づく [23] の方法に従う．[23] は
Boltzmann 方程式の離散速度モデルに対する Chapman-Enskog 理論 ([8], [22])を一般化したもの
である．
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系 (4.1) の W は m 次元ベクトルであるとする．(3.3) で定義された部分空間 M の次元を
n = dimM とし，その基底を {ψ(1), · · · , ψ(n)} とする．m×n 行列 Ψ をΨ = (ψ(1), · · · , ψ(n)) で
定め，W に対応するモーメント wを w = ΨT W で定義する．即ち，wの第 k成分を wk = ⟨ψ(k), W ⟩
とする．このとき，系 (4.1) の左から ΨT を乗じれば，n 個の保存則方程式

wt +
d∑

j=1

ΨT F j(W )xj = 0 (4.3)

が得られる．Chapman-Enskog 展開とは，W を モーメント w とその空間変数に関する導関数で
表現することで，保存則系 (4.3) をw の閉じた系に帰着させる理論である．W のその表現式を求
めるため，W が

W =
∞∑
l=0

ϵlW (l) (4.4)

の形の展開を持つとしよう．各 W (l) はモーメント w の空間微分 ∂α
x w (α ≥ 0 は多重指数)にのみ

依存するものとし，さらに，l = 1, 2, · · · のとき W (l) はM に直交するものとする．即ち，

ΨT W (0) = w, ΨT W (l) = 0, l = 1, 2, · · · , (4.5)

とする．保存則系 (4.3) に展開式 (4.4) を代入すれば，

wt +
d∑

j=1

ΨT
{
F j(W (0)) + ϵDW F j(W (0))W (1) + · · ·

}
xj

= 0 (4.6)

を得る．次に，系 (4.1) に (4.4) を代入し，時間変数に関する導関数を (4.6) を利用して変形する．
その結果を助変数 ϵ の冪で整理すると，ϵ−1 の係数から G(W (0)) = 0 が得られ，また，ϵ0 の係数
からW (1) に関する次の方程式が得られる．

DW G(W (0))W (1) =
d∑

j=1

F j(W (0))xj −
∑
α≥0

∂W (0)

∂(∂α
x w)

d∑
j=1

ΨT ∂α
x F j(W (0))xj . (4.7)

まず，W (0) を決定しよう．定義 1 の第 3条件より，G(W (0)) = 0 から (DW η(W (0)))T ∈ M が
従う．このとき，(DW η(W (0)))T は基底 {ψ(1), · · · , ψ(n)}の線形結合である．即ち，適当な u ∈ Rn

を用いて，(DW η(W (0)))T = Ψu と表される．従って，U = (DW η(W ))T の逆写像 W = W (U)
を用いれば，W (0) は

W (0) = W (Ψu) =: M(u) (4.8)

の形に表現される．このとき (4.5) の第 1関係式はw = ΨT M(u) = ΨT W (Ψu) となるが，これを
w = w(u) で表す．この写像の微分は (4.2) の係数行列 A0(U) を用いて，Duw(u) = ΨT A0(Ψu)Ψ
の形で与えられる．その結果として，w = w(u) が微分同相写像であることが云える．その逆写像
u = u(w) を (4.8) に代入すれば，W (0) の w による表現式 W (0) = M(u(w)) が得られる．これ
は Boltzmann 方程式では局所 Mawell 分布の表示式に相当する．この表現式を保存則系 (4.6) に
代入し O(ϵ) の項を無視すれば，緩和的双曲型保存則系に対応する Euler 方程式が

wt +
d∑

j=1

f j(w)xj = 0 (4.9)
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の形で得られる．ただし，f j(w) = ΨT F j(M(u(w))) と置いた．この Euler 方程式は変数 u を用
いれば，Ã0(u)ut +

∑d
j=1 Ãj(u)uxj = 0 と変換される．これは対称双曲系であり，その係数行列

は (4.2) の係数行列を用いて，Ã0(u) = ΨT A0(Ψu)Ψ，Ãj(u) = ΨT Aj(Ψu)Ψ の形で与えられる．
次に，W (1)を決定しよう．W (0) = M(u(w))であるから，方程式 (4.7)はDW G(M(u))W (1) = Y

となる．ただし，

Y =
d∑

j=1

F j(M(u))xj − Y1, Y1 = DuM(u)Dwu(w)
d∑

j=1

ΨT F j(M(u))xj .

Λ(u) = A0(Ψu)−1/2 とし，V = Λ(u)W (1) と置く．Λ(u) は実対称正定値である．このとき，W (1)

の方程式 DW G(M(u))W (1) = Y は

S(u)V = −Λ(u)Y (4.10)

と書き換えられる．ただし，S(u) は定義 2 の緩和行列 L(U) を用いて S(u) = Λ(u)L(Ψu)Λ(u)
で与えられる．U = Ψu ∈ M に制限したときの緩和行列の性質より，S(u) は実対称半正定値で，
その零化空間は N (S(u)) = Λ(u)−1M =: M(u) で与えられる．方程式 (4.10) の右辺において，
Λ(u)Y1 ∈ M(u) およびΛ(u)Y ∈ M(u)⊥ であることが分かる．ただし，M(u)⊥ はM(u) の直交
補空間を表す．従って，M(u) への正射影を Π(u) で表せば，(4.10) の右辺は

Λ(u)Y = (I − Π(u))Λ(u)
d∑

j=1

F j(M(u))xj

と表される．一方，(4.5) の W (1) に対する条件は V ∈ M(u)⊥ を意味する．従って，非同次線形
方程式 (4.10) は一意的に V = −S(u)−1Λ(u)Y と解ける．S(u)−1 は実対称半正定値で，その零化
空間はN (S(u)−1) = M(u) を満たす．以上により W (1) は

W (1) = Λ(u)−1V = −Λ(u)−1S(u)−1Λ(u)
d∑

j=1

Aj(Ψu)Ψuxj (4.11)

の形に表される．ただし，Aj(U) は (4.2) の係数行列である．表現式 (4.8) と (4.11) で u = u(w)
と置き，これらを保存則系 (4.6) に代入し O(ϵ2) の項を無視すれば，緩和的双曲型保存則系に対
応する Navier-Stokes 方程式が

wt +
d∑

j=1

f j(w)xj = ϵ

d∑
i,j=1

{Gij(w)wxj}xi (4.12)

の形で得られる．ここで，f j(w) = ΨT F j(M(u(w)))，Gij(w) = B̃ij(u(w))Dwu(w) と置いた．た
だし，B̃ij(u) = ΨT Ai(Ψu)Λ(u)S(u)−1Λ(u)Aj(Ψu)Ψ．この Navier-Stokes 方程式は，変数 u を
用いれば対称系

Ã0(u)ut +
d∑

j=1

Ãj(u)uxj = ϵ
d∑

i,j=1

{B̃ij(u)uxj}xi (4.13)

に変換される．ただし，Ã0(u) = ΨT A0(Ψu)Ψ，Ãj(u) = ΨT Aj(Ψu)Ψ．
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定理 2 ([23], [4]). 緩和的双曲型保存則系 (4.1) はエントロピー η(W ) を持つとする．このとき，
系 (4.1) に Chapman-Enskog 展開が適用でき，対応する Navier-Stokes 方程式が (4.12) の形の粘
性的保存則系として求まる．この Navier-Stokes 方程式は，微分同相写像 w = w(u) により (4.13)
の形の対称系に変換される．また，Navier-Stokes 方程式 (4.12) のエントロピー η̃(w) は系 (4.1)
のエントロピー η(W ) と η̃(w(u)) = η(M(u)) の形で関係付けられる．

Navier-Stokes 方程式 (4.12) の粘性行列 Gij(w) の決定は，気体分子運動論の輸送現象の解明
に相当するもので，そこではM 上に制限したときの緩和行列 L(U) が本質的な役割を果たして
いる．またこの定理は，微視的状態を記述する系 (4.1) のエントロピーと巨視的状態を記述する
系 (4.12) のエントロピーの間に，Chapman-Enskog 展開を通じて対応関係が成り立つことを主張
している．このエントロピーの対応に関する結果は，[4] で得られた類似の結果の改良版である．
Boltzmann方程式の離散速度モデルに対しては，同じ形の対応が以前から知られていた ([22], [8])．

5 安定性条件と消散構造

エントロピーを持つ緩和的双曲型保存則系 (1.1) の数学解析のための準備として，対応する対
称消散系 (3.4) の消散構造を調べよう．今，定数状態 ū ∈ M を任意に固定し，系 (3.4) の u = ū

における線形化

A0ut +
d∑

j=1

Ajuxj + Lu = 0 (5.1)

を考えよう．ここで，A0 = A0(ū)，Aj = Aj(ū)，L = L(ū) と略記した．A0 は実対称正定値，Aj

は実対称，L は実対称半正定値で，その零化空間は N (L) = M で与えられる．系 (5.1) を x ∈ Rd

に関して Fourier 変換すれば，
A0ût + i|ξ|A(ω)û + Lû = 0 (5.2)

を得る．ただし，A(ω) =
∑d

j=1 Ajωj，ω = ξ/|ξ| ∈ Sd−1 と置いた．対称消散系 (5.1) のエネル
ギー減衰を保障する条件として，まず次の条件を定式化しよう．

定義 3 ([38], [34]). 対称消散系 (5.1) が条件 (K)を満たすとは，次の 3条件を満たす m × m 実
行列 K(ω) が存在することである．

(1) K(ω) は ω ∈ Sd−1 について滑らかで，各 ω ∈ Sd−1 に対し K(−ω) = −K(ω) を満たす．

(2) 各 ω ∈ Sd−1 に対し，行列 K(ω)A0 は実反対称である．

(3) 各 ω ∈ Sd−1 に対し，行列 [K(ω)A(ω)]′ + L は実対称正定値である．ただし，記号 [X]′ は
実正方行列 X の対称部分を表す．

この条件は初め [38] において，K(ω) =
∑d

j=1 Kjωj の形の K(ω) として定式化された．上の
定式化は静田・川島 [34] による．この条件は，圧縮性 Navier-Stokes 方程式に対する松村・西田
[29] のエネルギー法で用いられた職人技のからくりを数学的に表現したものである．
さて，行列 K(ω) は系 (5.1) または (5.2) に対するエネルギー法の鍵である．実際，系 (5.2) の

Lyapunov 関数E[ û ] が K(ω) を用いて

E[ û ] = (A0û, û) − α|ξ|
1 + |ξ|2

(iK(ω)A0û, û) (5.3)
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の形で構成できる．ここで，α は十分小さな正定数であり，記号 ( , ) は Cm の内積を表す．明ら
かに E[ û ] は |û|2 に同値であり，行列 K(ω) は通常のエネルギー (A0û, û) を補正する役目を果
たしている．この E[ û ] が系 (5.2) の Lyapunov 関数であることは，次の微分不等式が成り立つ
ことから分かる．

∂

∂t
E[ û ] + c|(I − P )û|2 +

c|ξ|2

1 + |ξ|2
|û|2 ≤ 0. (5.4)

ここで，c は正定数であり，P は行列 L の零化空間N (L) = M への正射影である．Fourier 空間
における微分不等式 (5.4) は系 (5.2) にエネルギー法を適用して導かれるが，その左辺第 3項の正
値性は条件 (K)の第 3条件に現れる行列の正値性を反映している．
系 (5.1) に対するエネルギー評価は，Fourier 空間における微分不等式 (5.4) から直ちに従う．

実際，(5.4) に (1 + |ξ|2)s を乗じ Rd
ξ × [0, t] 上で積分すれば，Plancherel の定理により

∥u(t)∥2
Hs +

∫ t

0
∥(I − P )u(τ)∥2

Hs + ∥∂xu(τ)∥2
Hs−1 dτ ≤ C∥u0∥2

Hs (5.5)

の形のエネルギー評価式が得られる．ここで，s ≥ 1 は整数，C は正定数であり，u0 は u に対す
る初期値を表す．また，Hs は階数 s の L2 型 Sobolev 空間を表す．このエネルギー評価は，非
線形方程式 (1.1) を解析する際，その非線形摂動部分を評価するのに適した形である．
微分不等式 (5.4) を用いれば，系 (5.1) の解の減衰評価も導くことができる．実際，η(ξ) =

|ξ|2/(1 + |ξ|2) と置き，(5.4) を (∂/∂t)E[ û ] + cη(ξ)E[ û ] ≤ 0 形に書き換えて Gronwall の不等式
を適用すれば，Fourier 空間における各点評価

|û(ξ, t)| ≤ Ce−cη(ξ)t|û0(ξ)| (5.6)

が得られる．この評価式を 2乗し，|ξ|2k を乗じ Rd
ξ 上で積分すると，系 (5.1) の解の減衰評価が

次の形で得られる．

定理 3 ([38]). d ≥ 1 とする．条件 (K)の下，対称消散系 (5.1) の解は次の減衰評価を満たす．

∥∂k
xu(t)∥L2 ≤ Ce−ct∥∂k

xu0∥L2 + C(1 + t)−d/4−k/2∥u0∥L1 . (5.7)

ただし，k は非負整数で，C と c は正定数である．

減衰評価 (5.7) において，右辺第 1項は高周波域 |ξ| ≥ 1 に対応し，第 2項は低周波域 |ξ| ≤ 1
に対応している．減衰指数 t−d/4−k/2 は，線形熱方程式の解の L2 −L1 評価の減衰指数と同じであ
ることに注意したい．この減衰評価は条件 (K)の下 [38] で初めて得られたが，それは Boltzmann
方程式に対する鵜飼 [37] の評価や，圧縮性 Navier-Stokes 方程式に対する松村・西田 [30] の評価
と全く同じ型のものである．
ところで，エネルギー評価 (5.5) や減衰評価 (5.7) を導くには行列 K(ω) の構成が鍵であり，職

人技が必要なことに変わりはない．条件 (K)を職人技不要の条件で置き換えることに成功したの
が，静田・川島 [34] である．その条件は次のように定式化され，安定性条件と名付けられた．

定義 4 ([34]). 対称消散系 (5.1) が安定性条件を満たすとは，次の命題が成り立つことである．
ϕ ∈ Rm がある µ ∈ R と ω ∈ Sd−1 に対し，Lϕ = 0 (即ち ϕ ∈ M) および µA0ϕ + A(ω)ϕ = 0 を
満たすとする．このとき，常に ϕ = 0 が従う．
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静田・川島 [34] による系 (5.1) の消散構造の特徴付けを与えるため，系 (5.1) の特性方程式

det(λA0 + A(iξ) + L) = 0 (5.8)

を考える．ただし，A(iξ) =
∑d

j=1 iξjA
j = i|ξ|A(ω)，ω = ξ/|ξ| である．特性方程式 (5.8) の根を

λ = λ(iξ) と表す．これが系 (5.1) の分散関係式である．このとき，静田・川島 [34] による消散構
造の特徴付けは次のように述べられる．

定理 4 ([34]). 対称消散系 (5.1) にいおて，次の 4条件は互いに同値である．

(1) 安定性条件が成り立つ．

(2) 条件 (K)が成り立つ．

(3) 任意の ξ ̸= 0 に対し，Re λ(iξ) < 0 が成り立つ．

(4) 正定数 c が存在し，任意の ξ ∈ Rd に対して，Re λ(iξ) ≤ −cη(ξ) が成り立つ．ただし，
η(ξ) = |ξ|2/(1 + |ξ|2)．

この定理により，職人技を必要とする条件 (K)は，エネルギー法の素人でも確かめることが容
易な安定性条件で置き換えることができた．その結果，行列 K(ω) を具体的に構成することなく，
エネルギー評価 (5.5) と減衰評価 (5.7) を得ることが可能になったわけである．
最後に，安定性条件が Chapman-Enskog 展開を通して，緩和的双曲型保存則系 (4.1) から対応

する Navier-Stokes 方程式 (4.12) に遺伝するという事実を紹介しておこう．それは Boltzmann 方
程式の離散速度モデルに対して知られていた結果 ([22])を，緩和的双曲型保存則系の場合に拡張
したものである．

定理 5 ([23]). 緩和的双曲型保存則系 (4.1) に対応する対称消散系 (4.2) が U = Ψu ∈ M において
安定性条件 (定義 4) を満たすことと，(4.1) から Chapman-Enskog 展開で得られたNavier-Stokes
方程式 (4.12) に対応する対称系 (4.13) が u ∈ Rn において安定性条件 ([34] 参照)を満たすこと
は同値である．

6 時間大域解の存在とその減衰評価

緩和的双曲型保存則系 (1.1) に対しエントロピーの存在を仮定する．そのとき，系 (1.1) から得
られる対称消散系 (3.4) の初期値問題を考察しよう．系 (3.4) は対称双曲系であり，従って対称双
曲系の一般論 ([7], [12], [27], [33], [5])により，Sobolev 空間 Hs における時間局所解の存在が云え
ることに注意しよう．
エントロピーの存在に加えて，対称消散系 (3.4) が定数状態 ū ∈ M において安定性条件を満た

すと仮定しよう．安定性条件は職人技の条件 (K)と同値であり，従って前節で述べたエネルギー
法を用いることができる．もちろん，ここでは系 (3.4) は線形ではなく準線形であるため，前節の
エネルギー法に適切な修正を加える必要がある．このエネルギー計算により，系 (3.4) の小さい解
に対する時間一様なアプリオリ評価を示すことができる．局所解の存在定理とそのアプリオリ評
価により，局所解を時間大域的に延長することが可能で，その結果として，小さい初期値に対す
る系 (3.4) の時間大域解の存在を示すことができる．実際，次の定理が成り立つ．
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定理 6 ([10], [39], [24]). 緩和的双曲型保存則系 (1.1) はエントロピーを持ち，対応する対称消散
系 (3.4) は定数状態 ū ∈ M において安定性条件を満たすとする．d ≥ 1，s ≥ [d/2] + 2 とし，
初期値 u0 は u0 − ū ∈ Hs を満たすとする．このとき，もし ∥u0 − ū∥Hs が小さいならば，系
(3.4) の初期値問題は u − ū ∈ C([0,∞);Hs) なる時間大域解 u(x, t) を唯一つ持つ．さらに，こ
の解は時間無限大において定数状態 ū ∈ M に一様に漸近収束する．即ち，時間 t → ∞ のとき
∥∂l

x(u(t) − ū)∥L∞ → 0 が成り立つ．ただし，0 ≤ l ≤ s − s0，s0 = [d/2] + 1 である．

この定理で得られた時間大域解は，次の形の時間一様評価を満たす．

∥u(t) − ū∥2
Hs +

∫ t

0
∥(I − P )u(τ)∥2

Hs + ∥∂xu(τ)∥2
Hs−1dτ ≤ C∥u0 − ū∥2

Hs . (6.1)

ただし，s ≥ [d/2] + 2，C は正定数，P はM への正射影である．この評価式は，線形の場合の
エネルギー評価式 (5.5) と本質的に同じものである．なお，ここで用いたエネルギー法では，エン
トロピーの凸性，系 (3.4) の対称消散性，条件 (K)の行列 K(ω) によるエネルギー補正が重要な
役割を果たしている．
緩和的双曲型保存則系 (1.1) の安定性条件の下での時間大域解の存在定理は，初め [10]，[39] で

得られた．定理 6 は [24] による改良版である．安定性条件の下での類似の時間大域解の存在定理
は，他の方程式系に対しても知られている．粘性的保存則系 (3.2) については [16] を，Boltzmann
方程式の離散速度モデルについては [15] を参照のこと．Boltzmann 方程式の離散速度モデルは，
緩和的双曲型保存則系 (1.1) の半線形版とみなされる．

定理 6 で得られた時間大域解の減衰評価を示そう．その減衰評価の導出で本質的な役割を果た
すのは，線形系 (5.1) の減衰評価 (5.7) であることは云うまでもない．初期値が Hs ∩L1 に属する
場合，解は指数 s の可微分性を持つが，そのとき期待される最良の減衰評価は，対称消散系 (3.5)
の解については

∥∂k
x(u(t) − ū)∥L2 ≤ CE1(1 + t)−d/4−k/2 (6.2)

となる．ただし，k に対して 0 ≤ k ≤ s1 の形の制限が必要である．s1 は s1 ≤ s を満たす適当な
非負整数，C は正定数，E1 = ∥v0 − v̄∥Hs + ∥v0 − v̄∥L1 である．最良の減衰評価 (6.2) を s に近い
s1 までの導関数に対して示すためには，時間重み付きエネルギー法を援用するのが効果的である．
時間重み付きエネルギー法の副産物として，空間次元 d ≥ 2 のとき，初期値が L1 に属するこ

とを仮定することなく解の減衰評価が得られる．

定理 7 ([24]). 定理 6 と同じ仮定を置く．d ≥ 2，s ≥ [d/2] + 2 とし，初期値 ∥u0 − ū∥Hs が小さ
ければ，定理 6 で得られた時間大域解は次の減衰評価を満たす．

∥∂k
x(u(t) − ū)∥Hs−k ≤ C∥u0 − ū∥Hs(1 + t)−k/2, 0 ≤ k ≤ s,

∥(I − P )∂k
xu(t)∥Hs−k ≤ C∥u0 − ū∥Hs(1 + t)−1/2−k/2, 0 ≤ k ≤ s − 1.

(6.3)

ただし，C は正定数，P はM への正射影である．

初期値が Hs に属するという仮定のみでは，(6.3) が最良の減衰評価である．時間重み付きエネ
ルギー法を初めて効果的に展開したのは松村 [28] であろう．[28] では空間 3次元の圧縮性 Navier-
Stokes 方程式を扱い，(6.3) の第一評価式と同様の減衰評価を示すことに成功している．
最後に，初期値が Hs ∩ L1 に属する場合の最良の減衰評価 (6.2) に関する結果を紹介しよう．
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定理 8 ([24], [2]). 定理 6 と同じ仮定を置く．d ≥ 1，s ≥ [d/2] + 2 とする．ただし，d = 1 のと
きは s ≥ 3 とする．初期値に対して u0 − ū ∈ Hs ∩L1 を仮定し，E1 = ∥u0 − ū∥Hs + ∥u0 − ū∥L1

と置く．このとき，E1 が小さいなら，定理 6 で得られた時間大域解は次の減衰評価を満たす．

∥∂k
x(u(t) − ū)∥L2 ≤ CE1(1 + t)−d/4−k/2, 0 ≤ k ≤ s − 1,

∥(I − P )∂k
xu(t)∥L2 ≤ CE1(1 + t)−d/4−1/2−k/2, 0 ≤ k ≤ s − 2.

(6.4)

ただし，C は正定数，P はM への正射影である．

この形の減衰評価は，σ := s − k が十分大きいという制限の下，[2] において初めて示された．
可微分性に関する s と k に細心の注意を払った上の形の減衰評価は [24] による．
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