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和田昌昭氏(大阪大学)作成のOPTiを用いて描画

　 　複素数と円の幾何

中西敏浩　（島根大学大学院自然科学研究科）
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➤第1章　複素数の基礎 

➤第2章　サークル・パッキングの数学 

➤第3章　円とフラクタル 

➤第4章　π は円周率か？

話の内容（多分）



　第1章　複素数の基礎　

複素数は代数方程式が解をもつように数の世界を拡張する
ことで得られた。

<latexit sha1_base64="Eu2LqA2K1lfDER4+65Wjcc76iZc="></latexit>

代数学の基本定理  

a0x
n + a1x

n�1 + a2x
n�2 + · · · + an�1x + an = 0

<latexit sha1_base64="6d6ofUHkTq9HYTRNRk5EoTocsN4="></latexit>

(n � 1, a0 �= 0, a0,..., an は複素数でよい）
<latexit sha1_base64="TwIu6thkgXZWXYLBI+AqU/hh3rc="></latexit>

は必ず，複素数の解をもつ。

複素数　 a + bi (a, bは実数，i2 = �1)
<latexit sha1_base64="kvr26UWEmukju5h92Pgi5MkoAqw="></latexit>

代数方程式



　第1章　複素数の基礎　

複素数　 a + bi (a, bは実数，i2 = �1)
<latexit sha1_base64="kvr26UWEmukju5h92Pgi5MkoAqw="></latexit>

Ahlfors (Complex Analysis)

Whittaker-Watson(Modern Analysis)

Bourbaki(Éléments de Mathématique)

辻正次（複素函数論）

楠幸男（解析函数論）

岸正倫・藤本坦孝（複素関数論）

岩波　数学辞典（複素数の項目）

Wikipedia -複素数 （仏・西・韓）

Gauss(Tagebuch)

Hille(Analytic Function Theory)

高木貞治（解析概論）

Wikipedia - 複素数（日・英・独・
露・中）

a + ib派
<latexit sha1_base64="FV3RQMGFCvQCb1DvNBdLuQqSY3I="></latexit>

a + bi派
<latexit sha1_base64="oC5weFVaTkgkoA3446h54Wcixlw="></latexit>



複素数の基礎（複素平面と極形式）
xy-平面の点 (x, y)で複素数 z = x+ iyで表すとき，
この平面を複素平面 (高校の教科書では「複素数平
面」)という。

<latexit sha1_base64="YhLh6G4S5IpbJbNwC6MPllrGfkc="></latexit>

z = x + iy( �= 0)は次の表現をもつ。
<latexit sha1_base64="bg4o+Y9uYqORxZ7TJ4r6KnkJbLE="></latexit>

z = r(cos � + i sin �)
<latexit sha1_base64="1nWJtk0oCQXiWb4CJhJ962xTecU="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="TFqxT1guSxbMWR+GU/0rscKdzTo="></latexit>

0 =
<latexit sha1_base64="cnfeqizKC1qq0cXkvAgJsTH6+O4="></latexit>

これを zの極形式という。
<latexit sha1_base64="DfdaBPyJozdgDaNShWuWTtX7OGE="></latexit>

�を zの偏角という。
<latexit sha1_base64="gziTw9pRtRT+Hir3Fek9mVQbN5k="></latexit>

r = |z| =
�

x2 + y2を zの絶対値,
<latexit sha1_base64="2MCbgoKHMCyo1G9TI0g9vujH4y0="></latexit>

偏角は 2�の整数倍を除いて定まる。
<latexit sha1_base64="0i/oWOAWHt6TNPpptGQriLWZuxM="></latexit>



複素数の基礎（複素数のたし算）
z = a + bi, w = c + diのとき

<latexit sha1_base64="DZM36kyS9BTH9R4nJ0eQ1EBcvV4="></latexit>

z ± w = (a ± c) + (b ± d)i 複号同順
<latexit sha1_base64="nxayBLzHu/FDK5RqYpQuSzjs2hE="></latexit>



複素数の基礎（複素数のかけ算）
z = r(cos � + i sin �),

w = R(cos � + i sin �)
<latexit sha1_base64="Y8E0pRV0BbpoMG6JgOQFwR097hA="></latexit>

zw = rR(cos(� + �) + i sin(� + �)).
<latexit sha1_base64="wtEhEkQjzC0X87UVMxRtwuU94Vw="></latexit>

のとき，

つまり，絶対値は「かけ算」に，偏角は「たし算」に。
<latexit sha1_base64="1y1j01dgjILDrf0WPvaWnFrxHq8="></latexit>

とくにw = cos � + i sin �のとき，zwは zを原点を中心
に角 �だけ反時計回りに回転させたものである。

<latexit sha1_base64="JyC3ChjKQDoQj897zsdexnfBvbM="></latexit>

w = c + di �= 0のとき
<latexit sha1_base64="lmdExoM0R6bxn3Zf+sN3nNiXc+8="></latexit>

z

w
=

zw̄

|w|2
<latexit sha1_base64="d8biXNi1Li9Hri7bB2Cny9hL2bQ="></latexit>

w̄ = c � diは wの複素共役
<latexit sha1_base64="tj6KhniTqqAY/VmbRIYbBsbKJoU="></latexit>

割り算



複素数の基礎（オイラーの公式）

ei� = cos � + i sin �
<latexit sha1_base64="Qs69Ba29V8RACMcdOawZc6Fv8x8="></latexit>

e�i + 1 = 0
<latexit sha1_base64="QYQegt70H2nYkGLB4Nxnxjd6s/o="></latexit>

オイラーの公式は暗闇に光る一筋の流星だった。暗
黒の洞窟に刻まれた詩の一行だった。 

e�i = �1
<latexit sha1_base64="3rd2FUlEUCdvn/TkGlV4a2NXjlY="></latexit>

とくに

小川洋子「博士の愛した数式」より



鏡像
 (折
り返
し）

鏡像
（折
り返
し）

平行
移動

2つの平行な直線に関する鏡像の合成は平行移動

複素数の基礎(一次分数変換)



鏡像鏡像

鏡像

回転移動

2つの交わる直線に関する鏡像の合成は回転移動

回転角は２直線の交角の２倍



P
<latexit sha1_base64="YIyT6VKSfKHRXPVHzp3vQNiKWZM="></latexit>

z�
<latexit sha1_base64="uzF41bAyeAJq1ymsAkac3IlT6Vc="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="MdiHhoUXTSgdzjcjXZ+44mQxjAs="></latexit>

P �(P と赤道に関して対称)
<latexit sha1_base64="8g7F8ODSJ0nYDcaG/xP8HV1ZC3s="></latexit>

z = x + iy
((x, y, 0)と同一視)

<latexit sha1_base64="SjOmdDj7RVX+azUGNugFLUlZ+kM="></latexit>

円に関する鏡像（反転）
円 |z � a| = r に関する鏡像

<latexit sha1_base64="9Y+KGwBO8Lx4mu5Ob+fgS6NZs0w="></latexit>

z�
<latexit sha1_base64="HUkYq/r1/TrTpaqb0ogTi51XVs8="></latexit>

z� = R(z) =
r2

z � a
+ a

<latexit sha1_base64="MjTcYTU6sUk8p9Lt31n5+fQxGmE="></latexit>

無限遠点�を導入して
R(a) = �, R(�) = aと定める。

<latexit sha1_base64="HO/YsOZwBdlosZUZ/mf4qX41h/Y="></latexit>

P
<latexit sha1_base64="qc9MmjWYYovr29wA5gD64qhnQFo="></latexit>



|z� � a||z � a| = r2
<latexit sha1_base64="Z4sM0AW/2JI9m0zma4xRvehAaG8="></latexit>

円に関する鏡像（反転）

a
<latexit sha1_base64="WFLJkUWW1AYapCzwZT/dkm2Xa+8="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="kH/Ekj7jjdL/nR/tsNpyjTY1mMM="></latexit>

z�
<latexit sha1_base64="Fi8ahSMR24/im9G5F0GTa1IdU+4="></latexit>



複素数の基礎(一次分数変換)

以下，直線も「円」（無限遠点を通る円）とみなす。
<latexit sha1_base64="d4ku2WNwrgheNeX2Baw2ZJEcOtc="></latexit>

とかける。これを一次分数変換またはメビウス変換という。
<latexit sha1_base64="LFbuppfTsaeDSiH3L3dFxV5hBwY="></latexit>

S(z) =
az + b

cz + d
<latexit sha1_base64="gOLCJOVdMz9nj8d288FI58XqwN4="></latexit>

(ad � bc �= 0)
<latexit sha1_base64="G7rNebdrvb+Z5QcOtfai3lmbFNo="></latexit>

a, b, c, dに同時に同じ数をかけても変換 S(z)は変わらない。よって ad � bc = 1
といった条件を課すことがある。

<latexit sha1_base64="XPfjv72eeLg73bCBobeuaSbLRdE="></latexit>

S(�d/c) = �, S(�) = a/c (c �= 0)
S(�) = � (c = 0)

<latexit sha1_base64="GjNFStzKJw3ZHm/gfWN0O4FaNrI="></latexit>

と定める。
<latexit sha1_base64="gTqi8WiPWLuOu/AygqnN7TJMbDM="></latexit>

２つの円に関する反転の合成は
<latexit sha1_base64="q/R+kPURT+OjYQRR5c41A3uUumk="></latexit>



複素数の基礎(一次分数変換)

S(z) =
az + b

cz + d
, T (z) =

pz + q

rz + s

を一次分数変換とする。
<latexit sha1_base64="WGXdWhcNJEHwvF2AYCT6HD8uxSU="></latexit>

• 一次分数変換の合成は一次分数変換

S(T (z)) =
(ap + br)z + (aq + bs)

(cp + dr)z + (cq + ds)
<latexit sha1_base64="vGxwiTXgFoP0c0Uf3mufyKwaQQU="></latexit>

• 一次分数変換の逆変換は一次分数変換

S�1(z) =
dz � b

�cz + a
<latexit sha1_base64="RXxbyym2vI5t770skBNK+4LYfOY="></latexit>

一次分数変換全体は「群」をなす。

• 恒等変換は一次分数変換

I(z) = z =
1 · z + 0

0 · z + 1
<latexit sha1_base64="6hcvIPFjgJFXPpFY7mJaiBbEIhU="></latexit>



複素数の基礎(立体射影)

と同一視
<latexit sha1_base64="2UIcjrutzB1Zl2OZpfw4ZLo7/Zs="></latexit>z = x + iy

((x, y, 0)と同一視)
<latexit sha1_base64="SjOmdDj7RVX+azUGNugFLUlZ+kM="></latexit>

このとき，C � {�}をリーマン球面という。
<latexit sha1_base64="5h27QMqh21vj9xGe/X3QyoR5mVk="></latexit>

C � {�}は立体射影を通して球面と同一視する。
<latexit sha1_base64="ASeB+75yz9dgpLWapNcRN4fC+us="></latexit>

x2 + y2 + t2 = 1
<latexit sha1_base64="3OEp6bYhphltHKY2GlxKFFIe9w0=">AAACrHichVG7SgNBFD2u7/hI1EawEZOIIITZtVAEQbSx9BUN5MXuOomL+2J3jMbgD/gDFlaKFuJn2PgDFn6CWCrYWHh3so0vvMvMPXPmnpkzew3ftkLB2FOH0tnV3dPb158YGBwaTqZGRndC7zAwed70bC8oGHrIbcvleWEJmxf8gOuOYfNd42A12t9t8CC0PHdbNH1edvS6a9UsUxdE VVPJzHFFm23SEBVtSc1UU2mWYzImfwI1BmnEse6l7lHCHjyYOIQDDheCsA0dIX1FqNDgE1dGi7iAkCX3OU6RIG1ISMi1izqhfaorUeY4pvmIqvcke0q8CkZah3CJbouUPp1p4oDmOq2KMevSOvISyltNcmfTCEg3iSx7ZLfslT2wO/bMPqSH385qyTOiNzQpG20t96vJs/Gt939VDuW261j1pyLyLFDDgvRqkXdfMtErzLa+cXL+urW4mW1Nsyv2Qv4v2RO7pxe4jTfzZoNvXiBBjVO/t+kn2NFy6lxO29DSyytxC/swgSnM0L+dxzLWsI687OUFrnGj5JRtpaiU26VKR6wZw5dQap9Y1Joj</latexit>



複素数の基礎(一次分数変換)

• 一次分数変換はリーマン球面からリーマン球面への
1対 1対応を与える（正則同型になる。）

• 相似変換（拡大・縮小）は２つの同心円に関する反転
の合成

• 一次分数変換は円を円に写す。
<latexit sha1_base64="OjpSm1UIbKd+phWrCQp84BA7H2o="></latexit>



和田昌昭氏(大阪大学)作成のOPTiを用いて描画

　第2章　サークル・パッキングの数学　



上半平面のサークルパッキング



上半平面のサークルパッキング

有理数 p

q
で実軸に接し，半径 1

2q2
をもつ上半平面

内の (開）円板をC p
q
とおく。

<latexit sha1_base64="GD0C2PkRf4ZT2aIqtDEo+ZBJDa8="></latexit>

以下，有理数 p

q
は既約分数で表示し，q > 0とする。

<latexit sha1_base64="qxOtBdMZb2AXIHyiusKu6xdnOkc="></latexit>

p

q
�= r

s
のとき，C p

q
とC r

s
は交わらない。また

|ps � qr| = 1のときに限り，2つの円板は接する。
<latexit sha1_base64="+LoLVbyv2PnwSdVkHR3imALX1TM="></latexit>

C p
q

<latexit sha1_base64="R9q4kCFVwujxD+6J/U1jemtEx0A="></latexit>

C r
s

<latexit sha1_base64="fG9LtYlX03mbEDrkCfSMeUvQq4w="></latexit>



0

1
<latexit sha1_base64="KizNe6T4OaKRLBG3B/5eCJpO/QM="></latexit>

1

1
<latexit sha1_base64="0yVFZQudG8vwkBevKr+gCt8+j4o="></latexit>

2

1
<latexit sha1_base64="mGYK0+MAXh/l3qrSMGrunT7O/X8="></latexit>

1

2
<latexit sha1_base64="aI5WgrzLfD1ijSO+FNpsBd2ll0Y="></latexit>

3

2
<latexit sha1_base64="t/69SYYotUbXidAsYclOHxILzZE="></latexit>

1

3
<latexit sha1_base64="DMDfIKzkujP1WpAbN1qJyM6EWTo="></latexit>

2

3
<latexit sha1_base64="rWzWtVDTXORscFTG5fIzVfj8Rh0="></latexit>

�1

3
<latexit sha1_base64="Egf17Bx/KLRifre6CZl/46ba3Kw="></latexit>

1

4
<latexit sha1_base64="CD/e2I+tPNEywX6Nq1600yxbzlU="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="Xe0t3xB7/i088yJ8Iu5Ec+xQhoo="></latexit>

1 + i
<latexit sha1_base64="Q2BOL3ro5NYTuQJrDFkSONu0hos="></latexit>

上半平面のサークルパッキング



互いに接する直線と 2円のすべてに接する円の半径
<latexit sha1_base64="ZfdLCSsPmXRPbexy7dPlCAuf/E8="></latexit>



a

c
と b

d
は既約分数. c > 0,d > 0, ad− bc = ±1.

�
a

c
� b

d
と仮に表す

�

<latexit sha1_base64="86ygDVW/bOfM/zW/d41mC0CsFrw="></latexit>

Ca
c

<latexit sha1_base64="lBUmECmUYNPdmXttB1ghvJ4jk+k="></latexit>

C b
d

<latexit sha1_base64="KdgaBYZnPRtK++yAAjsxKghC0hw="></latexit>

a

c
と b

d
の中間数

<latexit sha1_base64="bG9wSI8LN4zkUa1lTHyZLTBZxpM="></latexit>

実軸



フィボナッチ数列　 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, · · ·
<latexit sha1_base64="oT9OB8BRiJFU1mSF6JFRxfDNHjA=">AAAC83ichVE9axRRFD0Zv+L6kVULBZvFTUQwLHdmEcUqaGOZbNwkkA1h5uVlHTJfzMyuxiV/wD9gkcqohYj/wEbSBHuLgJWdxC6CjYVn3kyjUXzw7rvv3HvuPe9dLwn8LBfZH7OOHT9x8tT46dqZs+fOT9QvXFzI4kGqdFfFQZwueW6mAz/S3dzPA72UpNoNvUAvehv3i/jiUKeZH0cP881Er4RuP/LXfeXmhOL6TfkkL+WzfJ Rd+aCTzmUBJmFjGo3KOsa2jb1l7J0q2q7iZV4PCmuIkSPD5Gq9KS0xq3HUsSuniWrNxvVdFijoCgOE0IhYSCGAy3IZltnEQUJsBSNiKT3fxDW2UCM3o5ebe4Q+vUfM6/HUeEL7mNlrBt0ibkPIDen32K1gJqypsEHb5225QiPeCy2Z6aqoLuBOyWtgih/3Rg5lT97KV/lpNPyt1sjUKN6wydMruTpZnXh2Zf7Hf1khz1J1xfono9CcY53DKbT61J4YpHiFKvnDp88P5+92pkbXZUcOqP+F7HPsexINv6vXc7qzjRoHZ/85pqPOgtOy2y1nzmnO3KtGOI6ruIYb/NvbmMEDzKLLvu/xBQf4Zg2sbWvHelWmWmMV5xJ+W9a7Xwmypvk=</latexit>

0

1
� 1

1
=

1

2
<latexit sha1_base64="OldV1z3R0LZ6BAWabMyZrj/g5h8="></latexit>

1

2
� 1

1
=

2

3
<latexit sha1_base64="DC43LpDTxWTEM7a6+buhrJPua78="></latexit>

1

2
� 2

3
=

3

5
<latexit sha1_base64="3EHImeXQz0aLY4owBD9fuyPYByU="></latexit>

3

5
� 2

3
=

5

8
<latexit sha1_base64="W5ZuGqgsEh6DCWVsrX6Zr6HHQ+s="></latexit>

3

5
� 5

8
=

8

13
<latexit sha1_base64="NX74Lwarvl/Kyc5JXcwHh8aukgI="></latexit>

8

13
� 5

8
=

13

21
<latexit sha1_base64="oQNXb8b90eZkP4ukuw5KDFIiGH4="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="SKhfHNHwkZdX/68QHpc2cJvh+8Q="></latexit>

黄金数 1 +
�

5

2
の逆数に収束

<latexit sha1_base64="V2OvNLZkcmGsEkeNkQ4YLtn10eY="></latexit>



5

10

15

20

25

30

0=34

25

5

10

15
20

25

30

35

40
4550

0=55

フィボナッチ数列

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, · · ·
<latexit sha1_base64="NsaC9VTkZbwKvusH2zbdktQDCPg="></latexit>

an+1 = an + an�1 (n = 1, 2, 3, · · · )
<latexit sha1_base64="wP+RYAsTlvQjByXF6JKPMLHEPJU="></latexit>

a0 = 0, a1 = 1,
<latexit sha1_base64="RTIrdPQrQSw5vE19ZFzTi9j252I="></latexit>



サークルパッキングの応用：有理数と無理数の見分け方

実数 �が無理数であるための必要十分条件は
<latexit sha1_base64="zONITxdaXs+0sa+yXbHuEJfVON8="></latexit>

をみたす有理数 p

q
(既約分数, q > 0)が無限個

存在することである。
<latexit sha1_base64="9ZzuE356HO0nXu44VD/U5upgNGo="></latexit>

����� � p

q

���� � 1

2q2
<latexit sha1_base64="JTBJ0AXxLLqgMCQJlJNhC+pow9Y="></latexit>



����� � p

q

���� � 1

2q2
<latexit sha1_base64="JTBJ0AXxLLqgMCQJlJNhC+pow9Y="></latexit>

�を通る垂直線が
円板Cp/qと交わる。

<latexit sha1_base64="qEQp2Syt0syb90damOX0Pl7J/p4="></latexit>

証明



α=
r
s

Cp/qがオレンジの円板のときに限り
<latexit sha1_base64="siVEksvnirdSJKmHY2wxGbBmzYg="></latexit>

����� � p

q

���� <
1

2q2
<latexit sha1_base64="+fe3Y1txw4lTd7QrX1exfXGy2AQ="></latexit>

�が有理数のとき
<latexit sha1_base64="f3q7afj1A14qHiUm9T/cz8atMRk=">AAACz3ichVE9TxRRFD2MirCiLNoYbIgLxmpzdy0UK6KNBSQsuEDCEjLz9rE7Yb4y81jEDcZW/wCJVppYGP+E0UbtLfgJxhITGwvOvJ1GkfAmc+99591z77m5XhL4mRE5HHLOnb8wfHFktHRp7PKV8fLE1ZUs3kmVbqo4iNM1z8104Ee6aXwT6LUk1W7oBXrV236Yv6/2dJr5cfTY7CV6I3Q7kb/lK9cQisuTaCFCDJ+2DU1rUM I0URcBEnTpp2W+M2qGdSKRdGUBpc1yRapiz9TJoFYEFRRnMS5/YsE22yjsICzaKDZwkfFbRw11NjPYQJ9Yysi37xr7lNNijiYWWGaHUZd5LXqNJ7S7zG5bdJ/4LJkhoxZ75byEFRW2aTu8rRdoxHuuJLM9FbUF/FPypjAj3+W9HMkX+SA/5I9V8L9afVsjn2CP3htwdbI5/vL68u8zWSH9QHPBOpWRazbYwj2rNV9VYpF8CjXg954eHC3fX5rp35K38pP638ihfOYEUe+XetfQS6/t2mr/LulksFKv1u5U6416Ze5BscAR3MBN3OaW7mIOj7CIJvu+wkd8xTen4ew6z5zng1RnqOBcw1/HeXEMrNmhng==</latexit>

そのような有理数 p

q
は有限個しかない。

<latexit sha1_base64="FS7YSyzLcYiMbAl9zIBW10a0inw="></latexit>



�が無理数ならば，垂直線に沿って �に近づくと
いつまでもCp/qの形の円板を通り抜け続ける。

<latexit sha1_base64="PaYEvMs4SSKBkM0M5MWE4xYdcS8="></latexit>

e
<latexit sha1_base64="coMFln5ri5qcIgqRGH9/gWcGEos="></latexit>

証明終わり

�が無理数ならば，垂直直線に沿って�に近づくとき，い
つまでもCp/qの形の円板に入ったり出たりを繰り返す。

<latexit sha1_base64="hID95Frb17jVAcKlLdW3Az7tqbM="></latexit>



2

3

6

11

18
27

38

問題の解答

3 � 6 � 11 � 18 � 27 � 38 �
<latexit sha1_base64="SRt+6N7DsVpBoJ4G0zcweFYqvcA="></latexit>

規則性を見つけてください！

乙 � 丙 � 丁 � 戊 � 己 � 庚 �
<latexit sha1_base64="zorzA/BFULp0AfnocY4x61sRMtI="></latexit>

半径の逆数を示す



互いに接する3円に接する円の半径（デカルトの円定理）

1

r
=

1

r1
+

1

r2
+

1

r3
+ 2

�
1

r2r3
+

1

r3r1
+

1

r1r2
<latexit sha1_base64="nOHqdhTrsaDoGMKDabg9ewfCZHM="></latexit>

問題の解答

1

r
= � 1

r1
� 1

r2
� 1

r3
+ 2

�
1

r2r3
+

1

r3r1
+

1

r1r2
<latexit sha1_base64="s19JLmI78DJUTEL4jShVk4+yK2w="></latexit>



男の児が中学(注：旧制中学)で幾何や代数を習う
のは何の為めか、 

谷崎潤一郎「痴人の愛」より

必ずしも実用に供するのが主眼ではなく、頭脳の 
働きを緻密にし、錬磨するのが目的ではないか。 



S(z) =
(�1 + i)z + (1 + i)

(1 + i)z + (�1 + i)
<latexit sha1_base64="olwTR1r40Z7pEmq0hsM9Gq+Nu7g="></latexit>

解答はデカルトの円定理を使った数学的帰納法でも得ら
れるが，図の一次分数変換によるCnの像の半径を計算
してもよい。

<latexit sha1_base64="MYJyWqoof/ihF4RgtBjqe612ckc="></latexit>

0
1

1
1

2
1

3
1

4
1

3 � 6 � 11 � 18 � 27 � 38
� � � � � � 2を引く
1 � 4 � 9 � 16 � 25 � 36

<latexit sha1_base64="j/cy7v0r2Dfx3ZCZcBemfp54rKc="></latexit>



S(z) =
(�1 + i)z + (1 + i)

(1 + i)z + (�1 + i)
<latexit sha1_base64="olwTR1r40Z7pEmq0hsM9Gq+Nu7g="></latexit>

解答はデカルトの円定理を使った数学的帰納法でも得ら
れるが，図の一次分数変換によるCnの像の半径を計算
してもよい。

<latexit sha1_base64="MYJyWqoof/ihF4RgtBjqe612ckc="></latexit>

0
1

1
1

2
1

3
1

4
1

SによるC p
q
の像は円で，半径の逆数は

p2 + q2 + 1
<latexit sha1_base64="yfc5f4bm+hhjBNwNNEpJaYTOg3Y="></latexit>



半径の逆数を示す

114114

114114

8686

8686

6262

6262

4242

4242

6666

6666

9595

9595

6363

6363

171171

171171

146146

146146

123123

123123

102102

102102

8383

8383

6666

6666

143143 143143 9999 9999

4747

4747

1414

1414

5050

5050

6262

6262

5959

5959

6363 6363 3535 3535

3838

3838

3939

3939

2323

2323

7474

7474

5454

5454

2

2

33

5959

5959

3030

3030

5151

5151

3838

3838

1515 1515

66

66

1111

1111

1818

1818

2727

2727

1414

1414

2626

2626

3535

3535



434434

434434

7474

7474

233233

233233

8989

8989

113113

113113

8585

8585

6161

6161

4141

4141

6565

6565

9494

9494

6262

6262

170170

170170

145145

145145

122122

122122

101101

101101

8282

8282

6565

6565

142142 142142 9898 9898

4646

4646

1313

1313

4949

4949

6161

6161

5858

5858

6262 6262 3434 3434

3737

3737

3838

3838

2222

2222

7373

7373

5353

5353

1

1

22

5858

5858

2929

2929

5050

5050

3737

3737

1414 1414

55

55

1010

1010

1717

1717

2626

2626

1313

1313

2525

2525

3434

3434

マルコフ数

89
<latexit sha1_base64="yMLNoVTBpdSp9UXHR7dHFaPTtPs="></latexit>

233
<latexit sha1_base64="jkXdWPOG0zyKbvc6SqBq7c+TjA4="></latexit>

610
<latexit sha1_base64="bMS0sowiWBgxgqIuh/KNtmBPRMc="></latexit>

1
2
5
13
29
34
89
169
194
233
433
610
...

<latexit sha1_base64="Amk+AiuUDK60KKRDEGUEyvAxcNY="></latexit>

半径の逆数から1を引く



169

433
433

74

233

89

113

85

61

41

65

94

62

170
145

122
101

82

65

142142 9898

46
13

49

61

58

6262 3434

37

38

22

73

53

1

2

58

29

50

37

1414

5

10

17

26

13

25

34

194
1
2
5
13
29
34
89
169
194
233
433
610
...

<latexit sha1_base64="Amk+AiuUDK60KKRDEGUEyvAxcNY="></latexit>



マルコフ数

(1, 1, 1)から次の操作を繰り返してすべてのマルコ
フの３つ組が得られる。

<latexit sha1_base64="itShPDsIfX6G1lSr/r0oLu+iAvc="></latexit>

(a � b � c)
<latexit sha1_base64="P7pdZdV6zjY2W26gvu1ko6zhBIg="></latexit>

(a, c, 3ac � b)
�

(a, b, c)
�

(b, c, 3bc � a)
<latexit sha1_base64="Td+S2sA7ELPBlaPPUrI4/FAs5Cs="></latexit>

正整数の３つ組 (x, y, z)が

x2 + y2 + z2 = 3xyz

をみたすとき，マルコフの３つ組 (Markov triple)という。
<latexit sha1_base64="erjlHSAsmuFvpBNzn74RSHOeL64="></latexit>

x2 + y2 + z2 = 3xyz
<latexit sha1_base64="aaTtu0Ys58Rdt5D8b3VgnbEeZ90="></latexit>

という。
<latexit sha1_base64="4oPMVjCZop6+s714WjAstk5BzS0="></latexit>



あるマルコフの３つ組みに属する数をマルコフ数という。
<latexit sha1_base64="XQy6Uli5HSRGN/TegUgrGbny9tY="></latexit>

マルコフ数は無限にあって，小さい数から順に
<latexit sha1_base64="SjTf8DAYZzS7LLpltNL7OedZYj4="></latexit>

1, 2, 5, 13, 29, 34, 89, 169, 194, 233, 433, 610, 985, 1325, 1597, · · ·
<latexit sha1_base64="fdTeEGgSd+LuP6f1UAvpmIv2WqY="></latexit>

(1, 1, 1)
<latexit sha1_base64="kHE4k0S1NSp33POCFoKHE4wllt0="></latexit>

(1, 1, 2)
<latexit sha1_base64="0JNg2/WN2IqKk+bQa0HUWfmsUrs="></latexit>

(1, 2, 5)
<latexit sha1_base64="wyrE7XisU3OOjvQBqRIalqyC8x4="></latexit>

(2, 5, 29)
<latexit sha1_base64="Nv4MIXilLq9n/4lozWDGXkKMTsU="></latexit>

(1, 5, 13)
<latexit sha1_base64="DXhko/6hK2PsPCEsOKO84FgXJy8="></latexit>

(5, 13, 194)
<latexit sha1_base64="8PT55cv4pTnfn+itTB9OvIUERDc="></latexit>

(1, 13, 34)
<latexit sha1_base64="CtoCF1cBVj4FKnboQhgF2d8mBQk="></latexit>

(5, 29, 433)
<latexit sha1_base64="V4H/Oqk/e7OnXd21fGanqjTGzcs="></latexit>

(2, 29, 169)
<latexit sha1_base64="i44ar0nuOrMp/ca579SP55rbZhY="></latexit>



マルコフ数とフィボナッチ数列

マルコフ数に関する予想
<latexit sha1_base64="AvCb+pxH9fZbKwvRmqbXMkaI2ac="></latexit>

(G. フロベニウス, 1913)
<latexit sha1_base64="lIIA9Jpy22jSxX2MOOp6Z+rHbxo="></latexit>

(a � b � c）
<latexit sha1_base64="Rrv2zlG7i0zhuqBrFJxfe6iN6p8="></latexit>

cをマルコフ数とすると cを最大値とするマルコフ
の 3つ組 (a, b, c)はただ一つしかない。

<latexit sha1_base64="q/qPcAQShMhl7jPII7vSNXg8XWY="></latexit>

以上は，興味をもたれた方への宿題
 A. A. Markov (1856-1922)

(1, f 2
n + f 2

n+1, f
2
n+1 + f 2

n+2)

はマルコフの３つ組み。
<latexit sha1_base64="6GnF6PmcfAqLcIbupjQw2TGfNTs="></latexit>

このとき，
(1, f2n�1, f2n+1)

はマルコフの 3つ組
<latexit sha1_base64="fyOn22jesRXHe7jNxEPC7dIvJCY="></latexit>

f0 = 0, f1 = 1, f2 = 1, f3 = 2, f4 = 3, · · · をフィボナッチ数列
<latexit sha1_base64="7k56IOID0YsrSscwYOEkonrfEMI="></latexit>



第3章　円とフラクタル図形



フラクタル(fractal)は1975年に自己相似
集合など複雑な図形を扱うためにB.マ
ンデルブロートによって提唱された幾
何学の概念。非整数次元をもつ図形を
フラクタルと呼ぶことが多いが，整数
次元をもちながらフラクタルと呼ぶに
相応しい図形も存在する。 

Benoit Mandelbrot (1924-2010)



My soul is spiraling in frozen fractals all around.

— Frozen(アナと雪の女王)  Let It Go  より—



= log2 3 = 1.58496 · · ·
<latexit sha1_base64="kljMJP77duixNahYuzILC3brIPQ="></latexit>

dimH
<latexit sha1_base64="9k38vt4nB+x0q3x1IECysy8lcIw="></latexit> (

<latexit sha1_base64="4HvewK/tuNVY0a9xP9qYEggAtmY="></latexit>

)
<latexit sha1_base64="4/Wov7iTeXXd5NetmFLHgpA7d+w="></latexit>

シェルピンスキー(Sierpinski)の三角形

dimH
<latexit sha1_base64="9k38vt4nB+x0q3x1IECysy8lcIw="></latexit>

(
<latexit sha1_base64="4HvewK/tuNVY0a9xP9qYEggAtmY="></latexit>

)
<latexit sha1_base64="4/Wov7iTeXXd5NetmFLHgpA7d+w="></latexit>

= log3 4 = 1.26186 · · ·
<latexit sha1_base64="AIwg4eNo4Umoj2tkgMIeR4lcmWY="></latexit>

コッホ(Koch)曲線

dimH
<latexit sha1_base64="9k38vt4nB+x0q3x1IECysy8lcIw="></latexit> (

<latexit sha1_base64="4HvewK/tuNVY0a9xP9qYEggAtmY="></latexit>

)
<latexit sha1_base64="4/Wov7iTeXXd5NetmFLHgpA7d+w="></latexit>

アポロニアン・パッキング

(McMullen, 1998)� 1.305688
<latexit sha1_base64="z87vhnZz+CMFTwOCzlC4duYbXk0="></latexit>

フラクタル図形の例とそのハウスドルフ次元



ショットキー群(SCHOTTKY GROUP)

Fricke, Robert and Felix  Klein(1912), Vorlesungen über die Theorie der automorphen Functionen.

S1
<latexit sha1_base64="ERBV6bA0KXDM6A3k94TmnXF1iDM="></latexit>

S2
<latexit sha1_base64="abqD7tbmg1lrULJh4y6UVfKGuxw="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="SKhfHNHwkZdX/68QHpc2cJvh+8Q="></latexit>

A1
<latexit sha1_base64="R67kvOfl6CZPyyRbHMFB6HU9xpQ="></latexit>

A2
<latexit sha1_base64="D+ZYLSN3Tul15zXuwYtzov85uYE="></latexit>

B2
<latexit sha1_base64="RDenGAq4RNlP0XVbY3VmiV4Lp+M="></latexit>

B1
<latexit sha1_base64="3zDbI5FM3R61+pkpHgY4vmTkxHY="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="AAbBTvSefyOqvDprjQFtHWOX5ZU="></latexit>

Si (i = 1, 2)はAiの外部をBiの内部に写す一次分数変
換（必ず存在するが一意的ではない）

<latexit sha1_base64="+nbnWh80NEMrZZOv5KQC7c+8O+A="></latexit>

https://archive.org/details/vorlesungenber02fricuoft


ショットキー群と収束指数

S�1
i1 S�2

i2 S�3
i3 · · · S�n

in
<latexit sha1_base64="Pn5DdK4tiyQGWBS9KUOPwO7Kxys="></latexit>

ik = 1または ik = 2, �k = ±1, n = 1, 2, 3, ....
<latexit sha1_base64="Mp4C76XCcO2z88XUYgxpPWfsMHo="></latexit>

の形の一次分数変換全体がつくる群 Gをショットキー
群という。

<latexit sha1_base64="Uev/CQNfLcVR1DmJLf2WA+PV5ss="></latexit>

恒等変換 Iと
<latexit sha1_base64="4Arl0wrAqdW6ltyRJZw8vxAN3Js="></latexit>

• S�1
k は Skの逆変換

<latexit sha1_base64="deboXV+OnYbiJ358SZ5oihV+YLI="></latexit>

ik = ik+1のときは �k + �k+1 �= 0
<latexit sha1_base64="UkLkDwyuSBqUUNk6mjSSNYrl0FE="></latexit>



Gの元に番号をつけて

G =

�
Tn(z) =

anz + bn

cnz + dn
: n = 0, 1, 2, 3, · · ·

�

とする。ただし, andn � bncn = 1, T0 = I.
<latexit sha1_base64="rfjQ+1WGSCWbWHSNJrhuA5F3jA0="></latexit>

級数
��

n=1

1

|cn|s

が収束する sの集合と発散する sの集合との境目 �(G)を
Gの収束指数という。

<latexit sha1_base64="TvAtKmt9uWUDHmBtG3WPR2Dv2T0="></latexit>



ショットキー群が生み出すフラクタル図形



ショットキー群が生み出すフラクタル図形



定理 (赤座, 1973)

dimH L(G) =
�(G)

2
.

<latexit sha1_base64="w7jNzu0XguQQlvg3tPjVLQ/Gxow="></latexit>

無限個の円板に含まれる点の集合 L(G)を Gの極限集
合という。

<latexit sha1_base64="egumY4o0fCUvcptQKq5fnrD5d9k="></latexit>

��

n=1

1

|cn|s
<latexit sha1_base64="+42MIWidFx4LDhBLMjyYyLNNteo="></latexit>



赤座暢(1927-1983)
1951年10月  名古屋大学から金沢大学理学部助教授（函数論講座）に就任 

1972年8月　同教授（函数方程式講座）に昇進 

1983年2月　肺癌のために死去

経歴



第4章  π は円周率か？

リーマン面の例
Gをショットキー群とし，リーマン球面から円板A1, B1,
A2, B2を取り除き，Akの境界円とBkの境界円をSk(k =
1, 2)を用いて貼り合わせて得られる曲面

<latexit sha1_base64="4cCi4pEprblmhaP5jUInwdEkQvU="></latexit>

(C � {�} � L(G))/G
<latexit sha1_base64="R1fR+1i5aoYSZ5VzZdSbe2R8QtE="></latexit>

=<latexit sha1_base64="u7CWg7T4xE5K6QHSqOfPN9zaFYs="></latexit>

=

リーマン面
各点のまわりに（局所的な）複素数のパラーメータが導
入されていて，その上で複素関数論がちゃんと議論でき
る曲面

<latexit sha1_base64="vobZF72ZxxYvb70ACO7eUYZUylA="></latexit>



リーマン面の同値
２つのリーマン面 R1, R2は等角写像（接平面の円を円
に写す向きを保つ写像）

f : R1 � R2

が存在するとき，同じリーマン面であるとみなす。
<latexit sha1_base64="9jcnG8bfAVXqZVQfZ9J8oGH345g="></latexit>



リーマン面のモジュライ空間

モジュライ空間Mg,nはヴェイユ・ピーターソン計量と
呼ばれる計量をもつ。(他にもいろいろな計量をもつ。)

<latexit sha1_base64="XFP7Dvpvn8BBGyAhln1XN27jDgI="></latexit>

（2,3）型曲面

位相的に n個の穴を開けた種数 gの
閉曲面であるリーマン面を (g, n)型
リーマン面という。

<latexit sha1_base64="EUnMpdEUgrGDgUH9t19h2cf1TrM="></latexit>

(g, n)型モジュライ空間Mg,n =
<latexit sha1_base64="JzfA27bMuY0c9UcFbJP0e+TUviA="></latexit>

しかも，ヴェイユ・ピーターソン計量で測ったMg,nの
体積は有限値。

<latexit sha1_base64="NvtPmALfiBnG86auF2VsdjRfyT0="></latexit>

(g, n)型リーマン面（の同値類）全体がつくる空間
<latexit sha1_base64="uLPWQwTaPtxCMnJl3BQ52F9+/jE="></latexit>



x2 + y2 + z2 = 3xyz (x, y, z > 0)
<latexit sha1_base64="5s3IWEMqXvC9hqSCQLTuzYKcpU4="></latexit>

曲面 x2 + y2 + z2 = 3xyzを xy平面に射影
<latexit sha1_base64="rMbSjZFCLAQE1Rkzd2vcElX/8vc="></latexit>

1.0 1.5 2.0 2.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3xz = y
<latexit sha1_base64="463JDzwoObucUejpqsx+piYTxac="></latexit>

3yz = x
<latexit sha1_base64="haQpjAiealrJc+R6+cN7OSyuVRc="></latexit>

3xy = z
<latexit sha1_base64="VfWILdCRDjYXJK1xv4mZ7pB7qW0="></latexit>

y = z
<latexit sha1_base64="f4cL2tHFKXmE5QuCEwl5yPCbR8I="></latexit>

x = z
<latexit sha1_base64="tmHibZ2L0t0M2np8phn/LRkonrA="></latexit>

(１つ穴あき）トーラスのモジュライ空間の一つのモデル
<latexit sha1_base64="3OlODkBwZoEnWs5yXnpgSmRW36k="></latexit>

(1,1,1)



(S. Wolpert, 1983)
<latexit sha1_base64="eS8w9uTHRL6LHVXOxEXDnq0/pKs="></latexit>

VolWP (1, 1) =
�2

6
<latexit sha1_base64="o/Nzdaa0WtZkNJXyX0hi9WS6OLc="></latexit>

（一つ穴あき）トーラスのモジュライ空間のヴェイユ・
ピーターソン体積（面積）

<latexit sha1_base64="rTfusmAkQ+S/6V6k7LS9/YqvWYs="></latexit>



ミルザハニによる結果は n > 0を仮定する。
<latexit sha1_base64="J5BvQIp2W5FRJ4tbw0xvwqOU7eg="></latexit>

(g, n)型リーマン面のモジュライ空間のヴェイユ・ピー
ターソン体積

<latexit sha1_base64="9aq/9FM/6ExDroGoSSGtnBQgJEo="></latexit>

VolWP (g, n) = Q(g, n)�6g�6+2n
<latexit sha1_base64="c7oDYPeU5OlUtvP1HDF2RwZN4QM="></latexit>

ここで，Q(g, n)はある有理数。
<latexit sha1_base64="uSJajPCEM4KA3c2D+eLUbOzei4k="></latexit>

(M. Mirzakhani, 2007)
<latexit sha1_base64="GRmMH86oYguYdQ6OgI0NAPG9tFs="></latexit>

定理
<latexit sha1_base64="qUJc1gFkArckE+vtifG+MotmbtU="></latexit> モジュライ空間の次元

注意：Q(g, n)は双曲距離についての長さが指定された
境界つきリーマン面も考え，それらのモジュライ空間の
ヴェイユ・ピーターソン体積の間に成り立つ漸化式を用
いて計算できる。

<latexit sha1_base64="bb2h/pFGDCMyw/Ef31QA4gRs6Es="></latexit>



マリアム・ミルザハニ (Maryam Mirzakhani, 1977-2017)

1977年 イラン・テヘランで生まれる

1994-95年 国際数学オリンピックで金メダル獲得

2014年　フィールズ賞受賞（女性として初）

2004年　ハーヴァード大学で博士号取得

2008年　スタンフォード大学教授（31歳）

2017年　乳がんのために死去（40歳）

「低い位置に実っている果実は、無視するべきです。 
それは少々大変なことですが」 
彼女は続ける。「こうした姿勢がベストなのかは分かりません。 
その過程で、散々自分が苦しむことになりますから」

- WIRED, 2014年8月24日 - 



ユークリッド幾何と非ユークリッド幾何

「円」はすべてに幾何において円（定点から等距離にある点の集合） 
である。(ただし，中心と半径は異なる）

楕円幾何 ユークリッド幾何 双曲幾何

曲率 � 1
<latexit sha1_base64="46ItY2PqYLMrJnbJ+4VhghpUdKg="></latexit>

曲率 � 0
<latexit sha1_base64="3VK7RUvarDyMCCKTEcrShSD7bxM="></latexit>

曲率 � �1
<latexit sha1_base64="EPLYyFj9Ew16b61OHH3bxLW39aY="></latexit>



半径 r の円の周長と直径との比

楕円幾何 (K � 1)　 r�1 sin r · �
ユークリッド幾何 (K � 0)　 �
双曲幾何 (K � �1)　 r�1 sinh r · �

<latexit sha1_base64="EI4qTJphvftGwLQUFtly7AM9iv0="></latexit>

Ｂ６１２では，π は円周率という名では存在し得な
い。でも，何らかの形で π という数字は見つかってい
ただろう。この惑星で π がどのように発見されるのか
想像してみるのも楽しいかも知れません。 



今日のまとめ

��

n=1

1

|cn|s の収束・発散
<latexit sha1_base64="OT7ELy6iFceX9+5uLjw3vV6cxOU="></latexit>

��

n=1

1

|cn|2 ,
��

n=1

1

|cn|4 の収束・発散
<latexit sha1_base64="LA1SRZJxLw0PoBax46UyNE1tUMg="></latexit>

dimH L(G) =
�(G)

2
赤座の定理

<latexit sha1_base64="jVml7VaEGJ8gtjgE0xPNsUMzUUs="></latexit>

VolWP
<latexit sha1_base64="l7lO0znXNAHIHECGMmXz4PttrVk="></latexit> (                  ) VolWP

<latexit sha1_base64="l7lO0znXNAHIHECGMmXz4PttrVk="></latexit> (                      )Vg(L1, L2, L3) =
<latexit sha1_base64="Zi48G29i0tTx41puF8h0o9LLoWE="></latexit>

Mirzakhaniの定理
<latexit sha1_base64="48VQ2UkDtirHwSrO06blgFOKP3E="></latexit>

考える対象を連続的に変化する量や現象の中で捉えることによって
うまくいった例を紹介した。

e�i + 1 = 0
<latexit sha1_base64="QYQegt70H2nYkGLB4Nxnxjd6s/o="></latexit>

オイラーの公式  in  博士が愛した数式
eix = cos x + i sin x

<latexit sha1_base64="QMl38Y7Rsp4rk5+Omfq3flZ3mJs="></latexit>

オイラーの公式

指数関数 ex
<latexit sha1_base64="lYuw2hbHlxfkH1NCkWriKgY33mg="></latexit>



私の話はこれで終わりです。 

どうも，ありがとうございました。
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