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代数解析

特に,
マイクロ関数,

ホロノミー D加群の Riemann-Hilbert 対応

層の超局所解析

表現論

特に,
Helgason予想 ( Okamoto et al)

Kazhdan-Lusztig予想 (Brylinski, Tanisaki)

結晶基底

箙ヘッケ環と圏化
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歴史的背景 (個人的な視点から)

↓ 2次元可解模型

量子群 (1985) (Drinfeld, Jimbo)

↓ 温度 q = 0

結晶基底 (1990) q = 0における基底

↓ “q = 0”から全 q平面へ

大域基底

↓ LLTA 理論 (Lascoux-Leclerc-Thibon,Ariki) ↓ 乗法的性質

箙ヘッケ環 (Rouquier, Khovanov-Lauda) 団代数 Cluster algebras (Fomin-Zelevinsky)

↓ ↓

cluster代数のモノイダル圏化 (2018) (Seok-Jin Kang, K, Myungho Kim, Se-jin Oh)
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結晶基底

量子群 Uq(g)

は、２次元可解模型の研究の中から、Drinfeld と Jimbo によって独立に
1985年頃に導入された。
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結晶基底

量子群 Uq(g)

は、２次元可解模型の研究の中から、Drinfeld と Jimbo によって独立に
1985年頃に導入された。

この代数は、(温度の）パラメータ qを含み、q=0 は絶対零度にあたる。
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結晶基底

量子群 Uq(g)

は、２次元可解模型の研究の中から、Drinfeld と Jimbo によって独立に
1985年頃に導入された。

この代数は、(温度の）パラメータ qを含み、q=0 は絶対零度にあたる。

したがって、q = 0でなにかすばらしいことが起るのでは
ないかという期待が、結晶基底導入の動機でした。
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量子群の定義

Uq(g) は、
ei , fi （単純ルート元）と t±1

i (i = 1, . . . , n) から生成される C(q)-代数で、
それらの定義関係式は:

ti tj = tj ti ,
tj ei t

−1
j = q(αj ,αi )ei ,

tj fi t
−1
j = q−(αj ,αi )fi ,

[ei , fj ] = δij
ti − t−1

i

qi − q−1
i

with qi := q(αi ,αi )/2,




b∑
n=0

(−1)ne
(n)
i eje

(b−n)
i = 0

for i 6= j (q-Serre relations)b∑
n=0

(−1)nf
(n)
i fj f

(b−n)
i = 0

with b = 1− 〈hi , αj〉

e
(n)
i := eni /[n]i !, f

(n)
i := f ni /[n]i !.

[n]i :=
qn
i − q−n

i

qi − q−1
i

, [n]i ! := [1]i · · · [n]i ,
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まず最初は、代数 Uq(g)自体 が q = 0で、何かよ
い構造を持っているかと探してみましたが、その

ようなものはなかなか見つかりませんでした。

数ヵ月の苦闘の後に、Uq(g) 自体ではなく、Uq(g)-
加群が q = 0でよい構造を持っていることに気が
ついたのでした。
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{既約加群 } ≃ {優整重みDominant integral weights}

Oint:=可積 Uq(g)-加群のアーベル圏

Oint は半単純
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{既約加群 } ≃ {優整重みDominant integral weights}

Oint:=可積 Uq(g)-加群のアーベル圏

Oint は半単純

λ ∈ P+ := {λ ∈ P : 〈hi , λ〉 ≥ 0} (dominant integral weight)

V (λ) := λを最高重みとする既約 Uq(g)-加群

= Uq(g)uλで uλ の定義関係式は















tiuλ = q(αi ,λ)uλ

eiuλ = 0

f
〈hi ,λ〉+1
i uλ = 0
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{既約加群 } ≃ {優整重みDominant integral weights}

Oint:=可積 Uq(g)-加群のアーベル圏

Oint は半単純

λ ∈ P+ := {λ ∈ P : 〈hi , λ〉 ≥ 0} (dominant integral weight)

V (λ) := λを最高重みとする既約 Uq(g)-加群

= Uq(g)uλで uλ の定義関係式は















tiuλ = q(αi ,λ)uλ

eiuλ = 0

f
〈hi ,λ〉+1
i uλ = 0

{既約 Uq(g)加群の同型類 } ≃ P+

Oint = {M;M ≃
⊕

ν
V (λν)}
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結晶基底

K = C(q) ⊃ A0 = {f ∈ K ; f is regular at q = 0}

V : a K -vector space

Masaki Kashiwara (RIMS) Categorifications and Quiver Hecke algebras MSJ Fall Meeting at Kanazawa 8 / 33



結晶基底

K = C(q) ⊃ A0 = {f ∈ K ; f is regular at q = 0}

V : a K -vector space

定義

(L,B) が a V の q = 0における局所基底であるとは次の条件がなりたつこと

L は V の自由 A0-部分加群 で、V = K ⊗
A0

L.

B は L/qLの C-vector spaceとしての基底。
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結晶基底

K = C(q) ⊃ A0 = {f ∈ K ; f is regular at q = 0}

V : a K -vector space

定義

(L,B) が a V の q = 0における局所基底であるとは次の条件がなりたつこと

L は V の自由 A0-部分加群 で、V = K ⊗
A0

L.

B は L/qLの C-vector spaceとしての基底。

さて、V を Oint に属する Uq(g)加群.

ẽi , f̃i ∈ End(V ) を ei と fi を修正して得られる V 上の作用素.
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結晶基底

K = C(q) ⊃ A0 = {f ∈ K ; f is regular at q = 0}

V : a K -vector space

定義

(L,B) が a V の q = 0における局所基底であるとは次の条件がなりたつこと

L は V の自由 A0-部分加群 で、V = K ⊗
A0

L.

B は L/qLの C-vector spaceとしての基底。

さて、V を Oint に属する Uq(g)加群.

ẽi , f̃i ∈ End(V ) を ei と fi を修正して得られる V 上の作用素.

定義

(L,B) が V の結晶基底 であるとは、
(L,B) は V の q = 0における V の局所基底,

ẽiL ⊂ L 且つ f̃iL ⊂ L,

ẽiB ⊂ B ⊔ {0}, f̃iB ⊂ B ⊔ {0},

b, b′ ∈ B に対して b′ = f̃ib ⇐⇒ b = ẽib
′ が成り立つ.
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結晶グラフ

B には色付向き付きグラフ (結晶グラフ)の構造が入る:

b
i

−→ b′ ⇐⇒ b′ = f̃ib ⇐⇒ b = ẽib
′
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結晶グラフ

B には色付向き付きグラフ (結晶グラフ)の構造が入る:

b
i

−→ b′ ⇐⇒ b′ = f̃ib ⇐⇒ b = ẽib
′

g = sl3 B(2Λ1) (S
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結晶基底 Crystal bases

定理

1 Oint に属する Uq(g)加群は結晶基底を持つ,

2 結晶基底は、同型を除いて一意的である,

3 Uq(g)加群にたいして、既約であることはその結晶グラフが連結なことと同
値である,

4 結晶基底は、テンソル積と相性がよい。
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結晶基底 Crystal bases

定理

1 Oint に属する Uq(g)加群は結晶基底を持つ,

2 結晶基底は、同型を除いて一意的である,

3 Uq(g)加群にたいして、既約であることはその結晶グラフが連結なことと同
値である,

4 結晶基底は、テンソル積と相性がよい。

U−
q (g) = fi で生成される Uq(g)の C(q)部分代数

定理

U−
q (g) は結晶基底

(
B(U−

q (g)), L(U−
q (g))

)
をもつ.
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結晶基底は、Uq(g)加群や U−
q (g)の q = 0における局所基底で

ある。

q = 0において複雑な加群構造は凍結して簡単なグラフ構造と
なる。
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結晶基底は、Uq(g)加群や U−
q (g)の q = 0における局所基底で

ある。

q = 0において複雑な加群構造は凍結して簡単なグラフ構造と
なる。

表現論
OO

結晶基底

��

組み合わせ論
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大域基底
− : U−

q (g) → U−
q (g)

を, q = q−1, fi = fi を満たす環自己同型
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大域基底
− : U−

q (g) → U−
q (g)

を, q = q−1, fi = fi を満たす環自己同型

U−
q (g)Z : f

(n)
i (n ∈ Z>0)で生成される U−

q (g)の C[q±1]-部分代数
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大域基底
− : U−

q (g) → U−
q (g)

を, q = q−1, fi = fi を満たす環自己同型

U−
q (g)Z : f

(n)
i (n ∈ Z>0)で生成される U−

q (g)の C[q±1]-部分代数

定理
(
B , L

)
: U−

q (g)の結晶基底.

1 L ∩ L ∩ U−
q (g)Z ∼−−→ L/qL.
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大域基底
− : U−

q (g) → U−
q (g)

を, q = q−1, fi = fi を満たす環自己同型

U−
q (g)Z : f

(n)
i (n ∈ Z>0)で生成される U−

q (g)の C[q±1]-部分代数

定理
(
B , L

)
: U−

q (g)の結晶基底.

1 L ∩ L ∩ U−
q (g)Z ∼−−→ L/qL.

2 Let L ∩ L ∩ U−
q (g)Z

∼ // L/qL

Blow(U
−
q (g))
� ?

OO

∼ // B
� ?

OO

で Blow(U
−
q (g))を定義すると、これは U−

q (g)の C(q)-基底,

U−
q (g)Z の C[q±1]-基底,

L(U−
q (g))の A0-基底

となる.
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大域基底
− : U−

q (g) → U−
q (g)

を, q = q−1, fi = fi を満たす環自己同型

U−
q (g)Z : f

(n)
i (n ∈ Z>0)で生成される U−

q (g)の C[q±1]-部分代数

定理
(
B , L

)
: U−

q (g)の結晶基底.

1 L ∩ L ∩ U−
q (g)Z ∼−−→ L/qL.

2 Let L ∩ L ∩ U−
q (g)Z

∼ // L/qL

Blow(U
−
q (g))
� ?

OO

∼ // B
� ?

OO

で Blow(U
−
q (g))を定義すると、これは U−

q (g)の C(q)-基底,

U−
q (g)Z の C[q±1]-基底,

L(U−
q (g))の A0-基底

となる.

Blow(U
−
q (g))を 下大域基底という. 大域基底は、結晶基底から決まる.
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上大域基底

U−
q (g) はある非退化な 2次形式をもつ。

Bup(Aq(n)) ⊂ U−
q (g)をその相対基底とする。

Bup(Aq(n))の生成する Z[q±1]加群を Aq(n) ⊂ U−
q (g)と置く.

Aq(n)は U−
q (g)Z の相対,

Aq(n) は Z[q±1]-代数.

B(Aq(n))を 上大域基底 upper global basisという.
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上大域基底

U−
q (g) はある非退化な 2次形式をもつ。

Bup(Aq(n)) ⊂ U−
q (g)をその相対基底とする。

Bup(Aq(n))の生成する Z[q±1]加群を Aq(n) ⊂ U−
q (g)と置く.

Aq(n)は U−
q (g)Z の相対,

Aq(n) は Z[q±1]-代数.

B(Aq(n))を 上大域基底 upper global basisという.

U−
q (g)の二つの Z[q±1]-型

U−
q (g)

Z[q±1]

q→1 +3 U(n) __

dual

~~Aq(n)
q→1 +3 C[n]
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圏化 Categorification

アーベル圏 C が (ある構造を持つ)ベクトル空間 V の圏化であるとは,

V oo ∼ // K(C)
C のグロタンディック群

要素 oo // 対象

基底 oo // 既約な対象の族

K(C) : [M] (M ∈ C) で生成されるアーベル群で、

その定義関係式は: 完全列 0 → L → M → N → 0 に対して
[M] = [L] + [N]
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圏化の好例 : LLTA理論 (Lascoux-Leclerc-Thibon-Ariki)

k: 基礎体,
Hq(n): A型のヘッケ環 （qをパラメータとしてもつ）

Hq(n)-mod: k上有限次元の Hq(n)-加群のつくるアーベル圏

V (Λ0): Uq(A
(1)
ℓ−1)上の基本的表現

予想 [Lascoux-Leclerc-Thibon(1996)]

qが 原始 ℓ乗根のとき、Hq(n)の既約表現は、V (Λ0)の上大域基底で記述される.
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圏化の好例 : LLTA理論 (Lascoux-Leclerc-Thibon-Ariki)

k: 基礎体,
Hq(n): A型のヘッケ環 （qをパラメータとしてもつ）

Hq(n)-mod: k上有限次元の Hq(n)-加群のつくるアーベル圏

V (Λ0): Uq(A
(1)
ℓ−1)上の基本的表現

予想 [Lascoux-Leclerc-Thibon(1996)]

qが 原始 ℓ乗根のとき、Hq(n)の既約表現は、V (Λ0)の上大域基底で記述される.

ヘッケ環 Hq(n)
q→1 // C[Sn] ^^

��
アフィンヘッケ環 Haff

q (n)
q→1 // C[Sn]⊗ C[X±1

1 , . . . ,X±1
n ]
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LLTA 理論

Ariki (1996) の証明したこと

U−(A
(1)
ℓ−1) = U−

q (A
(1)
ℓ−1)|q=1

oo ∼ // K(C)
C = ⊕n≥0H

aff
q (n)-mod

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

?�

OO

V (Λ0) oo ∼ // K(⊕n≥0Hq(n)-mod)

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族
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LLTA 理論

Ariki (1996) の証明したこと

U−(A
(1)
ℓ−1) = U−

q (A
(1)
ℓ−1)|q=1

oo ∼ // K(C)
C = ⊕n≥0H

aff
q (n)-mod

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

?�

OO

V (Λ0) oo ∼ // K(⊕n≥0Hq(n)-mod)

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

{Haff
q (n)-mod}n∈Z≥0

(アフィンヘッケ環）が U−(A
(1)
ℓ−1)を圏化する.
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LLTA 理論

Ariki (1996) の証明したこと

U−(A
(1)
ℓ−1) = U−

q (A
(1)
ℓ−1)|q=1

oo ∼ // K(C)
C = ⊕n≥0H

aff
q (n)-mod

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

?�

OO

V (Λ0) oo ∼ // K(⊕n≥0Hq(n)-mod)

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

{Haff
q (n)-mod}n∈Z≥0

(アフィンヘッケ環）が U−(A
(1)
ℓ−1)を圏化する.

これはすばらしい証明であったが、一つ不満な点があった。
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LLTA 理論

Ariki (1996) の証明したこと

U−(A
(1)
ℓ−1) = U−

q (A
(1)
ℓ−1)|q=1

oo ∼ // K(C)
C = ⊕n≥0H

aff
q (n)-mod

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

?�

OO

V (Λ0) oo ∼ // K(⊕n≥0Hq(n)-mod)

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

{Haff
q (n)-mod}n∈Z≥0

(アフィンヘッケ環）が U−(A
(1)
ℓ−1)を圏化する.

これはすばらしい証明であったが、一つ不満な点があった。

qがこの証明には現れない。
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LLTA 理論

Ariki (1996) の証明したこと

U−(A
(1)
ℓ−1) = U−

q (A
(1)
ℓ−1)|q=1

oo ∼ // K(C)
C = ⊕n≥0H

aff
q (n)-mod

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

?�

OO

V (Λ0) oo ∼ // K(⊕n≥0Hq(n)-mod)

上大域基底 oo // 既約対象のつくる族

{Haff
q (n)-mod}n∈Z≥0

(アフィンヘッケ環）が U−(A
(1)
ℓ−1)を圏化する.

これはすばらしい証明であったが、一つ不満な点があった。

qがこの証明には現れない。

qをこめて, 箙ヘッケ環 Quiver Hecke algebras が U−
q (g)を圏化することが

Rouquier, Khovanov-Lauda によってしめされた.
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箙ヘッケ環 Quiver Hecke algebras (or KLR-algebras)

箙ヘッケ環は、U−
q (g)を圏化するために

Rouquier と Khovanov-Laudaによって独立に導入された.
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箙ヘッケ環 Quiver Hecke algebras (or KLR-algebras)

箙ヘッケ環は、U−
q (g)を圏化するために

Rouquier と Khovanov-Laudaによって独立に導入された.

I : index set

Pn =
(
k[x ]⊕I

)⊗n
=

(
⊕i∈Ik[x ]e(i)

)⊗n

=
⊕

ν=(ν1,...,νn)∈I n
k[x1, . . . , xn]e(ν)

但し, e(ν) = e(ν1)⊗ · · · ⊗ e(νn)

Sn は代数 Pn に作用する.
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⊕

ν=(ν1,...,νn)∈I n
k[x1, . . . , xn]e(ν)

但し, e(ν) = e(ν1)⊗ · · · ⊗ e(νn)

Sn は代数 Pn に作用する.

Pij(u, v) ∈ C[u, v ] (i 6= j ∈ I )
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箙ヘッケ環 Quiver Hecke algebras (or KLR-algebras)

箙ヘッケ環は、U−
q (g)を圏化するために

Rouquier と Khovanov-Laudaによって独立に導入された.

I : index set

Pn =
(
k[x ]⊕I

)⊗n
=

(
⊕i∈Ik[x ]e(i)

)⊗n

=
⊕

ν=(ν1,...,νn)∈I n
k[x1, . . . , xn]e(ν)

但し, e(ν) = e(ν1)⊗ · · · ⊗ e(νn)

Sn は代数 Pn に作用する.

Pij(u, v) ∈ C[u, v ] (i 6= j ∈ I )

定義

R(n)は、Pn と τk (1 ≤ k ≤ n − 1) で生成される End(Pn)の部分代数 :

τk
(
f (x1, . . . , xn)e(ν)

)
=





Pνk ,νk+1
(xk+1, xk)sk

(
fe(ν)

)
if νk 6= νk+1,

sk f − f

xk − xk+1
e(ν) if νk = νk+1.

但し, sk ∈ Sn ⊂ End(Pn)は k と k + 1の互換
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箙ヘッケ環 (続き）

Qij(u, v) = Pij(u, v)Pji (v , u)と置く.

Qij(u, v) = Qji (v , u)を満たす.

定理

R(n)は {Qij(u, v)}ij にのみ依存し,

e(ν) (ν ∈ I n), xk (1 ≤ k ≤ n), τl (1 ≤ l ≤ n − 1)で生成され次の定義関係式で定
義される代数である.

e(ν)e(ν′) = δν,ν′e(ν),
∑

ν∈I n

e(ν) = 1, xkxl = xlxk , xke(ν) = e(ν)xk ,

τle(ν) = e(sl (ν))τl , τkτl = τlτk if |k − l | > 1,

τ 2k e(ν) = Qνk ,νk+1
(xk , xk+1)e(ν),

(τkxl − xsk (l)τk)e(ν) =





−e(ν) if l = k , νk = νk+1,

e(ν) if l = k + 1, νk = νk+1,

0 otherwise,

(τk+1τkτk+1 − τkτk+1τk)e(ν) =





Qνk ,νk+1
(xk , xk+1)− Qνk ,νk+1

(xk+2, xk+1)

xk − xk+2
e(ν) if νk = νk+2,

0 otherwise.
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箙ヘッケ環 (続き）

{R(n)} は, (Qij)i,j∈I に付随した箙ヘッケ環

quiver Hecke algebra (或は KLR-algebra)
と呼ばれる.
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箙ヘッケ環 (続き）

{R(n)} は, (Qij)i,j∈I に付随した箙ヘッケ環

quiver Hecke algebra (或は KLR-algebra)
と呼ばれる.

A = (aij)i,j∈I を対称可能な一般カルタン行列

Qij(u, v) (i 6= j) が (k[v ]の元を係数とし、最高次の係数が定数となる)
uの次数 −aij の多項式で、(u,v)について擬斉次多項式.

そのとき、 Rn は次数付代数.

Masaki Kashiwara (RIMS) Categorifications and Quiver Hecke algebras MSJ Fall Meeting at Kanazawa 19 / 33



畳み込み

R(n)-gproj: 有限生成射影 R(n)加群の圏
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畳み込み

R(n)-gproj: 有限生成射影 R(n)加群の圏
R(n)-gmod: k上有限次元の R(n)加群の圏
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畳み込み

R(n)-gproj: 有限生成射影 R(n)加群の圏
R(n)-gmod: k上有限次元の R(n)加群の圏

R-gproj :=⊕n∈Z≥0
R(n)-gproj, R-gmod :=⊕n∈Z≥0

R(n)-gmod
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R(n)-gproj: 有限生成射影 R(n)加群の圏
R(n)-gmod: k上有限次元の R(n)加群の圏

R-gproj :=⊕n∈Z≥0
R(n)-gproj, R-gmod :=⊕n∈Z≥0

R(n)-gmod

We have R(m)⊗ R(n) // // R(m + n)
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畳み込み

R(n)-gproj: 有限生成射影 R(n)加群の圏
R(n)-gmod: k上有限次元の R(n)加群の圏

R-gproj :=⊕n∈Z≥0
R(n)-gproj, R-gmod :=⊕n∈Z≥0

R(n)-gmod

We have R(m)⊗ R(n) // // R(m + n)

定義 (畳み込み)

M ∈ R(m)-gprojと N ∈ R(n)-gprojに対して、その畳み込みを次にように：

M ◦ N := R(m + n) ⊗
R(m)⊗R(n)

(M ⊗ N)

R-gproj and R-gmodは, モノイダル圏 (テンソル積を持つ圏）となる。
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箙ヘッケ環による圏化

K(R-gmod) : R-gmodのグロタンディック群:
[M] (M ∈ R-gmod) で生成されるアーベル群で、定義関係式は:

完全列 0 → L → M → N → 0に対して [M] = [L] + [N]
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箙ヘッケ環による圏化

K(R-gmod) : R-gmodのグロタンディック群:
[M] (M ∈ R-gmod) で生成されるアーベル群で、定義関係式は:

完全列 0 → L → M → N → 0に対して [M] = [L] + [N]

K(R-gmod)は Z[q, q−1]代数

積は モノイダル圏構造 (畳み込み)によって,
qの作用は, 次数ずらしによって.

定理 (Khovanov-Lauda, Rouquier)

Z[q, q−1]-代数として

K (R-gproj)
∼

OO

dual

��

U−
q (g)

ZOO

dual

��
K (R-gmod)

∼
Aq(n)
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箙ヘッケ環による圏化

K(R-gmod) : R-gmodのグロタンディック群:
[M] (M ∈ R-gmod) で生成されるアーベル群で、定義関係式は:

完全列 0 → L → M → N → 0に対して [M] = [L] + [N]

K(R-gmod)は Z[q, q−1]代数

積は モノイダル圏構造 (畳み込み)によって,
qの作用は, 次数ずらしによって.

定理 (Khovanov-Lauda, Rouquier)

Z[q, q−1]-代数として

K (R-gproj)
∼

OO

dual

��

U−
q (g)

ZOO

dual

��
K (R-gmod)

∼
Aq(n)

R-gmod は U−
q (g)を圏化する.
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圏化

定義

箙ヘッケ環 R が 対称的

⇐⇒ 定数倍を除いて Qij(u, v) = (u − v)−aij
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圏化

定義

箙ヘッケ環 R が 対称的

⇐⇒ 定数倍を除いて Qij(u, v) = (u − v)−aij

定理 (Varagnolo-Vasserot, Rouquier)

R が対称的で、基礎体が標数 0のとき,

{直既約射影加群}
∼

_�

��

下大域基底
_�

��
[c

dual

z�

K(R-gproj)
∼

U−
q (g)

Z

K(R-gmod)
∼

Aq(n)

{既約加群}
∼

� ?

OO

上大域基底

� ?

OO
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系 (正値性)

b1, b2 ∈ B(Aq(n))に対して,

b1 · b2 =
∑

b∈B(Aq(n))

C b
b1,b2(q) b

と展開せよ. その時, Cartan行列が対称なら, C b
b1,b2

(q) ∈ Z≥0[q
±1].

Cartan行列が対称でない場合は、正値性は成り立つとは限らない.

(山根重紀がの G2 の場合に最初にみつける.)
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Cluster代数: 動機

U−
q (g)の二つの Z[q±1]-型

U−
q (g)

Z[q±1]

q→1 +3 U(n)

ZZ

dual

��

下大域基底
?�

OO

Aq(n)
q→1 +3 C[n]

上大域基底
?�

OO

C[n]は可換であるから, 上大域基底は乗法
に関してよい性質を持つと期待される.

=⇒
Fomin-Zelvinskiによる
cluster algebraの導入
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Cluster代数: 動機

予想 (Berenstein-Zelevinsky)

B(Aq(n))の有限部分集合の族 F で次の性質を満たすものがある.
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Cluster代数: 動機

予想 (Berenstein-Zelevinsky)

B(Aq(n))の有限部分集合の族 F で次の性質を満たすものがある.

1 C ∈ F の任意の元 x, y は, q-可換 (xy = qnyx がある n ∈ Zにたいしてな

りたつ),
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Cluster代数: 動機

予想 (Berenstein-Zelevinsky)

B(Aq(n))の有限部分集合の族 F で次の性質を満たすものがある.

1 C ∈ F の任意の元 x, y は, q-可換 (xy = qnyx がある n ∈ Zにたいしてな

りたつ),

2 任意の C ∈ F に対して, C -monomialは qZB(Aq(n))に属する,

C -monomial: x1 · · · xn for some x1, . . . , xn ∈ C

qZB(Aq(n)) = {qnb ; n ∈ Z, b ∈ B(Aq(n))}
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1 C ∈ F の任意の元 x, y は, q-可換 (xy = qnyx がある n ∈ Zにたいしてな

りたつ),

2 任意の C ∈ F に対して, C -monomialは qZB(Aq(n))に属する,

3 (maximality)もし b ∈ B(Aq(n)) が C ∈ F の任意の元と q-可換なら、b

は C-monomialである,

C -monomial: x1 · · · xn for some x1, . . . , xn ∈ C

qZB(Aq(n)) = {qnb ; n ∈ Z, b ∈ B(Aq(n))}
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2 任意の C ∈ F に対して, C -monomialは qZB(Aq(n))に属する,

3 (maximality)もし b ∈ B(Aq(n)) が C ∈ F の任意の元と q-可換なら、b

は C-monomialである,

4 B(Aq(n)) は、C-monomials の合併である. 但し、C はすべての F の元を
動く.

C -monomial: x1 · · · xn for some x1, . . . , xn ∈ C

qZB(Aq(n)) = {qnb ; n ∈ Z, b ∈ B(Aq(n))}
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3 (maximality)もし b ∈ B(Aq(n)) が C ∈ F の任意の元と q-可換なら、b

は C-monomialである,

4 B(Aq(n)) は、C-monomials の合併である. 但し、C はすべての F の元を
動く.

C -monomial: x1 · · · xn for some x1, . . . , xn ∈ C

qZB(Aq(n)) = {qnb ; n ∈ Z, b ∈ B(Aq(n))}

Leclercは, imaginary vectorが存在することを見いだした.

b ∈ B(Aq(n)) が real⇐⇒ b2 ∈ qZB(Aq(n)).
そうでないとき, b は imaginaryという.
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3 (maximality)もし b ∈ B(Aq(n)) が C ∈ F の任意の元と q-可換なら、b

は C-monomialである,

4 B(Aq(n)) は、C-monomials の合併である. 但し、C はすべての F の元を
動く.

B(Aq(n)) は、代数として C-monomialsで生成される. 但し、C はすべて

の F の元を動く.

C -monomial: x1 · · · xn for some x1, . . . , xn ∈ C

qZB(Aq(n)) = {qnb ; n ∈ Z, b ∈ B(Aq(n))}
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Cluster 代数

K : 体

Seed, cluster, exchange行列

K の cluster C とは、代数的独立な Aの元の有限集合 {xi}i∈J . 但し、
J = Jex ⊔ Jfr.

exchange行列 とは B̃ = (bij)(i,j)∈J×Jex . ここでは, bij = −bji (i , j ∈ Jex)を
仮定する.

seed S とは, clusterと exchenge行列の組 (C , B̃).
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Cluster 代数

K : 体

Seed, cluster, exchange行列

K の cluster C とは、代数的独立な Aの元の有限集合 {xi}i∈J . 但し、
J = Jex ⊔ Jfr.

exchange行列 とは B̃ = (bij)(i,j)∈J×Jex . ここでは, bij = −bji (i , j ∈ Jex)を
仮定する.

seed S とは, clusterと exchenge行列の組 (C , B̃).

Mutation

k ∈ Jex における seed S = (C , B̃)の mutation とは, seed S ′ := (C ′, B̃ ′). ただし、

C ′ = (x ′i )i∈J x ′i =





xi (i 6= k)∏
bjk>0

xbjk +
∏

bjk<0
x−bjk

xk
(i = k)

B̃ ′ = (b′ij)i∈J,j∈Jex b′ij =

{
−bij i = k か j = k ,

bij + (−1)δ(bik<0) max(bikbkj , 0) i , j 6= k .

µk(S) = S ′ と書く.
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Cluster algebras

cluster C = {xi}i∈J に対して,
xi を cluster変数,

∏
i∈J x

mi

i を cluster単項式 という.

定義

cluster algebraとは、
体 K のある与えれた seedからすべての可能な mutationを繰り返して得られる
seedの cluster変数で生成される部分環である。
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GLSの結果と予想

カルタン行列 (aij)ij は, 対称と仮定する.

定理 (Geiß-Leclerc-Schröer)

Aq(n(w)) は cluster代数の構造を持つ.

w は Weyl 群の元,

Aq(n(w)) ⊂ Aq(n)は, ある部分環で上大域基底
B(Aq(n(w))) := Aq(n(w)) ∩ B(Aq(n)) をもつ.
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定理 (Geiß-Leclerc-Schröer)

Aq(n(w)) は cluster代数の構造を持つ.

w は Weyl 群の元,

Aq(n(w)) ⊂ Aq(n)は, ある部分環で上大域基底
B(Aq(n(w))) := Aq(n(w)) ∩ B(Aq(n)) をもつ.

予想 (GLS)

Aq(n(w))の任意の cluster単項式は上大域基底に属する.

したがって、任意の cluster単項式は realである.

b ∈ B(Aq(n(w))) が real⇔ b2 ∈ qZB(Aq(n(w))).
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Cluster algebraのモノイダル圏化
(C,⊗) : モノイダルアーベル圏

定義

既約対象 S ∈ C が real ⇐⇒ S ⊗ S が既約.
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Cluster algebraのモノイダル圏化
(C,⊗) : モノイダルアーベル圏

定義

既約対象 S ∈ C が real ⇐⇒ S ⊗ S が既約.

{Mi}i∈J がモノイダル cluster:

C の有限個の real既約で, Mi ⊗Mj ≃ Mj ⊗Mi がなりたつ.

k ∈ Jex における mutation :

µk({Mi}i∈J) = {M ′
i }i∈J

但し、M ′
i = Mi (i 6= k)且つ,M ′

k は次の完全列をみたす.

0 −−→ A −−→ Mk ⊗M ′
k −−→ B −−→ 0

0 −−→ B −−→ M ′
k ⊗Mk −−→ A −−→ 0

但し, A =
⊗

i ; bik<0

M−bik
i , B =

⊗
i ; bik>0

Mbik
i .

XkX
′
k =

∏
i ; bik>0

X bik
i +

∏
i ; bik<0

X−bik
i と対比せよ.
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定理 (K3O : Seok-Jin Kang, K, Myungho Kim, Se-jin Oh)

Aq(n(w))の与えられた seedの第一段階の mutationが可能なら、任意の引き続

いた mutationが可能である.

系

任意の cluster単項式は上大域基底に属する realな元である.
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定理 (K3O : Seok-Jin Kang, K, Myungho Kim, Se-jin Oh)

Aq(n(w))の与えられた seedの第一段階の mutationが可能なら、任意の引き続

いた mutationが可能である.

系

任意の cluster単項式は上大域基底に属する realな元である.

予想

{cluster単項式 } = {real な上大域基底の元 }
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Real objects

(C,⊗) : R-gmod かアフィン量子群の有限次元表現のつく
るモノイダル圏.
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Real objects

(C,⊗) : R-gmod かアフィン量子群の有限次元表現のつく
るモノイダル圏.

定理 (K3O ;Kang, K., Kim, Oh)

M と N を C の既約対象. さらに, M か N は realと仮定する. その時,

1 Hom(M ⊗ N,M ⊗ N) = kidM⊗N ,

2 ある零でない r: M ⊗ N → N ⊗M があって,

Hom(M ⊗ N,N ⊗M) = kr

がなりたつ.

3 Im(r) は既約で, M ⊗ N の headでありまた N ⊗M の socleである.
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歴史的背景 (個人的な視点から)

↓ 2次元可解模型

量子群 (1985) (Drinfeld, Jimbo)

↓ 温度 q = 0

結晶基底 (1990) q = 0における基底

↓ “q = 0”から全 q平面へ

大域基底

↓ LLTA 理論 (Lascoux-Leclerc-Thibon,Ariki) ↓ 乗法的性質

箙ヘッケ環 (Rouquier, Khovanov-Lauda) 団代数 Cluster algebras (Fomin-Zelevinsky)

↓ ↓

団代数のモノイダル圏化 (2018)
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Thank You
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