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講演の流れ

1. P ≠ NP 予想の歴史

2. コンピュータの数学

3. 様々な問題：数独やLINE友だち問題

4. 1970年代の数学：計算の複雑さ

5. 1990年代の数学：近似の難しさ

6. 2000年代以降の数学：量子計算
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本日の主役： P ≠ NP 予想

ミレニアム懸賞問題

P: コンピュータで速く解ける問題（の集合）

NP: コンピュータで解きたい問題（の集合）

P ≠ NP の意味：スパコンを使っても解けない問題は存在する

P = NP の意味：解きたい問題はすべて速く解ける

P ≠ NP 予想



❑ヤン–ミルズ方程式と質量ギャップ問題

❑リーマン予想

❑ナビエ–ストークス方程式の解の存在と滑らかさ

❑ホッジ予想

❑ポアンカレ予想

❑ BSD 予想

ミレニアム懸賞問題

✓アメリカのクレイ数学研究所によって、2000年に発表された7つの未解決問題

✓ 100万ドルの懸賞金がかけられている

グリゴリー・ペレルマンにより解決（2003年）

❑ P≠NP 予想



予想の歴史： P = NP の意味について

P ≠ NP予想の歴史“If there really were a machine with φ(n) ∼ k ⋅ n (or even ∼ k ⋅ n2), this would
have consequences of the greatest importance. Namely, it would obviously
mean that in spite of the undecidability of the Entscheidungsproblem, the
mental work of a mathematician concerning Yes-or-No questions could be
completely replaced by a machine.”
—Kurt Gödel, 1956

論理学のすべての問題を速く解く機会があれば（すなわち、P = NP ならば）

数学の証明は機械で効率よく発見できる

クルト・ゲーデル
(1906年 – 1978年)

1956年にジョン・フォン・ノイマンへ手紙を送る

P = NP が証明できれば

600万ドルももらえる

❑ ヤン–ミルズ方程式と質量ギャップ問題
❑ リーマン予想
❑ ナビエ–ストークス方程式の解の存在と滑らかさ
❑ ホッジ予想
❑ ポアンカレ予想
❑ BSD 予想
❑ P≠NP 予想 100万ドル

100万ドル

100万ドル

100万ドル

100万ドル

100万ドル



予想の歴史： P ≠ NP について

ほぼ全ての暗号化問題は

効率よく解けないだろう

ジョン・ナッシュ
（1928年 – 2015年）

ノーベル経済学賞（1996年）
アーベル賞（2015年）

私は証明できない

1955年にNSA（アメリカ国家安全保障局）へ手紙を送る

証明されないだろう

P ≠ NP 予想を証明するため、速い解法（アルゴリズム）がないと
証明しないといけないので、非常に難易度の高い数学の問題

（すなわち、P ≠ NP）

まだ発見されていないアルゴリズムも含む！



❑ヤン–ミルズ方程式と質量ギャップ問題

❑リーマン予想

❑ナビエ–ストークス方程式の解の存在と滑らかさ

❑ホッジ予想

❑ポアンカレ予想

❑ BSD 予想

ミレニアム懸賞問題
✓アメリカのクレイ数学研究所によって、2000年に発表された7つの未解決問題

✓ 100万ドルの懸賞金がかけられている

✓毎年数件の誤った証明が発表される... 

✓理解しやすい設問

グリゴリー・ペレルマンにより解決（2003年）

❑ P≠NP 予想



P-versus-NP ウェブサイト (1986–2016)
https://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm 116 件の誤った証明

2016年以降はさらに増えて年５件以上

管理者：Gerhard Woeginger
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コンピュータの数学

１９３６年に「テューリングマシン」として
計算および計算に必要な時間を定式化

アラン・テューリング
（1912年 – 1954年）

チャーチ＝テューリングの提唱

アロンゾ・チャーチ
（1903年 – 1995年）

どんな計算モデルもテューリングマシンで定式化できる
（ステップス数も大きく変わらない）

現在のスパコンも未来の計算機も含む

「計算」に対して数学的な議論が可能に

解法（アルゴリズム）の性能：計算に必要なステップス数



足し算

非常に速い: 入力データを読む（Nステップ）のとほとんど同じくらい速い

*  *  *  *  *  *  *  *

+ *  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *  *

3N ステップ

5桁の足し算
15 ステップ

12345
+ 46789

10桁の足し算
30 ステップ

123456789
+ 987654321

20桁の足し算
60 ステップ

72635273545786043726
+ 53827484732625435473

50桁の足し算
150 ステップ

47563739203487456438992305757328576452364568456465744576
+ 98656092843467546234868431987543210979832865874134653472

1桁ごとに 3 ステップ

右端（一の位）から順に、それぞれの位の
数字を足す。足した結果が 10 以上になっ
たら、1 の位の数字だけを書き、十の位は
次の桁に「繰り上げる」。

右端（一の位）から順に、それぞれの位の
数字を足す。足した結果が 10 以上になっ
たら、1 の位の数字だけを書き、十の位は
次の桁に「繰り上げる」。

N桁の足し算

解法（アルゴリズム）の性能：計算に必要なステップス数



掛け算

*  *  *  *  *  *  *  *
x *  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *
*  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *

*  *  *  *  *  *  *  *

N桁

N2 個 の「 」*

およそ N2 ステップ

5桁の掛け算
25 ステップ

12345
x 46789

10桁の掛け算
100 ステップ

123456789
x 987654321

20桁の掛け算
400 ステップ

72635273545786043726
x 53827484732625435473

50桁の掛け算
2500 ステップ

47563739203487456438992305757328576452364568456465744576
x 98656092843467546234868431987543210979832865874134653472

N桁の掛け算

速い: １万桁でも１秒でできる！

計算量：（およそ）N2 ステップ

解法（アルゴリズム）の性能：計算に必要なステップス数



解法（アルゴリズム）の性能：計算に必要なステップス数素因数分解

15 = 3 x 5

147,573,952,589,676,412,927 = x ?193,707,721           761,838,257,287

整数 𝐴 の素因数分解を求める「試し割り法」

1. まず 𝐵 = 2 から始めて、𝐵 が 𝐴 を割り切るかどうかを調べる。

2. 割り切れたら、𝐵 を因数として記録し、𝐴 を割った商で続ける。

3. 次の整数についても同じ操作を繰り返す。

およそ 10N/2 ステップ

𝑨 が N 桁の整数のとき

調べる数 𝐵 は 𝐴 （N/2桁）までで十分

非常に遅い: 1,000桁では１兆年以上かかる

より速いアルゴリズムは存在するのか？

存在するが、それでも非常に遅い！

2が割り切れるのか？ 3が割り切れるのか?...



素因数分解

x ?193,707,721           761,838,257,287

1. まず 𝐵 = 2 から始めて、𝐵 が 𝐴 を割り切るかどうかを調べる。

2. 割り切れたら、𝐵 を因数として記録し、𝐴 を割った商で続ける。

3. 次の整数についても同じ操作を繰り返す。

およそ 10N/2 ステップ

𝑨 が N 桁の整数のとき

調べる数 𝐵 は 𝐴 （N/2桁）までで十分

非常に遅い: 1,000桁では１兆年以上かかる

より速いアルゴリズムは存在するのか？

存在するが、それでも非常に遅い！

“PRIME IS IN P” 2002年

アグラワル サクセナカヤル

ゲーデル賞 2006年
ファルカーソン賞 2006年

補足：素数かどうかの判定なら速くできる



P

足し算: 3N ステップ

掛け算: およそ N2 ステップ

入力サイズが増えても処理時間が現実的な範囲で増加する問題

検索エンジン

素性判定

最短距離の計算（カーナビゲーションなど）

医療、生物（DNA鑑定など）
...

入力サイズに対して多項式増加

（Polynomial Time ー 多項式時間）

P: 効率よく解ける問題（の集合）



NP

NP: 解を効率よく検証できる問題（の集合）

例：素因数分解
147,573,952,589,676,412,927 =

x 193,707,721           761,838,257,287

数独、クリーク問題、部分和問題など

（Non-deterministic P ー 非決定的 P）

P: 効率よく解ける問題（の集合）
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数独
入力サイズが増えても処理時間がどうなるか調べたい

縦・横の各列および各ブロックに各数字
（１〜９）がちょうど１回ずつ表れる

勝つ条件：

解を簡単に検証できる問題



16 x 16 数独
入力サイズが増えても処理時間がどうなるか調べたい

勝つ条件：

縦・横の各列および各ブロックに各数字
（1〜16）がちょうど１回ずつ表れる

解を簡単に検証できる問題



25 x 25 数独
入力サイズが増えても処理時間がどうなるか調べたい

勝つ条件：

縦・横の各列および各ブロックに各数字
（1〜25）がちょうど１回ずつ表れる

解を簡単に検証できる問題



N x N 数独（ただし、Nは平方数）
9 x 9, 16 x 16, 25 x 25, 36 x 36, 49 x 49, 64 x 64, 81 x 81, 100 x 100, ...

勝つ条件：

縦・横の各列および各ブロックに各数字
（1〜N）がちょうど１回ずつ表れる

解を簡単に検証できる問題

100 x 100になると解ける見込みが全くない

9 x 9: １秒未満

最良のアルゴリズムを使えば

16 x 16: １分未満

25 x 25: １時間未満

...
N x N 数独はNP問題である



社会的ネットワーク（例えばLINE友だち）

大輝

翔太

海斗

健太

連

萌
葵

結衣

愛

大輝が海斗と連とLINEで繋がっている

翔太が連と健太とLINEで繋がっている
...

健太、愛、結衣、葵は「グループ」になっ
ている（互いに完全に繋がっている）

連、翔太、健太も「グループ」になっ
ている（互いに完全に繋がっている）

グラフ理論ではこのようなグループをクリークと呼ぶ

サイズ４のグループ

サイズ 3 のグループ



クリーク問題

1 2

3

4
5

13

14

6
7

8

9
10

11

12

16

15

17

19

20
21

18

この２１頂点のフラフにおいて、
サイズ５のクリークが存在するのか？



1 2

3

4
5

13

14

6
7

8

9
10

11

12

16

15

17

19

20
21

18

クリーク問題

この２１頂点のフラフにおいて、
サイズ５のクリークが存在するのか？

解を簡単に検証できる



クリーク問題：一般のグラフ

N 頂点のフラフにおいて、
サイズ M のクリークが存在するのか？

解を簡単に検証できる

M 頂点の選び方は NCM 通り

N=1000, M=50 のとき、1085 通り

(参考：宇宙に存在する原子の数が 1080 程度)

クリーク問題はNP問題である



部分和問題：例
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14,175   

15,055

16,616

17,495

18,072

19,300

19,731

22,161

23,320

23,717

69,189

72,936

74,287

74,537

81,942

58,306

61,848

65,825

66,042

68,634

97,042

97,507

99,564

41,867

43,155

46,298

56,734

57,176

82,027

82,623

82,802

82,988

90,467

26,343

28,725

29,127

32,257

40,020

赤い数の和 = 1,000,000

以下の38個の数から、19個を選んで足し合わせたとき、
その和がちょうど 1,000,000 になるのか？

解を簡単に検証できる



部分和問題：一般

与えらている N 個の数（N:偶数）から、N/2を選んで足し合わせたとき、
その和がちょうど 目標値 Tになるのか？

Tも入力として与えられる

選び方は NCN/2 通り

N = 300のとき、1089通り以上！

部分和問題はNP問題である

解を簡単に検証できる
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P と NP 

P: 効率よく解ける問題（の集合）

NP: 解を効率よく検証できる問題（の集合）

例：素因数分解、数独、クリーク問題、
部分和問題、定理証明

例：足し算、掛け算

P

NP

足し算

掛け算

数独

クリーク問題

素因数分解

P ≠ NP のときのイメージ図

定理証明

本当に難しい
なのか？

部分和問題



例：数独の難しさの議論

✓ 「数独は NP の問題の中で最も難しい
問題である」なら証明できる

✓ 「数独は効率よく解けない」と証明できれば
P ≠ NP の証明になる

数独が簡単ならば：

クリーク問題も効率よく解ける

部分和問題も効率よく解ける

定理証明問題も効率よく解ける
素因数分解も効率よく解ける

数独が効率よく解けるならば、
NP のすべての問題も効率よく解ける

正確な主張（NP完全性）

何万人の研究者が何十年も挑戦してきた

P

NP

足し算

掛け算

数独

クリーク問題

部分和問題

素因数分解

P ≠ NP のときのイメージ図

定理証明

本当に難しい
なのか？

絶対的な困難性

相対的な困難性



NP完全性の歴史

レオニード・
レヴィン

1973

スティーブン・
クック
1971

スティーブン・クックとレオニード・レヴィンは、
1971年に独立に、 P ≠ NP 問題を定式化した

次の定理（クック・レヴィンの定理）も証明：

NP完全問題は存在する

NP完全性の概念も導入



NP完全性の歴史

P ≠ NP予想の歴史：NP完全問題
リチャード・

カープ
1972

✓ 整数計画法
✓ グラフの彩色数の計算
✓ クリーク問題
✓ グラフの頂点被覆の計算
✓ ハミルトン閉路問題
✓ ナップサック問題
✓ 巡回セールスマン問題
✓ 部分和問題

...

21個の重要な問題のNP完全性を証明

数独のNP完全性は2003年に証明
（八登崇之さんの修士論文）



P ≠ NP のときのイメージ図

NP

P

足し算

掛け算

数独

クリーク問題部分和問題

素因数分解

定理証明

NP完全問題（P ≠ NP ならば、効率よく解けない問題）
（１個でも効率よく解ければ、すべてが効率よく解ける）



講演の流れ

1. P ≠ NP 予想の歴史

2. コンピュータの数学

3. 様々な問題：数独やLINE友だち問題

4. 1970年代の数学：計算の複雑さ

5. 1990年代の数学：近似の難しさ

6. 2000年代以降の数学：量子計算



巡回セールスマン問題（1930年から研究）
アメリカの 49 都市（各州から１都市＋
ワシントンDC）を考える。
セールスマンは「すべての都市を1回ず
つ訪れて、元の場所に戻る」必要がある。
最短ルートを探したい。

Newsweek, 1954年7月26日

計算機を使って数週間以内に求めた！

12,345 マイル（＝ 19,867 km）

49!/(49 × 2) ≈ 1060 通り
1954年 ランド研究所の論文



日本（本州）県庁所在地

34 都市



日本（本州）県庁所在地

名古屋市

青森市

山口市
東京都（新宿区）



ドイツの 15,112 都市問題

最短ルート：66,177 km

2001年に100台以上のスパコンを繋げて
計算された



製造業（マイクロチップの製造など）

物流・配送計画

ヘッドは数十万か所の点に金属接合部を
配置しなければならない

時は金なり

巡回セールスマン問題の応用の例

大手なら１日500万個以上の小包



巡回セールスマン問題のNP完全

P ≠ NP予想の歴史：NP完全問題
リチャード・

カープ
1972

✓ 整数計画法
✓ グラフの彩色数の計算
✓ クリーク問題
✓ グラフの頂点被覆の計算
✓ ハミルトン閉路問題
✓ ナップサック問題
✓ 巡回セールスマン問題
✓ 部分集合和問題

...

21個の重要な問題のNP完全性を証明



巡回セールスマン問題のNP完全

NP

P

足し算

掛け算

数独

クリーク問題部分和問題

定理証明

NP完全問題（P ≠ NPならば、効率よく解けない問題）

巡回セールスマン

素因数分解



1990年代：巡回セールスマン問題の近似困難性

最短ルートの 1.5 倍以内の長さの
ルートは効率よく計算できる

クリストフィデスのアルゴリズム (1976年)

クリストフィデス

66,177 x 1.5 = 99,265 km 以内は簡単

1.4倍以内は可能？

最短ルート：66,177 km
1.001は ?

最短ルートの 1.007 倍以内の長さの
ルートの計算はNP完全である

近似困難性定理 (2000年)

ヴェンパラホースタッド パパディミトリウ数十人の研究者が10年間積み
重ねてきた研究の成果

66,177 x 1.007 = 66,640km 以内は難しい



巡回セールスマン問題に対する近年のブレークスルー

最短ルートの 1.49999999999999999999999999999999999 倍以内の長さ
のルートは効率よく計算できる

カーリン・クライン・ガランのアルゴリズム (2021年)

カーリン クライン ガラン

9 が 35個

最短ルートの 1.5 倍以内の長さの
ルートは効率よく計算できる

クリストフィデスのアルゴリズム (1976年)

クリストフィデス



講演の流れ

1. P ≠ NP 予想の歴史

2. コンピュータの数学

3. 様々な問題：数独やLINE友だち問題

4. 1970年代の数学：計算の複雑さ

5. 1990年代の数学：近似の難しさ

6. 2000年代以降の数学：量子計算



Feynman Deutsch

1982 1985 1994 1996

Shor Grover

量子アルゴリズムの発見

Aspect  Clauser Zeilinger

Wineland Haroche

量子系の操作の実験

2000年代以降の計算量理論：量子計算

1980

Manin

量子計算の提唱

素因数分解 量子探索

ノーベル物理学賞（2012）

ノーベル物理学賞（2022）



素因数分解とショアのアルゴリズム

147,573,952,589,676,412,927 = x 

従来のコンピュータでは、
膨大な時間がかかる（数千桁の整数なら１兆年も）

素因数分解は暗号方式などに使われている

RSA暗号

素因数分解を効率よく求める量子アルゴリズムが存在する！

ピーター・ショアによって1994年に発見

ピーター・ショア
ネヴァンリンナ賞 1998年

もし量子コンピュータを開発できれば、
現在の暗号方式（RSAなど）を破ることができる！

???



暗
黒
時
代

Feynman Deutsch

1982 1985 1994 1996

Shor Grover

量子アルゴリズムの発見

Aspect  Clauser Zeilinger

Wineland Haroche

量子系の操作の実験

2010年代以降の計算量理論：量子計算

1980

Manin

量子計算の提唱

素因数分解 量子探索

ノーベル物理学賞（2012）

ノーベル物理学賞（2022）

第1次量子計算ブーム



暗
黒
時
代

第1次量子計算ブーム

Feynman Deutsch

1982 1985 1994 1996

Shor Grover

量子アルゴリズムの発見

第2次量子計算ブーム

20152018

IBM

小規模の量子コンピュータの開発に成功
(~数百量子ビット)

Google

20102020

Martinis

Aspect  Clauser Zeilinger

Wineland Haroche

量子系の操作の実験

2010年代以降の計算量理論：量子計算

2023

理研「叡」

1980

Manin

量子計算の提唱

素因数分解 量子探索

ノーベル物理学賞（2012）

ノーベル物理学賞（2022）

https://www.ibm.com/quantum-computing/tools/

20量子ビット程度までなら無償で（クラウドで）利用できる



量子コンピュータ開発の現状と展望
素因数分解
(2,000桁の整数の場合、
1,000万量子ビットが必要)

理研 「叡」
（2023年、64量子ビット）



量子計算の喫緊の課題

量子コンピュータの計算能力の究明

大規模量子コンピュータがまだ実現できていないので、
数学を使って理論的に研究



量子コンピュータの計算能力

NP
NP完全問題

数独

クリーク問題部分和問題

定理証明 巡回セールスマン

P

足し算

掛け算

素因数分解

QP

QP: 量子コンピュータで効率よく解ける問題（の集合）

予想 量子コンピュータでNP完全問題は速く解けない

線形代数

化学計算



終わりに

1. P ≠ NP 予想の歴史

2. コンピュータの数学

3. 様々な問題：数独など

4. 1970年代の数学：計算の複雑さ

5. 1990年代の数学：近似の難しさ

6. 2000年代以降の数学：量子計算

「計算」を理解するため、

数学の新しい概念が数多く
作られてきた

スティーブ・スメールP ≠ NP 予想 ー 計算機科学から数学への贈り物
フィールズ賞 1996年
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