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[1] 効率の良い形を求める：

変分問題：高等学校で学ぶ「極大値・極小値を
求める問題」の無限次元版．

[2] 曲線，曲面の曲がり具合で表現する：

直線曲率は 0，平面の曲率は 0．曲がった曲線
や曲面の曲がり具合で，[1] の解を特徴付ける．
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たとえば，シャボン膜は膜に働く力（表面張力）ができるだけ小さい
形になる．表面張力は面積に比例するため，面積ができるだけ小さ
い形になる．このような性質を持つ曲面は，極小曲面と呼ばれる．

一方，シャボン玉は，中に一定の量の空気を包んだ状態でできるだ
け表面積が小さい形になる．そのため，シャボン玉は球形になる．

固体の結晶も，エネルギーができるだけ小さい形になるが，固体の
エネルギー密度は「表面の向き」に依存する．そのため，球形とは限
らず，例えば，塩の結晶は立方体である．

枠に張らせたシャボン膜たち

シャボン
玉(球形)

塩の結晶
(立方体)
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はじめに --- 今日取り扱う図形たち ---

これらに共通していること： 「効率の良い形」
(高校数学では１変数関数の極値問題を学ぶ．
その無限次元版を使う．）

酸化セリウム(S. 
Takami et al. 
2011）(正八面体)



シャボン膜の形の特徴(曲がり具合)

まず，いくつかのシャボン膜の写真を御覧ください．

シャボン玉は「外向きに凸」な形をしています
が，どのシャボン膜も「どちら向きに曲がって
いる」と簡単には言えない形をしています．
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シャボン玉

シャボン膜たち

シャボン膜やシャボン玉の形は，曲面の曲がり具合を表
す量である「平均曲率」によって表現することができます！

平均曲率についてご説明しましょう．



下の２つの円について，左の円の方が，右の円よりも曲
がり方がゆるやか．言い換えると，接線の傾きの，円弧
の長さに対する変化率は，右の円の方が大きい．

【曲率の定義】 曲線 C 上の点 P において，C の接線

が x 軸と成す角の，曲線の長さに対する瞬間変化率

を，C の点 P における曲率という．
5

【曲線の曲率】

𝑪𝟏 𝑪𝟐

P𝟏 P𝟐

Q𝟏 Q𝟐
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【曲線の曲率 (別の言い方)】

曲線 𝑦 = Τ𝑥2 2と
半径1の円．

曲線 𝑦 = 𝑥2と半径
1∕2の円．

曲線 𝑦 = 𝑥2の点𝑄
での曲率円 (緑)．

曲線 𝐶 の点 𝑃 で 𝐶 と 2 次の接触をする円(曲率円という)の半径 𝑟 𝑃

の逆数
1

𝑟(𝑃)
に ± を付けたものを 𝐶 の 𝑃 での曲率と呼び，𝜅(𝑃) で表す．

𝜈
𝜈

𝜈

例．直線の曲率は0, 半径 𝑟 の円の曲率は，単位法ベクトル 𝜈 を円
の内側向きにとる場合(下図左)は 1/𝑟 , 𝜈 を円の外側向きにとる場
合(下図右)は−1/𝑟である．

𝑃 𝑃

𝑄 = (1,1)

𝜅 𝑃 = 1 𝜅 𝑃 = 2 𝜅 𝑄 ≈ 0.179

𝑟𝑟
曲率

1

𝑟
曲率−

1

𝑟𝜈 𝜈



【曲線の曲率を表す式】
曲線 𝑦 = 𝑓 𝑥 の点 𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 における曲率 𝜅 𝑃 は，
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𝑦 = 𝑥2

曲率 𝜅 > 0
𝜅 𝑂 = 2

𝑦 = −
1

2
𝑥2

曲率 𝜅 < 0
𝜅 𝑂 = −1

𝑦 = 𝑥3-2𝑥2+1
曲率 𝜅 は，左の方では
負，右の方では正．

𝑂

𝑂

𝑓 の瞬間変化率である微分 𝑓′

が接線の向きを表し，その微分
である𝑓′′ が接線の向きの変化
率を与える．

よって，𝑓′′ 𝑃 > 0ならば 𝜅(𝑃) > 0，𝑓′′(𝑃) < 0ならば
𝜅(𝑃) < 0．さらに，|𝜅(𝑃)|によって，曲線の曲がり具合いが
（「上に凸」 「下に凸」だけでなく）定量的に表される．



曲面の平均曲率

𝐻 が定数の時，𝑋 を平均曲率一定曲面，𝐻 = 0 の時，極小曲面と呼ぶ．
この時，関数 𝑓(𝑢, 𝑣)は2階準線型楕円型偏微分方程式の解である．
この定義により，極小曲面は，至る所，馬の鞍のような形をしている．

曲面 𝑋 上の点 𝑃 (下図) において，𝑃 における 𝑋 の法線を含む互い
に直交する二つの平面Π1, Π2 で 𝑋 を切った時の切り口となる曲線
（下図の 𝐶1 と 𝐶2 ）の，𝑃 での曲率の平均𝐻(𝑃)を，𝑋 の点 𝑃 での平
均曲率という．

𝐻 𝑢, 𝑣 =

ただし，𝑓(𝑢, 𝑣) の 𝑢 での微分（偏微分と呼ぶ）を 𝑓𝑢 などと表している．



シャボン膜は，同じ枠を張る曲面全体の成す無限次元空間（𝑆 と書
きましょう）の中で面積が極小の曲面でした．
𝑆 の各点に対して面積という実数が決まるので，面積は 𝑆 上で定
義された関数（汎関数と呼びます）です．

解決法(変分法と呼ばれる)：高校数学の極値問題の無限次元版!
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面積極小曲面をどのようにして求めるか？

• 極大，極小はどこか?
• 極大（グラフの山頂），極小（グラフの谷底）

面積汎関数の微分(第1変分と呼ぶ) = 0  
(J. L. Lagrange, 1760-1761）

平均曲率 = 0
（平均曲率が０でなければ，曲率が大きい方向を
へこませることにより，面積を小さくできるから．）
(1776頃-, Mousnier: 極小曲面，German: 弾性体，
Young-Laplace: 界面のラプラス圧)

• 微分(第1変分) = 0 かつ 2階微分(第2変分) > 0
面積極小 (1970年代以降)



極小曲面の(Riemann-)Weierstrass-Enneper
表現公式
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極小曲面は，正則関数（変数も値も複素数である微分
可能な関数）𝐹 𝑧 , 𝐺 𝑧 を用いて 𝑋 𝑧 = 𝑅𝑒 ׬ 𝜉 𝑑𝑧 と

表示される．ここで， 𝑅𝑒 は実部を表し，

なお，この 𝐺 は，球面𝑆2の北極から赤道を含む平面
への立体射影 𝜑 と 𝜈 の合成写像 𝐺 = 𝜑 ∘ 𝜈 である．

即ち， 𝐺 は極小曲面 𝑋 の単位法ベクトルを表している．

この式を用いることにより，極小曲面の性質を調べたり，
例を作ったりすることができる!



下図：左の２つはシャボン膜の写真．右の
２つは数学で作られた極小曲面．

シャボン膜と極小曲面の例

懸垂面

常らせん面
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シャボン膜の数理モデルは，平均曲率が至る
所0の曲面でした．また，シャボン膜の形は数
学の式で書くことができました！
したがって，コンピュータで描くこともできます!



極小曲面の例
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[5] リーマンの極小曲面



極小曲面の例
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同じ境界を持つ曲面の中で曲面を変形させた時，

常に，面積の第1変分= 0かつ

面積の第2変分 ≥ 0であり，

面積の第2変分= 0かつ 面積の第3変分 ≠ 0

となる変形が可能． 



極小曲面の応用(1)：建築への応用

極小曲面のかってな点Pを通る互いに直
交する二つの平面で切ったときの切り口
の曲がり具合いの平均（平均曲率）がいつ
も 0 面白い形をしている！

これらの性質により，
シャボン膜の形が建築に
利用されることがある．

右の写真は，ミュンヘン（ドイツ）
にあるオリンピックスタジアム．

シャボン膜の形を使って屋根が
デザインされた（フライ・オットー）．
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面積ができるだけ小さい形．
軽量であり，力のかかり具合いの
バランスが良い．



極小曲面の応用(2)：ナノ・ミクロ世界の解明

「面積極小」という性質により，極小曲面の形がナノスケール物
質の形状解明に利用されることがあります． （1ナノメートル = 
10-9メートル）

ジャイロイド

高分子A, Bの長さの違いによって構造が変化．
左から，球状構造，六方柱状，共連続構造，ラメラ．

シュワルツP曲面

D-Surface  

Discovered in 1865 by H.A. Schwarz. A piece of it solves the Plateau problem on a partial

wireframe of the cube. Schwarz gave an explicit Weierstrass representation for this surface.

See also:

P-surface

D-animation

D-surface with lines

Mathematica Notebook

D-Surface http ://www. ind iana.edu/~m in im al/arch ive/Trip ly/genus3/D/web/index.h tm l

1 / 1 14/06/01 13:12

D-Surface  

Discovered in 1865 by H.A. Schwarz. A piece of it solves the Plateau problem on a partial

wireframe of the cube. Schwarz gave an explicit Weierstrass representation for this surface.

See also:

P-surface

D-animation

D-surface with lines

Mathematica Notebook

D-Surface http ://www. ind iana.edu/~m in im al/arch ive/Trip ly/genus3/D/web/index.h tm l

1 / 1 14/06/01 13:12

Schwarz P-surface with Lines  

The P-surface can be constructed by solving the Plateau problem for a 4-gon with corners at

the vertices of a regular octahedron. The resulting surface is then extended by 180º rotations

about the straight boundary lines.
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共連続構造の数理モデルとして三重周期極小曲面(下図)
が利用される.

シュワルツD曲面



【 AB ブロッ ク共重合体の共連続構造を与える三重周期極小曲面】

D-Surface  
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wireframe of the cube. Schwarz gave an explicit W eierstrass representation for this  surface.

See also:

P-surface

D-animation

D-surface with lines

Mathematica Notebook

D-Surface http ://w w w. ind iana.edu/~m in im al/arch ive/Trip ly/genus3/D/w eb/index.h tm l

1 / 1 14/06/01 13 :12

Schwarz P-surface with Lines  

The P-surface can be cons tructed by s olving the Plateau problem for a 4-gon with corn ers at

the vertices  of a regular octahedron. T he resulting surface is  then extended by 180º rotations

about the s traight boundary lines .

See also:

D-surface

H-surface

CLP-surface

P-surface with handle

Mathematica Notebook

Schwarz P-surface w ith  l ines h ttp://www. ind iana.edu/~m in im al/arch ive/Trip ly/genus. . .

1 / 1 14/04/25 20:47

ジャイロイド (G曲面.左)， シュワルツ D曲面 (中)，シュワルツ P曲面 (右)

共連続構造は三重周期極小曲面の構造をもつと考えられ， 実験観察上，

G 曲面， D 曲面， P 曲面が現れると考えられている．

【 G 曲面， D 曲面， P 曲面の表示式】

M := (z,w) ⌦C2
⇤
⇤
⇤w2 = z8 + 14z4 + 1 : 種数 3の超楕円型リーマン面．

M から 3次元ユークリ ッ ド 空間への写像 X を次で定義する．

X (z) = Re

⌦

e
⌅
− 1θ

◆ z

z0

⌅
1− z2, i (1 + z2), 2z

⇧dz

w

↵

.

θ = 0の時がP曲面， θ = ⇤/ 2の時がD 曲面， θ ⇧ 51.9852⇥の時がG 曲面．
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【ABブロック共重合体の共連続構造を与える三重周期極小曲面】
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𝑀 ≔ (𝑧,𝑤) ∈ ℂ2| 𝑤2 = 𝑧8 + 14𝑧4 + 1 種数3の超楕円型リーマン面

𝑀 から３次元ユークリッド空間ℝ3への写像 𝑋 を次で定義する．

𝑋 𝑧 = 𝑅𝑒 𝑒𝑖𝜃 ׬
𝑧0

𝑧
1 − 𝑧2, 𝑖 1 + 𝑧2 , 2𝑧

𝑑𝑧

𝑤
,      𝑖 = −1

𝜃 = 0の時がP曲面，𝜃 = 𝜋 ∕2の時がD曲面，𝜃 ≈ 51.9852°の時
がG曲面．

G曲面，D曲面，P曲面の表示式



共連続構造と三重周期極小曲面
共連続構造は，1970年頃までは，実験観察上，P曲面だと思わ

れていた．1970年，A. Schoen がジャイロイド(G 曲面)を数学的
に発見した．これがヒントになり，P曲面だと思われていたものが
G 曲面だったということがわかった! 現在ではG, P, D曲面が現れ
ると考えられている．

論文：M.Koiso-P.Piccione-T.Shoda, On bifurcation and local 
rigidity of triply periodic minimal surfaces in R3（3次元ユークリッ
ド空間内の三重周期極小曲面の剛性と分岐，2018年）の成果：

○ 新しい三重周期極小曲面を発見しました（下右図）! 

○ 三重周期極小曲面全体の成す空間が，ほとんどの場所では
9次元空間（9=平行六面体の変形の次元）であることを証明した．
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既知の三重周
期極小曲面の
一周期

右図：新曲面の一周期.
左図を変形したような形．



結晶の数理モデルと応用
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結晶の写真2点
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酸化セリウムの結晶．正八面体. 
直径は約 100nm=10-7m. (S. 
Takami et al. 2011). 

塩の結晶．立方体．

これらは，非等方的エネルギーの最小解と見なす
ことができる．（次ページで説明）



曲面の非等方的エネルギー

𝛾 は，単位球面𝑆2上で定義さ
れた正値連続関数とする．
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𝑀 は，滑らかな曲面𝑀1 , , , 𝑀𝑁

を連続的につないだもの (区分的に滑ら
かな曲面と呼ぶ)とする．各 𝑀𝑖 の点𝑝での
単位法ベクトルを 𝜈(𝑝) と表す． 𝑀 の非
等方的エネルギーを次のように定義する．

注 1. ℱ𝛾 は小さい単結晶のエネルギーの数理モデ

ル． 𝛾 は，単位表面積当たりで単位体積を増加させ
るために必要なエネルギー．

ℱ𝛾 𝑀 ≔ σ𝑖=1
𝑁 ׬

𝑀𝑖
𝛾 𝜈 𝑝 𝑑𝐴, (𝑑𝐴は𝑀の面積要素)

𝑆2



例 (i) 𝛾 = 1 のとき， ℱ𝛾(𝑀) = ׬
𝑀
𝑑𝐴 は 𝑀 の

面積．したがって，ウルフ図形 𝑊𝛾 は球面．
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例 (ii) 𝛾 𝜈 = 𝛾(𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) ≔ |𝜈1|+ |𝜈2|+ |𝜈3| 
のとき，ウルフ図形 𝑊𝛾 は立方体であり，その各

面は座標平面に平行である．

𝛾 の値が小さい向きが，
面の向きである．

Wulff shape (ウルフ図形): 
非等方的エネルギーの最小解

定理 1 (J. E. Taylor, 1978). 𝑉 > 0とする．体積𝑉を囲
む閉曲面の中で非等方的エネルギ ー ℱ𝛾 =

𝛾(𝜈)׬ 𝑑𝐴の最小値をとるものが（平行移動を除き）

ただ1つ存在する．（これをウルフ図形と呼ぶ．）

シャボン
玉(球面)



非等方的エネルギーの極小解の方程式

𝛾 は，単位球面𝑆2上で定義された正値関数で，𝐶2級（2

階までの微分が連続関数）とする．３次元ユークリッド空
間ℝ3の点𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≠ (0, 0, 0)に対し，𝛾 𝑋 =

𝑋 𝛾
𝑋

𝑋
とおくことにより， 𝛾 をℝ3に拡張する．

𝑢1, 𝑢2 平面内の領域 Ω上の 𝐶2 級関数 𝑓(𝑢1, 𝑢2)のグラフ

𝑋 𝑢1, 𝑢2 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑓(𝑢1, 𝑢2)),   𝑢1, 𝑢2 ∈ Ω

の非等方的平均曲率は，

Λ(𝑢1, 𝑢2) =
1

2
෍

𝑖,𝑗=1,2

อ
𝜕2𝛾(𝑋)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
𝑋=(−𝐷𝑓,1)

𝜕2𝑓(𝑢𝑖 , 𝑢𝑗)

𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗

𝐷𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑢1
,
𝜕𝑓

𝜕𝑢2
とおくとき，

「体積一定」の条件のもとでの非等方的エネルギーの極小
解（結晶の数理モデル）は，方程式「Λ =定数」を満たす． 22



例えば，平均曲率一定閉曲面（シャボン玉の数理
モデル）については，自己交差しないものは球面に
限る（Alexandrov, 1962）．したがって，シャボン玉は
球形になる！
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非等方的エネルギーの平衡閉曲面の一意性

問．良い性質を持つ非等方的平均曲率一定閉曲面
はウルフ図形に限るか?

非等方的平均曲率一定閉曲面（結晶の数理モデル）
についてはどうか? 



(ii) 

自己交差しない非等方的平均曲率一定(CAMC)閉曲
面の一意性が成り立たない例 (Jikumaru-Koiso)

(i) 𝛾(𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) = (𝜈1
2+𝜈2

2 )3+𝜈3
6

ウルフ図形𝑊𝛾 円盤型CAMC閉曲面
紡錘形CAMC
閉曲面

ウルフ図形𝑊𝛾 CAMC閉曲面 CAMC閉曲面



現在執筆中の論文：

Hayakawa - Hayashi – Jikumaru – Koiso – Kumagai, 
Anisotropic mean curvature flow for generating 
discrete surfaces with orientation-based area 
distribution (方向ベースの面積分布を持つ離散曲
面を生成するための非等方的平均曲率流)

25

非等方的平均曲率一定曲面の建築への応用
--- 理想の採光を実現する建物の設計をお手

伝いします! ---
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ドイツ・ベルリン・自由大学の
図書館(2005年)：同じ体積を

囲み，かつ同じ境界曲線を張
る曲面の中で面積最小のもの
を作ればこのような形になる．

英国・ロンドン市庁舎 (2002
年)：テムズ川のそばにある．
テムズ川に向かう窓(写真の
左側)が大きい．

我々の研究：11個のパラメータにより好みの向きを与え，境界曲
線と「体積」を与えると，非等方的エネルギーが最小の形,即ち望
ましい向きを持つ建物の形が生成されるプログラムを作りました．

ノーマン・フォスター (Norman Foster, 1935-)
が設計した建物2つ



(3) 極小曲面の応用例（1.建築 2.ミクロ世界の解明）を紹介しました．

本日の課題であった「曲面についてのエネルギー極小解を調べる
理論（変分法）」は，シャボン膜の形にもブラックホールの形にも，
水滴，赤血球，．．．といろいろなものに応用できます．

しかし，塩の結晶や金属の結晶のようにか
ど（特異点）がある物体については，かど
のところで微分ができないため同様の議
論ができず，新たな研究が発展中です． シャボン玉 酸化セリウム

の結晶

これで私のお話は終了です．御清聴いただき有難うございました．

(1) 曲線の曲率や曲面の平均曲率を定義し，シャボン膜が「平均曲
率が至る所０の曲面（極小曲面）」となることを紹介しました．

（2）極小曲面のWeierstrass表現公式を紹介し，極小曲面の例を紹
介しました．

まとめ と これから
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(4) 三重周期極小曲面についての最近の研究成果を述べました．

(5) 結晶の数理モデルと建築物のデザインへの応用を紹介しました．
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