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§1. 楕円曲線, Dedekind η-関数, ラプラシアンの行列式
周期格子 Z+ τZを持つ楕円曲線上で, 面積 1に正規化した平坦 Kähler計
量を考えれば, ∂̄-ラプラシアンのスペクトル ζ-関数 ζτ (s)は次を満たす

e−ζ
′
τ (0) = 2Im τ · |e2πiτ

∏
n>0

(
1− e2πinτ

)24 | 16 (Kronecker極限公式)

η(τ) = e
2πiτ
24
∏
n>0(1− e2πinτ )はDedekind η-関数で, q = e2πiτ と書けば

− log η(τ) = − 1

24
log q +

∞∑
d=1

∑
k|d

k

d
qd = − 1

24
log q +

∞∑
d=1

N1(d)q
d

が成り立ち, 楕円曲線のGromov-Witten不変量N1(d)の母関数である

目標 解析的捩率を用いた Kronecker極限公式の Calabi-Yau型多様体へ
の高次元化（2-初等K3曲面, Enriques曲面, Calabi-Yau超曲面...）
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§2. 解析的捩率

(X, γ) : コンパクト Kähler多様体
ι : X → X : γを保つ正則対合
□q = (∂̄ + ∂̄∗)2 : X 上の (0, q)-形式の空間に作用するラプラシアン
ζq(s, ι) : □q の同変スペクトル ζ-関数

ζq(s, ι) =
∑

λ∈σ(□q)\{0}
λ−sTr

[
ι∗|E(□q ,λ)

]
σ(□q) : □q の固有値の集合, E(□q, λ) : 固有値 λに対する固有空間

Fact

ζq(s, ι)はRe s > dimX で収束, Cに有理型に解析接続され, 原点で正則
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有限次正定値 Hermite行列H に対し,

− log detH = d
ds |s=0TrH

−s

この類似として, exp(−ζ ′(0, idX))を□q の正則化された行列式と考える

Definition (（同変）解析的捩率 Ray-Singer, Bismut-Gillet-Soulé)

τµ2(X, γ)(ι) = exp(−
∑
q≥0

(−1)qq ζ ′q(0, ι))

ι = idX の時 τµ2(X, γ)(ι)を τ(X, γ)で表し, (X, γ)の解析的捩率と言う

一般の正則 Hermiteベクトル束に対し, 同様に解析的捩率が定義される

解析的捩率はコホモロジーの行列式上の計量を与え (Quillen), アノマリー
公式, 曲率公式, 埋込公式などQuillen計量に関する様々な良い性質が知
られている (Bismut-Gillet-Soulé, Bismut-Lebeau, Bismut, Ma...)
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§3. 2-初等K3曲面の解析的捩率とBorcherds積

格子 Z値非退化双線型形式が付与された階数 r(L)の自由 Z-加群 L

L : 2-初等 ⇐⇒ L∨/L ∼= (Z/2Z)ℓ(L), L∨ = Hom(L,Z) ⊂ L⊗Q

sign(L) = (b+(L), b−(L)) : Lの符号, σ(L) = b+(L)− b−(L)

E8 : 負定値階数 8偶ユニモジュラー格子, U = (Z2,
(
0 1
1 0

)
)

K3曲面 コンパクト非特異複素曲面X がK3曲面
⇐⇒ h0,1(X) = 0, KX = detT ∗

X
∼= OX

• 全てのK3曲面は複素構造の変形でうつり合い, 20次元の族を成す
• K3曲面は Kähler. 各 Kähler類は唯一の Ricci平坦 Kähler形式を含む
• H2(X,Z) ∼= LK3 = U⊕ U⊕ U⊕ E8 ⊕ E8
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2-初等K3曲面

Definition

ι : X → X : K3曲面X 上の正則対合. M ⊂ LK3 : K3格子の部分格子
(X, ι)がM 型 2-初等K3曲面 ⇐⇒

(1) ι∗ = −1 on H0(X,KX) (2) H2(X,Z)+ ∼=M

H2(X,Z)± : ι-作用に関する±1固有空間

Theorem (Nikulin)

• M は 2-初等K3曲面の型 ⇐⇒ LK3の原始的 2-初等双曲型部分格子
LK3/M : 自由, M∨/M ∼= (Z/2Z)ℓ(M), sign(M) = (1, r(M)− 1)

• 2-初等K3曲面の変形同値類は型で決定され, 全部で 75個存在
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2-初等K3曲面の周期領域

原始的 2-初等双曲型部分格子M ⊂ LK3に対し,

Λ =M⊥LK3

Λは符合 (2, r(Λ)− 2)の 2-初等格子

ΩΛ := {[η] ∈ P(Λ⊗ C); ⟨η, η⟩Λ = 0, ⟨η, η̄⟩Λ > 0}

ΩΛ = Ω+
Λ ⨿ Ω−

Λ , Ω±
Λ
∼= r(Λ)− 2次元 IV型有界対称領域

Fact

(X, ι) : M 型 2-初等K3曲面 =⇒ (1) H0(X,KX) ⊂ H2(X,C)−,
(2) ∃α : H2(X,Z) ∼= LK3 s.t. α(H2(X,Z)+) =M , α(H2(X,Z)−) = Λ

α(H0(X,KX)) ∈ Ω+
Λ と選べる. Ω+

Λ はM 型 2-初等K3曲面の周期領域
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2-初等K3曲面のモジュライ空間

O+(Λ) : Ω±
Λ を保つO(Λ) = Aut(Λ)の部分群

M 型 2-初等K3曲面 (X, ι)の周期を次で定める

$M (X, ι) =
[
α(H0(X,KX))

]
∈ MΛ := O+(Λ)\Ω+

Λ

Theorem (Nikulin, Y.)

M0
Λ : M 型 2-初等K3曲面のモジュライ空間 =⇒

$M : M0
Λ
∼=

Ω+
Λ \ DΛ

O+(Λ)
, DΛ =

⋃
d∈Λ, d2=−2

d⊥

M0
Λは 20− r(M)次元直交型モジュラー多様体MΛの Zariski開集合
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2-初等K3曲面の解析的捩率不変量
(X, ι) : M 型 2-初等K3曲面
Xι = {x ∈ X; ι(x) = x} : ιの固定点軌跡（空集合または曲線の非交和）
γ : X 上の ι不変 Ricci平坦 Kähler形式
τ(Xι, γ|Xι), Vol(Xι, γ|Xι) : 連結成分への分解に関し乗法的に定める

Theorem (Y.)

τM (X, ι) = Vol(X, γ)
14−r(M)

4 τµ2(X, γ)(ι)Vol(X
ι, γ|Xι)τ(Xι, γ|Xι)

は ι-不変 Ricci-平坦計量に依らず, (X, ι)の不変量を定める. 従って, τM
はM0

Λ上の関数を定める

問題 M0
Λ上の関数 τM を決定せよ
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τMの微分方程式と保型性

Theorem (Y.)

(1) τM ∈ C∞(Ω+
Λ \ DΛ)

O+(Λ)であり, 次の等式が Ω+
Λ 上で成り立つ

ddc log τM =
r(M)− 6

4
ωΩΛ

+ J∗
MωAg −

1

4
δDΛ

ωΩΛ
: Ω+

Λ の Bergman-Kähler形式
JM : M0

Λ ∋ (X, ι) → Jac(Xι) ∈ Ag := Sp2g(Z)\Sg, g = g(Xι)

ωAg : Siegelモジュラー多様体Ag の Bergman-Kähler形式
δDΛ

: DΛが定める Dirac δ-カレント
(2) 判別軌跡DΛを特徴付ける Ω+

Λ 上の保型形式 ΦM と ν ∈ Nが存在し,

τM = ∥ΦM∥−
1
2ν , div ΦM = νDΛ
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τMに関係するBorcherds積

Λ : 2-初等格子

Definition (Weil表現)

Mp2(Z) = {(
(
a b
c d

)
,
√
cτ + d);

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)} = ⟨S, T ⟩

S =
((

0−1
1 0

)
,
√
τ
)
, T =

((
1 1
0 1

)
, 1
)
: Mp2(Z)の生成元

{eγ}γ∈Λ∨/Λ : 群環 C[Λ∨/Λ]の標準基底

ρΛ(T ) eγ = eπiγ
2
eγ , ρΛ(S) eγ =

i−σ(Λ)/2√
|Λ∨/Λ|

∑
δ∈Λ∨/Λ

e−2πiγ·δ eδ

=⇒ 準同型 ρΛ : Mp2(Z) → GL(C[Λ∨/Λ])に拡張
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2-初等格子 Λに対し, 関数 φΛ ∈ O(H)を次で定める (H : 上半平面)

φΛ(τ) = η(τ)−8η(2τ)8η(4τ)−8 ϑ(τ)8+σ(Λ), τ ∈ H

ただし, η(τ) = q1/24
∏∞
n=1(1− qn), ϑ(τ) =

∑
n∈Z q

n2
(q = e2πiτ )

γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)に対し, (f |γ)(τ) = (cτ + d)−wt(f)f(aτ+bcτ+d)と定義

Fact

FΛ(τ) :=
∑

γ∈Γ̃0(4)\Mp2(Z)

(φΛ|γ)(τ) ρΛ(γ−1) e0

はMp2(Z)に関する重さ σ(Λ)
2 の ρΛ型 C[Λ∨/Λ]値有理型モジュラー形式

FΛ

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)

σ(Λ)
2 ρΛ

((
a b

c d

)
,
√
cτ + d

)
· FΛ(τ)
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簡単のため, 次の分解を仮定

Λ = U(−1)⊕ L

このとき Lは 2-初等双曲型格子で, FL(τ) = FΛ(τ)

CL = {x ∈ L⊗ R; x2 > 0} : Lの正錐 =⇒ CL = C+
L ⨿ C−

L

FLの Fourier係数のデータ =⇒ C+
L の部屋構造 (chamber structure)

W ⊂ C+
L : (L,FL)のWeyl部屋

次の同型を通じて, O+(Λ)は L⊗ R+ i C+
L に作用

exp: L⊗ R+ i C+
L ∋ z →

[(
1, z,

⟨z, z⟩
2

)]
∈ Ω+

Λ
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Theorem (Borcherds)

FΛ(τ) =
∑

γ∈Λ∨/Λ

eγ
∑

m∈Z+γ2/2

cγ(m)qm

を FΛ(τ)の Fourier展開とする.

Borcherds積 ΨΛ(z, FΛ) ∈ O(L⊗ R+ iW)を次で定める

ΨΛ(z, FΛ) = e2πi⟨ϱ,z⟩
∏

γ∈L∨/L

∏
λ∈L+γ, λ·W>0

(
1− e2πi⟨λ,z⟩

)cγ(λ22 )

（% = ρ(L,FL,W) ∈ L⊗Q : 三つ組 (L,FL,W)のWeylベクトル）

ΨΛ(z, FΛ)は (Im z)2 ≫ 0のとき絶対収束し, O+(Λ)に関する Ω+
Λ 上の重

さ c0(0)
2 の（有理型かもしれない）保型形式に解析接続される
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テータ定数と Siegelモジュラー形式

4tabが偶数である a, b ∈ {0, 12}
g と Siegel上半空間の点Ω ∈ Sg に対し,

θa,b(Ω) =
∑
m∈Zg

exp
(
πit(m+ a)Ω(m+ a) + 2πit(m+ a)b

)
θ8a,bの基本対称式 χ8

g とΥg を次で定める（g次 Siegelモジュラー形式）

χg(Ω)8 =
∏

(a,b) even

θa,b(Ω)8, Υg(Ω) = χg(Ω)8
∑

(a,b) even

θa,b(Ω)−8

F (Ω) : 重さ kの g次 Siegelモジュラー形式に対し, Peterssonノルム
∥F (Ω)∥2 = (det ImΩ)k|F (Ω)|2はSg 上の Sp2g(Z)-不変関数
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τMの明示公式と楕円モジュラー性
$M (X, ι) ∈ MΛ : M 型 2-初等K3曲面 (X, ι)の周期
Ω(Xι) ∈ Sp2g(Z)\Sg : (X, ι)の固定曲線Xιの周期, g = g(Xι)

Theorem (Y., 馬-Y.)

型M のみに依存する定数倍を除き, 次の等式が成り立つ
(1) (r(M), δ(M)) ̸= (2, 0), (10, 0)のとき

τM (X, ι)−2g(2g+1) =
∥∥ΨΛ

(
$M (X, ι), 2g−1FΛ

)∥∥ ∥∥∥χg (Ω(Xι))8
∥∥∥

(2) (r(M), δ(M)) = (10, 0)のとき

τM (X, ι)−(2g−1)(2g+2) =
∥∥ΨΛ

(
$M (X, ι), (2g−1 + 1)FΛ

)∥∥ ∥Υg (Ω(Xι))∥

ただし, ∥ΨΛ(z, FΛ)∥2 = ⟨Im z, Im z⟩c0(0)/2|ΨΛ(z, FΛ)|2

注意 (r, δ) = (2, 0)の場合 (2個存在)も同様の公式が成立
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Borcherds積だけを抽出するため, τM の変種 τ spinM を導入する

τ spinM (X, ι) :=
∏

L2=KXι , h0(L)=0

Vol(X, γ)
14−r(M)

4 τµ2(X, γ)(ι) τ(X
ι, L)−2

γは ι-不変 Ricci平坦で, Lには計量
√
γ|Xι が付与されている

Theorem (馬-Y.)

(1) τ spinM (X, ι)は ι-不変 Ricci-平坦計量に依らず, (X, ι)の不変量を与える
(2) 空でないM0

Λの或る Zariski開集合上で次の等式が成り立つ

τ spinM = CM
∥∥ΨΛ(·, 2g−1FΛ + fΛ)

∥∥− 1
2

(r, δ) ̸= (2, 0)のとき, fΛ = δδ(Λ),0 δr(Λ),12 FΛである

問題 τM や τ spinM に現れるモジュラー形式 2g−1FΛ + fΛの意味は何か？
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§4. Enriques曲面に対する種数 1ミラー対称性

Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafaは, 種数 1ミラー対称性に次の解析的捩率
を導入した

Definition (Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa)

(X, γ) : コンパクト Kähler多様体
ζp,q(s) : (p, q)-形式に作用するラプラシアンのスペクトル ζ-関数
(X, γ)の BCOV捩率を次式で定める

TBCOV(X, γ) =
∏
p≥0

τ
(
X,ΩpX , γ

)(−1)pp
= exp(−

∑
p,q≥0

(−1)p+qpqζ ′p,q(0))

注意 2次元以下では BCOV捩率とOX の解析的捩率は等価である
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Enriques曲面とBorcherds Φ-関数
コンパクト非特異複素曲面 Y が Enriques曲面 ⇐⇒

h0,1(Y ) = 0, KY ̸∼= OY , K⊗2
Y

∼= OY

Enriques曲面 Y の普遍被覆X はK3曲面であり, 非自明な被覆変換を
ι : X → X とすれば, (X, ι)は U(2)⊕ E8(2)型 2-初等K3曲面
Theorem (Borcherds)

Enriques曲面の判別軌跡を定める保型形式をBorcherds Φ-関数と呼ぶ.
Enriques曲面の複素化 Kähler錐 L⊗ R+ iC+

L (L := U⊕ E8)上で,

Φ(y) =
∏

λ∈L∩C+
L\{0}

(
1− e2πi⟨λ,y⟩

1 + e2πi⟨λ,y⟩

)8a(λ
2

2
)

, (Im y)2 ≫ 0

ただし,
∑∞

n=−1 a(n)q
n = η(τ)−16η(2τ)8 (q = e2πiτ )
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Enriques曲面の解析的捩率

Theorem (Y.)

(1) Enriques曲面 Y のBCOV不変量（γ : Ricci平坦 Kähler計量）

τBCOV(Y ) = TBCOV(Y, γ)Vol(Y, γ)
−1

は Ricci平坦計量 γに依らず, Y の不変量を定める.

(2) Y の普遍被覆 2-初等K3曲面を (X, ι)とすれば,

τBCOV(Y ) = τU(2)⊕E8(2)(X, ι)
−2

(3) 普遍定数倍を除き, Enriques曲面のモジュライ空間上で

τBCOV = ∥Φ∥
1
2

ただし, ∥Φ(y)∥2 = ⟨Im y, Im y⟩4|Φ(y)|2
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N1,γ(Y ) ∈ Q : Enriques曲面の種数 1次数 γ ∈ H2(Y,Z) GW不変量
β ∈ L = H2(Y,Z)/Torsionに対しN1(β) =

∑
γ=β N1,γ(Y )と定める

(γは γのH2(Y,Z)/Torsionにおける類)

Theorem (Oberdieck)

L⊗ R+ iC+
L の無限遠の近傍で, 次の等式が成り立つ

exp(
∑
β ̸=0

N1(β)e
2πi⟨β,y⟩) = Φ(y)−

1
8

Corollary

普遍定数倍を除き, Enriques曲面の種数 1 GW不変量と BCOV不変量は
等価である. y ∈ L⊗ R+ iC+

L を Enriques曲面 Y の周期とするとき,

τBCOV(Y ) = ∥ exp(
∑
β ̸=0

N1(β)e
2πi⟨β,y⟩)∥−4
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§5. Calabi-Yau超曲面に対する種数 1ミラー対称性

CY多様体 コンパクト Kähler多様体X が Calabi-Yau ⇐⇒

KX
∼= OX , h0,q(X) = 0 (0 < q < dimX)

Theorem (Fang-Lu-Y., Eriksson-Freixas i Montplet-Mourougane)

CY多様体X のBCOV不変量を次で定める（γは Ricci平坦 Kähler計量）

τBCOV(X) = TBCOV(X, γ) ·
Vol(X, γ)

χ(X)
12∏

0≤k≤2 dimX VolL2(Hk(X,Z), γ)(−1)k+1 k
2

VolL2(Hk(X,Z), γ) : Hk(X,R)の格子 Im{Hk(X,Z) → Hk(X,R)}
の基本領域の γに関する体積

=⇒ τBCOV(X)は Ricci平坦 Kähler計量に依らず, X の不変量を定める.

吉川謙一 カラビ・ヤウ型多様体に対する解析的捩率 22 / 30



種数 1ミラー対称性予想

種数 1ミラー対称性予想 (Bershadsky-Cecotti-大栗-Vafa)

以下の (A), (B)は等価
(A) CY多様体の種数 1 Gromov-Witten不変量の母関数
(B) ミラー CY族の BCOV不変量 τBCOV

射影空間の CY超曲面とそのミラー CY多様体の種数 1ミラー対称性を奇
数次元に限定して説明する. 以降, 常に次を仮定する

CY多様体の次元 n− 1は奇数
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射影空間のCY超曲面のミラー族

Φψ(z) =
∑n

j=0 z
n+1
j − (n+ 1)ψ z0 · · · zn とする. Pn × P1の超曲面 X を

X = {(z, ψ) ∈ Pn × P1; Φψ(z) = 0} とする
h : X → P1は CY超曲面族 (Dworkペンシル)で, 次の群Gが作用する

G = {diag(g0, . . . , gn); gi ∈ µn+1, g0 · · · gn = 1}/µn+1

X/Gの射影的特異点解消 π : Z → X/Gで, 次を満たすものが存在する

f = h ◦ π : Z → P1を射影とし, ψ ∈ P1に対し Zψ = f−1(ψ)と定めると,

ψ ∈ C \ µn+1 =⇒ Zψ は非特異 n− 1次元 CY多様体

f : Z → P1を CY超曲面のミラー族という
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Dwork族のHodge束の切断 — Griffithsの方法
V = Pn \Xψ と定める. Cn+1上で次のように定める

Ω =

n∑
i=0

(−1)i−1zidz0 ∧ · · · d̂zi · · · ∧ dzn, H(z) = z0z1 · · · zn

HkΩ/Φk+1
ψ (k ≥ 0)は V 上の正則 n形式 =⇒ HkΩ/Φk+1

ψ ∈ Hn(V,C)

Gysin系列Hn(V,C) → Hn−1(Xψ,C)によるコホモロジー類HkΩ/Φk+1
ψ

の像をResXψ(H
kΩ/Φk+1

ψ )で表す

ψ ∈ C \ µn+1に対し（以下, U = C \ µn+1と定める）,

θk(ψ) = ResXψ(k!H
kΩ/Φk+1

ψ ) ∈ Hn−1(Xψ,C)G

は Fn−1−kHn−1(Xψ,C) =
⊕

p≥n−1−k,p+q=n−1H
p,q(Xψ,C)に含まれる
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ミラー族のHodge束の切断

Fact

(1) θk(ψ)
(p,q) : Hodge分解の (p, q)成分 =⇒ θk(ψ)

(n−1−k,k) ̸= 0

(2) 自然な包含Hn−1−k,k(Xψ,C)G ↪→ Hn−1−k,k(Zψ,C)が存在し, 同型
(3) Hk(Zψ,Ω

n−1−k
Zψ

) ∼= Cは原始コホモロジー類から成り, その L2計量
は Zψ の Ricci平坦計量に依らない. この計量を ∥ · ∥L2 で表す

同型 (2)と同型Hk(Zψ,Ω
n−1−k
Zψ

) ∼= Fn−1−kHn−1(Zψ)/F
n−kHn−1(Zψ)

の下, Rkf∗Ω
n−1−k
Z/U (0 ≤ k ≤ n− 1)の切断 ηkを次で定める

ηk(ψ) := −(n+ 1)k+1ψk+1[θk(ψ)] ∈ Hk(Zψ,Ω
n−1−k
Zψ

)

吉川謙一 カラビ・ヤウ型多様体に対する解析的捩率 26 / 30



ミラー族のBCOV不変量

Theorem (Eriksson-Freixas i Montplet-Mourougane)

χを Zψ (ψ ∈ U)の位相的 Euler数とし, 有理数 a, bを次で定める

a = (−1)n−1n(n− 1)

6
− χ

12(n+ 1)
, b = (−1)n−1n(3n− 5)

24

nのみに依る定数を除き, U = C \ µn+1上で次の等式が成り立つ

τBCOV(Zψ) =

∣∣∣∣ (ψn+1)a

(1− ψn+1)b

∣∣∣∣2 ∥η0∥χ/6L2

(
∏n−1
k=0 ∥ηk∥

2(n−1−k)
L2 )(−1)n−1

一方, ミラー対称性で必要な Hodge束Rqf∗Ω
p
Z/U の自明化は ηkでなく,

ψ = ∞の近傍で定義された別の局所切断である
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ミラー対称性で必要なHodge束の自明化

Fact

(1) ∞の小近傍D∞を固定し, ミラー族 f : Z → D∗
∞ = D∞ \ {∞} のモ

ノドロミーの対数（冪零変換）から定まるRn−1f∗Qの重さフィルトレー
ションをW0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂W2(n−1)とすれば, 次の自然な同型が存在

Rkf∗Ω
n−1−k
Z/D∗

∞
∼= (W2(n−1−k)/W2(n−2−k))⊗OD∗

∞

(2) (W2(n−1−k)/W2(n−2−k))⊗C ∼= Cの基底を適切に選べば, その基底と
上の同型が定めるRkf∗Ω

n−1−k
Z/D∗

∞
の切断 η̃kは次で与えられる

η̃k(ψ) :=
(−1)k

(n+ 1)k
ηk(ψ)∏k
p=0 Ip,p(z)

, z = ψ−(n+1)

Ip,q(z) : ミラー族 f : Z → D∗
∞の Picard-Fuchs方程式の解が定める関数
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ミラー族のPicard-Fuchs方程式と関数 Ip,p(z)

(1) {I0,q(z)}q=0,...,n−1はミラー族 f : Z → D∗
∞の Picard-Fuchs方程式

D =

(
z
d

dz

)n
− z

n∏
j=1

(
z
d

dz
+

j

n+ 1

)

の解であり, et = (n+ 1)−(n+1)zとして tを定めれば, 次が成り立つ
∞∑
q=0

I0,q(z)w
q = ewt

∞∑
d=0

edt
∏(n+1)d
r=1 ((n+ 1)w + r)∏d

r=1(w + r)n+1

(2) Ip,q(z)は漸化式 Ip,q(z) = z d
dz

(
Ip−1,q(z)
Ip−1,q−1(z)

)
で与えられ,

p = qのとき Ip,p(z)は zの一価関数
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CY超曲面の種数 1ミラー対称性

Theorem (Zinger, Eriksson-Freixas i Montplet-Mourougane)

nだけに依存する定数を除き, ∞の小近傍で次式が成り立つ

τBCOV(Zψ) =
∣∣exp ((−1)n−1FB1 (ψ)

)∣∣4 ∥η̃0∥
χ(Zψ)/6

L2

(
∏n−1
k=0 ∥η̃k∥

2(n−1−k)
L2 )(−1)n−1

ここで, FA1 (T )を n+ 1次 CY超曲面の GW不変量の母関数とするとき,

FB1 (ψ) = FA1 (T ) := N1(0)T +

∞∑
d=1

N1(d)e
dT

ただし, 変数 z = ψ−(n+1)と T は次のミラー変換により関係付けられる
T = I0,1(z)/I0,0(z)
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