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分布の正規近似

• 中心極限定理 (Central Limit Theorem)

ξj (j ∈ N) : 独立で同分布に従う確率変数列(i.i.d.)，E[ξ1] = 0, Var[ξ1] = σ2 < ∞.

このとき，

Zn := n−1/2
n∑
j=1

ξj →d N(0, σ2) (n → ∞)

すなわち，任意のf ∈ Cb(R) (有界連続関数) に対して，

E
[
f
(
Zn

)]
→

∫
f(z)ϕ(z; 0, σ2)dz (n → ∞).

ここで，ϕ(z;µ, σ2)は平均µ, 分散σ2の正規分布の密度関数．
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漸近展開：正規近似をより精密にする

• 中心極限定理 (Central Limit Theorem)

ξj (j ∈ N) : 独立で同分布に従う確率変数列(i.i.d.)，E[ξ1] = 0, Var[ξ1] = σ2 < ∞.

このとき，

Zn := n−1/2
n∑
j=1

ξj →d N(0, σ2) (n → ∞)

すなわち，任意のf ∈ Cb(R) (有界連続関数) に対して，

E
[
f
(
Zn

)]
→

∫
f(z)ϕ(z; 0, σ2)dz (n → ∞).

ここで，ϕ(z;µ, σ2)は平均µ, 分散σ2の正規分布の密度関数．
• 漸近展開

sup
f∈E(M,γ)

∣∣∣∣E[
f
(
Zn

)]
−

∫
f(z)

{
ϕ(z; 0, σ2) + n−1/2p1(z) + · · · + n−k/2pk(z)

}
dz

∣∣∣∣
= o(n−k/2) (n → ∞)

ここで，E(M,γ)は可測関数のあるクラス．
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漸近展開

•独立観測
• Tchebycheff, Edgeworth, Cramér, Bhattacharya, ....

•統計学への応用
–多変量解析，高次統計推測理論，ブートストラップ法・リサンプリン
グ法，統計的予測，モデル選択，情報幾何

–漸近展開法は現代の統計理論を支えている要素の一つ
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漸近展開

•独立観測
• Tchebycheff, Edgeworth, Cramér, Bhattacharya, ....

•統計学への応用
–多変量解析，高次統計推測理論，ブートストラップ法・リサンプリン
グ法，統計的予測，モデル選択，情報幾何

–漸近展開法は現代の統計理論を支えている要素の一つ

•課題
確率過程の汎関数に対する漸近展開

–雛形として，摂動モデルにおける例を見る
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例1. 摂動モデルによるオプション価格の漸近展開

•確率微分方程式{
dXt =

(
0.1(1 +X2

t )
1/2 + 0.05Xt

)
dt+ 0.1(1 +X2

t )
1/2dwt

X0 = 1

•ヨーロピアンコールオプション (r = 0)

C = E

[(
XT −K

)+]
•エイジアンオプション

C = E

[(
T−1

∫ T

0

Xtdt−K

)+]
•モンテカルロ法（計算時間、統計的誤差の問題）
•漸近展開（高速、かなり高精度）— 渡辺理論

C ∼ c0 + ϵc1 + ϵ2c2 + · · · + ϵkck (ϵ ↓ 0)
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例１．摂動モデルによるオプション価格の漸近展開
•確率過程Xϵ = (Xϵ

t )t∈[0,T ]{
dXϵ

t = V0(X
ϵ
t , ϵ)dt+

∑r
α=1 V (Xϵ

t , ϵ)dw
α
t , t ∈ [0, T ]

Xϵ
0 = x0

• Xϵ = (Xϵ
t )の汎関数

F ϵ =
r∑

α=0

∫ T

0

fα(X
ϵ
t , ϵ)dw

α
t + F (Xϵ

T , ϵ). (w0 = t)

• V (x, 0) = 0, 漸近展開
E
[
g(F ϵ)

]
∼ c0 + c1ϵ+ c1ϵ

2 + · · · (ϵ ↓ 0)

• Watanabe (1987), Y (1992), Kunitomo and Takahashi (2001)

ϵ−1(F ϵ − F 0) ∼ f0 + ϵf1 + · · · in Ds,p

（分布論的漸近展開ではない）
•数百次元の常微分方程式を生成し、解いて、ciを計算する
Emanuele Guidotti YUIMA 関数群



例１．摂動モデルによるオプション価格の漸近展開. 漸近展開 vs. モンテ
カルロ法

by Emanuele Guidotti
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例1. オプション価格の計算. 漸近展開 vs. モンテカルロ法
モンテカルロ法の誤差の方が問題！
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ヨーロピアンコールオプション, K = 1.41. Emanuele Guidotti氏による



7

例1. オプション価格の計算. 漸近展開 vs. モンテカルロ法
モンテカルロ法の誤差の方が問題！
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ヨーロピアンコールオプション, K = 1.41. Emanuele Guidotti氏による
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確率過程に対する分布論的漸近展開

•摂動法による漸近展開は分布論的漸近展開ではない．分布論的な例：
•例２．エルゴード的拡散過程dXt = b(Xt, θ)dt+ σ(Xt)dwt

-２次不偏最尤推定量 θ̂∗T のEdgeworth展開

P
[√
IT (θ̂∗T − θ) ≤ x

]
= Φ(x) +

Γ(−1/3)

2I3/2
√
T
(x2 − 1)ϕ(x) + o

(
T−1/2

)
- I: θにおけるFisher情報量Φ: 標準正規分布関数
- Γ(−1/3): Chentsov-Aamari affine α-connectionの係数, α = −1/3
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確率過程に対する分布論的漸近展開

•摂動法による漸近展開は分布論的漸近展開ではない．分布論的な例：
•例２．エルゴード的拡散過程dXt = b(Xt, θ)dt+ σ(Xt)dwt

-２次不偏最尤推定量 θ̂∗T のEdgeworth展開

P
[√
IT (θ̂∗T − θ) ≤ x

]
= Φ(x) +

Γ(−1/3)

2I3/2
√
T
(x2 − 1)ϕ(x) + o

(
T−1/2

)
- I: θにおけるFisher情報量Φ: 標準正規分布関数
- Γ(−1/3): Chentsov-Aamari affine α-connectionの係数, α = −1/3

•確率過程に対する分布論的漸近展開への２つのアプローチ
–マルチンゲール
Mykland (1992, 1993), Y (1997, 2001)

–ミキシングマルコフ過程
Götze and Hipp (1983,1994), Kusuoka and Y (2000), Y (2004)

•２つの方法は相補的
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ミキシングマルコフ過程に対する（分布論的）漸近展開

•確率過程の汎関数に対する漸近展開が我々の課題であった．
•ミキシングは独立性の自然な拡張の一つ
•ミキシング+（近似的に）マルコフ性を持つ離散時間の確率過程

– Götze and Hipp 1980年代～
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ミキシングマルコフ過程に対する（分布論的）漸近展開

•確率過程の汎関数に対する漸近展開が我々の課題であった．
•ミキシングは独立性の自然な拡張の一つ
•ミキシング+（近似的に）マルコフ性を持つ離散時間の確率過程

– Götze and Hipp 1980年代～
•ミキシング+（ϵ-）マルコフ性を持つ連続時間の確率過程，とくに確率
解析のオブジェクト
– Kusuoka and Y (2000), Y (2004)
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ミキシングマルコフ過程に対する（分布論的）漸近展開
•確率過程の汎関数に対する漸近展開が我々の課題であった．
•ミキシングは独立性の自然な拡張の一つ
•ミキシング+（近似的に）マルコフ性を持つ離散時間の確率過程

– Götze and Hipp 1980年代～
•ミキシング+（ϵ-）マルコフ性を持つ連続時間の確率過程，とくに確率
解析のオブジェクト
– Kusuoka and Y (2000), Y (2004)

•マルコフ性⇒ ・マルコフ過程に対するエルゴード理論からミキシング
・加法的汎関数の特性関数を増分の条件付き特性関数の積に分解

φ ∼
∏
φ∗

加法的汎関数の増分の Malliavin 共分散の局所非退化性から特性関
数の減衰を保証

E[eiu·ZT ] = E

[∏
j

ECj[e
iu·(ZTj−ZTj−1

)
]

]
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ミキシングマルコフ過程に対する（分布論的）漸近展開
•確率過程の汎関数に対する漸近展開が我々の課題であった．
•ミキシングは独立性の自然な拡張の一つ
•ミキシング+（近似的に）マルコフ性を持つ離散時間の確率過程

– Götze and Hipp 1980年代～
•ミキシング+（ϵ-）マルコフ性を持つ連続時間の確率過程，とくに確率
解析のオブジェクト
– Kusuoka and Y (2000), Y (2004)

•マルコフ性⇒ ・マルコフ過程に対するエルゴード理論からミキシング
・加法的汎関数の特性関数を増分の条件付き特性関数の積に分解

φ ∼
∏
φ∗

加法的汎関数の増分の Malliavin 共分散の局所非退化性から特性関
数の減衰を保証

•拡散過程に対する高次統計推測論
– Sakamoto and Y (2003,2004,2009), Uchida and Y (2001), ...



漸近展開の解析学的正当性（validityの問題）

• i.i.d.の和Zn = n−1/2
∑n

j=1 ξjの場合
• ξjの分布の滑らかさがないと漸近展開は一般に正しくない．
• 例．Bernoulli trials ξj (j ∈ N), i.e., 独立列でP [ξj = −1] = P [ξj = 1] = 1/2.

Fnをn−1/2
∑n

j=1 ξjの分布関数とするとき，偶数n ∈ Nに対して,

Fn(0) − Fn(0−) = P

[ n∑
j=1

ξj = 0

]
=

(
n

n/2

)(
1

2

)n
∼

√
2/π n−1/2

だから，任意の連続関数Φnに対して,

lim sup
n→∞

n1/2 sup
x∈R

∣∣Fn(x) − Φn(x)
∣∣ > 0.

したがって，1次以上の漸近展開（Edgeworth展開）は常に成り立たない．



漸近展開の解析学的正当性（validityの問題）
• i.i.d.の和Zn = n−1/2

∑n
j=1 ξjの場合

• ξjの分布の滑らかさがないと漸近展開は一般に正しくない．
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だから，任意の連続関数Φnに対して,
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n→∞
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x∈R

∣∣Fn(x) − Φn(x)
∣∣ > 0.

したがって，1次以上の漸近展開（Edgeworth展開）は常に成り立たない．
• Cramér 条件 lim sup

|u|→∞

∣∣φξ1(u)∣∣ < 1

のもとで漸近展開が成立する．
– もし分布L{ξ1}のLebesgue分解が零でない絶対連続部分を持てばCramér 条件
が成り立つ．



漸近展開の解析学的正当性（validityの問題）
• i.i.d.の和n−1/2

∑n
j=1Xjの場合

• Xjの分布の滑らかさがないと漸近展開は一般に成り立たない．
• 例．Bernoulli trials ξj (j ∈ N), i.e., 独立列でP [ξj = −1] = P [ξj = 1] = 1/2.
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n→∞
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∣∣Fn(x) − Φn(x)
∣∣ > 0.

したがって，1次以上の漸近展開（Edgeworth展開）は常に成り立たない．
• Cramér 条件 lim sup

|u|→∞

∣∣φξ1(u)∣∣ < 1

のもとで漸近展開が成立する．
– もし分布L{ξ1}のLebesgue分解が零でない絶対連続部分を持てばCramér 条件
が成り立つ．

• 確率過程の場合におけるMalliavin解析の利用を示唆
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拡散過程の２次変動

•確率積分方程式：(Ω,F , F = (Ft), P )上，

Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dws.

• Xの２次変動

Un =
n∑
j=1

c(Xtj−1
)(∆jX)2

ここで，∆jX = Xtj −Xtj−1
，tj = j/n.

• e.g. c(x) = 1のとき，Unはリアライズドボラティリティ
•収束

Un →p U∞ =

∫ 1

0

c(Xs)σ(Xs)
2ds

UnはU∞の推定に使える．
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拡散過程の２次変動

•スケールされた誤差
Zn =

√
n(Un − U∞)

•推定誤差Znは一般に漸近混合正規：
Zn =

√
n(Un − U∞) →ds G1/2

∞ ζ

ここで，G∞はF-可測非負確率変数，ζ ∼ N(0, 1) ⊥⊥ F

Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dws.

Un =
n∑
j=1

c(Xtj−1
)(∆jX)2 →p U∞ =

∫ 1

0

c(Xs)σ(Xs)
2ds
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拡散過程の２次変動
•スケールされた誤差

Zn =
√
n(Un − U∞)

•推定誤差Znは一般に漸近混合正規：
Zn =

√
n(Un − U∞) →ds G1/2

∞ ζ

ここで，G∞はF-可測非負確率変数，ζ ∼ N(0, 1) ⊥⊥ F
•混合正規極限をもつマルチンゲール中心極限定理
•非エルゴード的統計

–（通常の意味の）ミキシングはない
–（定数に収束する意味の）大数の法則はない

Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dws.

Un =
n∑
j=1

c(Xtj−1
)(∆jX)2 →p U∞ =

∫ 1

0

c(Xs)σ(Xs)
2ds
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拡散過程の２次変動

•スケールされた誤差
Zn =

√
n(Un − U∞)

•推定誤差Znは一般に漸近混合正規：
Zn =

√
n(Un − U∞) →ds G1/2

∞ ζ

ここで，G∞はF-可測非負確率変数，ζ ∼ N(0, 1) ⊥⊥ F
•混合正規極限をもつマルチンゲール中心極限定理
•非エルゴード的統計

–（通常の意味の）ミキシングはない
–（定数に収束する意味の）大数の法則はない

•有限時間高頻度観測(Xtj)j=0,1,...,n (tj = j/n)に基づく統計推測 e.g.
金融高頻度データ解析

•混合正規極限をもつマルチンゲールに対する漸近展開
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拡散過程の２次変動

•参照変数(reference variable)として,

Fn =
1

n

n∑
j=1

β(Xtj−1
) や Fn = F∞ :=

∫ 1

0

β(Xt)dt

を考える．e.g. Fisher情報量

•問題.

結合分布L{(Zn, Fn)}の漸近展開:

E
[
f(Zn, Fn)

]
∼

∫
f(z, x)

(
p0(z, x) +

1
√
n
p1(z, x)

)
dzdx

+o

(
1

√
n

)
.

Zn =
√
n(Un − U∞), Un =

n∑
j=1

c(Xtj−1
)(∆jX)2
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混合正規極限をもつマルチンゲールの漸近展開
•Mn = (Mn

t )t∈[0,1] (n ∈ N): continuous martingales

•Cnt = 〈Mn〉t, Cn1 →p C∞
1

• Decomposition

E[eiuM
n
1 ] = E[e−

1
2C

∞
1 u2]

+E
[
eiuM

n
1
(
1 − e

1
2(C

n
1−C

∞
1 )u2)]

+E
[(
eiuM

n
1 +1

2C
n
1 u

2
− 1

)
e−

1
2C

∞
1 u2]

• r−1
n (Cn1 − C∞

1 ): Tangent vector of the energy

• Torsion in the martingale under e−
1
2C

∞
1 u2dP
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混合正規極限をもつマルチンゲールの漸近展開
•Mn = (Mn

t )t∈[0,1] (n ∈ N): d次元連続マルチンゲール
•Cnt = 〈Mn〉t, Cn1 →p C∞

1

•Mn
1 の摂動

Zn = Mn
1 + rnNn, rn → 0

on (Ω,F , F, P ), F = (Ft)t∈[0,1].

• Fn: d1次元参照変数
•問題：L{(Zn, Fn)}の漸近展開
•Cn1 →p C∞

1 , Fn →p F∞

•接ベクトル
◦
Cn = r−1

n (Cn1 − C∞
1 ),

◦
Fn = r−1

n (Fn − F∞)
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•仮定
– (Mn, Nn,

◦
Cn,

◦
Fn) →ds(F) (M∞, N∞,

◦
C∞,

◦
F∞)

– M∞
t ∼ Nd(0, C

∞
t )

–極限確率変数は拡張確率空間上に定義されている：
(Ω̄, F̄ , P̄ ) = (Ω×

◦
Ω,F×

◦
F , P×

◦
P )

• F̌ := F ∨ σ[M∞
1 ]

• C̃∞(z) = C̃∞(ω, z)は次の関係を満たす行列値ランダム関
数とする：

C̃∞(ω,M∞
1 ) = E[

◦
C∞ |F̌ ].

•同様に，
F̃∞(ω,M∞

1 ) = E[
◦
F∞ |F̌ ], Ñ∞(ω,M∞

1 ) = E[N∞|F̌ ].
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ランダムシンボル
• Adaptive random symbol (tangent): u ∈ Rd, v ∈ Rd1に対して,

σ(z, iu, iv) =
1

2
C̃∞(z)[(iu)⊗2] + Ñ∞(z)[iu] + F̃∞(z)[iv]

• Ψ∞(u, v) = exp
(
− 1

2
C∞[u⊗2] + iF∞[v]

)
, C∞ := C∞

1

• Anticipative random symbol (torsion)

σ(iu, iv) =
∑
j

cj(iu)
mj(iv)nj (multi-index)

は次の性質で特徴づけられるランダムシンボル：
lim
n→∞

r−1
n E[Ln1(u)Ψ∞(u, v)ψn] = E

[
Ψ∞(u, v)σ(iu, iv)

]
.

ここで，ψn ∼ 1，

Lnt (u) = exp

(
iMn

t [u] +
1

2
Cn
t [u

⊗2]

)
− 1.

•漸近正規の場合，σ(iu, iv)は消える (⇒９０年代のマルチンゲール展
開）
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漸近展開公式

• σ: Adaptive random symbol

• σ: Anticipative random symbol

•フルランダムシンボルσ = σ + σ̄

•展開公式：渡辺のデルタ関数を用いて，

pn(z, x) = E

[
ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

]
+rnE

[
σ(z, ∂z, ∂x)

∗
{
ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

}]
– σ(z, ∂z, ∂x)

∗ (次のスライド）
–混合正規分布が現れている
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漸近展開公式

•ランダムシンボルの随伴作用
–ランダムシンボル(係数はランダム）

ς(z, iu, iv) =
∑
j

cj(z)(iu)
mj(iv)nj

(z ∈ Rd, u ∈ Rd, v ∈ Rd1). (multi-index)

–このとき，

ς(z, ∂z, ∂x)
∗
{
ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

}
:=

∑
j

(−∂z)mj(−∂x)nj
{
cj(z)ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

}
• E[ψδx(F )] = E[ψ|F = x]pF (x)
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混合正規極限をもつマルチンゲールの漸近展開

•マルチンゲールの摂動
Zn = Mn

1 + rnNn, rn → 0

• Fn: 参照変数
• Cn := 〈Mn〉1 →p C∞

• Mn
1 →ds Mixed Normal(0, C∞)

• ランダムシンボル
– σ: Adaptive random symbol (tangent)

– σ: Anticipative random symbol (torsion)

•フルランダムシンボルσ = σ + σ̄

• E(M,γ) = {f :可測関数，|f(z, x)| ≤ M(1 + |z|+ |x|)γ (∀z, x) }



19

混合正規極限をもつマルチンゲールの漸近展開
定理　ある非退化性の条件のもとで,密度関数pn(z, x)は分布L{(Zn, Fn)}
への１次の漸近展開を与える：正数M , γに対して, n → ∞のとき，

sup
f∈E(M,γ)

∣∣∣∣E[
f(Zn, Fn)

]
−

∫
f(z, x)pn(z, x)dzdx

∣∣∣∣ = o
(
rn

)
(Y 2013, updated by arXiv2012)

•拡散型過程Xのウエイト付き２次変動Un =
∑n

j=1 c(Xtj−1
)(∆jX)2の

漸近展開を導出できる．
pn(z, x)を決めるランダムシンボルに関して詳細は省略する．

•伊藤積分の漸近展開は伊藤解析に閉じておらず，
σの表現にはC∞のMalliavin微分が現れる．

Zn = Mn
1 + rnNn, rn → 0, Fn : 参照変数

pn(z, x) = E

[
ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

]
+ rnE

[
σ(z, ∂z, ∂x)

∗
{
ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

}]



Quadratic form

• Quadratic form of Wiener process with strongly predictable
kernel

Mn
t = r−1

n

n∑
j=1

∑
α,β

Kα,β(tj−1)

∫ tj∧t

tj−1∧t

∫ s

tj−1

dwα
r dw

β
s

= r−1
n

n∑
j=1

K(tj−1)

[ ∫ tj∧t

tj−1∧t

∫ s

tj−1

dwr ⊗ dws

]
• For example. tj = j/n, rn = n−1/2.

• Fn: a reference variable, e.g.,

Fn = F∞ =

∫ 1

0

β(Xt)dt.



Quadratic form

• C∞ = C∞
1 = limn〈Mn〉1 is

C∞ =
1

2
Tr∗

∫ 1

0

K(t)⊗2dt

• Anticipative random symbol for quadratic form

σ(iu, iv) =
1

2
Tr∗

∫ 1

0

K(t)[iu] ⊗ σt,t(iu, iv) dt.

The random symbol σt,t,(iu, iv) is given by

σt,t(iu, iv) =
(
−

1

2
DtC∞[u⊗2] + iDtF∞[v]

)
⊗
(
−

1

2
DtC∞[u⊗2] + iDtF∞[v]

)
+
(
−

1

2
DtDtC∞[u⊗2] + iDtDtF∞[v]

)
.



Quadratic form

• Adaptive random symbol (every time):

σ(z, iu, iv) =
1

2
C̃∞(z)[(iu)⊗2] + Ñ∞(z)[iu] + F̃∞(z)[iv]

for u ∈ Rd and v ∈ Rd1.

• Full random symbol σ = σ + σ̄

• Asymptotic expansion formula:

pn(z, x) = E

[
ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

]
+rnE

[
σ(z, ∂z, ∂x)

∗
{
ϕ(z; 0, C∞)δx(F∞)

}]
with Watanabe’s delta functional.



Quadratic form

Theorem 1. (Perturbed quadratic form) Under certain non-degeneracy
conditions, for any positive numbers M and γ,

sup
f∈E(M,γ)

∣∣∣∣E[
f(Zn, Fn)

]
−

∫
Rd+d1

f(z, x)pn(z, x)dzdx

∣∣∣∣ = o(rn)

as n → ∞.

NB

Zn = Mn
1 + rnNn

Mn
t = r−1

n

n∑
j=1

K(tj−1)

[ ∫ tj∧t

tj−1∧t

∫ s

tj−1

dwr ⊗ dws

]
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混合正規極限をもつマルチンゲールの漸近展開の応用

•リアライズドボラティリティ (Y 2012, 2013)

• p-変動 (Podolskij and Y 2016)

•プレアベレージング推定量 (Podolskij, Velyev and Yoshida 2017)

•確率微分方程式に対するオイラー・丸山近似
(Podolskij, Velyev and Yoshida 2020)
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マルチンゲールの構造がなかったら

•ブラウン運動のanticipativeな汎関数
•非整数ブラウン運動(fractional Brownian motion)の汎関数



21

マルチンゲールの構造がなかったら

•ブラウン運動のanticipativeな汎関数
•非整数ブラウン運動(fractional Brownian motion)の汎関数
•マルチンゲール展開が適用できない
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マルチンゲールの構造がなかったら

•ブラウン運動のanticipativeな汎関数
•非整数ブラウン運動(fractional Brownian motion)の汎関数
•マルチンゲール展開が適用できない
• Skorohod積分として捉えることができる



Malliavin calculus: Calculus on the probability space

• H: a real separable Hilbert space

• (W(h))h∈H: an isonormal Gaussian process on a probability space (Ω,F , P ),

i.e., W(h) (h ∈ H) are centered Gaussian variables such that

E[W(h1)W(h2)] = 〈h1, h2〉H.

• DF : the Malliavin derivative of the functional F : Ω → R

– a derivative of F along H

• δ = D∗: the divergence operator: for u ∈ D(δ),

E[δ(u)F ] = E[〈u,DF 〉H] (F ∈ D1,2)

• e.g. In a finite-dimension,∫
F (x)δu(x)ϕ(x; 0, Ip)dx =

∫
〈DF (x), u(x)〉ϕ(x; 0, Ip)dx

for F ∈ C∞
↑ (Rp) and u = (ui)pi=1 ∈ C∞

↑ (Rp; Rp),

δu(x) = −div u(x) +
∑p

i=1 u
i(x)xi

⇔ Stein’s identity in decision theory

• Asymptotic expansion

– |E[eiuF ]|<∼(1 + |u|)−k ⇒ Regularity of the distribution of F

– Discovery of formulas



� �� �
Skorohod積分の漸近展開� �

� �
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Skorohod積分の漸近展開: 設定
• (Ω,F , P ): 確率空間，H: 可分ヒルベルト空間
• W = {W(h)}h∈H: H上の isonormal Gaussian process, F = σ[w];
i.e., Wは平均0の確率変数W(h) (h ∈ H) のなすガウス系で，
E[W(h)W(g)] = 〈h, g〉H (h, g ∈ H) を満たす．

• WによってMalliavin解析が構成される．
D, δ = D∗, L = −δD, Ds,p.

• un ∈ Dℓ+1,p(H ⊗ Rd), ℓ = 3, p = 5 at least

• Nn ∈ Dℓ,p(Rd), Xn ∈ Dℓ,p(Rd1)

• (rn)n∈N: n → ∞のとき0に収束する正数列� �
Zn = Mn + rnNn, Mn = δ(un) (d-dim)
Xn: 参照変数 (d1-dim)
⇒ 分布L{(Zn, Xn)}の漸近展開� �

• G∞ ∈ Dℓ,p(Rd ⊗ Rd), d× d 非負対称ランダム行列（Mnのランダムな
漸近分散に相当する）
– non-martingale ∩ non-ergodic
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Skorohod積分の漸近展開: ランダムシンボル
•ランダムシンボルSとは(iz, ix) のランダムな係数をもつ多項式:

S(iz, ix) =
∑
j

cj (iz)
mj(ix)nj, (z ∈ Rd, x ∈ Rd1) (multi-index)

マルチンゲール展開でのtangentとtorsionの代わりに，次のランダムシン
ボルを導入する．

• quasi-tangent (q-tangent):

qTan[(iz)⊗2] = r−1
n

(〈
DMn[iz], un[iz]

〉
H
−G∞[(iz)⊗2]

)
• quasi-torsion (q-torsion):

qTor[(iz)⊗3] = r−1
n

〈
D
〈
DMn[iz], un[iz]

〉
H
, un[iz]

〉
H

ブラケット [ ]は内積を表す．

Mn = δ(un) (d-dim)
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Skorohod積分の漸近展開: ランダムシンボルの近似
• Characteristic exponential

Ψ(z, x) = exp

(
2−1G∞[(iz)⊗2] +X∞[ix]

)
(z ∈ Rd, x ∈ Rd1)

Xn →p X∞.

• ランダムシンボルS(3,0), S
(2,0)
0 , S(1,1), S(1,0), S(0,1), S

(2,0)
1 , S

(1,1)
1 が存在して以

下の性質が成り立つと仮定する．
• quasi-torsion of Mn

1

3
E

[
Ψ(z, x)

〈
D
〈
DMn[iz], un[iz]

〉
H
, un[iz]

〉
H

ψn

]
= rnE

[
Ψ(z, x)S(3,0)(iz, ix)

]
+ o(rn).

ここで，ψn ∈ D2,p1はあるp1に対して‖1 − ψn‖2,p1 = o(rn)を満たす.

• quasi-tangent, for Gn[(iz)⊗2] =
〈
DMn[iz], un[iz]

〉
H
,

1

2
E

[
Ψ(z, x)

(
Gn[(iz)

⊗2] −G∞[(iz)⊗2]

)
ψn

]
= rnE

[
Ψ(z, x)S

(2,0)
0 (iz, ix)

]
+ o(rn),



• その他のランダムシンボルに対して：

E

[
Ψ(z, x)

〈
DX∞[ix], un[iz]

〉
H
ψn

]
= rnE

[
Ψ(z, x)S(1,1)(iz, ix)

]
+ o(rn),

rnE

[
Ψ(z, x)Nn[iz]ψn

]
= rnE

[
Ψ(z, x)S(1,0)(iz, ix)

]
+ o(rn),

rnE

[
Ψ(z, x)

◦
Xn [ix]ψn

]
= rnE

[
Ψ(z, x)S(0,1)(iz, ix)

]
+ o(rn)

ここで，Xn →p X∞,
◦
Xn= r−1

n (Xn −X∞).

rnE

[
Ψ(z, x)

〈
DNn[iz], un[iz]

〉
H
ψn

]
= rnE

[
Ψ(z, x)S

(2,0)
1 (iz, ix)

]
+ o(rn),

rnE

[
Ψ(z, x)

〈
D

◦
Xn [ix], un[iz]

〉
H
ψn

]
= rnE

[
Ψ(z, x)S

(1,1)
1 (iz, ix)

]
+ o(rn).
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Skorohod積分の漸近展開: フルランダムシンボル
• full random symbol S(iz, ix) を次のように定義する：

S(iz, ix) = S(3,0)(iz, ix) + S
(2,0)
0 (iz, ix)

+S(1,1)(iz, ix) + S(1,0)(iz, ix) + S(0,1)(iz, ix)

+S
(2,0)
1 (iz, ix) + S

(1,1)
1 (iz, ix).

• Sn := 1 + rnS.

• ϕ(z;µ,Σ): 平均ベクトルµ, 共分散行列Σの正規確率密度関数
• pn(z, x)を次のように定義する：

pn(z, x) = E

[
Sn(∂z, ∂x)

∗
{
ϕ(z; 0, G∞)δx(X∞)

}]
ここで，δx(X∞)は渡辺のデルタ関数，i.e., δxのX∞による引き戻し．

•補間法 (Nourdin, Nualart and Peccati AP2016)を２次の補間法に
拡張する
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Skorohod積分の漸近展開

定理 (Nualart and Y 2019) ある非退化性の条件のもとで，任意の正数
M ,γに対して, n → ∞のとき，

sup
f∈E(M,γ)

∣∣∣∣E[
f(Zn, Xn)

]
−

∫
Rď
f(z, x)pn(z, x)dzdx

∣∣∣∣ = o(rn).

• Zn = Mn + rnNn, Mn = δ(un)

• Xn: 参照変数
• Sn = 1 + rnS

pn(z, x) = E

[
Sn(∂z, ∂x)

∗
{
ϕ(z; 0, G∞)δx(X∞)

}]
• E(M,γ): |f(z, x)| ≤ M(1 + |z| + |x|)γ ((z, x) ∈ Rď) を満たす可
測関数f : Rď → R全体の集合.

• ď = d + d1
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例: 非整数ブラウン運動のランダムな係数をもつ２次変動

• B = (Bt)t∈[0,1]: 非整数ブラウン運動, Hurst係数H
•共分散関数

RH(t, s) = E[BsBt] =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
.

•２次変動

Zn = n2H−1
2

n∑
j=1

atj−1
((∆Bj,n)

2 − n−2H)

ここで
– tj = j/n

– aはなめらかな関数，at = a(Bt)

– ∆Bj,n = Bj/n −B(j−1)/n
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非整数ブラウン運動のランダムな係数をもつ２次変動

• Znの分解：

Zn = n2H−1
2

n∑
j=1

atj−1
((∆Bj,n)

2 − n−2H)

= δ(un) + rnNn =: Mn + rnNn, ここで

un(t) = n2H−1
2

n∑
j=1

atj−1
∆Bj,n1Ij(t),

rnNn = n2H−1
2

n∑
j=1

∆Bj,n〈Datj−1
, 1Ij〉H.

• H ∈ (1
2
, 3
4
)のときrn = n2H−3

2,

H ∈
(
1
4
, 1
2

)のときrn = n
1
2−2H.

•漸近展開: 可測関数fに対して，

E[f(Zn)] =

∫
f(z)pn(z)dz + o(rn) (n → ∞)
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非整数ブラウン運動のランダムな係数をもつ２次変動

• H > 1
2
の場合.

E[Ψ(z)S3(iz)]

= c4H(iz)5
∫
[0,1]3

E
[
Ψ(z)(a2)′(Bθ)a(Br)(a

2)′(Bt)
] ∂RH

∂r
(θ, r)

∂RH

∂r
(t, r)dtdθdr

+Hc2H(iz)3
∫
[0,1]2

E
[
Ψ(z)a′(Br)(a

2)′(Bt)
]
r2H−1∂RH

∂r
(t, r)dtdr

+c2H(iz)3
∫
[0,1]2

E
[
Ψ(z)a(Br)(a

2)′′(Bt)
] (∂RH

∂r
(t, r)

)2

dtdr.

• H < 1
2
の場合. S3(iz) = 0.

• 同様の議論でランダムシンボルSの表現を得ることができ，Znの漸近展開が導かれる．



� �� �
anticipativeなウエイトをもつp-変動の漸近展開� �

� �
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例. anticipativeなウエイトをもつ２次変動
簡単な例

• Zn =
√
n(Vn − V∞),

Vn =
n∑
j=1

a(w1−tj)
(
∆jw

)2
, tj = j/n, w : ブラウン運動

• Skorohod積分として扱う
• 漸近展開

E[f(Zn)] =

∫
f(z)pn(z)dz + o(n−1/2) (n → ∞)

ここでfは可測関数．密度pnはすこし複雑．
• pn(z) = E

[
Sn(∂z)

∗ϕ(z; 0, G∞)
]
, Sn = 1 + n−1/2S,

S(iz) = S(3,0)(iz) + S(1,0)(iz). E.g.

S(3,0)(iz) =
4

3

∫ 1

0

a3
1−tdt (iz)

3 + 2

∫
[0,1]2

a(3,0)(t, s, 2, 2)dsdt(iz)3

+

∫ 1

0

DtG∞

[ ∫ 1−t

0

a′
1−sa1−sds

]
a1−t dt (iz)

5
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anticipativeなウエイトをもつ２次変動

Histogram of Zn
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Figure 1: a(x) = cosx, n = 10



anticipativeなウエイトをもつ２次変動

Histogram of Zn
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Figure 2: a(x) =
√
0.01 + x2, n = 16



例．ロバストリアライズドボラティリティ

• stochastic differential equation{
dXt = σ(Xt)dwt + b(Xt)dt, t ∈ R+

X0 = x0,

for a Brownian motion w = (wt).

• The realized volatility Un =
∑n

j=1(∆jX)2 on the interval [0, 1], where

∆jX = Xtj −Xtj−1
with tj = j/n.

• It is well known that Un is sensitive to jumps.

• A robust variation of the realized volatility we will consider is

Vn =
n∑
j=1

Φ (Un, Ln,j) (∆jX)2,

where Φ ∈ C∞
p (R2), and the functional Ln,j is defined by



Ln,j = η−1
n,j

∑
k∈Kj

(∆kX)2

with ηn,j = #Kj/n, where

Kj = Kn,j =
{
k ∈ N; Kj ≤ k ≤ Kj

}
and

Kj =Kn,j = (j − bnλc + 1) ∨ 1, Kj =Kn,j = (j + bnλc − 1) ∧ n

for the locality parameter λ ∈ (0, 1).
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ブラウン運動のanticipativeなウエイトをもつ変動

•上の例Vn =
∑n

j=1 a(w1−tj)
(
∆jw

)2を一般化する．
• H = L2(R+), R+ = [0,∞)上のR-値関数のなすL2空間，

〈h1, h2〉 =

∫ ∞

0

h1(t)h2(t)dt (h1, h2 ∈ H)

• W = (W(h))h∈H: H上の isonormal Gaussian process

• wt := W(1[0,t]) (t ∈ R+)

•このとき，w = (wt)t∈R+は１次元標準ブラウン運動
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ブラウン運動のanticipativeなウエイトをもつ変動

• wt := W(1[0,t]) (t ∈ R+), ブラウン運動
• tj = tnj = j/n (j = 0, 1, ..., n),

1j := 1Ij, Ij = [tj−1, tj]

• Q: {2, 3, 4, ....}の有限部分集合, Q ∩ (Q + 1) = ∅
•変動

Vn =
∑
q∈Q

n2−1(q−1)
n∑
j=1

aj(q)Iq(1
⊗q
j ). (1)

ここで，ランダムなウエイトaj(q) = anj (q)はj ∈ Jn = {1, ..., n}と
n ∈ Nに依存する.

•ウエイトaj(q)はブラウニアンフィルトレーションに関して可予測とは
仮定していない．
– aj(q) = a(w1−j/n)

– aj(q) = Φ(global RV, local RV) (global filter)
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ブラウン運動のanticipativeなウエイトをもつ変動: Vnの分解

Zn : = Vn = Mn + n−1/2Nn (n ∈ N) (2)

ここで，
Mn = δ(un) =

∑
q∈Q

Mn(q), Mn(q) = δ(un(q)),

un(q) = n2−1(q−1)
n∑
j=1

aj(q)Iq−1(1
⊗(q−1)
j )1j,

Nn =
∑
q∈Q

nq/2
n∑
j=1

(D1jaj(q))Iq−1(1
⊗(q−1)
j ).

•簡単のため，参照変数としてnに依存しないXn = X∞を考える．
• aj(q)に関係する確率過程a(t, q)によって
G∞ =

∑
q∈Q q!

∫ 1

0 a(t, q)
2dt と表される．
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ブラウン運動のanticipativeなウエイトをもつ変動：漸近展開
定理　(Y 2023) 任意の(M,γ) ∈ (0,∞)2に対して，n → ∞のとき，

sup
f∈E(M,γ)

∣∣∣∣E[
f(Vn, X∞)

]
−

∫
R2
f(z, x)pn(z, x)dzdx

∣∣∣∣ = o(rn).

ここで密度pn(z, x)は，後述の(7)で与えられるランダムシンボルSに対
して(3)で定義される．

•ランダムシンボル
Sn = 1 + n−1/2S.

ここでランダムシンボルSは後述の(7)で定義される．
•漸近展開公式

pn(z, x) = E

[
Sn(∂z, ∂x)

∗
{
ϕ(z; 0, G∞)δx(X∞)

}]
. (3)

• E(M,γ): |f(z, x)| ≤ M(1 + |z| + |x|)γ ((z, x) ∈ R2) を満たす可
測関数f : R2 → R全体の集合．
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ブラウン運動のanticipativeなウエイトをもつ変動：ランダムシンボル
q̄(3) := q1 + q2 + q3,

S(3,0)(iz, ix) :=
1

3

∑
q1,q2,q3∈Q

1{q̄(3):even}(q1 + q2)(q1 − 1)c0.5q̄(3)−2(q1 − 2, q2 − 1, q3 − 1)

×
∫ 1

0

a(t, q1)a(t, q2)a(t, q3)dt (iz)
3

+
∑
q1∈Q

1{2∈Q}q1!

∫
[0,1]2

a(3,0)(t, s, q1, q1)dsdt (iz)
3

+
∑
q1∈Q

1{2∈Q}q1!

∫ 1

t=0

[(
2−1DtG∞(iz)5 +DtX∞(iz)3(ix)

)
×

∫ 1

0

◦
a(t, s, q1)a(s, q1)ds

]
a(t, 2)dt. (4)

ここで，
• (4)に現れる確率場a(3,0)(t, s, q1, q2),

◦
a(t, s, q1), a(s, q1) はaj(q)に関係している．

• cν(q1, q2, q3)は定数.
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ブラウン運動のanticipativeなウエイトをもつ変動：ランダムシンボル

S(1,1)(iz, ix) := 1{2∈Q}

{∫ 1

0

Ẍ∞(t)a(t, 2)dt(iz)(ix)

+

∫ 1

0

DtX∞ȧ(t, 2)dt(iz)(ix)

+
1

2

∫ 1

0

(DtG∞)(DtX∞)a(t, 2)dt(iz)3(ix)

+

∫ 1

0

(DtX∞)2a(t, 2)dt(iz)(ix)2
}
,

(5)

S(1,0)(iz) := 1{2∈Q}

{
1

2

∫ 1

0

(DtG∞)ȧ(t, 2)dt(iz)3

+

∫ 1

0

(DtX∞)ȧ(t, 2)dt(iz)(ix) +

∫ 1

0

ä(t, 2)dt(iz)

}
. (6)

さらに，
S(iz, i, x) = S(3,0)(iz, ix) + S(1,1)(iz, ix) + S(1,0)(iz, ix) (7)

とする．ここで，ランダムシンボルS(3,0)(iz, ix), S(1,1)(iz, ix), S(1,0)(iz, ix)はそれぞ
れ (4), (5), (6)で与えられている．
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証明の中で，多重ウイナー積分の多項式が現れる
第一射影においてDun(q2)Mn(q1) = 〈DMn(q1), un(q2)〉,

Dun(q2)Mn(q1) = Dun(q2)

(
n2−1(q1−1)

n∑
j=1

aj(q1)Iq1(1
⊗q1
j )

)

−Dun(q2)

(
n2−1(q1−1)

n∑
j=1

(D1jaj(q1))Iq1−1(1
⊗(q1−1)
j )

)
= I1 + I2 + I3 + I4, ここで

I1 = n2−1(q1+q2)−1
∑
j,k

q1aj(q1)ak(q2)〈1j, 1k〉Iq1−1(1
⊗(q1−1)
j )Iq2−1(1

⊗(q2−1)
k ),

I2 = n2−1(q1+q2)−1
∑
j,k

(D1kaj(q1))ak(q2)Iq1(1
⊗q1
j )Iq2−1(1

⊗(q2−1)
k ),

I3 = −n2−1(q1+q2)−1
∑
j,k

(q1 − 1)(D1jaj(q1))ak(q2)〈1j, 1k〉Iq1−2(1
⊗(q1−2)
j )Iq2−1(1

⊗(q2−1)
k ),

I4 = −n2−1(q1+q2)−1
∑
j,k

(D1kD1jaj(q1))ak(q2)Iq1−1(1
⊗(q1−1)
j )Iq2−1(1

⊗(q2−1)
k ).

quasi-torsionに対応する第二射影D2
un
Mnは ...... どの項が漸近展開式に残るか？
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汎関数の指数
•汎関数In

In = nα
n∑

j1,...,jm=1

An(j1, ..., jm)Iq1(f
(1)
j1

) · · · Iqm(f
(m)
jm

) (8)

ここでn ∈ N, α ∈ R, m ∈ N and (q1, ..., qm) ∈ Zm.

• f (i)
ji

= f
(i),n
ji

∈ H⊗̃qjが，supp(f
(i)
ji

) ⊂ I
qi
ji
, Ij = [tj−1, tj], さらに，

定数C1に対して
max
i=1,...,m

sup
n∈N

sup
ji=1,...,n

sup
t1,...,tqi∈[0,1]

|f (i)
ji

(t1, ..., tqi)| ≤ C1 (9)

を満たすとする．
•仮定
[S] An(j1, ..., jm) ∈ D∞ for all j1, ..., jm ∈ Jn, n ∈ N, and

C(i, p) := sup
n∈N

sup
j1,...,jm∈Jn

sup
t1,...,ti∈[0,1]

∥∥Di
t1,...,ti

An(j1, ..., jm)
∥∥
p
< ∞

(i ∈ Z+, p > 1), Jn = {1, ..., n}.
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汎関数の指数
• q̄(m) := q1 + · · · + qm.

• (q1, ..., qm) ∈ Zmに対して,

m1(q1, ..., qm) := #
{
m′ ∈ {1, ...,m}; qm′ > 0

}
•表現(8)をもつ汎関数Inの指数(exponent) e(In) を定義する：

e(In) = α−
1

2
q̄(m) +m−

1

2
m1(q1, ..., qm) − ∞1{min{q1,...,qm}<0}.

定理　 [S]を仮定する．このとき，
In = OL∞–(ne(In)) (n → ∞). (10)

In = nα
n∑

j1,...,jm=1

An(j1, ..., jm)Iq1(f
(1)
j1

) · · · Iqm(f
(m)
jm

)
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汎関数の指数
•次の形のInを考える：

In = nα
n∑

j1,...,jm=1

An(j1, ..., jm)Iq1(1
⊗q1
j1

) · · · Iqm(1
⊗qm
jm

) (11)

ここで，n ∈ N, α ∈ R, m ∈ N, (q1, ..., qm) ∈ Zm.

• aj(q) ∈ D∞ (j ∈ Jn, n ∈ N, q ∈ Q),

sup
n∈N

sup
j∈Jn

sup
t1,...,ti∈[0,1]

∥∥Dti · · ·Dt1aj(q)
∥∥
p
< ∞ (12)

(i ∈ Z+ = {0, 1, ...}, p > 1, q ∈ Q.) (aj(q)はnに依存している.)

•再掲

un(q) = n2−1(q−1)
n∑
j=1

aj(q)Iq−1(1
⊗(q−1)
j )1j. (13)

•上の定理を適用して，......
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作用素Dun(q)のもとでの指数の安定性と縮小性
命題　表現(11)をもつInに対して，
(i) (Dun(q)In)n∈N ∈ L,

e(Dun(q)In) ≤ e(In).

(ii)もしqm′ 6= qなるm′ ∈ {1, ...m}が存在すれば，

e(Dun(q)In) ≤ e(In) −
1

2
.

•同様に作用素Diのもとでの安定性が示される：
命題　表現(11)をもつInとi ∈ Z+に対して，∣∣DiIn

∣∣
H⊗i = OL∞–(ne(In)) (n → ∞).

•このようにして，ランダムシンボルに現れるさまざまな多重積分の多項
式のソボレフノルムのオーダーが評価できる．

In = nα
n∑

j1,...,jm=1

An(j1, ..., jm)Iq1(1
⊗q1
j1

) · · · Iqm(1
⊗qm
jm

)
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非整数拡散過程の 2 次変動の漸近展開

•非正数ブラウン運動で駆動される確率微分方程式の解Xを考える．H ∈
(1/2, 3/4)

• Skorohod積分に対する漸近展開を用いて，Xに対するリアライズドボ
ラティリティの誤差分布の漸近展開を導出できる．

•このとき，ランダムな係数を持つ，（ヒルベルト空間HをfBmに対応する
ものに設定したときの）多重Wiener積分と〈1j, 1k〉の複雑な多項式と
して表される汎関数に対するSobolevノルム評価および，射影とMalli-
avin微分の下でのオーダーの安定性と変化を捉える必要がある．

• weighted graphを用いて汎関数の指数(exponent)を定義し，それで
ノルムが評価できることを証明した．この道具を使って漸近展開を導出
した(Yamagishi and Y 2023, 2024).



� �� �
Wiener汎関数の一般展開定理� �

� �

エルゴード的統計（中心極限の場合）にWiener汎関数の
任意次の漸近展開が得られる．
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Wiener汎関数の高次展開

• FN =
(
F

(1)
N , . . . , F

(d)
N

)
, N ∈ N: 中心化されたd次元Wiener汎関数の列

• F = (F1, ..., Fd)のガンマファクター
Γ
(1)
i1

(F ) = Fi1, Γ
(p)
i1,...,ip

(F ) = 〈D(−L)−1Γ
(p−1)
i1,...,ip−1

(F ), DFip〉.

[B] 各 j ∈ {2, ..., p + 1}とIj ∈ Ijに対して, (k(Ij) ≥ 1のとき) k ∈ {1, ..., k(Ij)}に
対して, 実数 (c(Ij, k))k=1,...,k(Ij)と (γ(Ij, k))k=1,...,k(Ij)が存在して以下の条件が成り
立つ：
(i) 0 < γ(Ij, 1) < · · · < γ(Ij, k(Ij)) ≤ q (k(Ij) ≥ 1のとき).

(ii) I2 ∈ I2に対して,

E
[
Γ
(2sym)
I2

(FN)
]
− CI2 =

k(I2)∑
k=1

c(I2, k)N
−γ(I2,k) + o(N−q).

(iii) j ∈ {3, ..., p+ 1}とIj ∈ Ijに対して,

E
[
Γ
(j)
Ij

(FN)
]
=

k(Ij)∑
k=1

c(Ij, k)N
−γ(Ij,k) + o(N−q).

(iv) .....
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Wiener汎関数の高次展開

R-値密度関数 f̃N,p,k,qを次のように定める：
f̃N,p,k,q(x) = ϕ(x; 0, C)

+
k∑
j=1

p+1∑
m1=2

· · ·
p+1∑
mj=2

∑
I
(1)
m1∈Im1

· · ·
∑

I
(j)
mj

∈Imj

k(I
(1)
m1)∑

k1=1

· · ·
k(I

(j)
mj

)∑
kj=1

{
1

j!m1 · · ·mj

×c(I(1)m1
, k1) · · · c(I(j)mj

, kj)Hα(I
(1)
m1,...,I

(j)
mj

)
(x;C) ϕ(x; 0, C)

×1{γ(I(1)m1,k1)+···+γ(I(j)mj
,kj)≤q}N

−{γ(I(1)m1,k1)+···+γ(I(j)mj
,kj)}

}
. (14)

• 汎関数FNの高次漸近展開はガンマファクターE[Γ(p)(FN)]の展開係数で決定される.

定理　 (Tudor and Yoshida 2023) 任意のa, b > 0に対して，

sup
g∈E(a,b)

∣∣∣∣E[g(FN)
]
−

∫
Rd
g(x)f̃N,p,k,q(x)dx

∣∣∣∣ = o(N−q) (N → ∞). (15)

• 分布論的漸近展開であるが，機能的には，摂動論における渡辺理論(Watanabe 1987)

のスキームに近い．
– 分布の滑らかさに関する非退化性の問題は行列Cの非退化性が満たされれば十分．



45

非整数Ornstein-Uhlenbeck過程
•非整数Ornstein-Uhlenbeck過程 (fractional Ornstein-Uhlenbeck
process) {

dXt = −θXtdt+ σdBt, t ≥ 0,
X0 = x0,

(16)

– x0: 定数
– (Bt, t ≥ 0): 非正数ブラウン運動, H ∈ (1/2, 1).

– θ未知パラメータ，パラメータ空間ΘはRの有界開集合でΘ ⊂ (0,∞),

–H,σ: 既知
– (Xt)t∈[0,T ]: データ
– T → ∞

• Hu and Nualart (Stat Probab Lett 2010)

θ̃T =

(
1

σ2HΓ(2H)T

∫ T

0

X2
t dt

)− 1
2H

, (17)

•より一般に，θ̃Tに高次バイアス修正を施したものを θ̂Tとする．



The fractional Ornstein-Uhlenbeck process

• The second-order

q = q(H) =

{
1
2

(
H ∈

(
1
2
, 5
8

])
−4H + 3

(
H ∈

(
5
8
, 3
4

)) (18)

• Second-order bias correction

θ̂oT = θ̃T − T−1
2−qβ

(
θ̃T

)
,

where β = βH ∈ C∞
B (Θ), i.e., β is smooth on Θ and all its

derivatives are bounded on Θ, and q = q(H) is a number define
by (18).

• The value of θ̂oT can exceed the boundary of Θ , the estimator

θ̂T we will consider is more precisely defined as

θ̂T =

{
θ̂oT if θ̃T ∈ Θ and θ̂oT ∈ Θ,

θ∗ otherwise,
(19)

where θ∗ is a prescribed value in Θ. The choice of the value θ∗
will not affect asymptotically in any order of expansion.



The fractional Ornstein-Uhlenbeck process: strategy

• θ̂T admits a stochastic expansion:

T 1/2(θ̂T − θ) = ST + T−1/2κS2
T + T−q

dT + RT , (20)

• ST is define by

ST = UT + VT +WT , (21)

where

UT = I2(uT ), VT = I2(vT ) and WT = I1(wT ) (22)

for

uT (s, t) = KUT
−1/2e−θ|s−t|1[0,T ]2(s, t) with KU = −

θ2H

4H2Γ(2H)
,

vT (s, t) = KV T
−1/2e−θ(T−s)−θ(T−t)1[0,T ]2(s, t) with KV =

θ2H

4H2Γ(2H)
,

wT (t) = KWT
−1/2(e−θt − e−2θT+θt)1[0,T ](t) with KW = −

x0θ
2H

2σH2Γ(2H)
.

• dT = T−1
2+qG(θ)−1bT (θ) − β(θ).

• The expansion (20) is a perturbation of ST .



The fractional Ornstein-Uhlenbeck process: strategy

• Asymptotic expansion for ST

sup
g∈E(a,b)

∣∣∣∣E[g(ST ) −
∫

R
g(x)p∗H,T (x)dx

∣∣∣∣ = o(T−q(H)) (23)

as T → ∞.

• For this, find an expansion of the expected gamma factors E[Γ(m)(ST , ..., ST )].

• This is reduced to the expansion of E
[
Γ(m)(U

(1)
T , ..., U

(m)
T )

]
for U

(1)
T , ..., U

(m)
T ∈

{UT , VT ,WT}, e.g.,

E
[
Γ(2)(UT , UT )

]
= CU(2,H, θ) + C′′

U(2,H, θ)T
4H−3 + o(T 4H−3)

as T → ∞.

• Apply the perturbation method to obtain the asymptotic expansion of the

estimator:

sup
g∈E(a,b)

∣∣∣∣E[
g
(
T 1/2(θ̂T − θ)

)]
−

∫
R
g(x)pH,T (x)dx

∣∣∣∣ = o(T−q(H))

as T → ∞.

q = q(H) =

{
1
2

(
H ∈

(
1
2
, 5
8

])
−4H + 3

(
H ∈

(
5
8
, 3
4

))
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非整数Ornstein-Uhlenbeck過程
• 密度関数

pH,T (x) = ϕ(x; 0, c0)

(
1 + 1{H∈[58 ,

3
4)}

2−1c2H2(x; 0, c0)T
4H−3

+1{H∈(12 ,
5
8 ]}

3−1c3H3(x; 0, c0)T
−1

2

+c1H1(x; 0, c0)T
−q(H)

)
. (24)

ここで，c0, ..., c3はHとθに依存した定数.

q = q(H) =

{
1
2

(
H ∈

(
1
2
, 5
8

])
−4H + 3

(
H ∈

(
5
8
, 3
4

))
定理 (Tudor and Y arXiv2024)H ∈ (1/2, 3/4)とする. このとき，任意のa, b > 0

に対して，T → ∞のとき，

sup
g∈E(a,b)

∣∣∣∣E[
g
(
T 1/2(θ̂T − θ)

)]
−

∫
R
g(x)pH,T (x)dx

∣∣∣∣ = o(T−q(H)).

• a, b > 0に対して, E(a, b)は |g(x)| ≤ a(1 + |x|b) (∀x ∈ R) を満たす可測関
g : R → Rの全体の集合を表す.

• 漸近展開公式では，２次項（１次の漸近展開）において，長期記憶の効果がH = 5/8

以上で現れる．それより小さいHに対しては古典的なレートT−1/2になっている．



The fractional Ornstein-Uhlenbeck process

Table 1: Estimated exponents of T and [Rank]s
sequence\interval (1

2
, 5
8
) (5

8
, 7
12
) ( 7

12
, 2
3
) (2

3
, 3
4
)

0th-order term of E[Γ(2)(UT , UT )] 0 [1] 0 [1] 0 [1] 0 [1]
1st-order term of E[Γ(2)(UT , UT )] 4H − 3 [3] 4H − 3 [2] 4H − 3 [2] 4H − 3 [2]
E[Γ(3)(ST , ST , ST )] −1

2
[2] −1

2
[3] −1

2
[3] 3

2
(4H − 3) [3]

E[Γ̃(3)(UT , UT , UT )] -1 −1 3
2
(4H − 3) 3

2
(4H − 3)

E[Γ̃(3)(UT , UT , VT )] -1 −1 3
2
(4H − 3) 3

2
(4H − 3)

E[Γ̃(3)(U ′
T , U

′′
T ,WT )] -1 −1 −1 −1
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Figure 3: N(0, c0) and p0.55,50
D

en
si

ty

−5 0 5 10

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

−5 0 5 10

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

−5 0 5 10

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

H= 0.55 , T= 100

scaled error

normal

p

Figure 4: N(0, c0) and p0.55,100



シミュレーション H = 5/8 = 0.625
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Figure 5: N(0, c0) and p0.625,50
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Figure 6: N(0, c0) and p0.625,100
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シミュレーション: H = 0.70
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Figure 7: N(0, c0) and p0.7,100
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Figure 8: N(0, c0) and p0.7,400

• H = 3/4においては極限は正規分布であるが，収束率はT 1/2/
√
log T

であり，Hが3/4を超えると収束率T 2−2HのRosenblatt分布が現れる
ことが知られている．

•図7と図8において，Tが比較的大きいにもかかわらずT 1/2の収束率の
中心極限定理による正規近似はあまり機能していなが，漸近展開はその
近似を改善しようとしていることがわかる．
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Wiener汎関数の一般展開定理の応用

• Hurst係数の推定 (Mishura, Yamagishi and Y 2023)

•混合非整数ブラウン運動の2次変動 (Tudor and Y 2020)

•確率偏微分方程式 (Tudor and Y 2023)

•非整数Ornstein-Uhlenbeck 過程 (Tudor and Y arXiv2024)



� �� �
擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)� �

� �
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例．ボラティリティのパラメトリック推定量の漸近展開
• パラメトリックモデル

Yt = Y0 +

∫ t

0

b(Xt)dt+

∫ t

0

σ(Xs, θ)dws (t ∈ [0, T ]), E.g. X = Y.

• データ (Xtj, Ytj), tj = jT/n (j = 0, 1, ..., n)，T は固定 (finite time-horizon)

• 擬似対数尤度関数 (quasi-log likelihood function)

Hn(θ) = −
1

2

n∑
j=1

{
log detStj−1

(θ) + h−1Stj−1
(θ)−1[(∆jY )⊗2]

}
, St(θ) = σ(Xt, θ)

⊗2

• 擬似最尤推定量 (QMLE) θ̂Mn と擬似ベイズ推定量 (QBE) θ̂Bn の
スケールされた誤差 ûA

n = n1/2(θ̂An − θ∗) (A ∈ {M,B})

• Γ∗ : Rd1 → Rp ⊗ Rpと汎関数F =
∫ T
0 β(Xt)dt (あるβ ∈ C∞

p (Rd; Rd1)) に対して
Γ = Γ∗(F )であるとする.

定理　A ∈ {M,B}に対して, 関数pAn(z, x)が存在して，任意の正数M , γに対して，
n → ∞のとき，

sup
f∈Ep+d1

(M,γ)

∣∣∣∣E[
f(ûA

n, F )
]
−

∫
Rp×Rd1

f
(
Γ∗(x)

−1z, x
)
pAn(z, x)dzdx

∣∣∣∣ = o(n−1/2).

マルチンゲール展開あるいはSkorohod積分展開による．その際，....
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例．ボラティリティのパラメトリック推定量の漸近展開

• QMLE θ̂Mn and QBE θ̂Bn , The error ûA
n = n1/2(θ̂An − θ∗) for A ∈ {M,B}

• 漸近展開の導出には，Lp評価
sup
n∈N

∥∥ûA
n

∥∥
p
< ∞ (p > 1) (25)

が必須．
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例．ボラティリティのパラメトリック推定量の漸近展開

• QMLE θ̂Mn and QBE θ̂Bn , The error ûA
n = n1/2(θ̂An − θ∗) for A ∈ {M,B}

• 漸近展開の導出には，Lp評価
sup
n∈N

∥∥ûA
n

∥∥
p
< ∞ (p > 1) (26)

が必須．
• 漸近有効性の理論．漸近ミニマックスリスクバウンド(Hájek bound)を達成する推定
量 θ̂Tが漸近有効である：

lim
δ↓0

lim sup
T→∞

sup
θ:|θ−θ∗|<δ

Eθ
[
|
√
T (θ̂T − θ)|p] = E[|û|p].

• 情報量規準．赤池の修正項を導出するためには，ûT →d û ∼ Np(0, I(θ
∗)−1)のみな

らず，期待値の収束
E
[
û′⋆
T I(θ

∗)ûT
]
→ E

[
û⋆I(θ∗)û

]
=パラメータ数

を示す必要がある．
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例．ボラティリティのパラメトリック推定量の漸近展開
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n = n1/2(θ̂An − θ∗) for A ∈ {M,B}

• 漸近展開の導出には，Lp評価
sup
n∈N

∥∥ûA
n

∥∥
p
< ∞ (p > 1) (27)

が必須．
• 漸近有効性の理論．漸近ミニマックスリスクバウンド(Hájek bound)を達成する推定
量 θ̂Tが漸近有効である：

lim
δ↓0

lim sup
T→∞

sup
θ:|θ−θ∗|<δ

Eθ
[
|
√
T (θ̂T − θ)|p] = E[|û|p].

• 情報量規準．赤池の修正項を導出するためには，ûT →d û ∼ Np(0, I(θ
∗)−1)のみな

らず，期待値の収束
E
[
û′⋆
T I(θ

∗)ûT
]
→ E

[
û⋆I(θ∗)û

]
=パラメータ数

を示す必要がある．
• 漸近決定理論における Ibragimov-Khasminskii-Kutoyantsのプログラム
+多項式型大偏差評価（擬似尤度解析）
⇒ 誤差のLp評価 (27)
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擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)

• (Ω,F , P ): 確率空間，Θ: Rpの有界開集合
• HT : Ω×Θ → R: 確率場，すなわちF ×B(Θ)に関して可測な関数であるとする．た
とえば尤度解析においてはHTは対数尤度関数である．

• T: sup T = ∞なるR+ = [0,∞)の部分集合
• 確率場HT はΘ上連続でありC2-級，すなわち，各ω ∈ Ωに対して，関数Θ 3 θ 7→

HT (θ) ∈ RがC2-級であり，HTは連続的に∂Θに拡張されていると仮定する．
• 等式

HT (θ̂
M
T ) = max

θ∈Θ
HT (θ). (28)

を満たす任意の可測写像θ̂MT : Ω → ΘをHTに対する擬似最尤推定量(quasi-maximum

likelihood estimator, QMLE)と呼ぶ．スケールされたQMLEの誤差を ûMT =

a−1
T

(
θ̂MT − θ∗

)で表す．
• ランダムベクトル

θ̂BT =

(∫
Θ

exp
(
HT (θ)

)
ϖ(θ)dθ

)−1 ∫
Θ

θ exp
(
HT (θ)

)
ϖ(θ)dθ (29)

を事前密度関数ϖに対する擬似ベイズ推定量(quasi-Bayesian estimator, QBE)と
呼ぶ．ûBT = a−1

T

(
θ̂BT − θ∗

)と表す．
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擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)

• θ∗ ∈ Θ，
• aT ∈ GL(Rp): |aT | → 0 (n → ∞) なるスケーリングマトリックス，

∆T = ∂θHT (θ
∗)aT , ΓT (θ) = − a⋆T∂

2
θHT (θ)aT (30)

• UT = {u ∈ Rp; θ∗ + aTu ∈ Θ}

• VT (r) = {u ∈ UT ; |u| ≥ r}, r > 0

• 確率場ZT : Ω × UT → Rを
ZT (u) = exp

(
HT (θ

∗ + aTu) − HT (θ
∗)
)

(u ∈ UT )

で定める．
• Γ: p × p対称ランダム行列
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擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)

• θ∗ ∈ Θ

• aT ∈ GL(Rp): |aT | → 0 (n → ∞) なるスケーリングマトリックス，
∆T = ∂θHT (θ

∗)aT , ΓT (θ) = − a⋆T∂
2
θHT (θ)aT (31)

• UT = {u ∈ Rp; θ∗ + aTu ∈ Θ}

• VT (r) = {u ∈ UT ; |u| ≥ r}, r > 0

• 確率場ZT : Ω × UT → Rを次のように定める：
ZT (u) = exp

(
HT (θ

∗ + aTu) − HT (θ
∗)
)

(u ∈ UT )

• Γ: p × p対称ランダム行列
• 擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis, QLA)はZTの大偏差評価を，それが由
来する確率過程の統計モデルの個別の構造によらず，一般的に証明した.

定理　(Y 2011, 2024) Lを正数とする．このとき，ある仮定のもとで, 定数CLが存在し
て，不等式

P

[
sup

u∈VT (r)
ZT (u) ≥ exp

(
− 2−1r2−(ρ1∨ρ2)

)]
≤

CL

rL
(r > 0, T ∈ T)

が成り立つ．ここで，sup ∅ = −∞と読む．
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擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)

• 多項式型大偏差不等式 (polynomial type large deviation (PLD) inequality)

P

[
sup

u∈VT (r)
ZT (u) ≥ exp

(
− 2−1r2−(ρ1∨ρ2)

)]
≤

CL

rL
(r > 0, T ∈ T) (32)

– 確率場ZTに対する大偏差評価はZTの裾 (|u| → ∞)の軽さを評価するものである
が，これは統計的確率場のuつまり統計的パラメータに関する大偏差であって，確
率論で通常いうところの大偏差とは異なる．

– 基本統計量の積率母関数がクローズドフォームをもち，統計的パラメータの影響が
見える形になるときは大偏差評価が可能になるが，そのような状況は限定的である．

– 現代の確率過程の統計学は非線形，非定常，非エルゴード，離散非同期観測といっ
た複雑なモデルを扱うため，大偏差評価は容易でなく，理論のボトルネックになっ
ていた．

– 多項式型大偏差不等式 ⇒

sup
T≥T0

P
[
|ûA
T | ≥ r

]
≤ CLr

−L (r > 0) (A = M,B).
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擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)

• 多項式型大偏差不等式 (polynomial type large deviation (PLD) inequality)

P

[
sup

u∈VT (r)
ZT (u) ≥ exp

(
− 2−1r2−(ρ1∨ρ2)

)]
≤

CL

rL
(r > 0, T ∈ T) (33)

– 確率場ZTに対する大偏差評価はZTの裾 (|u| → ∞)の軽さを評価するものである
が，これは統計的確率場のuつまり統計的パラメータに関する大偏差であって，確
率論で通常いうところの大偏差とは異なる．

– 基本統計量の積率母関数がクローズドフォームをもち，統計的パラメータの影響が
見える形になるときは大偏差評価が可能になるが，そのような状況は限定的である．

– 現代の確率過程の統計学は非線形，非定常，非エルゴード，離散非同期観測といっ
た複雑なモデルを扱うため，大偏差評価は容易でなく，理論のボトルネックになっ
ていた．

– 多項式型大偏差不等式 ⇒

sup
T≥T0

P
[
|ûA
T | ≥ r

]
≤ CLr

−L (r > 0) (A = M,B).

• 問題は，定理の“仮定”がどのくらい緩い条件であるかである．
• 擬似尤度解析は，この“仮定”を，確率論的に扱いやすい加法的汎関数とその検証が容
易なLp評価に帰着している．Y (2024) で与えた簡単な十分条件を挙げる:
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擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)

• YT (θ) := 1
bT

{
HT (θ) − HT (θ∗)

}
(θ ∈ Θ, T ∈ T), Y : Ω × Θ → Rとする．

[T1] (i) (0,∞)-値確率変数χ0が存在して，以下の条件が成り立つ：
(i-1) Y(θ) = Y(θ) − Y(θ∗) ≤ − χ0

∣∣θ − θ∗
∣∣2 (θ ∈ Θ).

(i-2) 任意のL > 0に対して定数Cが存在して，

P
[
χ0 ≤ r−1

]
≤

C

rL
(r > 0).

(ii) 任意のL > 0に対して定数Cが存在して，

P
[
λmin(Γ) < r−1

]
≤
C

rL
(r > 0)

[T2] 正数ϵ1, ϵ2が存在して，任意のp > 1に対して以下の条件が満たされる:

(i) supT∈T

∥∥|∆T |
∥∥
p
< ∞.

(ii) sup
T∈T

∥∥∥∥ sup
θ∈Θ

bT
ϵ1
∣∣YT (θ) − Y(θ)

∣∣∥∥∥∥
p

< ∞.

(iii) sup
T∈T

∥∥∥∥ sup
u∈δ−1(Θ−θ∗), |u|≤1

∣∣ΓT (θ∗ + δu) − ΓT (θ
∗)
∣∣∥∥∥∥
p

= O(δ) (δ ↓ 0).

(iv) sup
T∈T

∥∥bTϵ2∣∣ΓT (θ∗) − Γ
∣∣∥∥
p
< ∞.



擬似尤度解析 (Quasi-Likelihood Analysis)

• 条件 [T1]は統計的確率場HTに対する識別可能条件である．[T1] (ii)は多くの場合に
[T1] (i) から導ける．

• 非エルゴード統計においてχ0はランダムになる．その場合でも [T1]は検証可能であ
る．たとえば，有限時間高頻度観測に基づく確率微分方程式の拡散パラメータ推定に
対してUchida-Yoshida (SPA2013) は [T1]を証明している．

• エルゴード的な場合，χ0は定数になり，[T1]はほぼ自明な条件になる．
• 条件 [T2]は通常加法的汎関数のLp評価に帰着され，それは個々の確率過程に対して
確立しているため，[T2]の検証が可能である．

• [T2] (i)には，マルチンゲールに対するBurkholder-Davis-Gundy不等式や，ミキシ
ング過程に対するRothenthal型不等式などが使える．[T2] (iv)も同様である．[T2]

(ii), (iii)はパラメータに関する supを含むが，これはSobolevの不等式やGarsia-

Rodemich-Rumsey不等式，Kolmogorovの tightness判定条件のための不等式な
どによって検証できる．
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擬似尤度解析: 統計量の漸近挙動
• Gをσ[Γ] ⊂ G ⊂ Fなるσ-加法族とする．
•収束

∆T →ds(G) ∆ (T → ∞) (34)

を仮定する．すなわち，任意のG-可測確率変数Φに対して，(∆T ,Φ) →d

(∆,Φ) (T → ∞) である．
定理 (Y 2024) 条件 [T1]と [T2]，および収束(34)を仮定する．このとき，
(a) A ∈ {M,B}に対して,

ûA
T − Γ−1∆T →p 0 (T → ∞). (35)

(b)任意のA ∈ {M,B}, f ∈ Cp(Rp), Φ ∈ ∪p>1L
p(Ω,G, P )に対して,

E
[
f(ûA

T )Φ
]
→ E

[
f(û)Φ

]
(T → ∞). (36)

ここで û = Γ−1∆である．
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擬似尤度解析を利用した研究

• エルゴード的統計では，
1. 離散観測されたエルゴード的拡散過程 (Yoshida (AISM2011))

2. 離散観測されたエルゴード的拡散過程に対する適応的推定アルゴリズム (Uchida

and Yoshida (SPA2012))

3. 適応的ベイズ型推定 (Uchida and Yoshida (SISP2014))

4. 離散観測されたエルゴード的Ornstein-Uhlenbeck過程の近似的自己重み調整 LAD

推定 (Masuda (EJS2010))

5. Lévy 過程のパラメトリック推定 (Masuda (LNM2015))

6. Lévy過程で駆動されるエルゴード的SDEに対するガウス型擬似尤度 (Masuda

(AS2013))

7. リミットオーダーブックのモデリングのためのエルゴード的点過程 (Clinet and

Yoshida (SPA2017))

8. 偏擬似尤度解析 (Yoshida (JJSDS2018))

• その普遍性によって，QLAは非エルゴード的統計にも適用できる：
9. 有限時間高頻度観測でのボラティリティパラメータの推定 (Uchida and Yoshida

(SPA2013))

10. 非同期観測によるボラティリティパラメータの推定 (Ogihara and Yoshida (SPA2014))

11. 非エルゴード的点過程回帰モデル (Ogihara and Yoshida (arXiv2015))
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擬似尤度解析を利用した研究
• そのユニバーサルデザインによって，QLAは複雑なアルゴリズムの解析に利用できる：
12. ハイブリッド-マルチステップ推定量 (Kamatani and Uchida (SISP2014))

13. 離散サンプリングでの摂動拡散モデルのベイズおよびハイブリッド推定 (Nomura

and Uchida (2016))

14. 退化拡散過程に対するQLA (Gloter and Yoshida arXiv2024)

• 情報量規準，スパース推定と正則化法はQLAの枠組みで理解することができる：
15. 拡散過程に対するコントララスト関数に基づく情報量規準 (Uchida (AISM2010))

16. 非凸罰則付き尤度法に対するAIC (Umezu et al. (AISM2019))

17. LAQモデルに対するSchwarz型モデル比較とQBIC (Eguchi and Masuda (Bernoulli2018))

18. 線形回帰モデルに対する正則化最小２乗推定におけるモーメント収束 (Shimizu

(AISM2017a))

19. 多重および混合収束率での正則化推定量の積率収束
20. 正則化法と多項式型大偏差不等式 (Kinoshita and Yoshida (arXiv2019)) と関
連するSuzuki and Yoshida (JJSDS2020)

• ジャンプフィルター：
21. ジャンプ拡散過程のQLA (Ogihara and Yoshida (SISP2011))

22. 小さなノイズのある確率過程に対する閾値法 (Shimizu (SJS2017b))

23. 大域的ジャンプフィルター (Inatsugu and Yoshida (AISM2021)).



� �� �
擬似尤度解析の深化：非正則モデル� �

� �
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例．GABモデル
•識別可能性がないモデルの例
•確率基底(Ω,F , F, P ), F = (Ft)t∈R+

• 1次元計数過程(Nt)t∈R+ NtのF-強度過程が

λt(g, α, β) = g +
a∑
j=1

αje
βjX

j
t (37)

• g ∈ [0,Mg], α = (α1, ..., αa) ∈ [0,Mα]
a, β = (β1, ..., βa) ∈

[−Lβ,Mβ]
aは未知パラメータ

• {Xj
t }t∈R+ (j = 1, ..., a) はR-値 F-可予測過程．エルゴード的.

• Mg, Mα > 0, Lβ,Mβ ≥ 0 は既知の定数でMβ + Lβ > 0とする.

• {1, ..., a}の部分集合Aがあって，真の強度過程がある
g∗ ∈ (0,Mg), α∗

i ∈ (0,Mα), β∗
i ∈ (−Lβ,Mβ) \ {0} (i ∈ A)

に対してλ∗
t = g∗ +

∑
i∈Aα

∗
ie
β∗iX

i
t (t ≥ 0) と表されるとする．

• A 6= {1, ..., a}のときはこのモデルは識別可能ではない．
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例．GABモデル
•推定関数

ΨT (g, α, β) =

∫ T

0

log λt(g, α, β)dNt −
∫ T

0

λt(g, α, β)dt− κgT
r
2|g|q

−καT
r
2

a∑
j=1

|αj|q(
g ∈ [0,Mg], α ∈ [0,Mα]

a, β ∈ [−Lβ,Mβ]
a
)

• κg, κα, r, q ≥ 0はチューニングパラメータ, 0 < q < r ≤ 1

• (ĝT , α̂T , β̂T ) = (ĝT , α̂1,T , ..., α̂a,T , β̂1,T , ..., β̂a,T )を ΨTを [0,Mg] ×
[0,Mα]

a × [−Lβ,Mβ]
a上で最大にする確率変数 (PQMLE)であると

する．
•条件の詳細はここでは省略するが，κg < καなどの条件を仮定する．
Ac = {1, ..., a} \ Aとする．
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例．GABモデル
定理 (Junichiro Yoshida and Y 2024)

T
1
2

(
ĝT − g∗,

(
β̂i,T − β∗

i

)
i∈A ,

(
α̂i,T − α∗

i

)
i∈A

)
d→ Γ

−1
∆

†
, (38)

T
r
2q
(
α̂k,T

)
k∈Ac

P→ 0. (39)

(39)はより詳しくは, lim
T→∞

P
[
α̂k,T = 0 (k ∈ Ac), α̂i,T 6= 0 (i ∈

A)
]
= 1である.
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非正則モデルへの擬似尤度解析の一般化

•非正則モデル
–境界真値問題

ネットワーク推定
–識別可能性がないモデル

混合モデル，ニューラルネット・ディープラーニング
•正則化法を取り込んだ擬似尤度解析
(Junichiro Yoshida and Y 2024, 2024)

–スパース推定+擬似尤度解析⇒確率過程のスパース推定論
–真値集合の合理的な点（the most parsimonious value)への収束
によって一致性が回復

–正確な誤差評価を伴う統計的予測
–ニューラルネット・ディープラーニングによる予測の（収束率だけで
ない）誤差評価と，方法の低次元統計学的理解
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