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Melvin Hochster, Rings of invariants of tori,
Cohen–Macaulay rings generated by monomi-
als, and polytopes, Annals of Mathematics
96 (1972), 318–337.



　　　　　§１. 格子点の数え上げ§１. 格子点の数え上げ§１. 格子点の数え上げ

　　　　　§２. Castelnuovo多面体§２. Castelnuovo多面体§２. Castelnuovo多面体

　　　　　§３. 正規多面体§３. 正規多面体§３. 正規多面体



　　　　　　§１. 格子点の数え上げ§１. 格子点の数え上げ§１. 格子点の数え上げ

　　　　　　　Ehrhartの定理(1962)

　　　　　　　回文定理(1990)

　　　　　　　下限定理(1994)

●点 (a1, . . . , ad) ∈ ZdをRdの格子点格子点格子点と呼ぶ。

●次元 dの凸多面体凸多面体凸多面体P ⊂ Rdは、そのすべての頂点

　が格子点であるとき、格子多面体格子多面体格子多面体と呼ばれる。



●次元dの格子多面体P ⊂ Rdのふくらましふくらましふくらましとは

　　　　nP = {nα : α ∈ P}, n = 1,2, . . .

　のことである。

　　定義定義定義（数え上げ函数）

　　　　i(P, n) = #(nP ∩ Zd)

　　　　i∗(P, n) = #((n(P \ ∂P)) ∩ Zd)

　　　　　　但し、P \ ∂P はP の内部内部内部である。



　　例例例　xyz空間の格子四面体Qmの頂点を

　　　　(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,m)

　　　とする。但し、m ≥ 1は整数である∗。

　　i(Qm, n) =
m

6
n3 + n2 +

12−m

6
n+1

　　i∗(Qm, n) =
m

6
n3 − n2 +

12−m

6
n− 1

　　　　　　　　　　　
∗ 一般に、i(Qm, q)の係数は負になることもある。δ(Qm) = (1,0,m− 1,0)



定理(Ehrhart (1962))定理(Ehrhart (1962))定理(Ehrhart (1962))

　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdの数え上げ函数

　　　　i(P, n) = #(nP ∩ Zd)

　は nに関する次数 dの多項式である。

　　●その定数項は1である。

　　●更に、エルハート相互法則エルハート相互法則エルハート相互法則

　i∗(P, n) = (−1)d i(P,−n), n = 1,2,3, . . .

　　　が成立する∗。■

多項式 i(P, n)の nd係数は P の体積 V (P)である。多項式 i(P, n)の nd係数は P の体積 V (P)である。多項式 i(P, n)の nd係数は P の体積 V (P)である。
∗ i(P,−q)は、数え上げの解釈はせず、単に、i(P, q)のnを−qに置き換えたものである。



多項式 i(P, n)をP のエルハート多項式エルハート多項式エルハート多項式と呼ぶ。

　　　系（ピックの公式の一般化）系（ピックの公式の一般化）系（ピックの公式の一般化）

　　　　体積 V (P)は
　　i(P,1), i(P,2), . . . , i(P, d− 1)

　　i∗(P,1), i∗(P,2), . . . , i∗(P, d− 1)

　　　　から決定する。

　　　　　　　　　　　　　　　　



　数列 (1, i(P,1), i(P,2), . . .) の母函数母函数母函数を

(1− λ)d+1
1+

∞∑
n=1

i(P, n)λn
 = ∞∑

n=0
δnλ

n

　とすると、δn = 0, ∀n > dである。数列

　　　　　δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)

　を、P の δ列δ列δ列と呼ぶ。すると∗

　　δ0 = 1, δ1 = i(P,1)−(d+1), δd = i∗(P,1)

V (P) =
1

d!
(δ0 + δ1 + · · ·+ δd)

∗ 相互法則から δd = i∗(P,1)が従う。なお、i(P, n)のnd係数は V (P)の右辺である。



● Betke–McMullen (1985), Stanley (1982)

　　　　　δi ≥ 0 (0 ≤ i ≤ d )



　対称 δ列対称 δ列対称 δ列　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdの δ列

　　　　　δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)

　　が 対称対称対称であるとは

　　　　　δi = δd−i, 0 ≤ i ≤ d,

　　なるときにいう。

　　　対称ならば、δd = i∗(P,1) = δ0 = 1となる

　　　から、P の内部に属する格子点は唯一つである。
　　　それゆえ、対称 δ列を考えるときは、P を
　　　整数ベクトルで平行移動し、原点がP の内部
　　　に属すると仮定する。



定理(回文定理(1990))定理(回文定理(1990))定理(回文定理(1990))∗

　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdが原点を内部に含む

　とき、δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)が対称となるため

　の必要十分条件は、P の双対多面体双対多面体双対多面体

P∨ = {x ∈ Rd : ⟨x, y⟩ ≤ 1, ∀y ∈ P} ⊂ Rd

　が格子多面体となることである†。

∗ Discrete Math. 83
† ⟨x,y⟩はRdの通常の内積である。



　　　定義定義定義 (Victor Batyrev (1994))　
　　　　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdが
　　　　　●原点を内部に含み、
　　　　　●双対多面体P∨が格子多面体
　　　　のとき反射的多面体反射的多面体反射的多面体と呼ばれる。

　例例例　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdが
　　　 ●原点を内部に含み、
　　　 ●頂点を列ベクトルとする行列が完全単模

ならば、P は反射的多面体である。　



　

 HHQcH SURYLQJ TKHRUHP 1 IRU 91 LV WKH VaPH aV SURYLQJ LW IRU G. II ZH NQHZ WKaW
 WKHUH ZHUH RQO\ ILQLWHO\ PaQ\ HTXLYaOHQcH cOaVVHV RI OHJaO SRO\JRQV, aQG LI ZH cRXOG
 ILQG a OLVW RI OHJaO SRO\JRQV UHSUHVHQWLQJ WKHVH cOaVVHV, WKHQ ZH cRXOG SURYH
 TKHRUHP 1 b\ cKHcNLQJ WKH SRO\JRQV RQ WKLV OLVW.

 TKH GHVLUHG ILQLWHQHVV GRHV KROG, aQG LQ IacW, PXcK PRUH LV WUXH. FRU G ? 2, a
 cRQYH[ OaWWLcH SRO\WRSH LQ R G LV WKH cRQYH[ KXOO 91 RI a ILQLWH VHW RI SRLQWV ZLWK
 LQWHJHU cRRUGLQaWHV, VXcK WKaW WKH SRLQWV aUH QRW aOO cRQWaLQHG LQ a K\SHUSOaQH; WKLV
 HQVXUHV WKaW 91 LV G-GLPHQVLRQaO. HHQVOH\ [7] bRXQGHG WKH YROXPH aQG WKH QXPbHU
 RI bRXQGaU\ OaWWLcH SRLQWV LQ WHUPV RI G aQG WKH QXPbHU N RI LQWHULRU OaWWLcH SRLQWV
 ZKHQ N ? 1; WKLV UHVXOW IRU G = 2 ZaV SURYHG HaUOLHU b\ ScRWW [14], aQG HHQVOH\'V
 bRXQGV KaYH bHHQ LPSURYHG LQ [11]. TKHVH UHVXOWV HaVLO\ LPSO\ WKH IROORZLQJ:

 TKHRUHP 2. FL[ LQWHJHUV G ? 2 aQG N ? 1. US WR WKH acWLRQ RI GLG(Z) aQG WUaQVOa-
 WLRQ b\ OaWWLcH SRLQWV, WKHUH aUH RQO\ ILQLWHO\ PaQ\ cRQYH[ OaWWLcH SRO\WRSHV LQ R' KaYLQJ
 H[acWO\ N LQWHULRU OaWWLcH SRLQWV.

 RHPaUN. TKHRUHP 2 ZRXOG bH IaOVH LI ZH aOORZHG N = 0.

 IQ WKH caVH RI LQWHUHVW (G = 2 aQG N = 1), WKHUH aUH H[acWO\ 16 HTXLYaOHQcH
 cOaVVHV. PRO\JRQV UHSUHVHQWLQJ WKHVH HTXLYaOHQcH cOaVVHV aUH OLVWHG LQ FLJXUH 2. WH
 OHaYH LW WR WKH UHaGHU WR SaLU WKHP ZLWK WKHLU GXaOV (XS WR HTXLYaOHQcH), aQG WR
 YHULI\ WKaW TKHRUHP 1 KROGV. SRPH SRO\JRQV aUH VHOI-GXaO.

 4?aaaaaa. A Q K.. ........

 L]K .. . ... A?.......]!J ...

 ........... .......... L 6I.........

 ......... ... ....... I L .......
 FLJXH 2 TK 16HTXLaOHcH.OaVHV.R.OHaO.RO\RQV

 WKH WKHUaUH 1, S +.P.. P2.P3 ......S..
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予想(1992)予想(1992)予想(1992)

　次元 dの反射的多面体P ⊂ Rdの

　　δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)

　はunimodalである。すなわち

　　δ0 ≤ δ1 ≤ · · · ≤ δ[d/2]

　である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　



定理(下限定理(1994))定理(下限定理(1994))定理(下限定理(1994))∗

　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdの内部に格子点

　が属する（すなわち、δd = i∗(P,1) > 0）

　ならば、δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)は、不等式

　　　　　　δ1 ≤ δi 2 ≤ i ≤ d− 1

　を満たす。

∗ Advances Math. 105



体積の下限体積の下限体積の下限　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdの境界に属

する格子点の個数を b(P)とし、内部に属する格子点の

個数をc(P) > 0とすると、δ列の下限定理から、P の
体積 V (P)の下限が導かれる。

V (P) = (δ0 + δ1 + δ2 + · · ·+ δd−1 + δd)/d!

　　　≥ (1 + (d− 1) δ1+ δd)/d!

= (1+(d−1) (i(P,1)− (d+1) )+ i∗(P,1))/d!

= (1+(d−1) ((b(P)+c(P))−(d+1))+c(P))/d!

= ((d− 1) b(P) + d c(P))− d2 +2)/d!



§２. Castelnuovo多面体§２. Castelnuovo多面体§２. Castelnuovo多面体



代数幾何の背景代数幾何の背景代数幾何の背景　複素射影多様体Xとその上の豊富な

直線束Lとの対 (X,L)を偏極多様体偏極多様体偏極多様体と呼ぶ▼代数曲線

の分類に使われる種数にはCastelnuovoの上限と呼ば

れるものが存在する▼その高次元版として、1990年、

藤田隆夫は、偏極多様体 (X,L)の断面種数断面種数断面種数 g(X,L)の

上限を与えた▼断面種数 g(X,L)がその上限に一致す

る多様体はCastelnuovo多様体Castelnuovo多様体Castelnuovo多様体と呼ばれ偏極多様体

の著名な類である。



　藤田隆夫の不等式 (1990)藤田隆夫の不等式 (1990)藤田隆夫の不等式 (1990)　次元 dの複素射影多様

体Xの上の豊富な直線束Lは h0(L) ≥ d+ 2を満た

すとし、条件 (i)Lは basepoint free (ii) |L|が定義
する射はその像に双有理、を仮定する。すると、

g(X,L) ≤ m∆(X,L)−m(m−1)
2 (Ld−∆(X,L)−1)

が成立する∗。但し、

　　　m = [(Ld − 1)/Ld −∆(X,L)− 1)]

　　　∆(X,L) = Ld + d− h0(L)

である。
∗ 偏極多様体 (X,L)は、h0(L) ≥ d+2, (i), (ii), g(X,L) = · · · のとき、. . .



格子多面体P から自然に扇を作る操作がある▼その扇
の射影トーリック多様体X上の豊富な直線束LP を作

ることができる▼射影トーリック多様体と豊富な直線

束の組 (X,LP)が偏極偏極偏極トーリック多様体トーリック多様体トーリック多様体である▼偏極

トーリック多様体と格子多面体は１対１に対応する。



　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdから偏極トーリック多
様体 (X,LP)を作る。藤田隆夫の不等式を
　　　　δ(P) = (δ0, δ1, . . . , δd)

で解釈すると、δ1 > 0, 　　

　　　　Z((P∩Zd)×{1}) = Zd+1 　　　 　(#)∗

ならば
d∑

i=2
(i− 1)δi ≤ m

d∑
i=2

δi −
m(m− 1)

2
δ1 (1)

となる。但し、m =

( d∑
i=1

δi)/δ1

 である。
∗ Hofscheier–Katthän–Nill



　定理 (川口良 (2021))定理 (川口良 (2021))定理 (川口良 (2021))

　　δd > 0δd > 0δd > 0とする∗。次の条件は同値である。

( i )( i )( i ) (X,LP)はCastelnuovo多様体†

( ii )( ii )( ii ) 不等式 (1)の等号が成立

(iii)(iii)(iii) δ列の下限定理の等号が成立‡

(iv)(iv)(iv)§ V (P) =
(d− 1) b(P) + d c(P)− d2 +2

d!
∗ h0(LP +KX) ≥ 1
† すなわち、(#)を満たし、不等式 (1)の等号が成立
‡ δ1 = δ2 = · · · = δd−1

§ P の境界に属する格子点の個数を b(P)とし、内部に属する格子点の個数を c(P)とすると



　定義定義定義 次元 dの格子多面体P が内部に格子点を
　　持ち、その δ列が δ1 = δ2 = · · · = δd−1を

　　満たすとき、P をCastelnuovo多面体Castelnuovo多面体Castelnuovo多面体と呼ぶ。

　　例例例　次元 dの格子単体P ⊂ Rdの頂点を

　　　(0, . . . ,0), (1,0, . . . ,0), . . . , (0, . . . ,0,1,0)

　　　(cd, . . . , cd, cd+1)

　　　　とする。但し、c > 0は整数である。

　　　　すると、δ(P) = (1, c, . . . , c)であるから

　　　　P はCastelnuovo多面体である。



非特異格子多面体非特異格子多面体非特異格子多面体　

●次元 d = 3の非特異Castelnuovo多面体は

　反射的多面体である∗。

●次元 d = 4,5の非特異反射的

　Castelnuovo多面体は存在しない†。

●次元 d ≥ 4の(±1, . . . ,±1) ∈ Rdを

　頂点とする立方体はCastelnuovo多面体ではない。

　　　　　　　　　　　　　　　　

α
α3α1

α2

1

∗ 川口良（2015）
† J. D. Pulido Castelblancoの修士論文（2020）



§３. 正規多面体§３. 正規多面体§３. 正規多面体



　定義定義定義　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdが正規正規正規∗とは

　　nP ∩ Zd = P ∩ Zd + · · ·+ P ∩ Zd︸ ︷︷ ︸
n

∀n ≥ 1

　となるときをいう。

　　　例例例　xyz空間の格子四面体Qの頂点を
　　　　(0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)

　　　　　とすると、(1,1,1) ∈ 2Qと
　　　　(1,1,1) ̸= (1,1,0) + (1,0,1)

　　　　　などから、Qは正規ではない。

∗ 整分割性を持つ整分割性を持つ整分割性を持つ



単項式単項式単項式 　次元 dの格子多面体P ⊂ Rdに属する

格子点を a(1), . . . , a(q)とする。

　　T = Q[t±1 , . . . , t
±
d , s]

a = (a1, . . . , ad) ∈ Zd ⇝ t
as = t

a1
1 · · · tadd s

Q[P] =Q[ta
(1)

s, . . . , ta
(q)

s] =
∞⊕

n=0
(Q[P])n

　　　をP のトーリック環トーリック環トーリック環と呼ぶ。

　● dimQ(Q[P])n = i(P, n), ∀n ≥ 1, となるには

　　P が正規であることが必要十分である。



　

　　すると、P が正規ならば

　　　Q[P] =
∞⊕

n=0
(Q[P])nのヒルベルト級数ヒルベルト級数ヒルベルト級数は

　
∞∑

n=0
dimQ(Q[P])n λn = 1+

∞∑
n=1

i(P, n)λn

　　　　　　　=
δ0 + δ1λ+ · · ·+ δd λ

d

(1− λ)d+1

　　である。しかも、P が正規ならば
　　　Q[P]はCohen–Macaulay環Cohen–Macaulay環Cohen–Macaulay環である∗。
∗ Hochsterの定理（1972年）Hochsterの定理（1972年）Hochsterの定理（1972年）



　すなわち、

　　　　Q[P]/(θ1, . . . , θd+1) =
d⊕

n=0
Rn

　　
d∑

n=0
(dimQRn)λ

n = δ0 + δ1λ+ · · ·+ δd λ
d

　となる次数 1の斉次多項式 θ1, . . . , θd+1が存在次数 1の斉次多項式 θ1, . . . , θd+1が存在次数 1の斉次多項式 θ1, . . . , θd+1が存在する。

　すると、

0 ≤ δn ≤
(δ1 + n− 1

δ1 − 1

)
, n = 0,1, . . . , d

　となる∗。
∗ δ列の上限定理



１　正規反射的多面体１　正規反射的多面体１　正規反射的多面体

　予想(1992)予想(1992)予想(1992)の反例は、2005年、MustaţǎとPayne

が構成した∗。彼らは、δiを完備Gorensteinトーリッ

ク多様体の或るベッチ数と解釈することから、次元 2mの

反射的多面体P ⊂ R2mで

　δ(P) = (1,m,m+2,m,m+2, . . . ,m+2,m,1)

となるものを、任意の整数m > 0で構成した。

　●MustaţǎとPayneの反例は正規ではない。

∗ 予想(1992)をMustaţǎとPayneに示唆したのはWilliam Fultonである。



2022年10月、Adiprasito, Papadakis, Petrotou

と Steinmeyerは、予想(1992)予想(1992)予想(1992)は、P が正規ならば
肯定的である、とアナウンスした。もっと強く、

　　　次元 dの正規格子多面体P ⊂ Rdの δ列の

　　　後半部分は単調減少である。すなわち、

　　　　　δ[d/2] ≥ δ[d/2]+1 ≥ · · · ≥ δd

　　　である([arXiv:2210.10734])。



２　ポリマトロイド２　ポリマトロイド２　ポリマトロイド (Jack Edmonds (1970))

　次元 dの格子多面体P ⊂ Rd
≥0が条件

　(i)(i)(i) α ∈ P ∩ Zd, β ∈ Zd
≥0, β ≤ α ならば β ∈ P

　(ii)(ii)(ii) α, β ∈ P ∩ Zd, |α| < |β| ならば
　　　　αi < βi, α+ e(i) ∈ P となる iが存在

　を満たすとき、ポリマトロイドポリマトロイドポリマトロイドと呼ばれる。

但し、|α| = α1 + · · ·+ αdは αのmodulus

　e(1) = (1,0, . . . ,0), e(2) = (0,1,0, . . . ,0), . . .



　　例例例（Veronese型ポリマトロイド）

　整数 s1, . . . , sdと nで

　　　1 ≤ s1 ≤ · · · ≤ sd ≤ n < s1 + · · ·+ sd

　を満たすものを固定すると、次元 dの格子多面体

　　P(n)
s1,...,sd =

{
x ∈ Rd

≥0 : xi ≤ si, ∀i, |x| ≤ n
}

　はポリマトロイドである。



定理(Edmonds)定理(Edmonds)定理(Edmonds) ポリマトロイドは正規である。



（可換環論）

　　ポリマトロイドP のトーリック環Q[P]は正規環

　0, e(1), . . . , e(d) ∈ P　　　　s, t1s, . . . , tds ∈ Q[P]

　　　Q[P]s = Q[s, s−1, t1, . . . , td]

　　　Q[P]の因子類群≃ Zr−1⊕Z/gZ

　定理定理定理([HHMQ, arXiv:2302.12475])

　　整数 r > 0と g > 0が与えられたとき、

　　ポリマトロイドで、そのトーリック環の

　　因子類群が Zr−1⊕Z/gZ となるものが存在する。



　　　　　　　　歴史的潮流歴史的潮流歴史的潮流

　　　●オイラーの多面体定理(1752)
　　　●ピックの公式(1899)

Macaulayの論文(1927)
1960年代　Grünbaum, “Convex Polytopes”(1967)

Ehrhartの仕事(1955–1968)
Buchbergerの学位論文(1965)

1970年代　Hochsterの論文(1972)　
面の数え上げ理論の全盛期

1980年代　可換代数と組合せ論の誕生　　　
1990年代　単項式イデアルの発展

グレブナー基底の浸透
格子点の数え上げ理論の黎明期　


