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本稿は 2023年度秋季総合分科会の市民講演会（9月 23日（土），東北大学）に基づい
ています．当日の講演会の記録ということで，本稿も一般市民の方に向けたものである
ことを意識して書きたいと思います．数学の専門知識をお持ちの方にとっては退屈な内
容となるかと思われますが，ご容赦戴ければ幸いです．

1 導入
現象のメカニズムを理解するために，その手段の一つとして数学が活用される場合が
あります．例えば，その現象を記述する（と思われる）数理モデルが提唱されたならば，
それを数学的に解析し，その数理モデルの解の振る舞いが実際の現象と適当な意味で近
いものであれば，その数理モデルはその現象が起きるメカニズムを表現していると解釈
されます．本稿では，前立腺癌に対する間欠的ホルモン療法を記述する数理モデルの概
要を紹介するとともに，著者が行った研究の一部を説明したいと思います．
まず，前立腺癌について簡単に説明したいと思います．前立腺は男性固有の臓器であ
り，前立腺細胞はアンドロゲンと呼ばれる男性ホルモンを主な栄養源として成長します．
その性質は前立腺癌細胞にも引き継がれ，前立腺癌細胞は，アンドロゲンを栄養源とし
て成長する一方で，アンドロゲンの低濃度状態が長く続くと細胞死すると考えられてき
ました．そこで，外科的手術もしくは継続的な投薬によってアンドロゲンの低濃度状態
を保つという, ホルモン療法と呼ばれる治療法が提唱され，その効果を検証する研究もな
されました（[11]）．ホルモン療法の効果が確認される一方で，ホルモン療法下において
も前立腺癌が再燃する症例がある，末期癌の場合にはホルモン療法が効かない場合があ
る，ということもわかってきました．栄養源であるアンドロゲンがほぼない状況として
いるはずなのに，なぜ前立腺癌細胞は増殖できるのでしょうか？ 前立腺癌細胞には，上
述のようにアンドロゲンを栄養源として増殖し低アンドロゲン濃度状態では細胞死する
アンドロゲン依存細胞（以下，AD細胞と略記します）だけでなく，アンドロゲン濃度に
依らず増殖することが可能なアンドロゲン独立細胞（以下，AI細胞と略記します）も存
在し，低アンドロゲン濃度状態が長く続くとAD細胞の一部が突然変異によってAI細胞



へと変異し，AI細胞が優位に立ってしまうとホルモン療法は効果を発揮しなくなってし
まうのです（[4]）．なお，AI細胞が低アンドロゲン濃度状態でも増殖が可能であるという
ことについては [2, 16] などの文献があり，数学的な研究（[13, 14]）もなされています．
このような前立腺癌の再燃を防止または遅らせることを一つの目的として間欠的ホルモ
ン療法が提唱され，医学的な研究もなされてきました（例えば，[1, 3, 18] など参照）．

2 間欠的ホルモン療法とは
まず，前立腺癌に対する間欠的ホルモン療法の概要を説明することから始めたいと思
います．例えばアンドロゲン濃度が正常値である状態から治療を開始したとすると，投
薬を一定期間行いアンドロゲン低濃度状態を保つことで前立腺癌細胞を減らすことを考
えます．これはホルモン療法と同じですので，アンドロゲン低濃度状態を保ち過ぎてし
まうと上述のような再燃が起きてしまうことが予想されます．そこで，適当なタイミン
グを見計らって投薬を休止しアンドロゲン濃度を正常値へと戻し，AD細胞がAI細胞へ
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図 1: 間欠的ホルモン療法

と変異することで起きる再燃を防
ぐことを考えます．このように投
薬期間と投薬の休止期間を適切に
組み合わせる治療法が間欠的ホル
モン療法です．ホルモン療法は前
立腺癌細胞を完全に取り除くこと
を目的として提唱されたものです
が，間欠的ホルモン療法は前立腺
癌細胞を適当な状態に保つことで
再燃という最悪の状況を防ぐこと
を目的としたものです．参考まで
に講演当日に使用したスライドの
該当箇所を掲載しますのでご覧ください（図 1）．
癌細胞を完全に取り除くことを目的としないと言われると，多くの方が間欠的ホルモ
ン療法の利点はなんだろうと思われることでしょう．一つ目の利点としては，患者さん
の経済的および肉体的な負担を軽減できる，ということが挙げられます．ホルモン療法
と比較すれば，投薬を行う期間が限られますので，投薬にかかる費用も軽減されます．ま
た，投薬期間が減ることに加えて投薬治療のみで外科的手術を行わないことから，肉体
的な負担も軽減されることになります．もう一つ挙げるとすれば，前立腺癌の状態を “整
える”ことができる，ということです．適切な間欠的ホルモン療法を実施することができ



れば前立腺癌の状態を制御できるということですから，例えば，適切なタイミングを見
計らって放射線治療のような別の治療法に切り替えて前立腺癌細胞を完全に取り除くこ
とも期待できるかもしれません．言うなれば，間欠的ホルモン療法は別の治療法へと繋
ぐ中継ぎピッチャーのような役割も果たし得るということです．
一方で，間欠的ホルモン療法には課題も残されています．間欠的ホルモン療法において
重要なことは，投薬の開始と休止のタイミングをどのように判断するか，ということです．
高い経験値をもつ医師であればその経験値に基づいて判断できるかもしれませんが，担当
医師に依らず各患者毎に適切な間欠的ホルモン療法の治療計画（投薬の開始・休止の時期
をその都度適切に提示できるという意味です）を提供できることが理想的であろうと思
います．前立腺癌の様子を判断するよい指標（バイオマーカー）として Prostate-Specific

Antigen（通称，PSA値）が知られており（[19]），検査で計測した患者の PSA値を基に
投薬の開始・休止が判断されます．判断基準となる指標があるとは言え，患者毎に適切な
開始・休止のタイミングを示すPSA値が異なることは自然ですので，PSA値がどんな値
のときに投薬の開始・休止を切り替えるのかは医師の判断に委ねられることとなります．

3 間欠的ホルモン療法を記述する数理モデル
もし間欠的ホルモン療法における投薬の開始・休止の適切なタイミングを数学的に決
定することができるならば，あくまである意味での近似を与えるに過ぎないとは言え，担
当医師に依らず患者毎に適切な間欠的ホルモン療法の治療計画を提供するための一助と
なり得ることが期待できます．実際，間欠的ホルモン療法を記述する数理モデルが提唱
され，数学的な研究も行われてきました（[5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 15, 17, 20, 21, 22]）．当日
の市民講演会では，一般の方になるべく直感的に理解して戴けるように，[6, 12, 17] など
で提唱および研究されている ODE系をできる限り単純にして説明しました．興味を持
たれた方はより詳細を上記の論文から確認されてみてください．当日は ODE系の解の
挙動について説明するために関数の増減と導関数の符号の関係を説明してから本論に入
りましたが，本稿を目にされる方には当然のことながら不要ですので，ここでは省略さ
せて戴きます．以下，当日の講演の流れに沿ってODE系の詳細を説明させて戴きます．
間欠的ホルモン療法における投薬の開始・休止のタイミングを司る重要な要素の一つ
はアンドロゲン濃度ですので，以下，時刻 t におけるアンドロゲン濃度を関数 a(t) で表
すことにします．間欠的ホルモン療法下におけるアンドロゲン濃度の変化として，次の
二つが挙げられます．

(i) 投薬中にはアンドロゲン濃度は減少していき，0 に近づいていく．



(ii) 投薬休止中にはアンドロゲン濃度は増加し，正常値 a∗ へと近づいていく．

これらの挙動を最も単純な微分方程式で表すならば，

(i)
da

dt
(t) = −a(t), (ii)

da

dt
(t) = a∗ − a(t),

となるかと思います．実際，(i) の場合に a0 > 0 なる初期値を与えれば (i) の解は単調減
少関数であって時刻無限大で 0 に収束しますし，(ii) の場合には 0 < a0 < a∗ なる初期値
を与えれば (ii) の解は単調増加関数であって時刻無限大で a∗ へと収束します．当日の
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図 2: f , g, m の説明

講演会では，関数の増減と導関数
の符号の関係のみを使って，これ
らの挙動を一般の方が想像できる
ように説明しました．アンドロゲ
ン濃度の基本的な変化をモデルに
取り込んだところで，次はAD細
胞と AI細胞もモデルに取り込み
ます．時刻 tにおけるAD細胞の
密度を u(t), AI細胞の密度を w(t)

と表すことにします．AD細胞と
AI細胞の間にはどのような関係
があるかですが，まず，細胞内は
小部屋に分かれたような構造をしており，AD細胞とAI細胞は椅子取りゲームのような
陣地争いをしていると考えることができます．以下，この関係を競合とよぶことにしま
す．加えて，本稿の冒頭で述べたように，低アンドロゲン濃度状態が長く続いた場合に
はAD細胞はAI細胞へと突然変異すると考えられていますので，この関係もモデルに取
り込みます．アンドロゲン濃度に応じて増殖率や突然変異率が変化すると考えることは
自然ですから，AD細胞の自己増殖率を f(a), AI細胞の自己増殖率を g(a), 突然変異率
を m(a) とすることにします．講演では簡単のために f(a), g(a), m(a) は図 2のような
ものとして説明するに留めました．図 2中にある u と w の微分方程式は，それぞれ，自
己増殖率と突然変異の効果を表現しただけですが，ここに競合の効果を加えると次のよ
うに表現できます．
du

dt
(t) = f(a)u(t)−m(a)u(t)− u(t)w(t),

dw

dt
(t) = g(a)w(t) +m(a)u(t)− u(t)w(t).

各方程式に付した右辺第三項は，自身が増えることで相手を減らす効果を表していると
理解できますので，競合の効果を表現していると理解できます（そこに係数を付せば競



合関係の強弱も表現できるわけですが，本講演では簡単のため 1 としました）．さて，最
後に投薬の開始・休止の切替をモデルに表現します．実際は PSA値で判断するわけで
すが，ここで紹介するモデルではそれを前立腺癌の総密度で表現しています．つまり，
p(t) := u(t) + w(t) とおいて，これをモデルに組み込みます．

du

dt
(t) = f(a)u(t)−m(a)u(t)− u(t)w(t),

dw

dt
(t) = g(a)w(t) +m(a)u(t)− u(t)w(t),

da

dt
(t) = −a(t) + (1− S(t))a∗,

S(t) =

0 → 1 if p(t) = r1,
dp
dt (t) > 0,

1 → 0 if p(t) = r0,
dp
dt (t) > 0,

u(0) = u0, w(0) = w0, a(0) = a0.

(1)

ここで，S(t) は S = 1 のとき投薬中，S = 0 のとき投薬休止中を表す未知関数です．こ
のODE系は，ただのODE系ではなく，S = 0 とした場合のODE系と S = 1 とした場
合のODE系を S の切り替えを介して繋ぎ合わせたような構造をしており，ハイブリッ
ド系とよばれるものです．(1) における a の微分方程式において S = 0, S = 1 とすれば

da

dt
(t) = −a(t) + a∗ (S = 0),

da

dt
(t) = −a(t) (S = 1),

となり，上で導入した投薬休止中・投薬中のアンドロゲン濃度の変化の様子を記述してい
ます．つまり，(1) は投薬中を記述するODE系と投薬休止中を記述するODE系を適切
なタイミングで切り替えることで構成されるハイブリッド系ということです．さて，問
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8
><

>:

0 ! 1 if p(t) = r1,
dp

dt
(t) > 0,

1 ! 0 if p(t) = r0,
dp

dt
(t) < 0.

<latexit sha1_base64="wZ9slJ8GuWGVaqUC8XQg/PBRFlY="></latexit><latexit sha1_base64="wZ9slJ8GuWGVaqUC8XQg/PBRFlY="></latexit><latexit sha1_base64="wZ9slJ8GuWGVaqUC8XQg/PBRFlY="></latexit><latexit sha1_base64="q0oio2pCRIiYgZD1JQwRbm7fMWY="></latexit>

p(t)
<latexit sha1_base64="8GSWJ6l68w0IPXzKG5Cgs1UbNc8="></latexit><latexit sha1_base64="8GSWJ6l68w0IPXzKG5Cgs1UbNc8="></latexit><latexit sha1_base64="8GSWJ6l68w0IPXzKG5Cgs1UbNc8="></latexit><latexit sha1_base64="dOd13Xmgx8RWgmdZHME4ONsHPEA="></latexit>

p(0)
<latexit sha1_base64="6wvFd8CWMR83gOItRdD5vU91z1o="></latexit><latexit sha1_base64="6wvFd8CWMR83gOItRdD5vU91z1o="></latexit><latexit sha1_base64="6wvFd8CWMR83gOItRdD5vU91z1o="></latexit><latexit sha1_base64="jBUoxJmm/SHJCuSVXds5VS6bFuo="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="t5A8u25HHhM9RwXwsnBpEGBehKw="></latexit><latexit sha1_base64="t5A8u25HHhM9RwXwsnBpEGBehKw="></latexit><latexit sha1_base64="t5A8u25HHhM9RwXwsnBpEGBehKw="></latexit><latexit sha1_base64="gjGOst2QxHVqBBUHk6N8vIojsns="></latexit>

初期状態 r0, r1
<latexit sha1_base64="UEudquLAsCybLeG4T6R9JHv0zzc="></latexit><latexit sha1_base64="UEudquLAsCybLeG4T6R9JHv0zzc="></latexit><latexit sha1_base64="UEudquLAsCybLeG4T6R9JHv0zzc="></latexit><latexit sha1_base64="nGML5wcUoD5ZgNDwwxlQdeW44R0="></latexit>

を選ぶ 数理モデル 治療計画

(休止) (休止)(投薬)S = 0 S = 1 S = 0

どこで切り替わる？

図 3: S が変化するタイミング

題はどのタイミングで S(t) が 1

から 0 へ，0 から 1 へと切り替
わるのか，ということです．図 3

は当日の講演で用いたスライドの
一部ですが，p(t) のグラフ上の星
印のところで S は値を変えます．
実際，増加傾向のまま r1 に達し
た時点で 0から 1へ，減少傾向の
まま r0 に達した時点で 1 から 0

へと S は値を変えます．つまり
非常に荒い理解をするならば，投
薬を休止しているとアンドロゲン



濃度が上がりますので AD細胞は増殖しますから癌細胞が増え過ぎないうちに投薬へと
切り替え，投薬下においては低アンドロゲン濃度状態が続くため AD細胞は減少します
が長く続けすぎるとAI細胞へと突然変異してしまうので適当なタイミングで投薬を休止
する，というメカニズムを表現していると言えます．既にお気づきのことと思いますが，
その切り替えのタイミングを司っているのは定数 r0 と r1 です．問題 (1) をより詳しく
説明すると，まず初期値を与え，それに応じて適切な 0 < r0 < r1 を設定します．そう
して定まった問題を解くことでAD細胞，AI細胞，アンドロゲン濃度，S が切り替わる
タイミングなどが得られます．これは，患者さんの状態から適切な間欠的ホルモン療法
の治療計画を与えていると理解でき，この手順で問題 (1) を考えることは自然なことだ
と言えます．
本講演では，ハイブリッド系 (1) の解がどのように振る舞うかを一般の方に感覚的に
理解して戴くために，相図を用いて説明しました．ただし，以下の説明の流れをご覧戴け
ばわかるように，数学的には不正確な説明であることは明らかですので，詳細に興味を
持たれた方は本稿冒頭で紹介した文献をご覧ください．ハイブリッド系 (1) の解の挙動
の一例を相図を使って説明しようとすると，まずは nullcline を調べることになります．
つまり，

f(a)u−m(a)u− uw = 0, g(a)w +m(a)u− uw = 0,

を考えることになります．これを解いて nullcline を図示すれば図 4 のようになります．

w = f(a)�m(a)
<latexit sha1_base64="MlDyRnpPEVdd3F69dOvZMHaK2xM="></latexit><latexit sha1_base64="MlDyRnpPEVdd3F69dOvZMHaK2xM="></latexit><latexit sha1_base64="MlDyRnpPEVdd3F69dOvZMHaK2xM="></latexit><latexit sha1_base64="MlDyRnpPEVdd3F69dOvZMHaK2xM="></latexit> w =

m(a)u

u� g
<latexit sha1_base64="p5LmCKr53/jvmdbTADsnEJemJFE="></latexit><latexit sha1_base64="p5LmCKr53/jvmdbTADsnEJemJFE="></latexit><latexit sha1_base64="p5LmCKr53/jvmdbTADsnEJemJFE="></latexit><latexit sha1_base64="i8Ucc/WXv7fysa8CVKQvn1p+wCw="></latexit>

u
<latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="TKDjeGra7d1q4ELrlwzeq5j1VY4="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="WstGtWroBFtS5hFQhPLsKZiu6mA="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="WstGtWroBFtS5hFQhPLsKZiu6mA="></latexit>

f(a)�m(a)
<latexit sha1_base64="9WF+6lweo0Yp8FLgAQ6crBIzymI="></latexit><latexit sha1_base64="9WF+6lweo0Yp8FLgAQ6crBIzymI="></latexit><latexit sha1_base64="9WF+6lweo0Yp8FLgAQ6crBIzymI="></latexit><latexit sha1_base64="yagtuyDGVfqxJDuQyk1VSZKAyfM="></latexit>

m(a)
<latexit sha1_base64="/iT3ZZJPCPjcB62k/dgGBu0m3kA="></latexit><latexit sha1_base64="/iT3ZZJPCPjcB62k/dgGBu0m3kA="></latexit><latexit sha1_base64="/iT3ZZJPCPjcB62k/dgGBu0m3kA="></latexit><latexit sha1_base64="dAuupMRLqAnw2Rj+4yKxr7LOztA="></latexit>

g
<latexit sha1_base64="4R/A3FZS3jwA7zDnSfsPT0gulyA="></latexit><latexit sha1_base64="4R/A3FZS3jwA7zDnSfsPT0gulyA="></latexit><latexit sha1_base64="4R/A3FZS3jwA7zDnSfsPT0gulyA="></latexit><latexit sha1_base64="0NFR2FXXkOKwhHqrKPSowXsHtec="></latexit>

u
<latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="gD9yLUU6oQFNri9BhtXkAra2jxE="></latexit>

u
<latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="gD9yLUU6oQFNri9BhtXkAra2jxE="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="ZjhxVErqMgf2WVO/iA9WMUfg214="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="ZjhxVErqMgf2WVO/iA9WMUfg214="></latexit>

減

増
減

増

二つ重ねると・・・ u
<latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="gD9yLUU6oQFNri9BhtXkAra2jxE="></latexit>
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<latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="gD9yLUU6oQFNri9BhtXkAra2jxE="></latexit>
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<latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="gD9yLUU6oQFNri9BhtXkAra2jxE="></latexit>
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<latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="uyWPIThrmBrc20N/nVP8e7/8oIs="></latexit><latexit sha1_base64="gD9yLUU6oQFNri9BhtXkAra2jxE="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="ZjhxVErqMgf2WVO/iA9WMUfg214="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="ZjhxVErqMgf2WVO/iA9WMUfg214="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="ZjhxVErqMgf2WVO/iA9WMUfg214="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="15jX5KFgbcC7U1LpOsxg3iT3bEM="></latexit><latexit sha1_base64="ZjhxVErqMgf2WVO/iA9WMUfg214="></latexit>

減
減
減

減
増増

増

増

「流れ」が見えた！

w
<latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="WstGtWroBFtS5hFQhPLsKZiu6mA="></latexit>

u
<latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="TKDjeGra7d1q4ELrlwzeq5j1VY4="></latexit>

u
<latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="TKDjeGra7d1q4ELrlwzeq5j1VY4="></latexit>

図 4: (1) における相図

定数係数のODE系であれば null-

cline を描くことで解の挙動の概
要を知ることが可能ですが，ハイ
ブリッド系 (1)の場合は aが時間
を変数とする未知関数ですので，
nullcline が時間とともに動きま
す．ですので，以下では定数係数
のODE系の如く説明しています
が，もちろんその議論が完全に適
用できるわけではありません．講
演では，予備知識として導入した
導関数の符号と関数の増減の関係
のみを用いて u, w がどのように変化するかのイメージを参加者の方に持って戴けるよ
うに説明しました（図 4）．ここには S が値を変える効果を入れていませんので，次に S

が切り替わることを考慮に入れて考える必要があります．アンドロゲン濃度を表す a は



未知関数であって nullcline は時間とともに連続的に動きます．加えて，S = 0 のときは
a が単調増加して a∗ に漸近し，S = 1 になると a が単調減少して 0 に漸近することか
ら，S の値に応じて nullcline が動く向きが変わります．よって本来はより詳細な解析が
必要となりますが，講演では a ∼ 0 のときと a ∼ a∗ のときのみに限定することで一般
の方に (1) の解の挙動を感覚的に理解戴けるようにしました．図 5 は，当日の講演で使

u
<latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="TKDjeGra7d1q4ELrlwzeq5j1VY4="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="WstGtWroBFtS5hFQhPLsKZiu6mA="></latexit>

w
<latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="urL7GJhaslC8hQRIDs3unxyTheg="></latexit><latexit sha1_base64="WstGtWroBFtS5hFQhPLsKZiu6mA="></latexit>

u
<latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="a0OQrSG3LE+8MilOxHwLKQ+AzpY="></latexit><latexit sha1_base64="TKDjeGra7d1q4ELrlwzeq5j1VY4="></latexit>

a ⇠ 0
<latexit sha1_base64="u/F6I9i3n2Ows1v04pjfPirOznI="></latexit><latexit sha1_base64="u/F6I9i3n2Ows1v04pjfPirOznI="></latexit><latexit sha1_base64="u/F6I9i3n2Ows1v04pjfPirOznI="></latexit><latexit sha1_base64="juycYDEZVPmpb96jvo/YngjHUvg="></latexit>

a ⇠ a⇤<latexit sha1_base64="/a/kGfnaKLkjwwBoXsC+7vkfru0="></latexit><latexit sha1_base64="/a/kGfnaKLkjwwBoXsC+7vkfru0="></latexit><latexit sha1_base64="/a/kGfnaKLkjwwBoXsC+7vkfru0="></latexit><latexit sha1_base64="o1klokQv1ze/MV6/TKmZd8ZPQgI="></latexit>

2枚の図を切り替えるタイミングを上手く

決めて間欠的ホルモン療法の成功例を作ろう！

の場合と の場合に限ってみると・・🦴

🍖

図 5: a ∼ 0 または a ∼ a∗ の場合

用した，低アンドロゲン濃度状態
（a ∼ 0）の場合の u, w に関する
相図とアンドロゲン濃度が正常値
の場合（a ∼ a∗）における u, w

の相図です．本来はこの 2枚の相
図が連続的に繋がっているわけで
すが，講演ではこの 2枚を適宜切
り替えることで AD細胞と AI細
胞の密度をどのように制御するか
を感覚的に説明しました．その説
明に用いたスライドが図 6です．
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うまく

いきそう！ 失敗か・・・

図 6: 成功例と失敗例

図 6 における成功例と失敗例の
違いを感覚的に説明するならば，
成功例では投薬の休止を十分に長
く続けることで AD細胞が AI細
胞より優位に立つ状況を作ること
で，投薬を開始したときに AI細
胞の増殖をAD細胞がそれなりに
抑えることで再燃を防いでいると
理解できます．一方，失敗例では
投薬休止期間を十分にとらないと
AD細胞が AI細胞に比べて十分
に優位に立てないため，投薬開始
後にAI細胞の増殖をAD細胞が抑えきれないことでAI細胞が増殖を続ける「再燃」に
繋がったと解釈できます．



4 終わりに
以上で説明したことを簡単に纏めてみます．上で述べた数理モデルから作る「治療計
画」とは，患者さんのデータを検査から採取し，それを初期値として数理モデルに取り
込み，初期値から適切に定める 0 < r0 < r1 を与えると数理モデルが完成します．それ
を解くことでAD細胞，AI細胞，アンドロゲン濃度，および投薬と投薬休止のタイミン
グが解の性質として得られます．この数理モデルが間欠的ホルモン療法を正確に記述し
ているならば，こうして得られたデータはその患者さんにとって適切な間欠的ホルモン
療法の治療計画を与えることとなるでしょう．数理モデルが間欠的ホルモン療法を正確
に記述しているのかという問題については様々な検証を重ねることで確認されていくこ
とであると思いますが，それ以外にも色々な問題点が思い浮かびます．例えば，検査で
測定したデータと治療開始時の実際の状態に誤差があった場合に，この数理モデルから
作った「治療計画」はまだ有効なのか，という問題が考えられます．少なくとも数理モ
デルの上では投薬の開始と休止のタイミングを間違うと，図 6 のような大きな違いを生
んでしまう可能性は否定できません．著者はこの問題意識のもとで偏微分方程式版の数
理モデルについて数学的な研究を行いました．本稿の最後に著者の研究について少しだ
け説明させて戴きたいと思います．まずは，当日の講演で使ったスライドを用いて，ど
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腫瘍

図 7: PDE-ODEハイブリッド系

んな問題を考えたのか
説明したいと思います．
この数理モデルは [20]

において提唱されたも
ので，我々は非線形項
（図 7 の P と F ）の条
件をより一般化して数
学的解析を行いました
（[8, 9, 10]）．このモデ
ルや解析の詳細に興味
を持って戴いた方は上
記の論文をご覧戴ける
と幸いです．はじめに，
図 7 に現れる記号を説
明したいと思います．アンドロゲン濃度を表す a(t) や投薬中か休止中かを表す S(t)，お
よびその切り替えの条件はこれまでお話ししたものと同じです．この問題設定では前立
腺腫瘍は球体の形状をしているとして定式化しており，腫瘍半径を R(t)，腫瘍の成長速



度を v で表しています．腫瘍内部はAD細胞とAI細胞のみで満たされていると仮定し，
AD細胞の割合を u, AI細胞の割合を w で表します．この場合，u+ w = 1 であること
から w がわかれば u がわかりますので，w の方程式のみ考えています．u と w が満た
す方程式は，拡散の効果を表すラプラシアンや移流の効果を表す項などを加えた二階放
物型方程式により与えられており，u や w は動径対称であるとしています．このような
PDE-ODE ハイブリッド系に対して我々が [10] で行った研究を以下で簡単に説明したい
と思います．我々は [9] において，初期値に対して適当に r0, r1 を定めれば治療の切り替
えを無限回行うことができ，かつ，腫瘍半径を有界な範囲に留め続けることが可能であ
ることを証明しました．これは，数理モデル上では，患者の状態に対して治療計画を設
計できることを意味します．[10] で我々が数学的に示したことは，初期状態が適当な意
味で良いものであれば適切な治療計画を構成することができ，その治療計画は計画を作
る際に用いた初期状態に十分近い初期状態に対しても有効に働く，ということです．数
学的にはハイブリッド系による制御の安定性を与えたと表現できる結果ですが，その主
張を正確に説明することは本稿の目的を逸脱しますので，ここでは割愛させて戴きます．
我々の研究は純粋に数学的興味によるものであり，こういった研究が実際に医療の現場
で利用されるようになるのは，医療の現場からの問題提起，それに応じた数理モデルの
提唱，その数学解析による結果のフィードバック，これらを緻密に積み重ねていくこと
が少なくとも不可欠であることを述べて当日の講演を終えました．
最後に，市民講演会で講演する機会を与えてくださった皆様，こうして本稿を執筆す
る機会を与えてくださった皆様に感謝申し上げ，ここで筆を擱きたいと思います．
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