
会員ニュース

Thomas Geisser氏のHumboldt賞受賞に寄せて

　東京大学大学院数理科学研究科
斎藤　秀司

　
Geisser氏は，これまで代数的K理論とモチフィックコホモロジーの研究において数々
の優れた業績を挙げられてきた．今回の受賞は氏の生涯にわたる業績が評価されたもの
である．私はGeisser氏の研究から長年にわたり多くのインスピレーションを得てきた．
また国際研究集会「Motives in Tokyo」を毎年共同主催してきた同僚でもある．Geisser

氏の Humboldt賞受賞は私にとっても大きな喜びである．この論説では氏の業績から代
表的なものを 3つを選んで紹介する．この他に Hesselholt氏との一連の共同研究は世界
的に高く評価されている 1．またGeisser氏自身による詳しい解説 [6]もあるので参照さ
れたい．

1 モチフィックコホモロジー
モチフィックコホモロジーは，代数多様体や良い性質をもつスキーム X にたいする
様々なコホモロジー理論を統一的に理解する普遍的なコホモロジーである．それはモチ
フィック複体と呼ばれるX上の Zariski位相に関するアーベル群の層の複体 Z(n)X の超
コホモロジー

H i
M(X,Z(n)) := Hi(XZar,Z(n)X) (n = 0, 1, 2, · · · )

として定義される．モチフィック複体は一般のスキームにたいしてはまだ定義されてい
ないが，X が体上の滑らかなスキームの場合には，Spencer Bloch氏が代数的サイクル
を用いて定義した高次サイクル複体 2

zn(X, •) : · · · → zn(X, i) → zn(X, i− 1) → · · · → zn(X, 0) → 0 (1)

1例えば [7]は最近の Scholze–Bhatt–Morrowの integral p-adic Hodge theoryについての革新的業績に
も用いられている．

2zn(X, i)はX × Spec k[x0, . . . , xi]/(
∑i

j=0 xj − 1)上の余次元 nの代数的サイクルの群のある部分群で
ある．



を用いてXの開集合Uにたいして複体 zn(U, 2n−•)を対応させる層の複体としてZ(n)X
が定義される．モチフィックコホモロジーは，位相空間に対する整係数の特異コホモロ
ジーの代数的類似であり，X が代数体上の多様体の場合にはX の L関数特殊値と関係
する．
Geisser氏はMarc Levine氏との共同研究においてモチフィックコホモロジーに関する
重要な結果を示している．

定理 ([1]) Xが標数 p > 0の完全体上滑らかなスキームの場合に，prを法とするチフィッ
ク複体

Z/pr(n)X := Z(n)X ⊗L Z/prZ

が次数 nを除いて acyclic3で次数 nのコホモロジー層Hn(Z(n))がX の de Rhan–Witt

層の logarithmic part WrΩ
n
X,log と同型である．

モチフィック複体は代数的サイクルを用いて定義されておりそれを計算することは
一見非常に困難に思われるが，Geisser氏と Levine氏は Blochのサイクル複体を扱う新
たな手法を用いてこの結果を得ている．さらに [2]において，この手法を用いることに
より Beilinson–Lichtenbaum予想を Bloch–Kato予想を仮定して証明した 4．Beilinson–

Lichtenbaum予想とは有限係数のモチフィック複体をエタールコホモロジーと比較する
重要な予想で，X が体 k上滑らかなスキームでmが kの標数と素な自然数とすると

Z(n)X ⊗L Z/mZ ≃ τ≤nRϵ∗µ
⊗n
m

なる疑同型が成り立つことを主張する．ここで µ⊗n
m は 1のm乗根のなすエタール層の n

回ひねり，ϵ : Xét → XZarは siteの射 5，τ≤nは複体の truncationである．このことから
次の定理が従う．

定理 ([2]) 自然な写像
H i

M(X,Z/m(n)) → H i(Xét, µ
⊗n
m )

が存在し，Bloch–Kato予想を仮定すれば i ≤ nにたいし同型で i = n+ 1にたいしては
単射である．ここで左辺は

Hi(XZar,Z(n)X ⊗L Z/mZ).

で定義されるもので次の完全系列によりH i
M(X,Z(n))と関係する;

0 → H i
M(X,Z(n))⊗ Z/mZ → H i

M(X,Z/m(n)) → H i+1
M (X,Z(n))[n] → 0.

3つまりコホモロジー層が消滅する.
4Bloch–Kato予想は後に Rostと Voevodskyにより証明された.
5X 上のエタール位相から Zariski位相への変換をつかさどる.



2 Grothendieckの双対定理の一般化
Grothendieckの古典的な双対定理を思い出そう: X を閉体 k上の滑らかな連結スキー
ムとして d = dim(X)とする．mを kの標数と互いに素な自然数，F をmF = 0を満た
すX 上の局所定数エタール層，F∧ = Hom(F , µ⊗d

m )とする．このときカップ積

H i
c(Xét,F)×H2d−i(Xét,F∧) → H2d

c (Xét, µ
⊗d
m )

tr→ Z/mZ

は有限群アーベルの完全な双対を導く．ここでH i
c(X,−)はコンパクト台エタールコホモ

ロジー，trはトレース写像である．
証明の核心部分は，多様体の射 f : X → Y にたいしX 上のねじれエタール層の導来
圏からX 上のそれへのコンパクト台順像関手

Rf! : D
+
tors(X) → D+

tors(X)

の右随伴Rf !を構成し，f が滑らかで相対次元 dである場合に疑同型

Rf !Z/mZ ≃ µ⊗d
m [2d]

を示すことである．
Geisser氏は Blochの高次サイクル複体 (1)を用いて上記の定理をX が滑らかとは限
らない k上の多様体の場合に拡張した．以下，k上の d次元多様体X にたいし

DX = zd(−, •)

としてX 上のエタール層の複体とみなす．

定理 ([3]) kを閉体とし，f : X → Y を k上の多様体の射とする．このとき任意の自然数
mにたいし擬同型

Rf !(DY /m) ≃ DX/m

が成り立つ．特に, Y = Spec(k)の場合にRf !Z/mZ ≃ DX/mが成り立つ．

定理から次の双対定理が直ちに従う: F がX上のmF = 0を満たす構成可能なエター
ル層とすると有限アーベル群の完全双対

H i
c(Xét,F)× Ext−i

Xét
(F ,DX) → Z/mZ

が存在する．

Schmidt氏との共同研究 [8]では上記の結果の応用として，代数体のガロアコホモロ
ジーにたいする Poitou–Tate双対定理が代数体上の多様体のエタールコホモロジーにた
いする数論的な双対定理に拡張されている．



3 Weilエタールコホモロジーとゼータ関数の特殊値
コホモロジーを用いたゼータ関数の特殊値の表示については多くの研究が為されてい
る．Geisser氏はWeilエタールコホモロジーと呼ばれる Lichtenbaumが導入した新しい
コホモロジー理論を用いてこの問題に成果を挙げている．問題の背景を説明するために
解析的類数公式

lim
s→0

ζK(s) · s−ρ0 = − |Cl(K)| ·RK

|(O×
K)tors|

(2)

から話を始める．ここで ζK(s) は有限次代数体K のデデキントのゼータ関数で，ρ0 は
OK の単数群 O×

K のアーベル群としての階数である．(O×
K)tors は O×

K のねじれ部分群
(つまりKに含まれる 1のべき乗根全体のなす群)である．またCl(K) はKのイデアル
類群で，RK はディリクレの単数基準 (レギュレーター)である．解析的類数公式をモチ
フィックコホモロジーを用いることにより “数論的な指数定理”と見ることができる．一
般に指数定理とは次の形をしている．

指数 (解析的不変量) = 特性類 (たとえば オイラー標数)

X = Spec(OK)とすれば (2)の右辺に現れる代数的不変量がモチフィックコホモロジー
を用いて

Cl(K) = H2
M(X,Z(1)), O×

K = H1
M(X,Z(1))

と解釈できる 6．よって解析的類数公式 (2)はモチフィックコホモロジーを用いて

lim
s→0

ζ(X, s) · s−ρ0 = −
|H2

M(X,Z(1))|
|H1

M(X,Z(1))tors|
·RK (3)

と書き換えることができる．RK についてもモチフィックコホモロジーからDeligneコホ
モロジーへの “普遍的なレギュレーター写像”として解釈できる．
以下，X を有限体 Fq 上の射影的で正則な多様体とし，その合同ゼータ関数

ζ(X, s) = exp
( ∞∑

n=1

|X(Fqn)|
q−ns

n

)
(s ∈ C)

を考える．自然 nにたいしその特殊値が以下で定義される (合同ゼータ関数の有理性よ
り ζ(X,n)∗は有理数である)．

ρn := −ords=nζ(X, s),

61節ではモチフィックコホモロジーは体上滑らかなスキームにたいし定義されていたが，Dedekind環
上有限型な正則スキームに拡張することができる．



ζ(X, r)∗ := lim
s→r

ζ(X, s) · (1− qn−s)ρn

Lichtenbaumは ρn と ζ(X,n)∗ をX のモチフィック複体の Z(n)X のエタール位相に関
する超コホモロジー 7

H i
ét(X,Z(n)X)

で表す公式を予想として提出した．これは (3)の幾何的類似と見ることができる．しか
しH i

ét(X,Z(n)X)は一般には (Q/Z)r ⊕有限群 という形をしていて有限生成ではないた
めその公式は複雑な形をしている．Lichtenbaumはこれを改良するためにエタールコホ
モロジーを改良したWeilエタールコホモロジーH i

W (X,−)を導入して，ζ(X, 0)∗を Z-
係数のWeilエタールコホモロジーH i

W (X,Z)を用いて表すことに成功した．Geisser氏
はこの結果を一般化することに成功した．これを説明するために次の複体を導入する．

· · · ∪e−→ H i−1
W (X,Z(n)X)

∪e−→ H i
W (X,Z(n)X)

∪e−→ · · · . (4)

ここでH i
W (X,Z(n)X)はXのモチフィック複体のZ(n)X のWeilエタール位相に関する

超コホモロジーで，∪eはH1
W (X,Z) ≃ Zの生成元 eとのカップ積から誘導される写像で

ある．e2 ∈ H2
W (X,Z) = 0なのでこれが複体であることが従う．

定理 ([4]) Xを有限体 Fq上の射影的で正則な多様体としてTate–Beilinson予想が成り立
つとする 8．このときH i

W (X,Z(n)X)は有限生成アーベル群で次の公式が成り立つ．

ρn =
∑
j

(−1)i+1i · rank H i
W (X,Z(n)X),

ζ(X,n)∗ = ±χ(H i
W (X,Z(n)X), e) · qχ(n).

ここで χ(H i
W (X,Z(n)X), e)は複体 (4)のオイラー数 9を表し

χ(n) =
∑

0≤i≤n

∑
j

(−1)i+j(n− i) dimFq H
j(X,Ωi).

[5]においては，有限体上の射影的とも正則とも限らないスキームにたいし同様な結果
をコンパクト台Weilエタールコホモロジーを用いることにより示している．

7モチフィックコホモロジーはモチフィック複体の Zariski位相に関する超コホモロジーであることを思
い出そう．

8エタールコホモロジーへのサイクル写像が全射であること，および Fq のガロア群のエタールコホモロ
ジーへの作用が半単純であることを主張する．例えば X が 3 個以下の曲線の直積のとき予想は成り立つ．
詳しくは例えば [6, 2.4節]を参照されたい.

9複体のホモロジー群は有限アーベル群であることが示される．オイラー数とはそれらの位数の交代積の
ことである．



上記の結果以外のWeilエタールコホモロジーのゼータ関数の特殊値問題への応用とし
て，鈴木貴士との共同研究 [9]において関数体上の Birch–Swinnerton–Dyer予想のWeil

エタールコホモロジーを使った興味深い再解釈が与えられている．
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