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　1 掛谷予想

あらゆる方向の単位線分を含むRnの図形 (コンパクト集合) を掛谷集合という. 現
在, 掛谷予想というといくつかの形があるが, その一つは, Rnの任意の掛谷集合
のMinkowski次元がnであるかを問うものである. この魅惑的な問題はn = 2では解か
れているが, n ≥ 3のときは世界最高水準の数学者たちの力を結集しても未解決のま
まである. この論説ではこの問題を紹介し, n = 2の場合についての良く知られた (大
きな道具を必要としない) 証明を与える. また高次元における最近の研究成果につい
て簡単に述べる.

1917年頃, 掛谷宗一は次のような問題を提示した[8]: 単位線分をその内部で1回転で
きる平面図形の中で, 面積が最小な図形を決定せよ. このクラスの図形は, あらゆる
方向の単位線分を含む図形のクラスとはわずかに異なる (実際は少し広いクラスの
ものになる) が, 前者を掛谷集合と呼ぶ場合と, (筆者のように) 後者を掛谷集合と呼
ぶ場合がある. n = 2のとき, 方向を単位円

S1 = {θ = (θ1, θ2) ∈ R2 : θ21 + θ22 = 1}

の点とみなせば, 図形K ⊂ R2が掛谷集合であることは, 任意の方向θ ∈ S1に対し, あ
る点x ∈ R2を見出し (方向θに依存して異なってよい),

K ⊇ `x(θ)

が成り立つようにできる集合, と言える. 以下本稿を通して, 中心がx ∈ R2, 方向
がθ ∈ S1で長さが1の線分を

`x(θ) = {x+ tθ : −1/2 ≤ t ≤ 1/2}

と表すことにする. もちろん`x(θ) = `x(−θ)であるから, 方向θと−θは同じものと考え
てよい.

奇妙なことに, 1920年代にAbram Besicovitch[2]は面積が0の掛谷集合が構成できるこ
とを示したのである1! Kはあらゆる方向の単位線分を含んでいなければならないの
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1正確に言うと, 面積とはLebesgue測度を意味する. 掛谷問題に初めて出会う読者は, 平面の掛谷集

合で面積が0のものが存在するということや, 単位線分を1回転させる図形の面積はいくらでも小さく
できるということが不思議に思われるだろう. これらの構成法については, Besicovitchの原典のほか,
[1, 4, 7, 9, 11]を見ると, この種の図形の構成法を見つけることができる (日本語で[4]の議論を解説する
ものに[10]がある). もっともよく知られた構成法は, 三角形を非常にたくさんの, そして非常に細い三角
形に分割し, それらが互いにうまく重なるように平行移動させる, というアイディアによる.



だから, Kはある程度“大きい”印象を受ける. そう考えると, Besicovitchの結果は直
感に反するように思える. このことから導かれる合理的な結論のひとつは, 面積と
いうものが掛谷集合の“サイズ”を測る測定器としては最適でなく, 種々のフラクタ
ル次元の中のひとつを用いることがより適切ではないかということである. ここで
はMinkowski次元を考えることにして, 次の節でこの概念の簡単な説明をしよう.

2 Minkowski次元

平面の図形Eに対し, Minkowski次元の2つの同値な定義を与えよう. ひとつは半径δの
球を用いるものである. 以下, 半径δの球

{x = (x1, x2) ∈ R2 : (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 ≤ δ2}

をδ-ballと呼ぶことにする.

2.1 δ-ballを用いた定義

非常に小さい正の数δをとる (これを0 < δ � 1とかく). このδに対し, 図形Eを被
覆2 する方法はいろいろある. その方法の中から, Eを被覆するために必要な最小
のδ-ballの個数をMδ(E)とかく. 平面の直線や多角形など簡単な図形を想像すれば,
Mδ(E)はδに依存しない適切な定数α ≥ 0とC > 0によって, “だいたい(Cδ )αくらい” で
あると期待できる. そしてこの指数αがEの“サイズ”を測るのに適したものと考えら
れる. このアイディアに基づいて3, EのMinkowski次元を

dim(E) = lim
δ↓0

logMδ(E)

log(1δ )

で定義する. 厳密には, 上記の極限が存在しないこともあるので, その場合は上極限
と下極限を考え, それぞれ上Minkowski次元, 下Minkowski次元と呼ぶ. これらの詳細
は省略することにして, これらの定義が妥当である理由をいくつかの例から示そう.

• Eを長さLの線分とする: E = {(x1, 0) : 0 ≤ x1 ≤ L}. また中心が (0, 0), (δ, 0), . . . ,
((N − 1)δ, 0) のδ-ballを考えると, Nδ ≥ Lならばその和集合はEを被覆する. したが
って, Mδ(E)はL

δ + 1以下であることがわかり, さらにもしδ ≤ Lならば2L
δ 以下である

(後でδ ↓ 0で極限をとるので, δ ≤ Lと仮定してよい). 一方, N個のδ-ballによるEの任
意の被覆を考える. ballの重なりも考慮すれば, 明らかにL ≤ 2Nδとなる. このことか

2δ-ballの族{B(x1, δ), . . . , B(xN , δ)}がEを被覆するとは, この族の和集合にEが含まれることである.
3任意の定数α ≥ 0とC > 0に対し,

lim
δ↓0

log( C
δα

)

log( 1
δ
)

= α

に注意する.



ら, Mδ(E)は L
2δ − 1以下の最大の整数以上であり, δ ≤ L

4とすれば
L
4δ以上であること

がわかる. よって, δ ≤ L
4のとき

L
4δ ≤ Mδ(E) ≤ 2L

δ であることがわかり, dim(E) = 1を
得る. 同様の計算により, 方向によらず, 長さがLの線分のMinkowski次元は1であるこ
とが示される.

他の例を述べる前に,以下のような記法を導入しよう.与えられた図形のMinkowski次
元を調べる際, 今議論したように正のパラメータδを導入して, それを半径とする球
による被覆を考える. このとき, 重要でない定数を省略してA(δ) ≤ CB(δ)のこと
をA(δ) . B(δ) (またはB(δ) & A(δ)) と表す. ここで, A(δ)とB(δ)はδに関する量であ
り, 正の定数Cはδに依存しない. A(δ) . B(δ)とB(δ) . A(δ)がともに成り立つとき,
A(δ) ∼ B(δ)とかく.

• EをN個の点を持つ有限集合であるとすると, 0 < δ � 1のときMδ(E) = Nである
ことが容易に確かめられる. したがってdim(E) = 0である.

• Eを辺長がLの正方形とすると, 線分のときと同様の議論によりMδ(E) ∼ 1
δ2
である

ことが示されるので, dim(E) = 2である.

実は平面における図形のMinkowski次元の最大値は2である4. 次の例が示すように,
EのMinkowski次元が整数にならないものがある.

• EをSierpińskiカーペットとすると,

dim(E) =
log 8

log 3
= 1.89...

である. Sierpińskiカーペットは次のような手順で構成される.

ステップ 0 : 辺長が1の正方形E0を固定する.

ステップ 1 : E0を面積の等しい9つの小さい正方形に分割し, 中央の正方形を取り除
き, 周囲の8つの正方形を残す. 残る8つの正方形の和集合をE1とする (図1参照).

ステップ 2 : E1を構成する8つの正方形一つ一つに対し, ステップ 1の手順を実行す
る. つまり, 各小正方形を同じように9つの小正方形に分割し, 中央を取り除き周囲
の8つの正方形を残す. こうしてできる82個の小正方形の和集合をE2とする.

この手順を繰り返し, 最後まで残る点の集合をSierpińskiカーペットという5. 特別な
場合としてδ ∼ 1

3nとすれば, Mδ(En) ∼ 8nであるから, dim(E) = log 8
log 3という主張は自

然なものと思えるだろう (nは大きいものとする). この主張の完全な証明はもう少し
労力を必要とするので, その補完は熱心な読者に委ねることにする.

4実際, 平面の図形 (コンパクト集合) は十分に大きな辺長の正方形に含まれ, たった今示したように
任意の正方形のMinkowski次元は2である.

5言い換えればE =
⋂∞
n=0En.



図 1: 図形E1

やや大まかに考えると, Sierpińskiカーペットはステップ 0の正方形E0よりも“小さ
い” (dim(E0) = 2). 一方, 各ステップでは, 9つの小正方形から1つ取り除いているだ
けだから, E0よりも“ほんの少し小さい”だけで, SierpińskiカーペットのMinkowski次
元の数値は2よりも “わずかに下回るだけ”だと期待される. しかしながらSierpińskiカ
ーペットの面積は0なのである6! この様相は先ほど議論した面積0の掛谷集合を思
い出させ, 今の議論は掛谷集合のサイズを測る方法として, Minkowski次元が適切
ではないかと示唆される. 実際, 次の節でわかるように, 平面のすべての掛谷集合7

のMinkowski次元は2となり, このことから掛谷集合が“大きい”ものであるという印
象を確かにすることができる.

• E = {(0, 0), (1, 0), (12 , 0), (13 , 0), (14 , 0), . . .} とすると, dim(E) = 1
2である. この例は

可算無限集合は0でないMinkowski次元を持ち得ることを示している8.

2.2 δ-近傍を用いた定義

平面図形のMinkowski次元を定義する同値な方法として, その図形のδ-近傍の面積を
用いた定義がある. 平面の図形Eと0 < δ � 1に対し, Eのδ-近傍をNδ(E)とかく. す
なわち, Eの点との距離がδ以下であるような点の集まりである 9. 覚えておくべき例
はEが単位線分の場合である(図2参照).

6実際, 構成法から明らかにステップnの図形Enの面積は( 8
9
)nであり, nを大きくしたとき0に近づく.

7面積が0のものも含んで!
8この性質はあまり望ましいとは言えないが, Minkowski次元と関連するHausdorff次元という概念を

用いることで解消することができる.
9より正確には,

Nδ(E) = {x ∈ R2 : d(x,E) ≤ δ},
で,

d(x,E) = inf{|x− y| : y ∈ E}
は点x ∈ R2とEとの距離である.



δ

図 2: 単位線分のδ-近傍

絵を描いてみるとわかるように, 非常に大まかに言えば Nδ(E)はMδ(E)個のδ-ballの
和集合とだいたい同じものである. したがって, |Nδ(E)| ∼ Mδ(E)δ2 であることがわ
かる. このことを念頭に,

dim(E) = 2 + lim
δ↓0

log |Nδ(E)|
log(1δ )

によってEのMinkowski次元の(同値な)定義を与える. この観点から,

dim(E) ≥ α

を示すには, Eのδ-近傍の面積の下界を|Nδ(E)| & δ2−αという形で評価できれば十分
である. 特に, dim(E) = 2を示すには, |Nδ(E)| & 1を示せばよい. しかし, この戦略は
すべての掛谷集合Kについてもうまくいくわけではない. なぜなら, 掛谷集合の中に
は面積が0のものがあるが, その掛谷集合Kについて, |Nδ(K)|はδ ↓ 0 とすると0に収
束するため, |Nδ(E)| & 1は期待できない. その代わり, 下界に関する少しだけ強い条
件である

|Nδ(K)| & 1

log(1δ )
(1)

を示せば十分で, 実際次の節で, (面積が0のものを含む) すべての掛谷集合について
この条件が成り立つことが示される. このことは1971年にRoy Davies[5]によって初め
て示された10 .

3 平面の掛谷予想の証明

この節では(1)を, 次に示す初等的な幾何による不等式と, Cauchy–Schwarzの不等式
のみを用いて証明する. 以下の証明はRoy Daviesの元々の証明ではなく, 後にAntonio
Córdoba[3]によって1977年に見出された論法である.

証明中しばしば次の記法を用いる:

T δx (θ) = Nδ(`x(θ)).

10平面における掛谷予想を証明した当時, Roy Daviesはレスター大学に在籍していた. 偶然だがレス
ターは筆者が生まれた街であり, 筆者の父もRoy Daviesと同時期にレスター大学に (コンピュータサイ
エンスの分野で) 在籍していた. 数学科のコモンルームで父とRoy Daviesは数学の議論を交わすことも
あったという.



∼ δφθ

θ′

図 3: Nδ(Lx(θ))とNδ(Lx′(θ
′))の共通部分

補題 1. θ, θ′ ∈ S1, x, x′ ∈ R2, 0 < δ � 1とする. 二つの角θとθ′の成す角で小さい方
をφとする (よって0 ≤ φ ≤ π/2). このとき, φ > 0ならば,

|T δx (θ) ∩ T δx′(θ′)| .
δ2

sinφ
(2)

が成り立つ.

証明. xを通り, 方向がθの直線をLx(θ)とする, つまり,

Lx(θ) = {x+ tθ : t ∈ R}.

すると`x(θ) ⊂ Lx(θ)であり, T δx (θ) ⊂ Nδ(Lx(θ))となっている.

φ > 0なので, 共通部分 Nδ(Lx(θ)) ∩Nδ(Lx′(θ
′))は平行四辺形となり(図3参照), その面

積は. δ2

sinφ .

φが非常に0に近いとき, (2)の評価を使うのは良い考えとはいえない. 実際,

T δx (θ) ∩ T δx′(θ′) ⊆ T δx (θ)

は明らかだが, このことから0 < δ � 1のとき,

|T δx (θ) ∩ T δx′(θ′)| ≤ |T δx (θ)| . δ (3)

という評価が得られる.この評価(3)は, sinφ . δのとき, (2)よりも良い評価となる.定
数の違いを重視していないので11, φ ≤ δのときは(3)を用い, φ ≥ δのときは(2)を用い
るのである.

K ⊂ R2を任意の掛谷集合とする. (1)を証明することで, 平面における掛谷予想を証
明しよう.

11十分小さい正の実数xに対しsinx ∼ xが成り立つことに注意する.
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図 4: 各θjはその角がδだけ離れている

まず, 0 < δ � 1とし, Nをδ−1以下の最大の正の整数としよう. 次に, 単位円S1の点の
集合θ0, . . . , θN−1を以下のように定める.まずθ0は単位円の北極点(0, 1)とする.そこか
ら時計回りに角δずつ回転させて次々に θ0, . . . , θN−1とする(図4参照). Nの選び方か
らどのθjも 0とπ

2の間にあることになる.

Kが掛谷集合であるから, 各j = 0, . . . , N − 1につき, xj ∈ R2を見出して, K ⊇ `xj (θ
j)

とできる12. したがって,
Nδ(K) ⊇ T δxj (θ

j)

が各j = 0, . . . , N − 1について成り立つ. さらに,

Nδ(K) ⊇ K

も成り立つ. ここで, K =
N−1⋃
j=0

Tj であり, 記号を簡単にするために Tj = T δ
xj

(θj) と書

いた.

目標を達成するには, |K| & 1/ log(1δ )を示せば十分である. Kの面積を下から評価する
ために, 次の積分を上から評価する:

I =

∫
R2

(N−1∑
j=0

1Tj (x)

)2

dx.

12証明中Kが掛谷集合であるという事実を使っているのはこの部分だけであり, (0, 1)から高々1の角
度を持つ線分をKが含んでいることしか使っていない. だが, このことは重要ではなく, 問題の本質を損
なうことなく, 掛谷集合をこのような方向が制限された線分を含む集合と再定義することができる.



ここで, 1Eは集合Eの定義関数で,

1E(x) =

{
1 (x ∈ E)
0 (x /∈ E)

で定義される. このとき1E(x)1E′(x) = 1E∩E′(x)が容易に確かめられる.

Iの上からの評価から, どのようにKの下からの評価を得るかを説明しよう. K ∩ Tj =
Tjが成り立つことに注意して,∫

R2

1K(x)
N−1∑
j=0

1Tj (x) dx =
N−1∑
j=0

∫
R2

1Tj (x) dx =
N−1∑
j=0

|Tj | ∼ Nδ ∼ 1

である. 一方, Cauchy–Schwarzの不等式より,∫
R2

1K(x)
N−1∑
j=0

1Tj (x) dx ≤
√
|K|
√
I

であるから,

|K| & 1

I

がわかる. したがって, Iの上からの評価として,

I . log

(
1

δ

)
(4)

が0 < δ � 1に対して成り立つことを示せばよい.

(4)の証明. 2乗を展開して,

I =

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

∫
R2

1Tj (x)1Tk(x) dx

=
N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

∫
R2

1Tj∩Tk(x) dx

=

N−1∑
j=0

N−1∑
k=0

|Tj ∩ Tk|

とし,補題1を利用して上から評価する.例えばj = 0の場合を考えよう. k = 1, . . . , N−
1に対し, T0とTkの成す角の小さい方はkδで, (2)を用いれば

N−1∑
k=1

|T0 ∩ Tk| . δ2
N−1∑
k=1

1

sin kδ
. δ

N−1∑
k=1

1

k



を得る.

また,
N−1∑
k=1

1

k
≤ 1 +

∫ N−1

1

1

x
dx = 1 + log(N − 1)

より,
N−1∑
k=1

|T0 ∩ Tk| . δ log

(
1

δ

)
がわかる. さらにk = 0のときは(3)を用いる. 以上を組み合わせて,

N−1∑
k=0

|T0 ∩ Tk| . δ log

(
1

δ

)
.

さらに, 同様の理由からT0についての上記の評価は他のどのTjに対しても成り立つ.
よって,

I . Nδ log

(
1

δ

)
∼ log

(
1

δ

)
がわかり, (4)の証明が完了する.

4 高次元の掛谷予想

Rnの掛谷予想の定式化に難しいことはない. 任意の方向の単位線分を含むRnの図形
を掛谷集合という. δ-ballを用いたMinkowski次元の定義13 はRnでも変わりはなく, こ
の量が0とnの間の実数を与えることを確認するのは容易である. このとき, 掛谷“集
合”予想 (Kakeya set conjecture) は, Rnの任意の掛谷集合Kに対し, dim(K) = nであ
るという主張である.

前節の証明 (特に要となった(4)の評価) によれば, 掛谷予想を解決するには次のよう
な評価を得ることができれば良いということが示唆される.∫

Rn

(N−1∑
j=0

1Tj (x)

)n
dx . ϕ(δ).

ここでTjは方向が互いにδだけ離れている (成す角がδ) 線分のδ-近傍であり, N ∼
1

δn−1である.また, ϕ(δ)は, δが0に近づくとき, “十分に緩やかに”増大する量である.実

13集合のδ-近傍を用いた定義の場合はわずかに修正が必要で,

dim(E) = n+ lim
δ↓0

log |Nδ(E)|
log( 1

δ
)

とする.



際, この示唆は掛谷“極大”予想 (Kakeya maximal conjecture) と呼ばれる次の主張と
して定式化される: 任意のε > 0に対し, Cεが存在し,∫

Rn

(N−1∑
j=0

1Tj (x)

)n
dx ≤ Cεδ−ε (5)

が任意の0 < δ � 1に対して成り立つ. 前節と同様の議論を行えば (ただしCauchy–
Schwarzの不等式の代わりに Hölderの不等式を用いるが), 掛谷極大予想が解ければ
掛谷集合予想も解けることがわかる. いずれの予想もn ≥ 3では未解決である!

掛谷予想はそれ自体非常に面白い問題であることは疑いようがないが, 組み合わ
せ論, 調和解析, 数論, 量子力学, 偏微分方程式論など, 他分野との豊富な繋がりの
おかげでその魅力は非常に高まっている. 興味のある読者は, Terence Taoによる概
説[12]でさらに進んで読まれることをお薦めする.

掛谷予想の発展は今も活発に続いている最先端の研究分野である. 最後に, 我々を興
奮させるような最新の研究と, 現在最良の研究結果との比較ができる論文の一部とし
て, Jonathan Hickman, Keith Rogers, Ruixiang Zhang[6], Joshua Zahl [13]を挙げてお
く.

謝辞. この論説を英語原稿から翻訳するのに際し，齋藤洋樹氏から多大なるご協力
をいただきましたことを心より感謝いたします．
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