
On approximation theorems of maPs
frorrr- compacta to manifolds and

polyhedra
(コ ンパク ト距離空間から多様体および多面体への連続写像の近似定理について

)

筑波大学大学院数理物質科学研究科特別研究員

松橋英市

l  lntroduction

この発表では、コンパク ト距離空間上で定義された連続写像に関していくつかの近似定理を

紹介する (実際にはただ近似するというよりも、もっと強い結果を紹介する)。

連続写像に関する近似定理の中で、最も有名なものの 1つ として次のワイエルシュトラスの定理

がある。 (以下、Xを コンパク ト距離空間、yを 完備距離空間としたときC(X,y)で Xか らyヘ

の連続写像全体からなる空間を表し、距離は sup metricが入っているものとする。)

定理 1.lo%ierstrass)

J=10,11、 Rを 実数全体 とする。このとき {ノ ∈C(I,R)∫ は多項式 )は C(7,0の 中で イεnsε

subsc舌 になる。つまり閉区間上で定義された任意の実数値連続関数は多項式の形をした連続関数で

いくらでも近似出来る。

この定理では、任意に与えられた連続関数を出来るだけ状況の分か り易い連続関数で近似 しよう

としている。しかし、この発表で紹介する結果はどちらかと言えば次の結果に近いものである。

定理 1.2(BanaCll)

I=Ю ,11、 Rを実数全体とする。このとき {/∈ σ(r,0ノ は I上のいたる所で微分不可能 }は

C(I,■)に おける dε ,Is`Gδ sttひ scι を含む。

Xを完備距離空間、A⊂ Xを Xの dense Cδ subsetを 含む部分空間としたとき、スを "(Xの

中で)ほ とんど全て "と 表現する事がある (それは Baireの 定理に拠る)。 そして定理 12を その

言葉を使って表現すれば、

"閉 区間上で定義されたほとんど全ての実数値連続関数はいたる所で微分不可能 "

ということになる。この発表では、

「任意の連続写像を分か り易い形をした連続写像で近似 しよう」

というよりは

「ほとんど全ての連続写像はとても複雑な形をしている」

というような結果を紹介していく。



2  Bing maps to polyhedra

この章では、コンパク ト距離空間から多面体への Bing map全体からなる集合が、写像空間のな

かでがどのような集合になっているかをみてい く。

定義 2.10οれ
`れ

し色m(=コ ンパク ト連結距離空間)Xが lln decttη θsabι
`で

あるとは、Xに 含ま

れる sしろcο,2`れ tιじm4と Bが X=A∪ Bを満たすなら、X=■ またはX=3が 成 り立つ場合

|こ いう。

http://www karlin m∬ cuni cz■p}rihl el e2001、・2/s/c0003/s0020/e0050/A gif(171)

(こ の絵はもともとは 1171の p210に描かれているものである。)

この定義を満たす continuumは 非常に複雑で、正確に図に描 くことはとても無理である。この

ような複雑な cOntinuul■ ■の存在は、すでによく知 られている。そして実際には indecOmposable

continuumよ りも、もっと複雑な continuulnが存在する。

定義 2.26′οけl12しし2/2Xが んεredjιαrなりをηαecο mpοsab:θ であるとは、Xに合まれる任意のsttι cοntれじtιη

が ,ndθιο7叩οSαらた 6οηιjη tιし771で あるときにいう。

ノ ,

http://rvrvr,^,'.karlin.mff.cuni.czl .pyrthf e I e200lvl lslcO140/s0010/e0020/f.gif (lZ])
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heredttar■y hldecolnposable coll七 hluunlは 1922年に Knaster(11月 )が初めて構成した (彼が構

成したものは Psθυαο αrcと 呼ばれるもので hereditarily indecomposable continuumの代表的な

例である)。 そして 1951年 に Bingが次の定理を発表するまで、1次元のものしか知られていな

かった。

定理 2.3(Bingレ
1)

(無限次元も含めて)全ての次元の アιεにごゼια7・を:″ れdccογァ2″οsαみιC Cοηιれuaη 2が存在する。

hereditarily indecOnlposable continuumは 非常に複雑な cOntilluunlで あるが、とても面白い、

そして良い性質を持っていて、その性質の良さゆえに連続体論では重要な役割を果たしている。

ここで Bing mapを 定義する。

定義 2.4ノ :X→ yが Bz/1′ ,れの であるとは、任意の ν∈yに対 し、′′
1(υ

)の全ての連結成分

が んεてグjιαrを

`ν

 z71a“ο,7ψ OSablθ であるときにいう。

これは非常に複雑な連続写像である。Bing mapの簡単な例は、iberすべてが 0次元になるよな

連続写像 (=o― dinlcnsion al llla,p)な どであるが、そうでないような例は構成が非常に難 しい。

Example 2.5(Allderson 111,Kato and Le、 ・i11191,Lewis and Walsll 1221)

R2か らR2への全射 οPεηれの で、その fらεγ・全てが Psc,ィイο α7rに なるようなものが存在する。

実は次に紹介するように Bing lllapは非常に多く存在する。

(以下B(Xl y)={∫ ∈θ(X,y)ノ :Billg lllap}と する。)

定理 2.6(Levill l191,Krasinkiewicz[151,Song and Tymchatynレ 41,Kato and Matsullashi 1111)

Xを コンパクト距離空間、yを多様体、または 1点でない連結な多面体とする。このとき3(X,y)

は C(X,y)の なかで ご
`γ

2sc Cδ  stろ s`ι となっている。

Remark Xを コンパクト距離空間、yを 完備距離空間としたとき、3(X,y)はいつでもθ(X,y)
の中で θδ―subsetに なっている。

以上のことにより、ラフな言い方をしてしまえばコンパク ト距離空間から多様体、多面体への連

続写像全体のうち、そのほとんど全てが Billg inapに なっていることがわかる。

また、定理 26の応用として次もわかる。

定理 2.7(Sollg alld Tyllldlatynレ 判)

Xを コンパクト『巨離空間、yを ゴ次元 Pεαγ〕ο εοηι
"じ

υγれ、またはη djmensを ογ〕αJ Man′ er 792αηび0`d

とする。このときこのとき B(X,y)は θ(X,y)のなかで グe,Is`Gδ  sπうsθ
`と

なっている。

次の定理は、全射連続写像を全射 Bing mapで近似する事についての結果である。この結果によ

り特に連結な多面体は、任意の conlltilnulmの Bing mapに よる像になっていることがわかる。

以下

Cs(X,1/)={ノ ∈C(X,y)/:叙輌ectiOn}、

Bs(χ ,y)={ノ ∈Q(X,y)ノ :Bing map}

とする。



定理 2.8(Kato alld Matsullashi 1lq)

Xを cοηιれ包υη2、 yを 1点集合でない連結な有限多面体 (ま たは 1次元 Pεαηο 6ο ηιjη 2ttι γれ,η

αれ
`nsを

οηα′Ⅳcγι′c7・ γγιαη4わ′d(71≧ 1))と する。このときBs(X,y)は Q(X,y)の なかで ごθγ:sc

Gδ sυιsetと なっている。

こうしてみてくると、像となる空間が何でもよさそうな気がしてくるが、そうではないことが次

の結果により分かる。

定理 2.9(I(rasinkね wicz[1司 )

yを次のような空間とする :

(☆)yの開集合で α7で を含まないものが存在する。

このときB(X,y)が c(X,y)で dε″Sθ にならないようなコンパクト距離空間 Xが存在する。

上の結果により、像となる空間はあまりに複雑すぎるとこれまで証明されてきたような結果が成

り立たないということが分かる。また、 2次元以上の Pcano cOntinll11lnの 場合でも同様の結果が

分かっている。

定理 2.10(S01lg and Tylllchatyll P月
)

γl≧ 2に 対して B(X2,聯ι)が C(鶏21L)で dε ns`に ならないようなコンパク ト距離空間 X.と

η次元 Pcαπο cογιれ2tι mι Lと が存在する。

Problem 2.1l Xを コンパク ト距離空間、yを ■1「ヽPと する。このときお(X,y)は c(X,y)で

″θηsε になっているか ?

3  γl…dilnensional lllaps and η…dilnensional Lelek maps

この章ではコンパク ト距離空間から、ANRへの Lelek lllap全 体からなる集合が、写像空間のな

かでがどのような集合になっているかをみていく。

定義 3.1連続写像 ノ :X→ yが 2dゼη2θηsjOγιαι πιανであるとは、任意の υ∈ yに 対 して

dim/1(ν )≦ ,2であるときに言う。

Rell■ ark.話 が少し脱線するがη_dinlensional mapに 関しては次のような定理が分かっている。

下の定理はη dinlellsiollal nlap∫ :X→ yが与えられたとき、その iber全 てを同時に 1次元

continllllmの 積空間に埋め込むことについての結果である。特に定理の中の yが 1点集合の場合

を考えると

「,2次元コンパクト距離空間からΠに lDブ ×I(DメよSllperdendnte)へ の埋め込みは、その写像

空間の中で dense Cδ―sul)setに なるJ

というP L Bowersの 結果が導かれる (cf Fl)c

定理 3.2(Kato and Matsullaslll[1司
)

X,yを コンパクト『巨離空間、(但 しdimy=ν)Dl,D2,¨ ,Dγιをη個の sψθttandrjι θ(=εηd

Pο ,ηιが dcnsθ にある樹木)、 √:X 〉yを ηごjmεηs,ο ,2αι l17の とする。このとき0≦ ,≦ ″とな

る Jに 対 して、 {θ ∈σ(X,Πに lDブ ×IP+1を )∫ ×θ:X→ Πに 1'ブ ×Ip+1':(j+1)ιοヱmの}

はC(X,Π卜lD′ ×Iク
トl t)の なかで∂εηse Cδ stわ s`ι となっている。



定義 3.3X,yを コンパク ト距離空間、∫:X― 〉yを連続写像 とし、

F(ノ )=∪ {θ C:θ js a ηογι
`γ

ゼυjα

`ε

ο77 POγιθη
`げ

ルιι7げ ∫}

とする。

2∈ Nに対して、dilnFげ )≦ γ2の ときノ:X→ yを ,2∂,777 θnS'οηα7五ε′εんγηのという(cf Lelek

[181)。

,2 dilllensional l,elek mapは n dilnensional mapよ りも強い性質 をもつ連続写像 である。逆 に

71-dilllcllSi01la1 11lapが γ2_dilnellsional Lclck 11lapと な るわ けではない。た とえば、ク :12→ I

を prOjcctionと すれば、Pは 1_dimellsional nlapで あるが、l dimensional Lelek lllapで はない

(2-dimensi01lal Lelek mapと なる)。 これについては Levinが次の結果を示した。

以下 Zη (X:y)={∫ ∈C(X,y)ノ :,2-(limensiOnal Tり elek map}と す る。

定理 3.4(Levill 12q)

η,た ∈ITを 自然数でη≧たとし、Xを γι次元コンパクトr巨離空間とする。このとき、几7に ん(χ ,「
た

)

は σ (X,Iた )で γでS'dtzα l sθ ι(=dεηSC Cδ ―sttわ sθ ιを 含 む 集 合 )と な っ て い る。

この結果については改良する事が出来た。その前にいくつか定義を用意する。

定義 3.5Pを f″′ιc Pο′ν力cご 7り 7へ yを空間とする。連続写像 ψ:P→ yが α″
“

Ctれ sι ι7ァιιιdd,7ιダ

であるとは、次のような単体的複体 κが存在するときにいう。

(1)P=lκ l

(2)任意の σ∈κ に対 して fσ :σ → yは εmι
`d∂

じγ2ク

(3)ψ (P)は ,4NR

定義 3.6空間 yに対 して、//7ccc ωお
``″

2みεごごプη′d,712CnSjOη  rlf y(=Pε ご(y))を 、次をみたす 自然

数 んで最大のもの とする :

P:dinl P≦ たとなるルP7た Pο′ν力ed“ ,2、 ク:P→ y:連続写像としたとき、 任意のε>0に対し

て ″ CCευおCC′屁ιεごd7/1′ 口 :P→ yで d(′ ,9)<ε を 満 た す も の が 存 在 す る 。

例え|ぎ、Iん 、n_dimcnsiollal nlanibldな どは piecewise elnbeddillg diinensionが たとなる。

Lcllnk nlapに ついては次の結果を得た。

定理 3.7(Kato alld NIatsl11laslll,11釧
)

72,た ∈Nを 自然数で ,2≧ たとし、Xを ,2次元 コンパ ク ト距離空間、yを P`d(y)≧ たとなる完

備 4NRと する。 この とき、Lれ た(X,y)は C(X,y)で ,CS'dtzα:scι (=ごε2SC Cδ stιsc`を 含む集

合 )と なっている。

Corollary 3.8(KatO and Matsullashi,11刻
)

2,た ∈Nを 自然数で,2≧ たとし、Xを π次元コンパクト塁巨離空間、Mた をんごJ夕γιcnsをοπα:πια7`びOιご

とする。このとき、Lη た(x,"た )は C(X,■メ)で たSづ dυα:seι となっている。

Corollary 3.9(KatO and Matsuhashi,1121)

,2,た ∈Nを 自然数で η≧たとし、Xを η次元 コンパ ク ト距離空間、 yを んd"ηθηs,ο ηαι χ ttθθr

mαη4わ :α (ま たは J次元 P`α ,2ο εοれれη包じγη)と す る。 この とき、五,.(X,y)(Z,1(X,y))は
C(X,y)で にSを dじα:Sctと なっている。



4  Krasinkie、vicz lllaps to polyhedra

この章では、コンパク ト距離空間から多面体への Krasinkiewicz nlap全体からなる集合が、写

像空間のなかでがどのような集合になっているかをみていく。

定義 4.lXを コンパク ト距離空間、 yを完備距離空間とする。/:X→ yが Xrα s//72λをθ lt1/cz mの

であるとは、Xに含まれる任意の slll)c01ltilllll111l Cが ∫の iberに 含まれるか、または ∫の lbel

の cOmponcntを 含むときにいう。

この連続写像もBing mapと Lelek map同 様、非常に複雑な連続写像である。Krasinkiewicz mal)

の簡単な例は o― dilllensinal mapや constant nlapな どであるが、そうでない具体例は構成が難 し

い。 しかし以下に記すように Krasillkiewkz mapは 非常に多 く存在する。

(以下X(X,y)={√ ∈ο(X,y)ノ :Krasinkiewicz map}と する。)

定理 4.2(Krasinkiewicz[lq,Levin and I」 ewis 1211)

Xを コンパクトi巨離空間、Ⅳ lを ゴイをmcns,ο 77α′mα 77″%:∂ とする。このときκ(X,■∫1)は θ(X,1√
1)

の中で ∂εγ)sc saι sc`に なっている。

I(rasillkiewiczは 上の定理を次のように証明した。まず S,ηθυια7,,72α″という、Blllg mapの 中で

も特別なタイプのものを考えた。次に、コンパク ト距離空間から ,2-(lilllen● ollal lnallifllld(72≧ 1)

への Siglllar 11lap全体は写像空間の中で dellseに なっている事を証明した。そして最後に、コンパ

クト距離空間から 1-(lilllensiollal lllallifrlldへ の Sillglllar Hlapは Kl asillkiwicz nlapに なっている

事を証明した。

また、Lcvhlと Lewisは彼等独自の方法で上の定理を証明した (1211を 読むと、像 となる空間が

Iの場合について証明しているが、証明をよく読むと像となる空間は 1次元多様体でもよい事がわ

かる)。

I(lasillkiwicz lnapに ついては次の結果を得る事が出来た。

定理 4.3(P司
)

Xを コンパク ト距離空間、Pを 有限多面体 とする。このときX(X,P)は C(X,P)の 中で dense

Cδ―subsetと なっている。

Remark Xを コンパクト距離空間、yを完備距離空間としたとき、I(X,y)は いつでもσ(X,y)
の中で Cδ―subsctに なっている (cf[231)。

Remark定 理 43で は、Ba■eの定理を用いずに dellse― sllbsetに なっている事と Gδ―subsctに

なっている事をそれぞれ独立に証明した。

したがって、コンパク ト距離空間か ら多面体への連続写像全体のうち、そのほとんど全ては

Kra,sinkiewicz IIlapに なっている事が分かる。

Bing mapの場合と同様に、定理 43の応用 として次がわかる。

定理 4.4(レ司)

Xを コンパクト『巨離空間、アを r次元 Pcαγιο 6οηιjηυυm、 またはndづ 772 θηSヴοηαι Mc,2ycγ mヽα″ル
`αとする。このときこのときX(X,y)は σ(X,y)の なかでごθηsc Cδ suう sθオとなっている。



以下κ

“

X,y)={`′ ∈Q(X,y)′ :KrasillkLwicz map nlap}と する。

定理 4.5(レ司)

Xを cο γlt'ηし,lm、 yを 1点集合でない連結な有限多面体 (ま たは 1次元 P`αηοこοηtグη?′し771,η

ごj727c,ls,ο ηα′McηJer'γιαγιちわ
`ご

い ≧ 1))と する。このときκs(X,y)は Cs(X,y)の なかで ご
`η

se

Cδ sπみs計 となっている。

また、Krasinkiewicz mapの 場合についても Bing nlapの 場合と同様に、像となる空間が何でも

よいという訳ではない。それは次の結果により分かる。

定理 4.6

yを次の条件を満たす 1点集合でない cο ηιrlluaη )と する :

(☆)yの開集合で α,で を含まないものが存在する。

このときX(X,y)が c(X,y)で ご
`η

Scに ならないようなコンパクト距離空間 Xが存在する。

つまり、像となる空間が llel e(litarily illdecomposable colltilluulllの ようにあまりに複雑である

と、これまでのような定理は成 り立たない。

Probleln 4.7Xを コンパクト距離空間、yを ■1
「ヽR(ま たは Pεαηο εο,2ι

'η

 υπγη)と する。このと

き κ(X,y)は c(_Y,y)で ごθηSθ になっているか ?

5  Applications

4章 での Krasinkiwiczの 証明方法を振 り返ってみると、彼は Billg mapと Kradnkiwicz nlapの

両方の性質を同時に持つ連続写像 (こ れを ,ηθ Xrasz/1た
"た

zηり と呼ぶことにする)全体が、コ

ンパクト距離空間から 1次元多様体への写像空間の中で dcnse slll)setに なっている事を証明して

いることがわかる。

2章、4章での結果を合わせて考えると次の結果が分かる。

(以下 B′((X,y)=(ノ ∈C(X,y)∫ :Billg―Krasinkie、 icz map}と する。 )

定理 5.lχ をコンパク ト距離空間、 yを 1点集合でない連結な有限多面体 (ま たは 1次元 Pcαηο

cOγι
`Jγ

ιぇtuγγl,72ごゼγた2εγιs'0′ lα

`ス

た,2′c7ηιαγιゲοFd(η ≧ 1))と する。 このとき Bκ (X,y)は C(X,シ・)の

なかで densθ Gδ sυらsc`と なっている。

つまり、コンパクト距離空間から多面体へのほとんど全ての連続写像は Bing― KIa断 1lkたwicz map

になっている。

以下 BIs(X,y)={∫ ∈Cs(X,y)げ :Bing―Klasinkiewicz map}と する。

定理 5.2Xを εο7)ιづγιatι″ι、yを 1点集合でない連結な有限多面体 (ま たは 1次元 Pcαγιο cο ,2ι rllじυη2,

ηごjmeγ)sjο ηαJ ifθη′θγ`mαη4わ :ご
(γ
2≧ 1))と する。このときB κs(X,y)は θδ(X,y)の なかで dεηsε

Gδ suみsctと なっている。

この定理により、特に 1点集合でない連結な有限多面体、 (ま たは 1次元 PeanO continuum,n

diIΥlellsioll」 Menger mal〕おld("≧ 1))は、任意の 1点でない colltinuulnの Bin3-Krashlkた wicz

hapに よる像となっていることがわかる。



定理 52の応用としては次が挙げられる。証明には BrOwnの illvelse hr澁 tに 関する近似定理 (cf

141)を 用いる。

定理 5。 3(cf Kato and Matsuhashi 1lq)

任意の一点集合でない cογ2ιれυa,72Xに 対してあるグγ〕υθ7・se scgα
`″

c`{民 ,θ,}(但 し,=1,2,

に対して島 は一点集合でない連結な有限多面体、θ,:Xl+1→ Xを は全射 3を 72′ ルuSれんをθυゼε27η叩)

が存在してX=Lメ島,・ }と なる。

以下は最近の結果で定理52の応用である。これは[lqの Probb111 12に 対する肯定的な答えと

なる。

定理 5.4

yを ゴ点集合でない cοれれ′tttu7氾 とする。yが Pεα,2ο cO,ι ιj,tttt`772で あるための必要十分条件は、

任意の ヱ点集合でない こοηιれtι ttγtt Xに対 して Xか ら yへの全射 3771′ κms,ηんをθ
“
たzmの が存在

することである。

次に像 となる空間を nlanilllldに してみると、ほとんど全ての連続写像はさらに複雑な形をした

ものになっている、という結果について紹介していく。

次は最近 Katoに より示された。

定理 5.5(I(atOド1,Cf Bruckner and Garg[司 alld Buczolich and Datti bl)

Xを ,2次元以上のコンパク ト距離空間、Ⅳ "を ,2-dinlell雨 onal manお ldと し、Bα X,■√η)⊂

σ(X:Ⅳ
η
)を 次の 4条件を満たす連続写像 ∫:X→ ]f′

ι全体からなる集合とする (こ のような性質

を満たす連続写像を Bruckner―Carg mal)と 呼ぶことにする
)。

あ る (■ -1)― dimellsiollal dellse Fし ―subSet F⊂ ノ(X)と fb― SubSet S⊂ √(X)が 存 在 して 、

(1)バX)=f∪ S

(2)ν ∈E、 S⇒ ノ
1(ッ

)≦ ,1

(3)ッ ∈J∩ S⇒ C011lP(ノ
1(ッ

))(=ノ
1(y)を

`ο

,77POηεη
`で

つぶ した空間)は Callt01 Setと ηυ

イ固(1≦ ,2y≦
・ )の孤立点 との和集合に同相。

(4)ッ ∈Sヽ E⇒ COmp(ノ 1(プ
))は Callt01 setに 同相。

このときBC(X:]f・ )は C(X,17と )の 中で ,で s,ごυαl sdと なっている。

この定理と2章、 3章、 4章の話をまとめると次が得られる。

定理 5.6 rrl>γ l>1と し、Xを γη次元コンパクト距離空間、■fれ を (単体分割可能な)2-

dづmεηs`ο  γιαルγιαηJο :dと する。 このとき

{ノ ⊂σ(X,■ J・ )ノ は B,7り ,れの ,Xγ as771た たりたz γη叩 ,(777-7よ )どを′/ιι725jO"α′LCιθん″ιψ ′B7じ
`ん

72`r―

Caり ,ηりの性質を全てもっている}

は σ(X,M′
ι
)のなかで ,で s測鶴α

`と

なっている。

remark γ77<72の ときは次のような結果が分かっている :

定理 5.7(HllreWiCZ)

Xを m次元コンパク ト距離空間、1ゴ
2″2■ 1,を

(22/2+1-j)読 γηθηSをοηαι 972αηび0`ご とする (

0≦
`≦

γア2)。 このとき{ノ ∈σ(X,llf2222+11)/1(ν )|≦
'+1ル

,CaCん ν∈ ltf2227+11は

σ(x,M2γ
η+1‐

)の 中で dθηse Cδ subscι になっている。
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