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1. はじめに

有限集合上の位相空間を finite spaceという. 一般の finite spaceは discreteではなく, そ
れらのトポロジーにはホモトピー論的に興味深いものがある. 例えば, McCordは単体複
体に対し, 弱ホモトピー同値な finite space が存在することを証明した [McC66]. 他にも,
Cianci, Ottinaは [CO16]でホモトピー群が全て自明だが可縮でない最小の finite spaceを発
見している.

finite spaceは有限集合上の位相空間であるため, そのホモトピー的性質の多くは組み合
わせ的に記述することができ, finite spaceは組み合わせ論とトポロジーを結ぶ重要な数学
的対象として研究されている [BM08, FMP16]. finite spcaeのホモトピー論を通じて, トポ
ロジーや代数の未解決問題へのアプローチをしようとしている研究もある [CM13, Bar11].
本講演では,位相的複雑さ（topological complexity）というホモトピー不変量を finite space

に関して調べる. 具体的には, [Tan18]の中で田中氏によって点が少ないケースにおいて部
分的に調べられていた Khalimsky circleの位相的複雑さを, 全てのケースで決定し, 結果と
して, 田中氏が挙げた finite spaceの位相的複雑さに関する予想が成り立つことを述べる.

2. finite space

この章では, finite spaceの基本的な性質について説明する.

2.1. finite spaceと半順序集合. まず Alexandroffによって与えられた finite spaceと順序集
合の関係について紹介しよう. X を finite spaceとする. finite space X 上の点 xに対し,

Ux =
∩

{U | Uは xの開近傍}

とする. X は finite spaceなので, Uxもまた開集合であることに注意しておく.
次に P (X)を次の関係を持つ集合 X として定義する.

x ≤ y ⇐⇒ Ux ⊂ Uy
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ここで, Ux = Uy ならば x = y であることは一般には成り立たないため, P (X)は反対称律

を満たさない. しかし, 同値関係 x ∼ yを

x ∼ y ⇐⇒ x ≤ y, y ≤ x

と定めることで, 次が成り立つ.

命題 2.1. 商写像 q : X → X/∼ はホモトピー同値写像である.

このとき, 商空間 X/∼は T0-空間である. よって, finite spaceのホモトピー論を考える
上では, finite T0-spaceを対象にすれば十分であることが分かる. 以降, finite spaceは finite
T0-spaceの場合のみを考えることとしよう. Alexandroffは次の定理を証明した.

定理 2.2 ([Ale37]). 次は圏同値である.

P : {finite T0-spaces} → {finite partial order sets}

ここで注目すべき点は, P は関手になっていて, 射に対しても対応があるということであ
る. 実際, finite spacesの間の連続写像 f に対して, P (f)は順序を保つ写像になっているこ

とが確かめられる.

2.2. finite spaceと単体複体. finite T0-spaceに対し, 半順序の構造が入ることがわかった.
一方, 半順序集合 P0 から (抽象)単体複体 ∆(P0)を構成できる. 半順序 P0 に対し, n + 1個

からなる部分全順序集合 x0 < x1 < . . . xnを n単体とみなせばよい.
そうすると, finite T0-spaceから単体複体への関手 Kが P と ∆の合成によって得られる.

K = ∆ ◦ P : {finite T0-spaces} → {simplicial complexes}

例 2.3 (4点からなる Khalimsky circle). S1
2 = {a1, a2, b1, b2}とする. 左図の各円に囲まれる

部分集合族を開基底とすることで, S1
2上の位相を定める.

a1 a2

b1

b2

S1
2

a1 a2

b1

b2

K(S1
2)
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McCordはこの finite spaceと単体複体との関係について, 次の定理を示した.

定理 2.4 ([McC66]). finite T0-space X に対して, 弱ホモトピー同値写像

µX : |K(X)| → X

が存在する. つまり µX∗ : π∗(|K(X)|)
∼=→ π∗(X)が同型となる.

例 2.5. 例 2.3の S1
2は, |K(S1

2)| = S1である. よって, S1
2は S1と弱ホモトピー同値である.

3. 位相的複雑さ

3.1. 位相的複雑さの定義. 位相的複雑さは Farberによってロボットの経路計画アルゴリズ
ムの設計に関連したホモトピー不変量として定義された [Far03].

定義 3.1. X を位相空間とする. X の位相的複雑さは次のように定義される:

TC(X) = min{n | X×X = U0 ∪ U1 ∪ . . . ∪ Un s.t. 各開集合 Uiは πの局所的切断をもつ}

ただし, π : X [0,1] → X ×X; ℓ 7→ (ℓ(0), ℓ(1)).

特に, 位相的複雑さが 0のときは, 次の意味で “単純な”空間になっている.

命題 3.2. 位相空間 X に対し, TC(X) = 0 ⇐⇒ X は可縮.

位相的複雑さは, 次の LSカテゴリーと深い関係がある.

定義 3.3. X を位相空間とする. X の LSカテゴリーは次のように定義される:

cat(X) = min{n | X = U0 ∪ U1 ∪ . . . ∪ Un s.t. 各開集合 Ui ↪→ X は null-homotopic}

定理 3.4 ([Far03]). 位相空間 X に対して次が成り立つ.

0 ≤ cat(X) ≤ TC(X) ≤ cat(X ×X) ≤ (cat(X) + 1)2 − 1.

さらに, X が正則空間ならば次が成り立つ.

cat(X ×X) ≤ 2 cat(X).

注意 3.5. finite space X が正則空間のとき, X は discreteとなるので, 一般の finite spaceの
位相的複雑さの評価には, 上方の不等式を使うしかない.
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3.2. 単体的複雑さ. 位相的複雑さは位相空間に対して定義されるが, 単体複体で類似のもの
を定義しようという試みがある. [Gon18]の中で導入された単体的複雑さについて説明しよ
う. それを見るためには, 次の定義で与えられる, 単体写像における “強いホモトピー”の概
念を用いる.

2つの単体写像 f, g : K → Lに対して,

• f ∼c g ⇐⇒
def

f = f0,∃f1,∃f2, . . . , ∃fn−1, fn = g s.t. ∀i,∀σ ∈ K, fi(σ) ∪ fi+1(σ) ∈ L

• f ∼ g ⇐⇒
def

f = f0,∃f1,∃f2, . . . , ∃fn−1, fn = g s.t. ∀i, fi ∼c fi+1

と定義する.
f ∼ g : K → Lのとき, 各単体の中でホモトピーを作っていくことで, それらの幾何学的

実現 |f |, |g| : |K| → |L|はホモトピックであることがわかる.

注意 3.6. X が CW複体や finite spaceの場合は, exponential lawを用いることで, 次の定義
に置き換えることができる.

TC(X) = min{n | X×X = U0∪U1∪. . .∪Un s.t. 各開集合 Uiに対し π1|Ui
, π2|Ui

はホモトピック}

ただし, πj : X ×X → X は第 j 成分への射影.

定義 3.7. 単体複体 K に対し, K の 0-単体的複雑さとは

SC0(K) = min{n | ∆(K×K) = L0 ∪ L1 ∪ . . . ∪ Ln s.t. 各部分複体 Liに対し, π1|Li ∼ π2|Li}

ただし ∆(K×K)はプリズム分解によって得られる複体であり, πj : ∆(K×K) → K は第 j

成分への射影.

注意 3.8. SC0(K)はプリズム分解の取り方に依存する可能性がある.

0 ≤ nに対して, K の n-単体的複雑さ SCn(K)が定義されているが, 全ての組み合わせを
確かめて n-単体的複雑さを計算するには, Sdn(∆(K×K))の部分複体による被覆のパターン

を考える必要があり, nが増えるに従って計算量が増大する. 一方で, K に対してある NK

が存在して, NK ≤ nならば SCn(K) = TC(|K|)となることが [Gon18]の中で示されている.

注意 3.9. ここでは紹介しないが, 単体的複雑さと別に, 単体複体に対する離散的位相複雑
さという量が [FTMVMV18]で導入されている.

3.3. finite spaceの位相的複雑さ. finite space X から, 単体複体 K(X)とその幾何学的実現

|K(X)|が与えられるが, それらの位相的複雑さには次のような大小関係がある.
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定理 3.10 ([Gon18]). X を finite spaceとする. 任意の 0 ≤ nに対し,

0 ≤ TC(|K(X)|) ≤ SCn(K(X)) ≤ TC(X).

CW複体や多様体などの位相的複雑さは, コホモロジーによるウエイトを計算して下か
ら評価する方法が知られているが, finite space X に関しては |K(X)|と X が弱ホモトピー

同値になるため, 定理 3.10より, TC(|K(X)|)がその評価になってしまう. よって, CW複体
や多様体などの位相的複雑さの研究で用いられている手法は, finite spaceには適用しにく
い. もちろん単体的複雑さや finite spaceの位相的複雑さは, 原理的には全ての組み合わせ
を網羅することで決定可能であるが, 点の数が増えるにしたがって, 計算量が膨大になり,
決定するのが困難になる. 事実, 位相的複雑さが決定されている finite spaceの例は, (今回
の Khalimsky circleの結果を除けば), 点の数が少ないいくつかの場合だけである.

4. Khalimsky circleとその位相的複雑さ

Khalimsky circle S1
nとは, S1と弱ホモトピー同値となる 2n個の点からなる finite spaceで

ある. Khalimskyはデジタルトポロジーの分野の中で, デジタル画像の位相的性質を調べる
ため, Z2 上のある位相構造を導入した [Kha87]. その位相空間 Z2 は Khalimsky Planeと呼
ばれており, S1

nはその上の Jordan曲線であることから, Khalimsky circleと呼ばれている.

定義 4.1. n ≥ 2に対し, Khalimsky circle S1
nは

S1
n = {a1, a2, . . . , an; b1, b2, . . . , bn},

で {{ai, bi, ai+1}}i∈Z/nZを準開基底として位相を定めたものである.

例 4.2. S1
2と S1

3の例を図で表す. 色のついた円で囲まれている集合が準開基底となる.

a1 a2

b1

b2

(a) S12

a1

a2a3

b1 b2

b3

(b) S13

47



Khalimsky circleは可縮でない基本的な finite spaceの例であり, finite spaceの位相的複雑
さを考える中で, まず Khalimsky circleについて調べてみようと考えるのは自然である.
田中氏は [Tan18]の中で finite spaceに対する位相的複雑さを, 組み合わせ的な記述で与

え, 4点と, 6点からなる Khalimsky circleに対して, 位相的複雑さを決定した.

定理 4.3 ([Tan18]).

TC(S1
2) = 3,TC(S1

3) = 2.

しかし, n ≥ 4に関しての S1
nの位相的複雑さについては未解決な問題として残っていた.

円周 S1 については TC(S1) = 1が知られているので, π への局所的切断を持つような 2枚

の開集合からなる S1×S1の被覆が存在する. よって, nが大きい時には, S1の開集合を “近
似”するように S1

n の開集合を与えれば良さそうな気がするかもしれないが, 一般にこの方
法ではうまくはいかない. 田中氏は, すべての n ≥ 2について, TC(S1

2n) = 2となることを予

想していた.
私は n ≥ 4に関しての S1

n の位相的複雑さを決定するために, πへの局所的切断を持つよ
うな S1

n×S1
n の部分空間について考察をした. すると, Khalimsky circle間の写像のホモトピ

ー類を分類する次の補題が重要であることに気づいた.

補題 4.4. 2つの異なる写像

f, g : S1
m → S1

n,

が deg f = deg g > 0を満たしているとする. このとき,

f ≃ g ⇐⇒ m > n · deg f.

この補題 4.4は, Khalimsky circle間の写像のホモトピー類を分類するためには, 写像度だ
けでなく定義域の Khalimsky circleの点の個数が関係することを述べている.
補題 4.4を用いることで TC(S1

4) = 2を示すことができ, さらに補題 4.4から, 開被覆の目
星をつけ, すべての n ≥ 5に対し, π への局所的切断を持つような 2枚の開集合からなる

S1
n×S1

nの開被覆を発見した. （開被覆の具体的な形については講演の中で紹介する）
まとめると, 以下の結果になる.

定理 4.5. Khalimsky circle S1
n の位相的複雑さは次で与えられる:

TC(S1
n) =


3, n = 2,

2, n = 3, 4,

1, n ≥ 5.
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この結果は,

『位相的複雑さは, ホモトピー同値で不変だが, 弱ホモトピー同値で不変ではない』

ことがわかる１つの例となっている.
さらにこの定理 4.5の結果は, 次の田中氏の finite spaceの位相的複雑さに関する次の予想

の解決につながった.

予想 4.6 ([Tan18]). finite space X で TC(X) < cat(X×X)をみたすものが存在する.

5 ≤ nについて, Kandola[Kan18]の結果から cat(S1
n×S1

n) = 2である. 定理 4.5と合わせて,
1 = TC(S1

n) < cat(S1
n×S1

n) = 2となり, 田中氏の上記の予想は正しいことが分かる.

5. 今後の課題

ここでは, finite spaceの位相的複雑さに関連するの問題を 3つ挙げる.

5.1. Sdr Snの位相的複雑さ. Khalimsky circleの位相的複雑さの結果を高次元の場合に拡張
できないか？というのは自然な疑問である. Khalimsky circleが S1 と弱ホモトピー同値で

あったように, Sn と弱ホモトピー同値な finite spaceが存在する. 例えば, 次で定義される
Snは Snと弱ホモトピー同値な最小の finite spaceである.

定義 5.1. Sn = [n]×{−1, 1}は次の族を準開基底として位相を定める:

{[k − 1]×{−1, 1} ∪ [k]×{ϵ} | 0 ≤ k ≤ n, ϵ = ±1}

ただし, [−1] = ∅, [n] = {0, 1, . . . , n}とする.

例 5.2. S1 = S1
2.

単体複体の重心細分と同じように, finite spaceX に対して, その重心細分 SdX が定義さ

れる. 例えば, Sdr S1=Sdr S1
2=S1

2r.

問題 5.3. r ≥ 1に対して,

TC(Sdr Sn) =?

5.2. finite spaceの間の写像のホモトピー類. 一般の finite spaceの位相的複雑さを調べる
には, 今回の Khalimsky circleの場合のように, 写像のホモトピー類について調べる必要性
があると考える.
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finite space X が |K(X)| = Snをみたすと仮定しよう. このとき, 任意の n ≥ 0に対して,

f, g : Sdn X → X がホモトピック =⇒ deg f = deg g

が成り立つ.
逆について考えよう. 次の命題が成り立つ.

命題 5.4. |K(X)| = Sn となる finite space X に対し, f, g : Sdr X → X が deg f = deg g = d

を満たしていると仮定する. このとき,

∃rd,X ≥ 0 s.t. rd,X < r =⇒ f, g : SdnX → X がホモトピック.

この命題の証明は, ルベーグ数の存在によって証明される. よって rd,X がどのくらい大

きくなるかがわからない. Khalimsky circleのケースでは, 補題 4.4から, rd,S1n = log2(d)と取

れることが分かる.

問題 5.5. 命題 5.4の中で出てくる rd,X は, どのくらい大きくなるのか？

5.3. 重心細分と位相的複雑さ. finite space X に対し, 重心細分をすると, LSカテゴリーは
小さくなることが知られている.

定理 5.6 ([FTMVV15]). finite space X に対して,

cat(X) ≥ cat(SdX)

位相的複雑さに関しては, Khalimsky circleの場合は, 次が成り立っていた.

TC(S1) > TC(SdS1) > TC(Sd2 S1) = TC(Sd3 S1) = · · · = TC(S1)

.
しかし一般の finite space X に対して, TC(X) ≥ TC(SdX)が成り立つかは分かってい

ない.

問題 5.7. 次の不等式をみたすような finite space X は存在するか？

TC(X) < TC(SdX)
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