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1 はじめに
情報幾何学では，統計モデルや機械学習モデルのパラメータ空間を，フィッシャー情報

行列をリーマン計量とするリーマン多様体とみなし，さらにその上にある双対性を満た
す二種類のアファイン接続を考える．統計多様体とは，この双対的な構造を微分幾何学
的な観点から定式化した概念である．
情報幾何学は，このような空間構造を通してパラメータ空間を扱うことにより，統計学

や機械学習，最適化問題等への統一的な幾何学的解釈をもたらし，様々な解析を可能とす
る [2, 3]．
特に情報幾何学における主要な空間概念として，甘利・長岡により導入された双対平

坦多様体がある [2]．双対平坦多様体は，アファイン接続が平坦である統計多様体であり，
これはアファイン微分幾何学におけるヘッセ多様体と同一の概念である（志摩 [17]）．す
なわち，双対平坦多様体では，局所アファイン座標系においてリーマン計量が局所凸ポテ
ンシャル関数のヘッセ行列で与えられる．さらに，二種類の平坦アファイン接続それぞ
れに付随する局所凸ポテンシャルは互いにルジャンドル双対性により結びついている．
双対平坦多様体は実応用の観点からも注目されている一方で，深層学習を含め実応用

で現れる空間ではしばしば計量が退化する [19]．すなわち，局所ポテンシャル関数は非凸
で変曲的あるいは多価になり得る．このような場合には，厳密には，双対平坦多様体の理
論が適用できない．そこで著者らは，計量の退化性を許容する双対平坦多様体の理論の
一般化として概ヘッセ多様体の理論を接触幾何学と特異点理論の観点から建設した [15]．
理論刷新の核は，波面，すなわち非凸ポテンシャルあるいは多価ポテンシャルのグラフに
依然として働くルジャンドル双対性である．
本稿では [15, 14] に基づき，情報幾何学の概説を行い，概ヘッセ多様体の理論につい

て，統計多様体の幾何学との関連を踏まえて紹介する．統計多様体の幾何学は，コントラ
スト関数の理論と密接に関連する．コントラスト関数は，多様体上のある条件を満たす
非対称な “距離（二乗）関数”であり，統計多様体上にさまざまなテンソルを導入する．
これらのテンソルは統計多様体の幾何学を特徴づけ，その関連について江口は徹底的に
調べている [9]．特に 4次テンソルに基づく統計多様体の幾何学は，概ヘッセ多様体の幾
何学との関連が示唆されるものである．
本稿を通して，写像や多様体は全て滑らかなものを考え，太字は列ベクトルを表すもの

とする，e.g.，x = (x1, · · · , xn)T．
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2 情報幾何学の概観
本節では情報幾何学に登場する諸概念についての定義を整理しながら，双対平坦多様

体の理論についての紹介を行う．
M を n次元多様体，hをその上の擬リーマン計量（非退化な対称 (0, 2)テンソル場）と

する．∇を接束 TM の捩率がゼロであるアファイン接続とする．(M,h,∇)が統計多様
体であるとは，(0, 3)テンソル場 C := ∇hが全対称であるとき，すなわち任意のベクト
ル場 X,Y, Z ∈ X(M)に対して次が成り立つときをいう：

(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z).

このときテンソル C を Amari-Chentsov の 3 次テンソルと呼ぶ [2]．統計多様体
(M,h,∇)に対し，TM の接続である∇の双対接続∇∗ を次式で定義する：

Xh(Y, Z) = h(∇XY, Z) + h(Y,∇∗
XZ).

ここで，X,Y, Z はM 上の任意のベクトル場である．このとき，双対接続∇∗もまた捩率
が消えている．上記の統計多様体の定義と同値な定義として Lauritzen によるものがあ
る [11]．すなわち，擬リーマン多様体 (M,h)上に対称な (0, 3)テンソル場 C が与えられ
ているとき，次式によりアファイン接続 ∇,∇∗ を定義すると (M,h,∇)は統計多様体と
なる：

h(∇XY, Z) = h(∇̄XY, Z)−
1

2
C(X,Y, Z), h(∇∗

XY, Z) = h(∇̄XY, Z) +
1

2
C(X,Y, Z).

ここで，∇̄は hのレビ・チビタ接続である．いずれの定義であっても統計多様体の幾何
学を考える上では (h,C,∇,∇∗)を考えることが重要である．
統計多様体 (M,h,∇)において，∇が平坦であることと，その双対接続∇∗ が平坦であ
ることが同値となる．このような統計多様体 (M,h,∇,∇∗)を双対平坦多様体 [2]あるい
はヘッセ多様体 [17]と呼び，(h,∇,∇∗)をM 上の双対平坦構造と呼ぶ．双対平坦多様体
(M,h,∇,∇∗)は次の重要な性質をもつ．

命題 2.1 M の各点 pの周りにおいて ∇に関するアファイン座標系（∇-アファイン座
標系）x = (x1, · · · , xn)とその上の関数 z = f(x)が存在して，次が成り立つ：

(1) 任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対し，h( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) = ∂2f
∂xi∂xj

；
(2) pi :=

∂f
∂xi

(1 ≤ i ≤ n) で定義される p = (p1, · · · , pn) は ∇∗-アファイン座標系で
ある；

(3) h( ∂
∂xi
, ∂
∂pj

) = δij；
(4) ∇∗-アファイン座標系 p上の関数 z′ = ϕ(p)が存在して，z + z′ − xTp = 0を満
たす；

(5) C( ∂
∂xi
, ∂
∂xj
, ∂
∂xk

) = ∂3f
∂xi∂xj∂xk

．
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上記の命題 2.1における∇∗-アファイン座標系 pは∇-アファイン座標系 xの双対座標
と呼ばれ，関数 f(x)はポテンシャル関数，ϕ(p)は f の双対ポテンシャル関数あるいは
ルジャンドル変換と呼ばれる．
双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗) では，局所的にポテンシャル関数 f(x) と双対ポテン

シャル関数 ϕ(p)が存在するが，これらを用いて定義される

D :M ×M → R, D(p, q) = f(x(p)) + ϕ(p(q))− x(p)Tp(q)

をブレグマンダイバージェンスという（厳密には，M の対角線集合の近傍で定義され
る）．上式の定義はアファイン座標系 x,pやポテンシャル関数 f, ϕの取り方にはよらな
いことに注意する．情報幾何学の応用を考える上でブレグマンダイバージェンスは重要
な役割を果たすものである [2]．

3 接触幾何学と概ヘッセ多様体の理論
本節では，2節で述べた双対平坦多様体の理論の一般化である概ヘッセ多様体の理論の

紹介を行う．証明等の詳細は [15]を参照されたい．
N を 2n + 1次元多様体，ξ をその上の超平面場とする．(N, ξ)が接触多様体であると

は，超平面場 ξ が局所的に θ ∧ (dθ)n 6= 0 なる 1 次微分形式 θ の核で表されるときをい
う．このとき，θ を（局所）接触形式という．2n + 1 次元接触多様体 (N, ξ) に対して，
n次元部分多様体 L ⊂ N がルジャンドル部分多様体であるとは，各点 p ∈ N において
TpL ⊂ ξp なるときをいう．
R2n+1(= T ∗Rn × R)に対して，(x,p, z)でその標準的な座標系を表すものとする．こ

こで，xと pはそれぞれ T ∗Rn の底空間とファイバーの座標系を表し，これら二つの空
間を Rn

x と Rn
p と書き，区別することにする．R2n+1 上の 1次微分形式 θを

θ := z − pTdx = z −
n∑

i=1

pidxi

で定める．このとき，(R2n+1, θ)は接触多様体であり，この接触多様体を標準接触多様体
と呼ぶ．
標準接触多様体 (R2n+1, θ)に対して，ファイバー束

π : R2n+1 → Rn
x × Rz, (x,p, z) 7→ (x, z)

はルジャンドルファイブレーション（各ファイバーがルジャンドル部分多様体である）を
与える．変換 L : R2n+1 → R2n+1，

L(x,p, z) = (x′,p′, z′) = (p,x,xTp− z)

を考えると，これは微分同相写像であり接触超平面場を保つ．ファイバー方向への射影

π′ := π ◦ L : R2n+1 → Rn
p × Rz′ , (x,p, z) 7→ (p,xTp− z)
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もまたルジャンドルファイブレーションとなる．このとき，二つのルジャンドルファイブ
レーションからなる次の図式を標準接触多様体 (R2n+1, θ)に対するダブルファイブレー
ション構造と呼ぶ．

Rn
x × Rz R2n+1πoo π′

// Rn
p × Rz′

L ⊂ R2n+1 をルジャンドル部分多様体とする．Lに対し，ルジャンドル写像

πe := π ◦ ι : L→ Rn
x × Rz, πm := π′ ◦ ι : L→ Rn

p × Rz′

をそれぞれ e/m-ルジャンドル写像という．ここで，ι : L→ R2n+1 は包含写像である．

定義 3.1（[15]） e/m-ルジャンドル写像 πe と πm に対して，

We(L) := πe(L) ⊂ Rn
x × Rz, Wm(L) := πm(L) ⊂ Rn

p × Rz′

をそれぞれ Lに付随する e/m-波面と呼ぶ．

L上のベクトル束 E (= EL)を

E := { (p, w) ∈ L× (Rn
x × Rz) | dzp(w)− p(p)Tdxp(w) = 0 }

で定める．Lはルジャンドル部分多様体であることから，dπe(TpL) ⊂ Ep が各点 p ∈ L

において成り立つ．ここで Ep は pにおけるファイバーである．このことから，束写像

Φ : TL→ E, vp 7→ dπe
p(vp)

が意味を持つことに注意する．
∇̃を Rn

x × Rz 上の平坦アファイン接続とし，ψp : Rn
x × Rz → Ep を z-軸に沿った線形

射影とする．このとき，
∇E

Xη(p) := ψp ◦ ∇̃Xη(p)

により E 上のアファイン接続∇E を定義する．ここで，X は L上のベクトル場であり η

は E の切断である．

命題 3.2（[15]） 接続∇E は平坦であり，任意の L上のベクトル場 X,Y に対し

∇E
X(Φ(Y ))−∇E

Y (Φ(X)) = Φ([X,Y ])

が成り立つ．

(E,Φ,∇E)を e-波面We(L)に付随する連接接束と呼ぶ（cf. [16]）．同様にして，m-波
面Wm(L)に対しても連接接束 (E ′,Φ′,∇E′

)を定める．
これらベクトル束 E,E ′ は L上で定義されたものであるが，R2n+1 上で定義され得る

ものである．超平面場 ξ は直和分解

ξp = ker dπ′
p ⊕ ker dπp ' Ep ⊕ E ′

p ' Rn
x ⊕ Rn

p
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をもつことに注意する．このとき，ξ上にシンプレクティック形式 ωと (n, n)型の擬リー
マン計量 τ が

ω :=
n∑

i=1

dxi ∧ dpi, τ :=
n∑

i=1

dxidpi =
1

2

n∑
i=1

(dxi ⊗ dpi + dpi ⊗ dxi)

により自然に定義される．

定義 3.3（[15]） L上の概ヘッセ計量 hを τ の引き戻しにより定義する：

h(Y, Z) := τ(ι∗Y, ι∗Z) (Y, Z ∈ TL).

ここで，ι∗ = Φ⊕ Φ′ : TL ↪→ ξ = E ⊕ E ′ は包含写像である．

一般に，ルジャンドル部分多様体 L ⊂ R2n+1 は局所的に母関数 g(xI ,pJ)を用いて

L = {(xI ,xJ ,pI ,pJ , z) ∈ R2n+1 | pI =
∂g
∂xI
,xJ = − ∂g

∂pJ
, z = pT

JxJ + g(xI ,pJ)}

のように表される [5]．ここで，I t J = {1, · · · , n}は分割であり，(xI ,pJ)は Lの局所
座標系である．また， ∂g

∂xI
は列ベクトル ( ∂g

∂xi
)Ti∈I を表すものとする．

命題 3.4（[15]） g(xI ,pJ)を Lの母関数とする．このとき，

h =
∑
i,k∈I

∂2g

∂xi∂xk
dxidxk −

∑
j,l∈J

∂2g

∂pj∂pl
dpjdpl.

Rn
x × Rz と Rn

p × Rz′ 上のアファイン変換

F (x, z) = (Ax+ b, z + cTx+ d), F ∗(p, z′) = (A′p+ b′, z′ + c′Tp+ d′)

はアファインルジャンドル同値 LF : R2n+1 → R2n+1，

LF (x,p, z) = (Ax+ b, A′p+ b′, z + cTx+ d)

を定める．ここで，Aは正則行列で，A′ = (AT )−1, b′ = A′c, b = Ac′，d′ = b′Tb− dで
ある. この変換 LF はダブルファイブレーション構造と接触構造を保つ（従って ωと τ も
保つ）．
二つのルジャンドル部分多様体 L1, L2 がアファインルジャンドル同値 LF により同一

視されているとする：LF (L1) = L2．このとき，LF は概ヘッセ計量を保ち，連接接束間
の同型 EL1 ' EL2 , E

′
L1

' E ′
L2
を自然に引き起こす．この同型はまた，連接接束上の平坦

アファイン接続を自然に同一視する．

定義 3.5（[15]） 概ヘッセ多様体 (M,U = {Lα}) とは，ルジャンドル部分多様体
Lα ⊂ R2n+1 をアファインルジャンドル同値により張り合わせてできたものである．この
とき，各 Lα の構造から，M 上に退化し得る (0, 2)型テンソル hと連接接束 (E,Φ,∇E)，
(E ′,Φ′,∇E′

)が well-definedに定まる．各 Lα をM の局所モデルと呼ぶ．
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以上の構成により概ヘッセ多様体M を含む接触多様体が自然に定義されることに注意
する．
(M,h, (E,Φ,∇E), (E ′,Φ′,∇E′

)) を概ヘッセ多様体とする．M 上の任意のベクトル場
Y, Z に対して，

(η, η′) := (Φ⊕ Φ′)(Y ), (ζ, ζ ′) := (Φ⊕ Φ′)(Z), τ(η, ζ ′) := τ(η ⊕ 0, 0⊕ ζ ′)

とおく．

定義 3.6（[15]） 概ヘッセ多様体M に対して，標準 3次テンソル C を次で定義する：

C(X,Y, Z) := τ(η,∇E′

X ζ
′) + τ(ζ,∇E′

X η
′)− τ(∇E

Xη, ζ
′)− τ(∇E

Xζ, η
′).

ここで，X,Y, Z はM 上のベクトル場である．

命題 3.7（[15]） 標準 3次テンソル C は局所的に母関数 g(xI ,pJ) の 3次導関数であ
る：任意の k, l,mに対し

C(∂k, ∂l, ∂m) = ∂k∂l∂mg.

ここで，∂k := ∂
∂xk

(k ∈ I)または ∂k :=
∂

∂pk
(k ∈ J)である．従って，C は対称である．

注意 3.8 概ヘッセ計量 h がいたるところ非退化であるとき，M 上には従来の双対
平坦構造が自然に復元される．実際このとき Φ,Φ′ は同型写像であり，Φ(∇XY ) =

∇E
XΦ(Y ), Φ′(∇∗

XY ) = ∇E′
X Φ′(Y ) により TM 上の接続 ∇,∇∗ が一意的に定まる．ここ

で，X,Y はM 上の任意のベクトル場である．さらにこのとき，

τ(∇E
Xη, ζ

′) = τ(∇E
XΦ(Y ),Φ′(Z)) = τ(Φ(∇XY ),Φ′(Z)) =

1

2
h(∇XY, Z),

τ(η,∇E′

X ζ
′) = τ(Φ(Y ),∇E′

X Φ′(Z)) = τ(Φ(Y ),Φ′(∇∗
XZ)) =

1

2
h(Y,∇∗

XZ).

である．このため Amari-Chentsovテンソルも自然に復元される：
C(X,Y, Z) = 1

2
(h(∇∗

XY, Z)− h(∇XY, Z)) +
1
2
(h(∇∗

XZ, Y )− h(∇XZ, Y ))

= (∇h)(X,Y, Z).

双対平坦多様体上のブレグマンダイバージェンスは概ヘッセ多様体上の正準ダイバー
ジェンスとして以下のように一般化される．L ⊂ R2n+1 をルジャンドル部分多様体とす
る．p ∈ Lについて，R2n+1 の座標系 (x,p, z)を用いて

p = (x(p),p(p), z(p)) ∈ R2n+1, z′(p) = x(p)Tp(p)− z(p) ∈ R

と書くことにする．L上の正準ダイバージェンス DL : L× L→ Rを
DL(p, q) = z(p) + z′(q)− x(p)Tp(q)

で定義する．概ヘッセ計量が非退化であるとき，DL はブレグマンダイバージェンスに他
ならない．DL はアファインルジャンドル同値の下で不変である [15]．このため，自然に
概ヘッセ多様体 (M,U = {Lα})上に正準ダイバージェンス DM が定義される．
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4 コントラスト関数の理論と概ヘッセ多様体の幾何学
本節では，江口によるコントラスト関数の理論を通して，統計多様体の幾何学と概ヘッ

セ多様体の幾何学の関連について述べる．
多様体M 上の関数 ρ : M ×M → Rとベクトル場 X1, · · · , Xk, Y1, · · · , Yl を用いて，

関数 ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl] :M → R，

ρ[X1 · · ·Xk|Y1 · · ·Yl](r) = (X1)p · · · (Xk)p(Y1)q · · · (Yl)q(ρ(p, q))|p=q=r

を定義する．関数 ρ :M ×M → Rがコントラスト関数であるとは，任意の r ∈M とM

上のベクトル場 X,Y に対して次を満たすときをいう：

(i) ρ[−|−](r) = ρ(r, r) = 0,

(ii) ρ[X|−](r) = ρ[−|X](r) = 0,

(iii) −ρ[X|Y ] はM 上の擬リーマン計量である．

一般に，M 上にコントラスト関数 ρ :M ×M → Rが与えられたとき，

h(X,Y ) := −ρ[X|Y ], C(X,Y, Z) := −ρ[Z|XY ] + ρ[XY |Z] (1)

によりM 上に擬リーマン計量 hと対称 3次テンソル C が導入され，(M,h,C)は統計多
様体になる．このとき同時に，

h(∇XY, Z) = −ρ[XY |Z], h(∇∗
XY, Z) = −ρ[Z|XY ]

により，アファイン接続 ∇とその双対接続 ∇∗ も導入されることに注意する．江口はこ
のようなコントラスト関数から導入される統計多様体の幾何学を徹底的に調べている [9]．
また，統計多様体 (M,h,C)に対し，上式 (1)によって統計多様体の構造を復元するコン
トラスト関数が存在することが知られている [12]．
(1, 1)テンソル場 B,B∗ をコントラスト関数の 4階微分を用いて次で定義する：

h(B(X,Y )Z,W ) = −ρ[XY Z|W ]− h(∇X∇YZ,W ), (2)

h(Z,B∗(X,Y )W ) = −ρ[Z|XYW ]− h(Z,∇∗
X∇∗

YW ). (3)

これらテンソルは江口により [9]で与えられたものであり，また，[13]においては（双
対）バートレットテンソルと呼ばれ，hや∇，∇∗ の曲率との関連が調べられている．
2節で扱ったブレグマンダイバージェンスは双対平坦多様体上のコントラスト関数であ

り，その構造を復元する．

命題 4.1 双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗)と 3次テンソル C = ∇hに対し，ブレグマンダ
イバージェンス D :M ×M → Rは次を満たす：

h(X,Y ) = −D[X|Y ], C(X,Y, Z) = −D[Z|XY ] +D[XY |Z].
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命題 4.2（[9]） 双対平坦多様体 (M,h,∇,∇∗)において，ブレグマンダイバージェンス
D :M ×M → Rから定義されるテンソル B，B∗ は共に消える．すなわち，

h(∇X∇YZ,W ) = −D[XY Z|W ],

h(Z,∇∗
X∇∗

YW ) = −D[Z|XYW ].

概ヘッセ多様体 (M,h, (E,∇E,Φ), (E ′,∇E′
,Φ′))における正準ダイバージェンス DM :

M ×M → Rは，コントラスト関数の条件式 (i), (ii)を満たし，(iii)は一般には満たさな
い．このような関数を弱コントラスト関数と呼ぶ [15]．正準ダイバージェンスは概ヘッ
セ多様体の構造を復元する．

定理 4.3（[15]） 概ヘッセ多様体 (M,h, (E,∇E,Φ), (E ′,∇E′
,Φ′))と標準 3次テンソル

C に対し，正準ダイバージェンス DM :M ×M → Rは次を満たす：

h(X,Y ) = −DM [X|Y ], C(X,Y, Z) = −DM [Z|XY ] +DM [XY |Z].

概ヘッセ多様体上では，概ヘッセ計量の非退化性は一般には保証されないため式 (2)や
(3)のようにしてバートレットテンソルを定義することはできないが，特に次の定理の式
(5)は双対平坦多様体におけるブレグマンダイバージェンスとバートレットテンソルの関
係を反映したものである．

定理 4.4（[14]） X,Y, Z,W をM 上のベクトル場とする．このとき，次が成り立つ：

τ(Φ(Z),∇E′

Y Φ′(W )) = −1

2
DM [Z|YW ], (4)

τ(Φ(Z),∇E′

X ∇E′

Y Φ′(W )) = −1

2
DM [Z|XYW ]. (5)

注意 4.5 定理 4.4の式 (4)，(5)に現れる τ(Φ(Z),∇E′
Y Φ′(W ))や τ(Φ(Z),∇E′

X ∇E′
Y Φ′(W ))

は，概ヘッセ多様体における e/m-波面のある特異点を判定する量になっている．詳細は
[14]を参照されたい．

5 機械学習との関連と今後の展望
本節では概ヘッセ多様体の理論と機械学習との関連，および今後の展望について述べ

る．情報幾何学の典型的な応用として，統計的推定の幾何学的解釈や em-アルゴリズム
がある [2]．
M = {p(x|θ)}θ∈U , p(x|θ) = exp(xT θ−ψ(θ))を指数型分布族とする．ここで x ∈ Rn

は確率変数（測度は dµ）であり，θ ∈ U はパラメータである（U ⊂ Rn は開集合）．M
をパラメータ空間 U と同一視することにより指数型分布族を可微分多様体とみなす．こ
のとき，M 上のフィッシャー・ラオ計量 hと，座標系 θ をアファイン座標系とする接続
∇を考え，正規化関数 ψ(θ)をポテンシャル関数とみることにより (M,h,∇,∇∗)は双対
平坦多様体になる [2]．ここで，∇∗ は ∇の双対接続である．さらにブレグマンダイバー
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ジェンス D :M ×M → Rは情報理論で知られている KLダイバージェンスとなる：

DKL(p, q) = KL[q, p] :=

∫
q(x) log

q(x)

p(x)
dµ.

統計モデル S := {p(x|θ(u))}u∈V ⊂ M が曲指数型分布族，すなわち S が M の部
分多様体であるとする．ここで V ⊂ Rm は開集合で，u ∈ V はパラメータである．統
計的推定では，観測データ {xi}Ni=1 が定める観測点 p̂ ∈ M に対し，p̂ の最も良い近似
p(x|θ(u0)) ∈ S を求めることを考える．統計的推定の一つである最尤推定とは，観測
データ {xi}Ni=1 から定義される尤度関数 l(u) :=

∑N
i=1 log p(xi|θ(u)) を最大にするパラ

メータ u0 を求めるものであり，この u0 は最尤推定値と呼ばれる．情報幾何学は最尤推
定の幾何学的解釈を与える．すなわち，最尤推定値 u0は関数DKL(−, p̂) : S → Rを最小
にするものであり，また，p̂から S への∇∗-測地線に関する直交射影により与えられる．
一般に最尤方程式 ∂

∂u l(u) = 0の解として最尤推定値を求めることが多い一方で，最尤
方程式は複数の解を持つことがあり，その個数は観測点 p̂ ∈ M の位置に応じて変化する
（分岐現象）．最尤方程式の複数解が与える推定への影響については実験的に調べられて
いるが [18]，統一的な理論的枠組みは存在しない．
関数 F : S ×M → Rを

F (q, p) = DKL(ι(q), p)

で定義する．ここで，ι : S →M は包含写像である．このとき，F を大域的な母関数族と
みなすことで得られる T ∗M × R内のルジャンドル部分多様体 LS [5]は概ヘッセ多様体
の典型例であり，LS に付随するコースティクスにより解の分岐現象を特徴づけられ得る．
この枠組みは，em-アルゴリズムにも有効である．em-アルゴリズムとは，二つの部分
多様体 S,D ⊂M に対し，∇-測地線および∇∗-測地線に関する直交射影を S とDの間で
交互に繰り返すことにより，S ×D 上におけるダイバージェンスの最小化を図るアルゴ
リズムである．このアルゴリズムは統計学における EM-アルゴリズム [8] の幾何学的解
釈を与えるものであり，実際，これらアルゴリズムは適切な仮定の下で一致する [1, 7]．
この場合，二つの部分多様体 S,Dそれぞれに付随する概ヘッセ多様体を通じて EM/em-

アルゴリズムの挙動が記述され得る．
また，多くの統計モデルはそのフィッシャー情報行列が退化する特異統計モデルであ

り [19]，深層学習等に現れる多層ニューラルネットワーク（MLP）はその典型例である．
回帰の設定においては，しばしばMLPの出力に一定の分散を持つガウスノイズを加える
ことで，MLPを統計モデルとみなす [2]．このとき，重みパラメータからなるパラメータ
空間M 上では 3次テンソル C が消え，M は退化したフィッシャー・ラオ計量 hを持つ
自己双対なリーマン多様体 (M,h,∇ = ∇∗)とみなされる．この観点に基いた深層学習の
解析として，従来の逆伝播学習法（back-propabation method）に替わり，甘利により自
然勾配学習法（natural gradient method）が提案されている [4]．
しかしながら，上記の枠組みではガウスノイズの分散は固定されている一方で，より

19



一般に分散をパラメータに含めるほうが理論上は自然であろう [6, 10]．この場合，パラ
メータ空間上では 3次テンソルはゼロにはならず，真に特異な計量を許す双対平坦構造
（すなわち概ヘッセ構造）からの解析が必要となる．これは今後の課題である．
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