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概 要

トーラス作用をもつコンパクトとは限らない多様体上である種の同変指数を構

成し, それを用いた非コンパクトトーリック多様体の Riemann-Roch数の定式

化を与える. また, KK 理論における KK 積を用いたその同変指数の分解を与

える.

1 序論

多様体上の微分作用素を用いて不変量を研究する様々な枠組みがある. Atiyah-Singer

の指数定理を含む指数理論はその典型例であり, コンパクト (で境界のない)多様体上の

線形楕円型微分作用素の核と余核の次元の差で定義される解析的指数から位相不変量が

定義される. この枠組みにおいて, コンパクト多様体上の線形楕円型微分作用素 D が

Fredholm作用素である,つまり適切な関数空間においてDの核と余核が有限次元である

という事実が重要となる. 多様体がコンパクトでないときはこの議論はうまく機能すると

はかぎらない. そこで, 多様体上に付加構造がある場合, その構造を用いて作用素の変形

を行う, あるいは K理論やその一般化である KK理論を用いた受け皿の精密化により不

変量が取り出せる場合がある. 本講演では, [9]に基づき, 付加構造としてトーラス作用を

用いて表現環に値をもつ同変指数のある一般化の構成を述べる. 構成におけるキーワード

として局所化を挙げておく. ただし, ここでの局所化はいわゆる固定点公式など群作用の

固定点への局所化ではなく, Wittenが見出した微分作用素の摂動による指数の局所化と

同様のアイデアに基づいたものである.

本講演での同変指数の定式化は, シンプレクティック多様体 *1の不変量である

Riemann-Roch(RR) 数の局所化にその動機がある. RR 数は概複素構造から決まる楕

円型作用素 (Dolbeault-Dirac作用素)の解析的指数として定義され, 幾何学的量子化の文

脈で非常に基本的な量である. シンプレクティック多様体の中でも最大の Hamiltonトー

ラス作用による対称性をもつものとしてシンプレクティックトーリック多様体がある. コ

ンパクトなシンプレクティックトーリック多様体には運動量写像の像として Delzant多

面体というある強い整数条件をみたす多面体が付随し, その多面体により分類されること

が知られている. 特に, その幾何学的量子化は多面体に含まれる格子点により記述される.

具体的には, 群作用も考慮して解析的指数をトーラスの表現環の要素 (仮想表現)とみな

したとき, RR数は Delzant多面体内の格子点の定めるトーラスの 1次元表現の直和にな

∗ e-mail: fujitah@fc.jwu.ac.jp
*1正確には,3で述べるように前量子化束をもつもの.
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る, という結果が Danilovの定理として知られている. この現象は, RR数の局所化, ある

いは幾何学的量子化の偏極への非依存性などの話題として興味深い発展を遂げている.

Atiyah-Singerの指数定理を含む一連の指数理論は K-ホモロジー/コホモロジーの言語

を用いて述べられる. 特に, コンパクト多様体上の楕円型微分作用素の解析的指数は K-

ホモロジーと K-コホモロジーの間のあるペアリングとして記述できる. Kasparovは K-

ホモロジー/コホモロジーを統一する KK理論を創始した. KK理論には解析的指数を実

現するペアリングを一般化する KK積というペアリングが内包されており, 様々な操作が

KK積として記述できることが知られている.

本講演では, まずあるトーラス作用の存在のもとで多様体上の楕円型微分作用素の群作

用の軌道に沿った別の微分作用素による変形を与え, 表現環の形式的完備化の元として

変形された作用素の解析的指数が定まることを説明する. 次に, その枠組みの適用例とし

て非コンパクトなトーリック多様体を考え, コンパクトトーリック多様体に対して知ら

れている幾何学的量子化の記述の非コンパクト版を述べる. 我々の構成は Braverman[4]

による構成と多くの類似点をもつ. Loizides-Rodsphon-Song[14]は Bravermanの同変指

数がある KK類の KK積として記述できることを示した. 我々の設定でも同様の KK積

として記述ができることを説明する. なお, 本講演では楕円型作用素としては (他の作

用素への一般化も可能ではあるが)Clifford加群束の切断の空間に作用する Dirac型作用

素のみ扱う. また, 多様体は滑らかで連結なもののみ考える. 本研究は科研費 (課題番

号:18K03288)の助成を受けたものである.

2 非コンパクト多様体に対するトーラス同変指数

Riemann多様体上のClifford加群束とは, M 上のHermiteベクトル束W とClifford積

と呼ばれる束写像 c : TM → End(W )の組であってClifford関係式 c(·)2 = −∥·∥2idW (と

いくつかの条件)を満たすものである. 典型例として接束の外積束W と外積と内部積の

組み合わせから決まる cがある. Dirac作用素とは Clifford積 cと整合的なW の接続と c

の合成から定義されるW の切断の空間に作用する線形微分作用素である. Dirac作用素

との差が 0階作用素となる微分作用素を Dirac型作用素という. Dirac型作用素の主表象

は Clifford積に一致し楕円型作用素となる. 実際は我々の設定ではW は Z/2次数付きの
ものW = W+ ⊕W− を, 作用素としてはその次数を入れ替えるD = D+ ⊕D− の形のも

のを考えるが記号の節約のため次数は省略する.

2.1 コンパクトな場合

T を n次元トーラス, R(T )を T の表現環とする *2. T -作用をもつコンパクトRiemann

多様体M と Clifford加群束W → M およびW の切断の空間に作用する T -同変 Dirac

*2ここで与える同変指数の定義は一般のコンパクト Lie群でも可能である. しかし, 2.2で述べる我々の構成は
トーラス作用の場合に限定される.
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型作用素 D が与えられると, D が楕円型であることからその核 ker(D) および余核

coker(D)は有限次元であり T の表現空間となる. 解析的同変指数 ind(D)はその差で定

まる R(T )の元である:

ind(D) = ker(D)− coker(D) ∈ R(T ).

ind(D)は Riemann多様体上の微分作用素から定義されるが, 実際はM とW の位相構

造のみに依存する. その意味で, ind(D) = [M,W ]などと表すこともある.

2.2 非コンパクトな場合

[9]において, M がコンパクトでないときに [M,W ]の構成を拡張する枠組みの一つを

与えた. Dirac作用素から Fredholm作用素を得るために, 我々は群作用に基づく作用素

の変形を考える . このアイデアはWitten[16]による Dirac作用素の変形の理論の変種で

あり, [10]から始まる一連の研究でも用いられた. また, [7]で構成した S1-作用がある非コ

ンパクト多様体上の同変指数の一般化とも見做せる. ただし, ここでの変形はそれらで用

いたものと同一のものではない. また, 我々が手に入れるのは切断の空間上の Fredholm

作用素ではなく, 各既約表現 ρに対する切断の空間の ρ-isotypic成分上での Fredholm作

用素であり, T -Fredholm作用素ともよばれる. つまり, 核や余核が無限次元であっても,

そこに含まれる既約表現の重複度が有限であるような作用素である. 以下, 定理を述べる

ための設定を説明する.

tを T の Lie環とする. ξ ∈ tに対してM 上のベクトル場 ξ
M
およびW の切断の空間

上の Lie微分作用素 Lξ をそれぞれ

ξ
M

: x 7→ (ξ
M
)x =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etξ · x ∈ TxM

Lξ : s 7→
[
x 7→ (Lξs)(x) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etξs(e−tξ · x) ∈ Wx

]
により定義する. W の T -不変な Hermite接続 ∇をとる. 各 ξ ∈ tに対して ∇ξ

M
と Lξ

は 1階の微分作用素であってそれらの 1階の項は等しく,

Lξ −∇ξ
M
=:

√
−1µξ

で定義される µξ は切断 µ : M → End(W )⊗ t∗ を定める. 以下, µが t∗ に値を持つ T -同

変写像から誘導されていると仮定する. これは, 後のシンプレクティック幾何の状況では

µが運動量写像であることに対応する仮定である.

次に, tに内積を固定し, tと t∗ を同一視する. すると, µは

M ∋ x 7→ (µ
M
)x :=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

etµ(x) · x ∈ TxM

で定義される M 上のベクトル場 µ
M
を誘導する. 同様に, 各 ρ ∈ t∗ に対してベク

トル場 ρ
M
が誘導される. tZ := ker(exp : t → T ) とおく. このデータを用いて, 各
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ρ ∈ t∗Z = tZ に対して, W の切断の空間の L2-完備化の ρ-isotypic 成分 L2(W )(ρ) :=

Hom(Cρ, L
2(W ))⊗ Cρ 上の微分作用素 Dρ が定義できる. ただし, Cρ は ρが定める 1次

元 T -表現である. Dρ の構成と性質は 2.3にて述べる. 次がコンパクトな場合の同変指数

[M,W ]の拡張である.

定理 2.1 ([9]). 各 ρ ∈ tZに対してM 上のベクトル場 ρ
M
−µ

M
の零点集合 Zero(ρ

M
−µ

M
)

がコンパクトと仮定する. V := M \
∪

ρ Zero(ρM − µ
M
)とおく. このとき (付加的な技術

的仮定のもとで), Dρ は L2(W )(ρ) 上の Fredholm作用素となり準同型写像

[M,W ;V ] : R(T ) → Z, ρ 7→ ind(Dρ)

が定義でき, M がコンパクトなときは次の意味で通常の同変指数 [M,W ]と一致する.

[M,W ;V ] : ρ 7→ [M,W ](ρ),

ただし, [M,W ](ρ) は [M,W ] ∈ R(T )に含まれる ρの重複度である. さらに, [M,W ;V ]

は適切な設定のもと, データの連続変形での不変性, 切除公式, 和公式, 積公式をみたす.

2.3 摂動項 DT

2.2の設定を考える. c : TM → End(W )を Clifford積とする. また, tの正規直交基底

{ξi}i をとる.

定義 2.2. W の切断の空間に作用する微分作用素 DT を

DT :=
∑
i

c(ξiM)∇ξ
M
=

∑
i

c(ξiM)(Lξi −
√
−1µξi)

により定める. DT を orbital Dirac型作用素とよぶ.

各 ρ ∈ tZに対するコンパクト集合 Zero(ρ
M
−µ

M
)の十分小さい近傍上で恒等的に 0で

あり微分が L∞-有界な T -同変固有関数 fρ をとる. このとき, W の Dirac型作用素 D に

対して
Dρ := D + fρDT

とおく.

なお, L2(W )(ρ) 上では Lξ =
√
−1ρ(ξ)となることに注意すると, L2(W )(ρ) 上では

DT =
∑
i

√
−1c(ξiM)(ρ(ξi)− µξi) =

√
−1c(ρ

M
− µ

M
)

となり, 0階の作用素となる. Clifford積の基本関係式 c(·)2 = −| · |2 よりその自乗は

D2
T = |ρ

M
− µ

M
|2

となる. Dρ は L2(W ) 上の微分作用素としては楕円型とは限らず, 群作用の軌道に横

断的な方向にのみ楕円型である横断的楕円型作用素と呼ばれるものになっているが, 各

isotypic成分ごとに考えるわれわれの議論には影響はない.
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DT による変形 Dρ の Fredholm性はその自乗 (Dρ)
2 が遠方で十分正 (最小固有値が 0

から離れている)となることから保証される. その評価について重要な点をごく簡単に述

べる. Wittenは Clifford積と反可換なW 上の歪 Hermite写像 hと実数 tによる Dirac

型作用素の変形 D + thを考え, tが十分大きいとき, その指数が hの退化部分 (hが同型

でない点全体)にある意味で局所化することを見出した. DT による変形も同様の思想に

基づいている. これが定理 2.1に Zero(ρ
M

− µ
M
)が現れる理由である. hの Clifford積

との反可換性は自乗 (D + th)2 = D2 + (Dh + hD)t + h2t2 において Dh + hD が 0 階

の作用素であることを導く. この性質により, (D + th)2 において hが退化する部分の外

側で (Dh + hD)tを h2t2 でコントロールすることができる. DT は T -作用の軌道方向の

微分のみ含む作用素であり, 軌道に横断的な方向の Clifford積と反可換である. ここから

DDT +DTD が軌道方向の微分のみ含むことがわかり, Wittenの理論と類似の議論が機

能する. この事実とコンパクト集合 Zero(ρ
M

− µ
M
)の補集合上で (DT )

2 が真に正である

こと (+ いくつかの技術的仮定) を用いて (Dρ)
2 の L2(W )(ρ) 上での評価を行うと, その

Fredholm性が導かれる. こうして定理 2.1の指数の各成分

[M,W ;V ](ρ) = ind(Dρ) ∈ Z

は定義される.

[13]において Kasparovは
∑
i

c(ξiM)Lξi を orbital Dirac作用素とよび, KK理論の枠

組みでその性質を考察している. また, [4] において Braverman は可換とは限らないコ

ンパクト Lie群の作用に関して Clifford積 c(µ
M
)による Dirac作用素の変形により我々

と同様の同変指数を定義した. Braverman の同変指数については Atiyah の横断的指数

[1]との一致という形での指数定理が成立する. その後その理論は [15]で非コンパクトな

設定での [Q,R]=0(量子化とシンプレクティック簡約の可換性)の証明などに応用された.

その同変指数は ρ ∈ t∗Z によらない部分集合 Zero(µ
M
)に局所化する. 一方, 我々の局所化

は各 ρ ∈ t∗Z ごとに指数の ρ成分が Zero(ρ
M
− µ

M
) に局所化するという性質をもつ. これ

は, Bravermanの指数は定性的には固定点と µ−1(0)への局所化, 我々の指数は格子点の

逆像 µ−1(tZ)への局所化, とそれぞれ関係していることを示唆する. 両者の振る舞いには

違いはあるが, ある仮定の元では一致すること, その仮定が満たされない場合は一致しな

いことがわかっている.

3 トーリック多様体の Riemann-Roch数への応用

Riemann-Roch数とは幾何学的量子化の文脈で基本的な役割を持つシンプレクティッ

ク多様体の不変量である. 幾何学的量子化とは, 与えられたシンプレクティック多様体

から不変量としてよいベクトル空間を取り出す一つのレシピである. その概要を述べる.

(M,ω) をシンプレクティック多様体とする. つまり, ω は滑らかな多様体 M 上の非退

化閉 2 次微分形式である. よく知られているように, シンプレクティック多様体にはシ
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ンプレクティック構造と整合的な概複素構造が存在する. 特に, コンパクト Lie 群の作

用がある状況では群作用で不変なものがとれる. そのような概複素構造 J をひとつ固定

し, TM を J により複素ベクトル束とみなしたものを TMC とする. また, Riemann計量

gJ(·, ·) := ω(J ·, ·) を考える. この時, 外積束 W := ∧•TMC は Riemann 多様体 (M, gJ)

に対する Clifford 加群束となる. ただし, TM の元による Clifford 積は外積と内部積の

組み合わせで定義される. M 上の Hermite直線束 L → M とその Hermite接続 ∇の組
(L,∇)であってその曲率形式が

√
−1ω に一致するものはM 上の前量子化束とよばれる.

その存在は ω の定める deRhamコホモロジー類が整係数に持ち上がること (前量子化可

能条件) と同値である. 以下, 本稿ではこのような前量子化束の存在を仮定し, 一つ固定

することにする. 前量子化束 (L,∇) を持つシンプレクティック多様体 (M,ω) に対して

WL := W ⊗ Lは Clifford加群束となる. この時, ∇と (M, gJ)の Levi-Civita接続から

WL の切断の空間に作用する Dolbeault-Dirac作用素 DL が定まる.

定義 3.1. (M,ω)がコンパクトなとき,その Riemann-Roch数 RR(M)を DL の解析

的指数
RR(M) := ind(DL) = [M,WL] ∈ Z

により定義する. (M,ω)にコンパクト Lie群 Gの作用があり, その作用が (L,∇)に持ち

上がっていれば, RRG(M) = [M,WL]はGの表現環 R(G)の元を定める. これをG-同変

Riemann-Roch数という.

ある状況においては DL の余核が自明に, 更に J が可積分な場合には DL の核が Lの

正則切断の空間 H0(M ;L) に一致することがある. 幾何学的量子化の手続きにおいて量

子化として Lの正則切断の空間を採用することがある. この観点から RR数を (M,ω)の

(spinc-)量子化とよぶこともある. Zあるいは R(G)は K理論の観点からは一点の K群

K(pt)あるいはKG(pt)と同型であり,

RR(M) (resp. RRG(M)) = kerDL − cokerDL ∈ K(pt) (resp. KG(pt))

と理解できる.

3.1 コンパクトトーリック多様体の場合

トーラスによる最大対称性をもつシンプレクティック多様体としてトーリック多様体

がある. (M,ω)がトーリック多様体 *3であるとは, M に ωを保つ n次元トーラス T の効

果的作用があり, その作用の運動量写像 µ : M → Lie(T )∗ = t∗, つまり T -不変写像 µで

あって任意の ξ ∈ tに対して
d⟨µ(·), ξ⟩ = ω(·, ξ)

*3トーリック多様体という用語は, 代数幾何の文脈で使われることも多く, ここで扱う対象はシンプレクティッ
クトーリック多様体ともよばれる.
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がM 上の 1次微分形式として成立するものが存在する. ただし, ⟨·, ·⟩は t∗ と tのペアリ

ングである.

Hamilton トーラス作用をもつコンパクトシンプレクティック多様体の運動量写像

の像が凸多面体になることがよく知られているが, トーリック多様体の場合, その像は

Delzant多面体という非常に強い整数性条件 *4を満たすものになり, 次の意味で Delzant

多面体によって完全に分類ができることが知られている ([6]) :

• コンパクトトーリック多様体 (M,ω)と対応する運動量写像 µ : M → t∗ に対して,

P := µ(M)は t∗ ∼= Rn 内の Delzant多面体である.

• (M ′, ω′)をトーリック多様体であって, 対応する運動量写像の像が (平行移動を除

いて)P に一致するものとすると, (M,ω)と (M ′, ω′)は T -同変同型である.

• 任意の Delzant 多面体 Q に対して, 運動量写像の像が Q に一致するようなトー

リック多様体が存在する.

実は, トーリック多様体に対応する Delzant 多面体 P は T 作用による軌道空間に,

運動量写像は商写像になっている. 正確には, µ の T -不変性から軌道空間 M/T から

µ(M) = P への写像が誘導され, それが同相写像 *5を与える. 特に, P の一点の逆像はM

内で一つの T -軌道になる. さらに, p ∈ P に対して軌道 µ−1(p)の次元は pの属する P の

面の次元に一致する. 特に, P の頂点の逆像は T -作用の固定点になる.

トーリック多様体M 上に前量子化束が存在することの必要十分条件は µ(M)が整格子

多角形, つまり全ての頂点が格子点にあることである. トーリック多様体の RR数は次の

ように格子点で記述できることが古典的に知られている.

定理 3.2 ([5]). 前量子化束をもつコンパクトトーリック多様体 (M,ω) の T -同変

Riemann-Roch数 RRT (M,L)に対して

RRT (M) =
⊕

ξ∈µ(M)∩t∗Z

Cξ ∈ R(T )

が成立する. ただし, t∗Z は t∗ 内の格子点全体であり, Cξ は ξ ∈ t∗Z の定める T の 1次元複

素表現である.

この定理は, トーリック多様体の RR数が対応する Delzant多面体の格子点, あるいは

その逆像の軌道へ局所化することを示唆する. この描像を正当化する研究として [3], [8],

[11]などがあり, 今回の結果もその一つといえる.

*4各頂点から n本の方向ベクトルが伸び, それらが全て整数ベクトルでとれ, かつ Zn の基底をなす.
*5実はより強く, 角付き多様体の微分同相写像になる.
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3.2 非コンパクトトーリック多様体の場合

定理 3.2を鑑みて, 非コンパクトトーリック多様体の RR数あるいは幾何学的量子化を

考えると, 無限次元的なものが現れうると想像される. 例えば, トーリック多様体として

C2 への標準的な T = (S1)2 作用を考えると, その運動量写像による像は 2次元座標平面

の第一象限であり, 格子点は無限個含まれる. この描像を 2.2で述べた手法により実現し

たのが次の定理 *6である. なお, この定理はコンパクトな場合の Danilovの定理の別証明

にもなっている.

定理 3.3 ([9]). M をコンパクトとは限らないトーリック多様体, µ : M → t∗ をその運動

量写像とする. M への T -作用の固定化部分群 H に対し, h⊥ を H の Lie環の tにおける

直交補空間, ι∗
H⊥ : t∗ → (h⊥)∗ を包含写像の双対写像とする. また, MH を固定化部分群

が H であるようなM の点全体とする. 任意の固定化部分群 H と任意の ρ ∈ µ(M) ∩ t∗Z

に対して (ι∗
H⊥ ◦µ)−1(ι∗

H⊥(ρ))∩MH はコンパクトであると仮定する. この時, 定理 2.1で

の [M,WL;V ]を用いて準同型写像

R̃RT (M) : R(T ) → Z

が定義でき,

R̃RT (M) =
⊕

ρ∈µ(M)∩t∗Z

#π0(µ
−1(ρ))Cρ

となる. つまり各 ρ ∈ t∗Z に対して

R̃RT (M)(ρ) = #π0(µ
−1(ρ))

となる. M がコンパクトなら R̃RT (M) = RRT (M)となる.

コンパクトトーリック多様体 (M,ω)は運動量写像 µによる像 µ(M)で分類されるが,

コンパクトとは限らない場合は µ(M)だけでは分類できない. また, コンパクトな場合と

違ってM/T から P = µ(M)への写像は同相写像とは限らず, 一般には局所的な埋め込み

にしかならない. 特に, ρ ∈ t∗ に対して µ−1(ρ)はいくつかの軌道の和集合になる. 一方,

µが凸開集合への固有写像になっている場合はM/T から P への写像は同相写像である

こと, P でM が分類されることも知られている. 以上は全て [12]において示されている.

例 3.4. M = S1 × Rに標準的なシンプレクティック構造を入れると第一成分への S1-作

用によりM はトーリック多様体となり, 第二成分への射影が対応する運動量写像となる.

前量子化束などを適切にとると,

R̃RT (M) =
⊕
ρ∈Z

Cρ

*6 [9]では仮定が正確に述べられておらず修正が必要である.
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となる. コンパクトトーリック多様体にはトーラス作用の固定点が必ず存在する. 一方,

この例のように非コンパクトな場合は固定点が存在しないこともありうる. この結果から

R̃RT に各格子点から 1次元分の寄与があること, 固定点公式とは異なる局所化であるこ

とがわかる.

例 3.5. M を Cnの原点の十分小さい開円板であって原点以外に格子点を含まないものと

し, T = (S1)n のM への標準的作用を考える. ρ ∈ t∗Z を固定し, 前量子化束 L → M とし

てLの原点のファイバーへの T -作用がCρと同型なものをとる. このとき R̃RT (M) = Cρ

となる.

例 3.6. 次の例は [12]による. T = (S1)2に対して, p(k) := (k(k−1)/2, k) ∈ t∗ = R2 (k =

1, 2, . . . , )とおき, Pk を ξ1ξ2 平面内で p(l) と p(l+1) (l = 1, 2, . . . , k − 1)を通る合計 k 個

の直線と ξ1 軸, ξ2 軸で囲まれた凸領域とする. P1 ⊃ P2 ⊃ · · · であり, P∞ :=
∩

k Pk とす

る. 各 Pk(および P∞)に対して非コンパクトトーリック多様体Mk(およびM∞)であっ

てその運動量写像による像が Pk(および P∞)となるものが (同型を除いて)ただ一つ存在

する. このとき,

R̃RT (Mk) =
⊕

ρ∈Z2∩Pk

Cρ

となる.

M∞ は P∞ の頂点に対応して無限個の T -作用の固定点をもつため, 定理 2.1あるいは

定理 3.3の仮定を満たさない. しかし, R̃RT の切除公式と例 3.5の結果 (に加えてより一

般の非主軌道に対する計算)を用いると,

R̃RT (M∞) =
⊕

ρ∈Z2∩P∞

Cρ

という等式が正当化される.

4 KK積による分解

以下, 再びシンプレクティック幾何を離れ一般の Riemann多様体の設定に戻る. C∗-環

は ∗-作用素とよばれる対合作用が付与された Banach代数であり, 幾何に現れる典型例と

してコンパクト空間上 X 上の複素数値連続関数のなす環 C(X)がある. Kasparovによ

り創始された KK理論は, 2つの C∗-環に対して Abel群を対応させる双関手

KK(·, ·) : (A,B) 7→ KK(A,B)

である. KK(A,B)は B-値内積が付与された Hilbert B-加群 E, Aの E へのある表現,

E 上のある種のコンパクト性を持つ作用素からなる組 (Kasparov (A,B)-加群)たちで生

成される *7. 細部は述べないがその基本的な性質として次が挙げられる *8.

*7ここでは [2]による “unbounded cycle ”を用いた定義を採用している.
*8本節の執筆にあたって有益なコメントを下さった高田土満氏 (新潟大学)に感謝する.
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1. KK(C,C) = Z.
2. 第 1変数について反変的, 第 2変数に関して共変的 *9.

3. コンパクト Hasudorff空間X に対してKK(C, C(X))はX の位相的K群K0(X)

に一致する.

4. コンパクト多様体 M に対して KK(C(M),C) は M の (幾何的)K ホモロジー群

Kgeom
0 (M)に一致する.

5. コンパクト Lie群 Gに対してKK(C∗(G),C) = Hom(R(G),Z), ただし C∗(G)は

Gの群 C∗-環.

KK理論は位相的 K理論と幾何的 Kホモロジー理論を内包しており, さらに, 次に述べ

る KK積により解析的指数などの様々な概念が KK理論における操作として理解できる.

KK積は 3つの C∗-環 A,B,C に対して定義されるペアリング

KK(A,B)×KK(B,C) → KK(A,C), (x, y) 7→ x⊗B y

である. 例えばコンパクト多様体M に対して

KK(C, C(M))⊗KK(C(M),C) = K0(M)⊗Kgeom
0 (M) → KK(C,C) = Z

は Kgeom
0 (M)の元である微分作用素に対して K0(M)の元であるベクトル束を係数とし

て解析的指数を与える写像 (指数写像)に一致する.

[14]において Loizides-Rodsphon-Songらは, コンパクト Lie群 Gの等長的作用をもつ

コンパクトとは限らない Riemann 多様体M 上で Braverman による Dirac 作用素の変

形 D +
√
−1c(µ)が定める同変指数をある KK群の要素の KK積として記述した. 具体

的には Kasparovによる Dirac作用素Dが定める KK類 [DM,Γ] ∈ KK(G⋉ClΓ(M),C)
と µの定める KK類 [

√
−1c(µ)] ∈ KK(C∗(G), G⋉ ClΓ(M)) を用いて

[D +
√
−1c(µ)] = [

√
−1c(µ)]⊗G⋉ClΓ(M) [DM,Γ] ∈ KK(C∗(G),C) = Hom(R(G),Z)

となること *10を示した. ここでは詳細は述べないが, ClΓ(M) は群作用の軌道に沿った

ベクトルの生成する Clifford 代数束 Cl(TM) の切断のなす C∗-環の部分 C∗-環である.

また, G ⋉ ClΓ(M) は C∗(G) と ClΓ(M) のクロス積とよばれる C∗-環である. Loizides-

Rodsphon-Songは,この分解を用いて切除公式や同境不変性など同変指数 [D+
√
−1c(µ)]

の性質の KK理論的な再証明を与えた. 平行した議論により, 我々の変形も KK積として

記述できる.

定理 4.1. orbital Dirac型作用素DT は KK群KK(C∗(T ), T ⋉ClΓ(M))の元を定め, 定

理 2.1の仮定のもと, KK積

KK(C∗(T ), T ⋉ ClΓ(M))×KK(T ⋉ ClΓ(M),C) → KK(C∗(T ),C) = Hom(R∗(T ),Z)

*9空間 X から C∗-環 C(X)の対応は反変的なので, 空間を入力とすると共変と反変が入れ替わる.
*10正確には, µが定める同変KK群KKG(C,ClΓ(M))の元の descent写像による像として定まる元を用いる.
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に関して
[DT ]⊗T⋉ClΓ(M) [DM,Γ] = [M,W ;V ]

が成立する.
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