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1. ホロ
「ホロ」というのはラテン語で「境界」という意味らしい 1．そのため「ホロ境界」は
「サハラ砂漠」や「ナイル川」のような名前になっている．本来は「ホロ関数境界」(ho-

rofunction boundary)と呼ぶのが正しいようで，これで “境界”におわす関数たちによ
る空間のbordification（日本語にすると境界づけ？）という意味となる．ホロ関数によ
る境界は，グロモフ [Gro81]によって考案され，任意の距離空間の境界を与える手法と
してさまざまな対象について研究されてきた．たくさんの応用を得るうちに，だんだ
んと“horofunction boundary”と呼ぶのが面倒になり“horoboundadry”と呼ばれるよう
になったようだ．
今回はあえてホロ境界とタイトルにつけた．ホロ境界は，空間をコンパクト化する
試みなのであるが，実は距離空間が固有（proper, 距離による任意の閉球がコンパク
ト）でないと理論が単純には動かない．固有であるという条件を満たす空間は数多く
あり，ホロ関数によるコンパクト化は距離とコンパクト化をつなげる架け橋となって
きたものの，だんだんと固有でない距離空間を考える状況も増えてきた．本講演で考
えるタイヒミュラー空間は，多様な背景から特徴づけがなされる空間であり，その背
景に応じて距離やコンパクト化が知られていた．タイヒミュラー空間を固有な距離空
間にする距離を考えると，ホロ関数によるコンパクト化は，対応する背景のもと（別
方法で）構成された境界を与えることが知られている (§4)．一方で，多くの研究が知
られるタイヒミュラー空間論において重要な距離であり，リーマン計量から定義され
るWeil-Petersson距離は完備ではない．Weil-Petersson距離の非完備性は非固有性を導
き，ホロ関数によるコンパクト化が一般論からは得られない．しかし，Weil-Petersson

距離は非完備ながらCAT(0)空間となる（i.e. non-positive curvature を持つ）ことが
知られている．CAT(0)性により，各点周りの“方向”が定まる（visual boundary）．ホ
ロ関数に，この方向の情報を加味すると，タイヒミュラー空間のホロコンパクト化が
自然に得られることがわかる．極座標 (r, θ)における半径 rがホロ関数と，偏角 θが方
向と対応すると，講演者が勝手に思っているので，ホロ関数と方向の組み合わせをホ
ロ座標と講演者は勝手に呼んでいる．極座標は原点を中心としているが，任意の点を
中心とした極座標を考えることができる．ホロ座標を導入することで，“考えうる極座
標を全て束ねて”空間を調べている，という気持ちである．そして，より大きな空間に
考えたい空間を埋め込み，閉包をとることにより，新しく境界（ホロ）にホロ座標を加
えることで新しいコンパクト化が得られる．まとめると，本講演では境界（ホロ）に
関数ではなく，座標を導入することで，固有とは限らない空間のコンパクト化，言う
なればホロ座標コンパクト化を考えたい．そしてホロ座標コンパクト化を，タイヒミュ
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1https://en.wiktionary.org/wiki/horosphereより．
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ラー空間のWeil-Petersson 距離，さらにはタイヒミュラー空間上に定まる繰り込み体
積 (renormalized volume)からなる関数に対して考えていきたい．

2. ホロ関数
距離空間 (X, d)の上に基点 b ∈ Xを一つ定めて固定する．
定義 2.1. 点 z ∈ Xに対して，ψz : X → Rを

ψz(x) = d(x, z)− d(b, z)

で定める．
この関数はリプシッツ性を持つ，すなわち

|ψz(x)− ψz(y)| ≤ d(x, y)

が成り立つ．これは三角不等式で遊べば得られる．さらに定義によりψz(b) = 0である．
定義 2.2. 空間X上のリプシッツ関数で bで消えているもの全体をLip1

b(X)とかく．す
なわち

Lip1
b(X) := {f : X → R | f(b) = 0, fはリプシッツ関数}

と定義する．
今回はLip1

b(X)に各点収束の位相を入れる．これは関数の値をあてがうことで

Lip1
b(X) ⊂

∏
x∈X

[−d(b, x), d(b, x)]

と見做して，直積位相を考えた位相と同値である．右辺はチコノフの定理よりコンパ
クトである．
命題 2.3 (c.f. [MT18,Wal14]). 空間Lip1

b(X)はコンパクトな距離付け可能空間である．
さて，距離空間XをLip1

b(X)へ埋め込もう．
命題 2.4 (c.f. [Wal14,MT18]). 写像Ψ : X → Lip1

b(X)を

Ψ(z) = ψz

で定めると，Ψは単射で連続となる．
さて，空間が固有であればさらに次が成り立つ．
命題 2.5 ([Wal14]). Xが固有であればΨ : X → Lip1

b(X)は像への同相写像である．
Xが固有距離空間ならば命題 2.3と命題 2.5により，像Ψ(X)の閉包を取ることでX

のコンパクト化が得られる．境界∂h(X) := Ψ(X)\Ψ(X)の元をホロ関数(horofunction)

と呼ぶ．このようにしてえら得るコンパクト化をホロ関数コンパクト化 (horofunction

compactification)という．だんだんと時間が経ち，様々な研究が生まれるにつれ，境界
だけでなくΨ(X)の元をいつでもホロ関数と呼んだり，ホロ関数によるコンパクト化を
単にホロコンパクト化と呼ぶようになったようだ．
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3. ホロ座標
さて，距離空間が固有であればホロ関数を考えることでコンパクト化が得られること
がわかった．ところが，距離空間の固有性がない場合，一般には，命題2.5は成り立た
たず，Ψの逆写像が連続にならない例が知られている．ここから先，XはCAT(0)空間
であるとする．さらに，Xはリーマン多様体であることも仮定する．一つ，のちの都
合で完備性は仮定をしないでおく．細かい定義は必要ないので省略するが（[BH99]参
照）空間がCAT(0)であると，次の性質が知られている．
命題 3.1 ([BH99]). 空間 X を CAT(0)空間とする．このとき，任意の相異なる 2点
x, y ∈ Xに対して，xと yを結ぶ測地線がただ一つ定まる．したがって，点xから yへ
の方向 d̄y(x) ∈ T 1

x (X)を定めることができる．ここで，T 1
x (X)はXの点xにおける単

位接空間である．
さらに任意の x, y, z ∈ Xに対して，点 zにおける xへの方向と yへの方向による角
度∠z(x, y)を定めることができる（Xがリーマン多様体の場合は，リーマン計量によ
る角度．一般の場合はアレキサンドロフ角度と呼ばれる）．
この角度を用いてコンパクト化を考える．極座標において，原点で座標変換の連続
性が壊れてしまう．ここでは，連続性の担保のために同相写像 f : R≥0 → [0, 1]を考え
る．実際f(0) = 0であればなんでも良いが，例えばf(x) = (ex − 1)/(ex + 1)などを考
えれば良い．方向 d̄y(x)を原点で消えるように調整した

dy(x) := f(d(x, y))d̄y(x)

を考える．こうして次の写像を定義する．
定義 3.2 (ホロ座標 [Masa21]). 写像

Φ : X →
∏
x∈X

(
[−d(b, x), d(b, x)]× T≤1

x (X)
)

を
Φ(z) := (ψz(x), dz(x))x∈X

で定義する．
命題2.3と同様にして次がわかる．
命題 3.3 ([Masa21]). 空間

∏
x∈X

(
[−d(b, x), d(b, x)]× T≤1

x (X)
)はコンパクトな距離付け

可能空間である．
ここで，空間∏

x∈X
(
[−d(b, x), d(b, x)]× T≤1

x (X)
)へは直積位相を入れていることに

注意する．とくに方向に関して，接束とは位相が異なる．あとは，Φが埋め込みであ
ることを言えば良い．
命題 3.4 ([Masa21]). CAT(0)なリーマン多様体Xにおいて，指数写像 expが各点にお
いて，然るべき開集合からの微分同相写像であるとする．このとき，

Φ : X →
∏
x∈X

(
[−d(b, x), d(b, x)]× T≤1

x (X)
)

は像への同相写像である．
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指数写像についての仮定は少し強めに感じるかもしれないが，後で考えるWeil-Petersson

距離について成り立つ仮定である．
さて，この“方向たち”(direction)は，ホロ関数の視点から見ると，微分 (derivative)

に見える．ちょうどよく双方“d”である．
命題 3.5 ([BH99, Corollary II.3.6]). XをCAT(0)空間とする．測地線 σ : [0, T ] → X

を考え， p := σ(0)とする．このとき，

lim
s→0

d(σ(0), b)− d(σ(s), b)

s
= cos∠p(σ̇(0), db(p))

が成り立つ．ここで σ̇(0) ∈ T 1
p (M) はσで定まる方向である．

4. タイヒミュラー空間のホロ境界
以降，向け付け可能閉曲面Sを固定する．種数は g ≥ 2とする．タイヒミュラー空間
T (S)はS上の（マーキング込みの）双曲構造，もしくは複素構造の空間である．タイ
ヒミュラー空間T (S)には様々な距離が乗る．代表的なものとして

• T (S)を双曲構造の空間だと思うサーストン距離dTh

• T (S)を複素構造の空間だと思うタイヒミュラー距離dT

がある．これらはタイヒミュラー空間を固有な距離空間とする．同様に，タイヒミュ
ラー空間には様々なコンパクト化が知られている．

• T (S)を双曲構造の空間だと思うサーストン境界∂ThT (S) [FLP79]

• T (S)を複素構造の空間だと思うガーディナー・メジャー境界∂GMT (S) [GM91]

これらの距離とコンパクト化はホロ境界を通して，自然に結びつく．
定理 4.1 ([Wal14,LS14]). 以下が成り立つ．

• サーストン距離dThに関するホロ関数境界はサーストン境界∂ThT (S)であり，

• タイヒミュラー距離 dT に関するホロ関数境界はガーディナー・メジャー境界
∂GMT (S) [GM91]である．

ここでもう一つ，タイヒミュラー空間における自然な距離であるWeil-Petersson 距
離について考えるのは自然である．Weil-Petersson距離については，例えばWolpertの
文献 [Wol03,Wol10]などを参照して欲しい．ここでは簡単に結果をまとめるにとどめ
ておく．
定理 4.2. [Masa21] タイヒミュラー空間にWeil-Petersson 距離 dwpを入れた距離空間
は，ホロ座標によってコンパクト化できる．
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5. 繰り込み体積
論文 [Masa21]における，メインの対象は繰り込み体積 (renormalized volume)である．
繰り込み体積は，Graham-Witten [GW99] による考察を元に，３次元双曲多様体につ
いて近年活発に研究されている対象である（[BBB19,KS08,KM18,Sch19]など）．特に
擬フックス多様体に対して，繰り込み体積を考えることで関数

VR : T (S)× T (S) → R

が定義できる．この関数は

• VR(X,Y ) ≥ 0でありVR(X,Y ) = 0 ⇐⇒ X = Y ∈ T (S) [BBB19],

• VR(X,Y ) = VR(Y,X)

を満たす．しかし，VRは三角不等式を満たさないことがわかる [Masa21]．ホロ関数境
界においては，三角不等式は至る所に現れる必須の条件であるが，次の結果で代用で
きることがわかる．
定理 5.1 ([Sch19, Theorem 5.4],[KM18]). X,Y ∈ T (S)とすると次が成り立つ．

1. VR(X,Y ) ≤ 3
√
π(g − 1)dwp(X,Y ),

2. VR(X,Y ) ≤ 6π(g − 1)dT (X,Y ).

以上の性質を念頭に，次のようにホロ関数を真似る．
定義 5.2. 点Z ∈ T (S)に対して関数νZ : T (S) → Rを次のように定義する．

νZ(X) := VR(X,Z)− VR(b, Z), for X ∈ T (S).

νZ を 体積ホロ関数 (volume horofunction)と呼ぶ．
さらに，繰り込み体積の微分に関する次の結果が知られている．
定理 5.3 ([KM18, Lemma 2.4], [Sch19, Corollary 3.13]). 任意の Y ∈ T (S)において，
VR(·, Y ) は T (S)上微分可能である．すなわち, σ : [−1, 1] → T (S) を微分可能な道と
すると

d

dt

∣∣∣∣
t=0

VR(σ(t), Y ) = −Re⟨qY (σ(0)), σ̇(0)⟩.

が成り立つ．ここで qY (X)はベアズ埋め込みを与える写像 T (S) → QD(S)であり
（QD(S)はT (S)上の正則２次微分の空間），⟨·, ·⟩は正則２次微分とベルトラミのペア
リングである．
また，[BBB19]などで考えられている−VRのWeil-Petersson 測地流を考えると，正
則２次微分 qY (X)は方向を与えていると考えることもできる．したがって，VRにおけ
る“ホロ座標”を次のように定める発想に至る．
定義 5.4. 定数C := 3

√
π(g − 1)とする．このとき，次のような空間を定義する．

LQ(S) :=
∏

X∈T (S)

{[−Cdwp(b,X), Cdwp(b,X)]×QDB(X)} ,
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(LQ は Lipschitz とQuadratic differential である). ここでQDB(X)はX ∈ T (S)上の
正則２次微分でL∞ノルムが上から3/2で抑えられている空間である（とくに，コンパ
クトな空間である）．LQ(S)は各点収束の位相，もしくは直積位相を入れる．
すると，ホロ関数やホロ座標と同様に次がわかる．
命題 5.5 ([Masa21]). 空間LQ(S)はコンパクトで，距離付け可能である．
そして，ベアズ埋め込みなどの性質を用いると次が得られる．
定理 5.6. 写像V : T (S) → LQ(S)を

V(Z) := (νZ(X), qZ(X))X∈T (S)

と定めると，Vは像への同相写像である．
したがって，閉包 V(T (S))をとると，T (S)のコンパクト化が得られる．本番の講
演では，さらにコンパクト化V(T (S))の性質や，そこから得られる帰結について紹介
する．
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Séminaire Orsay; With an English summary. MR568308

[GM91] Frederick P. Gardiner and Howard Masur, Extremal length geometry of Te-
ichmüller space, Complex Variables Theory Appl. 16 (1991), no. 2-3, 209–237, DOI
10.1080/17476939108814480. MR1099913

[GW99] C. Robin Graham and Edward Witten, Conformal anomaly of submanifold observables in
AdS/CFT correspondence, Nuclear Phys. B 546 (1999), no. 1-2, 52–64, DOI 10.1016/S0550-
3213(99)00055-3. MR1682674

[Gro81] M. Gromov, Hyperbolic manifolds, groups and actions, Riemann surfaces and related topics:
Proceedings of the 1978 Stony Brook Conference (State Univ. New York, Stony Brook,
N.Y., 1978), Ann. of Math. Stud., vol. 97, Princeton Univ. Press, Princeton, N.J., 1981,
pp. 183–213. MR624814

[KS08] Kirill Krasnov and Jean-Marc Schlenker, On the renormalized volume of hyperbolic 3-
manifolds, Comm. Math. Phys. 279 (2008), no. 3, 637–668, DOI 10.1007/s00220-008-0423-7.
MR2386723

[KM18] Sadayoshi Kojima and Greg McShane, Normalized entropy versus volume for pseudo-
Anosovs, Geom. Topol. 22 (2018), no. 4, 2403–2426, DOI 10.2140/gt.2018.22.2403.
MR3784525

[LS14] Lixin Liu and Weixu Su, The horofunction compactification of the Teichmüller metric, Hand-
book of Teichmüller theory. Vol. IV, IRMA Lect. Math. Theor. Phys., vol. 19, Eur. Math.
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