
A∞୅਺ͷزԿֶ΁ͷԠ༻ͷ͍͔ͭ͘ʹ͍ͭͯ

ֿӜ޺੒ (ઍ༿େֶ ·ཧֶڀݚӃ)

A∞୅਺͸΋ͱ΋ͱH ۭؒͷڀݚʹ͓͍ͯಋೖ͞Εͨ΋ͷͰ͋ΔɽH ۭؒX

ͷੵM2 : X × X → X ͕ϗϞτϐʔ݁߹తͰ͋Δͱ͖ɼͦͷ࿈ଓࣸ૾ΛM3 :

X ×X ×X × I → Xͱॻ͖ɼ(X, {Mi, Ki}i=2,3)ɼK2 :=Ұ఺ɼK3 := Iʢด۠ؒʣ
ΛA3ۭؒͱݺͿɽಉ༷ʹͯ͠ɼMi : X i ×Ki → X͕ i = 2, 3, . . . , nʹରͯ͠ఆ
·Δͱ͖ (X, {Mi, Ki}i=2,...,n)Λ Anۭؒͱݺͼɼಛʹ͢΂ͯͷ i = 2, 3, . . . ʹͭ
͍ͯMi͕ఆ·Δͱ͖A∞ۭؒͱ͍͏ [19]ɽ
͜ͷߏ଄Λ୅਺Խͨ͠΋ͷ͕A∞୅਺Ͱ͋Δɽࡏݱͷ੔಴͞Εͨݴ༿Ͱ͍͏ͱ,

A∞୅਺ͱ͸ {Ki}i=2,3,···ͷ࠯ෳମͷ੒࣍͢਺෇͖ඍ෼ʢDGʣΦϖϥουͷදݱ
ͷ͜ͱͰ͋Δͱ͍͏͜ͱ΋Ͱ͖Δ͕ʢ[16]ࢀরʣɼ۩ମతʹ͸ (A, {mk}k≥1)͕ମ
K্ͷA∞୅਺Ͱ͋Δͱ͸, A͸K্࣍਺෇͖ϕΫτϧۭؒͰ͋Γ,

mk : A
×k → A

͸࣍਺ 2− kͷK্ଟॏઢ૾ࣸܗͰ͋Γ, {mk}k≥1͕֤ n = 1, 2, ...ʹରͯ͠

0 =
∑

k+l=n+1

k−1∑

j=0

± mk(a1, . . . , aj,ml(aj+1, . . . , aj+l), aj+l+1, . . . , an)

͕੒Γཱͭͱ͖Λ͍͏ [20]ɽ ʢූ߸±ʹ͍ͭͯ͸লུ͢Δɽʣ
͜Ε͸࣍਺෇͖ඍ෼୅਺ʢDG୅਺ʣͷҰൠԽͱͳ͍ͬͯΔɽͭ·Γ࣍ߴͷੵ

m3,m4, . . . ͕ࣗ໌ͳA∞୅਺͸ d := m1 : A→ AΛඍ෼ɼm2 : A×A→ AΛੵͱ
͢ΔDG୅਺ (A, d,m2)Ͱ͋ΔɽҰൠͷA∞୅਺ (A, {mk}k≥1)ͷ৔߹ʹ΋ (A,m1)

͸༨࠯ෳମ
· · · m1→ Ai m1→ Ai+1 m1→ · · ·

Λ੒͠ɼd͸ੵm2ʹؔͯ͠ϥΠϓχοπଇΛຬ͕ͨ͢ɼm2͸Ұൠʹ͸݁߹తʹ
͸ͳΒͣɼͦͷͣΕ͕m3ΛؚΉࣜͰఆΊΒΕ͍ͯΔɽ͜ͷҙຯͰA∞୅਺͸ϗ
Ϟτϐʔ݁߹త୅਺ͱ΋ݺ͹ΕΔɽ
্ड़ͷΑ͏ʹɼ ۭؒ X ʹରͯ͠ A∞ߏ଄͸ɼ΋ͱ΋ͱ͸ X ΍ͦͷνΣΠϯ

C∗(X)ୡͷ্ͷ࣍ߴͷੵߏ଄ͱͯ͠ಋೖ͞Εͨɽྫ͑͹XʹೖΔAnߏ଄ͷ࠷େ
ͷ n͸Կ͔ʁͱ͍͏͜ͱΛ͑ߟΔͱۭؒXୡΛ෼ྨ͢Δಓ۩ͱͳΔɽ͜ͷํੑ޲
ͷڀݚ΋΋ͪΖΜଓ͚ΒΕ͍ͯΔ͕ɼ༗ཧϗϞτϐʔ࿦ͷൃలͳͲΛػʹΉ͠Ζ
ίνΣΠϯଆʹࣗવʹೖΔA∞ߏ଄ʹ͍ͭͯٞ࿦͞ΕΔ͜ͱ͕ଟ͘ͳͬͨΑ͏ʹ
ͷۭؒAࣜܗΘΕΔɽྫ͑͹Մඍ෼ଟ༷ମXʹର͠ɼඍ෼ࢥ := Ω(X)͸ࣗવʹ
d : A→ AΛ֎ඍ෼࡞༻ૉɼυɾϥʔϜෳମ (A := Ω∗(X), d)͸m2 := ∧Λ΢Σο
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δੵͱ͢ΔʢՄ׵ʣDG୅਺ͷߏ଄Λͭ࣋ɽຊߨԋͰ͸ɼA∞୅਺ͷزԿֶ΁ͷ
͜ͷํੑ޲ͰͷԠ༻ʹؔͯ͠ओʹҎԼͰड़΂Δ (a)ɼ(c)ʹ͍ͭͯ঺հ͍ͨ͠ɽ
A∞୅਺ΛزԿֶతର৅ͷԿ͔͠Βͷෆมྔͱͯ͠ѻ͍͍ͨ. ͜ͷͱ͖A∞୅
਺Λ෼ྨ͢Δඞཁ͕͋Δ. A∞ ୅਺ͷؒͷ A∞ ࣸ૾Λࣗવʹఆٛ͢Δʹ͸όʔ
.੒͕ศརͰ͋Δߏ A∞୅਺ (A, {mk}k≥1)ʹର͠ɼAͷݒਨ A[1]ͷςϯιϧ༨
୅਺ (B(A) := T c(A[1]),△)Λ͑ߟΔͱ A∞ߏ଄ {mk}k≥1Λ B(A)্ͷඍ෼ m :

B(A)→ B(A)ɼm2 = 0ʹ্֨͛͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖ɼ(B(A),m,△)͸࣍਺෇͖ඍ෼
༨୅਺Λ੒͢ɽ̎ͭͷA∞୅਺ (A, {mk}k≥1)ɼ(A′, {m′

k}k≥1) ͷؒͷA∞ࣸ૾ f͸ɼ
ରԠ͢Δ࣍਺෇͖༨୅਺ͷؒͷࣸ૾ͱͯ͠ఆٛ͞ΕɼͦΕ͸࣍਺Λอͭଟॏઢܗ
ࣸ૾

fk : (A[1])
×k → A′[1], k ≥ 1

ʹΑͬͯߏ੒͞ΕΔ͜ͱͱͳΓɼಛʹ f1 : A[1] → A′[1]͸ෳମͷؒͷ૾ࣸ࠯ f1 :

(A[1],m1)→ (A′[1],m′
1)ͱͳ͍ͬͯΔɽ

f1͕ಉܕͷͱ͖ɼf͸ A∞ಉ૾ࣸܕͱݺͿɽ͜ͷͱ͖࣮૾ࣸٯࡍ f−1͕ଘ͢ࡏ
Δɽ͔͠͠ɼA∞୅਺ΛA∞ಉ૾ࣸܕͰ෼ྨ͢Δͷ͸Ұൠʹ͋·ΓΑ͍͑ߟͰ͸
ͳ͍. f1͕ෳମͷؒͷٖಉ૾ࣸܕͰ͋Δͱ͖, f͸A∞ٖಉ૾ࣸܕͰ͋Δͱ͍͏ɽ
̎ͭͷ A∞୅਺ͷؒʹٖಉ͕૾ࣸܕଘ͢ࡏΔͱ͍͏͜ͱ͸࣮ࡍಉ஋ؔ܎ΛఆΊ,

A∞୅਺ΛA∞ٖಉܕͰ෼ྨ͢Δͷ͕࣮ࡍʹ΄ͲΑ͍΋ͷͱͳΔɽ͜ͷ؍఺͔Β
Έͯ΋ॏཁͳ࣮ࣄͱͯ͠ Kadeishvili ʹΑΔۃখ໛ܕఆཧ [6]͕͋Δɽ

ఆཧ 1 A∞୅਺ (A, {mk}k≥1)ʹର͠ɼm′
1 = 0ͱͳΔ A∞୅਺ (A′, {m′

k}k≥1)ͱ
A∞ٖಉ૾ࣸܕ f : (A′, {m′

k}k≥1)→ (A, {mk}k≥1) ͕ଘ͢ࡏΔɽ

͜ͷͱ͖ (A′, {m′
k}k≥1)Λ΋ͱ΋ͱͷ A∞ ୅਺ (A, {mk}k≥1)ͷۃখ໛ܕͱ͍͏ɽ

ෳମ (A[1],m1)ͱ (A′[1],m′
1 = 0)͸ٖಉܕͰ͋ΔͷͰ A′͸ϕΫτϧۭؒͱͯ͠

H∗(A,m1)ͱಉܕͰ͋Δɽͭ·Γ (A′, {m′
k}k≥1)͸ (A, {mk}k≥1)ͱ A∞ٖಉܕͳ

A∞୅਺ͷ͏ͪɼϕΫτϧۭؒͱͯ͠Ұ൪খ͘͞ͳ͍ͬͯΔ΋ͷͰ͋Δɽ
ҰํɼA∞୅਺ͷ୯Ґ͕ݩద੾ʹఆٛͰ͖, ୯ҐݩΛ΋ͭA∞୅਺͸͋ΔDG୅
਺ͱA∞ٖಉܕͱͳΔ͜ͱ΋஌ΒΕ͍ͯΔɽ
͜ͷҙຯͰɼA∞ٖಉܕͳA∞୅਺ͷ͏ͪɼDG୅਺Ͱ͋Δ΋ͷ͸ߏ଄͸؆໌
͕ͩʮେ͖͘ʯɼۃখ໛͕ܕʮҰ൪খ͍͞ʯ΋ͷͰ͋Δͱ͍͑ΔɽDG୅਺ͷߏ଄
͸༷ʑͳঢ়گͰࣗવʹදΕΔɽDG୅਺Λ෼ྨ͢Δ͜ͱΛ͑ߟΔͨΊʹ͸DGࣸ
૾Λ͑ߟΔΘ͚͕ͩɼDGࣸ૾͸ f1ͷΈ͔Β੒ΔA∞ࣸ૾Ͱ͋Δͱ͍͏ҙຯͰɼ
ҰൠͷA∞ࣸ૾ʹൺ΂ͯͱͯ΋গͳ͍ɽ͞Βʹͨͬ͜ࠔͱʹɼDGٖಉ૾ࣸܕ͸
ಉ஋ؔ܎ΛఆΊͳ͍ʢରশ཯Λຬ͞ͳ͍ʣɽΑͬͯɼDG୅਺ͷݍʹ͓͍ͯɼٯ
ॴԽ͢ΔΑ͏ͳ͜ͱΛ͠ہతʹՃ͑ɼͦΕʹΑͬͯࣜܗΛ૾ࣸܕͷDGٖಉ͖޲
͍ͨΘ͚Ͱ͋Δ͕ͦ͏ͯ͠ಘΒΕΔݍʹ͓͍ͯ̎ͭͷDG୅਺͕ಉܕͰ͋Δ͜ͱ
͸݁ہͷͱ͜ΖͦΕΒ͕A∞ٖಉܕͰ͋Δ͜ͱͱಉ͡ʹͳΔ͜ͱ͕஌ΒΕ͍ͯΔ
[21],[17]ɽ
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ͭ·ΓDG୅਺ͷ෼ྨ͢Δࡍʹ΋ɼDG୅਺ΛA∞୅਺ͱΈͳͯͦ͠ͷA∞ٖ
ಉྨܕΛ෼ྨ͢Ε͹Α͍ͱ͍͏͜ͱʹͳΔ. ಛʹɼ͜ͷ໰୊͸ɼۃখ໛ܕఆཧΑ
ΓɼۃখA∞୅਺ͷ෼ྨ໰୊ʹؼண͞ΕΔɽۃখA∞୅਺ͷؒͷA∞ٖಉ૾ࣸܕ
͸A∞ಉ૾ࣸܕͰ͋ΔͷͰɼۃখA∞୅਺ͷA∞ಉྨܕΛ෼ྨ͢Ε͹Α͍ɽ
զʑ͸௨ৗزԿֶతର৅ʹର͢Δ DGߏ଄͋Δ͍͸ A∞ ଄ͱͯ͠ίϗϞϩߏ
δʔ͸༗ݩ࣍ݶͱͳΔ΋ͷΛٞ࿦͍ͨ͠ɽ͜ͷͱ͖ɼۃখA∞୅਺ͷؒͷA∞ಉ
ͷΑ͏ͳ΋ͷͰ͋׵ඪม࠲ܗϕΫτϧۭؒͷؒͷඇઢݩ࣍ݶ਺෇͖༗࣍͸૾ࣸܕ
Γɼ෼ྨ͢Δͷʹखࠒͳ΋ͷͱͳΔɽಛʹ

(a) 1-࿈݁ܕDG୅਺

(b) ॱং෇͖A∞ݍ

ͳͲ͸ɼͦͷۃখ໛ܕͷA∞ߏ଄mn͸े෼ n͕େ͖͍ͱࣗ໌ͱͳΓɼA∞ಉܕ
ࣸ૾ͷ fn΋༗ݶͷ n·Ͱʹ͍ͭͯ͑ߟΕ͹Α͍͜ͱʹͳΓɼ෼ྨ͠΍͍͢Ϋϥ
εͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Δɽ(a)ͷ৔߹ʹ͍ͭͯ͸ಛʹɼ1-࿈݁Մ׵DG୅਺ͷ෼ྨΛ
͢Δ͜ͱ͸༗ཧϗϞτϐʔ࿦Λ෼ྨ͢Δ͜ͱʹͳΔɽDG୅਺ͷՄੑ׵ΑΓɼର
Ԡ͢ΔA∞୅਺ͱͯ͠͸Մੑ׵Λͭ࣋C∞୅਺ʹ੍͑ߟͯ͠ݶΔ͜ͱͱͳΔ [7]ɽ
ྫ͑͹ [5]Ͱ͸ Si1 ∨ · · · ∨ Sikɼ1 < i1 < · · · < ik ͱಉ͡ίϗϞϩδʔ؀Λͭ࣋
ۭؒͷ༗ཧϗϞτϐʔܕʹ͍ͭͯɼik ≤ 7ͷ৔߹·Ͱʹ͍ͭͯ෼ྨ͞Ε͍ͯΔɽ
(b)ͷॱং෇͖A∞ݍ͸ɼޙʹ৮ΕΔϗϞϩδʔతϛϥʔରশੑͷڀݚʹ͓͍ͯ
Seidel ʹΑͬͯಋೖ͞Εͨ΋ͷͰ͋Δʢ[18]ΛΈΑʣɽ
ҰൠʹDGݍɼ͋Δ͍͸A∞ݍC͔Βݍ֯ࡾTr(C)Λߏ੒͢Δํ๏͕͋ΓʢC͕

DGݍͷ৔߹͕Bondal-Kapranov [1]ɼͦͷ֦ுͱͯ͠ C͕A∞ݍͷ৔߹͕ [13]ʣɼ
ΕΔɽ͜ͷͱ͖͞ݱ͸Tr(C)ͱ࣮ͯ͠ݍ֯ࡾ͹ΕΔओཁͳݺͱݍ֯ࡾ୅਺తࡍ࣮
̎ͭͷ A∞ݍ CɼC ′͕ A∞ಉ஋Ͱ͋Ε͹ Tr(C)ͱ Tr(C ′)͸ݍ֯ࡾಉ஋ͱͳΔ͜
ͱ͔ΒɼۃখA∞ݍͷ෼ྨΛ୅਺తݍ֯ࡾͷ෼ྨͷͨΊʹԠ༻͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ
ʢྫ͑͹ [10]ʣɽ

A∞୅਺ͷ࿮૊ͷɼ෼ྨ໰୊Ҏ֎ͷ༗༻ੑͱͯ͠͸ɼA∞ࣸ૾͕ʡඇઢܗʡత
ͳ΋ͷͰ͋ΔͨΊɼҰݟશ͘ҟͳͬͯΈ͑ΔDG͋Δ͍͸A∞ߏ଄ͷؒͷରԠΛ
ΈΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ͜ͱ͕͋Δɽͦͷయྫܕͱͯ͠

(c) ϗϞϩδʔతϛϥʔରশੑ

͕͋ΔɽϗϞϩδʔతϛϥʔରশੑ [13]ͱ͸ϛϥʔରশੑ༧૝ͷݍ࿦తఆࣜԽͱ
ͯ͠ Kontsevich ʹΑͬͯఏҊ͞Εͨ΋ͷͰ͋ΓɼγϯϓϨΫςΟοΫଟ༷ମ M

্ͷਂ୩ݍ Fuk(M) ͱM ͱϛϥʔ૒ରͳෳૉଟ༷ମ M̂ ্ͷ࿈઀૚ͷ੒͢ಋདྷ
ݍ Db(coh(M̂))ͷؒͷ౳ՁੑͰ͋Δɽਂ୩ݍ Fuk(M)͸A∞ݍͰ͋ΔͨΊʢ[2]ʣɼ
ͷಉ஋ੑͱͯ͠ݍ֯ࡾ

Tr(Fuk(M)) ≃ Db(coh(M̂))
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͕੒Γཱͭͱ͍͏ͷ͕ϗϞϩδʕతϛϥʔରশੑ༧૝ͷఆࣜԽͰ͋Δɽਖ਼֬ʹ
͸͜Ε͸ϛϥʔରM, M̂ ͕ΧϥϏɾϠ΢ଟ༷ମͷ৔߹ͷఆࣜԽͰ͋Δ͕ɼM ͋
Δ͍͸ M̂ ͕ΑΓҰൠͷέʔϥʔଟ༷ମͷ৔߹ʹ͍ͭͯ΋ఆࣜԽ͕֦ு͞Ε͍ͯ
Δɽ௨ৗಋདྷݍDb(coh(M̂))ଆ͸ࣗવͳDGߏ଄Λͪ࣋ɼ͜Ε͕͋ΔDGݍ C ′ʹ
ΑͬͯDb(coh(M̂)) ≃ Tr(C ′)ͱͳΔ͜ͱ͕ظ଴Ͱ͖ΔɽΑͬͯɼΑ͍ DGݍ C ′

ͱɼඞཁͳΒ͹Tr(Fuk(M)) ≃ Tr(C)ͱͳΔA∞ॆຬ෦෼ݍ CΛͱͬͯA∞ಉ஋
C ≃ C ′Λࣔ͢͜ͱ͕Ͱ͖Ε͹ϗϞϩδʔతϛϥʔରশੑ͕ࣔ͞ΕΔ͜ͱʹͳΔɽ
Kontsevich-Soibelman [15]Ͱ͸͜ͷํੑ޲ͰϗϞϩδʔతϛϥʔରশੑΛࣔ͢ํ
๏͕ఏҊ͞Ε͍ͯͯɼಛʹͦͷA∞ಉ஋ C → C ′͸ C͕DGݍ C ′ͷۃখ໛ܕɼ͋
Δ͍͸ۃখʹ͍ۙʢࣹͷۭ͕ؒʣখ͍͞A∞ݍͰ͋ΔΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕΔ͜ͱ͕
ͷͱ͜ΖࠓͰ͖ΔΑ͏ͳϛϥʔରͷྫ͸ߦ࣮ʹશ׬଴͞Ε͍ͯΔɽ͜ͷํ๏͕ظ
গͳ͍͕ɼগͳ͘ͱ΋ϛϥʔର (M, M̂)͕ τʔϥεͷ৔߹ʹ͸Ͱ͖Δݩ࣍2 [9]ɽ
ҰൠʹA∞୅਺ɼC∞୅਺ͳͲ͸ϗϞτϐʔ୅਺ͱݺ͹ΕΔ͕ɼଞʹDGϦʔ
୅਺ͷҰൠԽͰ͋ΔL∞୅਺ʢϗϞτϐʔϦʔ୅਺ʣͱ͍͏΋ͷ΋͋Δɽͭ·Γ
ੵ͸൓Մ׵ͰɼϗϞτϐʔ݁߹తͰ͋Δ͔ΘΓʹϗϞτϐʔϠίϏ཯Λຬͨ͢ɽ
Kontsevich ͸มࢠྔܗԽ໰୊Λɼ̎ͭͷDGϦʔ୅਺ͷؒͷରԠΛ͚ͭΔ໰୊ͱ
ͯ͠ఆࣜԽ͠ɼ࣮ࡍʹͦΕΒͷؒͷL∞ٖಉ૾ࣸܕΛߏ੒͢Δ͜ͱʹΑͬͯղܾ
ͨ͠ [14]ɽʢ[3, 11]ͳͲʹղઆ͕͋Δɽʣ
͜ͷΑ͏ʹزԿֶʹ͓͍ͯϗϞτϐʔ୅਺͕ࣗવʹݱΕΔݪҼ͸ɼ࣮͸͜ΕΒ
ͷϗϞτϐʔ୅਺͕छ਺̌ͷڥք෇͖఺෇͖ϦʔϚϯ໘ͷϞδϡϥΠۭؒͷίϯ
ύΫτԽͷͳ͢Φϖϥου্ͷදݱͱͯ͠ಘΒΕΔ΋ͷͰ͋Δ͜ͱ͕͍ؔͯ͠܎
Δʢ[12]ࢀরʣɽ͜ͷΑ͏ͳΘ͚ͰɼϗϞτϐʔ୅਺͸ૉཻࢠཧ࿦ʹ͓͍ͯɼݭ
ͷ৔ͷཧ࿦Λߏ੒͢ΔͨΊͷ࿮૊Έͱͯ͠΋Ԡ༻͞Ε͍ͯΔɽʢ[8]ͷߟࢀจݙͳ
Ͳʀۙ࠷ͷ΋ͷͱͯ͠ྫ͑͹ [4]ɽʣ
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