
Donaldson-Thomas୙ኚ㔞

ᡞ⏣ ᖾఙ (ᮾி኱Ꮫᅜ㝿㧗➼◊✲ᡤᩘࣜࣈ࢝≀㐃ᦠᏱᐂ◊✲ᶵᵓ)∗

1. 3ḟඖCalabi-Yauከᵝయ
」⣲nḟඖࡢ, ṇ๎࠸࡞ࡣ࡛ࣟࢮᡤࡿ⮳ (n, 0)ᙧᘧࢆᣢࢺࢡࣃࣥࢥࡘKählerከᵝయࢆ⪃

.ࡿ࠼ 1950ᖺ௦࡟Calabiࡢࡑࡾࡼ࡟ᵝ࡞」⣲ከᵝయࡣ࡟Ricciᖹᆠ࡞ィ㔞ࡀධ࡜ࡿண᝿

,ࢀࡉ ኱࡞ࡁၥ㢟ࡓ࠸࡚ࡗ࡞࡜. ,ࢀࡉゎỴࡾࡼ࡟1977ᖺ㡭YauࡣCalabiண᝿ࡢࡇ ௨ᚋ

.ࡓࡗ࡞࡟ᵝࡿࢀࡤ࿧࡜Calabi-Yauከᵝయࡣከᵝయ࡞ᵝࡢࡇ ከࡢࡃሙྜ࡛, Calabi-Yau

ከᵝయࡣᑕᙳⓗ௦ᩘከᵝయ㸦ࡾࡲࡘ」⣲ᑕᙳ✵㛫PN
C ෆࡢᗄྠࡢ࠿ࡘḟከ㡯ᘧࡢ㞽Ⅼ㞟

ྜ㸧ࡿ࡞࡟. ౛ࡤ࠼f(x0, x1, · · · , xn)ࢆn + 1ḟྠࡢḟከ㡯ᘧ࡜ࡿࡍ࡜, ㉸ᖹ㠃

{[x0 : x1 : · · · : xn] ∈ Pn
C : f(x0, x1, · · · , xn) = 0} (1)

.ࡿ࡞࡟㸧Calabi-Yauከᵝయࡽ࡞࠸࡞ࡋᏑᅾࡀ㸦≉␗Ⅼ,ࡣ ୍᪉, Calabi-Yauከ࡟⯡୍

ᵝయࡣ .࠸࡞ࡣ࡛ࡅࢃࡿ࠸࡚ࡋࢆᙧࡢ㉸᭤㠃࡟ᵝࡢ(1) Calabi-Yauከᵝయ࡞⬟ྍ࡛ࡇࡑ

,ࡋศ㢮ࢆ .ࡿ࡞࡜ㄢ㢟࡞㔜せࡢࡘ1ࡿࡅ࠾࡟௦ᩘᗄఱᏛࡣ࡜ࡇࡿ࡭ㄪࢆᗄఱᵓ㐀ࡢࡑ

౛ࡤ࠼」⣲1ḟඖ࡞࠿ࡽ⁥ࡢᑕᙳⓗ௦ᩘከᵝయࡣRiemann㠃࡟௚ࡎࡽ࡞,Ⰻࢀࡽ▱ࡃ

.ࡿࢀࡉศ㢮࡚࠸⏝ࢆᩘ✀ࡢࡑࡣRiemann㠃࡟ᵝࡿ࠸࡚ 1ḟඖࡢCalabi-Yauከᵝయ࡜

,ሙྜࡢ1ᩘ✀ࡣ P2ࡀ⥺ᴃ෇᭤,ࡋᑐᛂ࡟⥺ᴃ෇᭤ࡾࡲࡘ
Cෆ3ࡢḟᘧࡢ㞽Ⅼ㞟ྜࡿ࡞࡜

஦ࡶⰋࡿ࠸࡚ࢀࡽ▱ࡃ. 」⣲2ḟඖࡾࡼ࡜ࡿ࡞࡟」㞧ࡀࡿ࡞࡟, ࡽ࠿19ୡ⣖ᮎࡶ࡛ࢀࡑ

20ୡ⣖ึ㢌࢔ࣜࢱ࢖࡚ࡅ࠿࡟Ꮫὴࡾࡼ࡟ศ㢮⌮ㄽࡀ᏶ᡂࡿ࠸࡚ࢀࡉ. 2ḟ࡜ࡿࡼ࡟ࢀࡑ

ඖCalabi-Yauከᵝయࡢ఩┦ᆺࡣP3
Cෆࡢ 4ḟ㉸᭤㠃㸦K3᭤㠃㸧࠿ ┤ࡢ⥺ᴃ෇᭤ࡢࡘ2

✚㸦Abel᭤㠃㸧ࡿ࡞࡜࠿ࢀࡎ࠸ࡢ. ,ࡕᣢࢆᗄఱⓗᛶ㉁࠸ࡋ⨾࡟㠀ᖖࡣK3᭤㠃࡟≉ ከ

.ࡓࡁ࡚ࡋ㨩஢ࢆ⪅Ꮫᩘࡢࡃ ,ᚋࡢࡑ 」⣲ 3ḟඖ௦ᩘከᵝయࡢศ㢮⌮ㄽࡣ✲◊ࡢ㛗࠸㛫

㐍ᒎࡀࡓࡗ࠿࡞ࡀ, ᳃㔜ᩥẶࡿࡼ࡟Hartshoneண᝿ࡢゎỴࡀ✲◊࡚ࡗ࡞࡜ࡅ࠿ࡗࡁࡀ㐍

,ࡳ 1980ᖺ௦3࡟ḟඖ௦ᩘከᵝయࡢ㸦⢒࠸ព࿡࡛ࡢ㸧ศ㢮⌮ㄽࡀ᏶ᡂࡓࡋ. ࡟ᡂᯝࡢࡇ

,ࡾࡼ 3ḟඖCalabi-Yauከᵝయࡀ 3ḟඖ௦ᩘከᵝయࡢ㔜せ࡞ ุࡀ஦ࡍᡂࢆࢫࣛࢡࡢࡘ1

᫂ࡓࡋ. ,ࡋᏑᅾࡀ఩┦ᆺࡢࡃከࡣ࡟Calabi-Yauከᵝయ࡜ࡿ࡞࡟3ḟඖࡋ࠿ࡋ ᏶඲࡞ศ

㢮ࡣ⌧ᅾ࡛ࡶᮍゎỴࡢၥ㢟࡛ࡿ࠶. ,ࡾࡼ࡟Ṕྐⓗ⫼ᬒ࡞ᵝࡢࡇ 3ḟඖCalabi-Yauከᵝ

యࡣ✲◊ࡢ௦ᩘከᵝయࡢศ㢮ㄽ࡚࠸࠾࡟㠀ᖖ࡟㔜せ࡛ࡘ࠿㨩ຊⓗࡿ࠸࡚ࡗ࡞࡜ࡢࡶ࡞.

2. ᑐ⛠ᛶ࣮࣑ࣛ
୍᪉, 1990ᖺ㡭3ࡽ࠿ḟඖCalabi-Yauከᵝయ࡜≀⌮Ꮫࡢ㉸ᘻ⌮ㄽࡢ࡜㛵ࡀࡾࢃὀ┠ࢀࡉ

.ࡓࡗ࠸࡚ࡗ࡞࡟࠺ࡼࡿ ㉸ᘻ⌮ㄽࡣ࡜,≀㉁ࡢᵓᡂせ⣲1ࡀḟඖࡢ⣣ࡽ࠿ᡂࡿࡍ࡜ࡿ⌮ㄽ

,ࡾ࠶࡛ R4ࡣᏱᐂࡢࠎᡃ࡜ࡿࡼ࡟ࢀࡑ ×X .ࡿࢀࡉ࡜ࡿᡂࡽ࠿10ḟඖ✵㛫ࡢᙧࡢ Xࡣ

Planckᐃᩘ㸦10−35m㸧࡝࡯ᑠ࠸ࡉᐇ6ḟඖ✵㛫࡛ࡾ࠶,㉸ᑐ⛠ᛶ࡟㛵ࡿࡍไ⣙ࡽ࠿」⣲

3ḟඖCalabi-Yau ከᵝయ࠸࡞ࡅ࠸ࡤࢀࡅ࡞ࡽ࡞࡟. ࡣ㉸ᘻ⌮ㄽࡋ࠿ࡋ 1✀㢮࡛ࡃ࡞ࡣ,

.ࡿ࠸࡚ࢀࡽ▱ࡀ࡜ࡇࡿࡍᏑᅾࡀㄽ⌮ࡢᩘ「 ,࡜ࡿࡍ௬ᐃࢆ౯ᛶ➼ࡢ㛫ࡢㄽ⌮⌮≀ࡽࢀࡑ

,(WPI)࣒ࣛࢢࣟࣉᣐⅬ✲◊ࣝ࣋ࣞࣉࢵࢺ⏺ୡࡿࡼ࡟┬⛉ᩥࡣ⪅➹ ཬࡧ⛉Ꮫ◊✲㈝㸦ᇶ┙B, 26287002㸧
.ࡍࡲ࠸࡚ࢀࡉᨭ᥼ࡾࡼ࡟
2000 Mathematics Subject Classification: 14N35, 18E30
,ᑟ᮶ᅪࡢ㸸㐃᥋ᒙࢻ࣮࣮࣡࢟ Donaldson-Thomas୙ኚ㔞, Ᏻᐃᛶ᮲௳
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Calabi-YauከᵝయࡢᗄఱᏛ࡟㛵ࡿࡍ⯆࿡῝࠸ண᝿ࡀᚓࡿࢀࡽ. ,ࡣࢀࡇ ࿧࡜⛠ᑐ࣮࣑ࣛ

ࡢࡘ㸧2࠸࡞ࡽ㝈ࡣ࡜ᆺྠ࡟࠸㸦஫ࡿࢀࡤ 3ḟඖCalabi-YauከᵝయX, X∨ࡢ㛫ࡢ୙ᛮ

㆟࡞㛵ಀ࡛ࡿ࠶. ,ࡣ㛵ಀ࡞ࣈ࣮࢖ࢼࡶ᭱ Hodgeᩘ࡟㛵ࡿࡍᑐ⛠ᛶh1,1(X) = h2,1(X∨)

.ࡿ࠶࡛ ᑠኚᙧ✵㛫H1(X,Ω1ࡢKählerᆺᘧࡢXୖࡣh1,1(X)࡛ࡇࡇ
X)ࡢḟඖ, h2,1(X∨)

,∨ᑠኚᙧ✵㛫H1(Xࡢ⣲ᵓ㐀「ࡢୖ∨Xࡣ TX∨)ࡢḟඖ࡜ᤊࡀ࡜ࡇࡿ࠼ฟ᮶ࡿ. ᐇࢀࡇࡣ

,㸧ࡿࢀࡤ࿧࡜㸦Frobeniusᵓ㐀ࡾධࡀ௦ᩘᵓ㐀ࡢ✀ࡿ࠶࡟᭦ࡣ࡟ኚᙧ✵㛫ࡢࡽ ㉸ᘻ⌮

ㄽࡿࡅ࠾࡟ᑐ⛠ᛶࡽࢀࡇࡣ௦ᩘᵓ㐀ࡢ㛫ࡢ➼౯ᛶࡶព࿡ࡿࡍ. H1(X,ΩX)࡟ධࡿ௦ᩘ

ᵓ㐀ࡣXୖࡢ᭷⌮᭤⥺㸦ࡾࡲࡘP1
Cࡽ࠿Xࡢ࡬ᑕࡢീࡿ࡞࡜௦ᩘ᭤⥺㸧ࡢᮏᩘ࠸⏝ࢆ

࡚ᵓᡂ࡛ࡁ, ୍᪉H1(X∨, TX∨)࡟ධࡿ௦ᩘᵓ㐀ࡣX∨ࡢ」⣲ᵓ㐀࡚࠸⏝ࢆᵓᡂࡿࢀࡉ.

P4
Cෆ5ࡢḟ㉸᭤㠃࡟࣮࣑ࣛࡢࡑ࡜ᑐࡽࢀࡇ࡚ࡋ௦ᩘᵓ㐀ࢆẚ㍑1990ࡀࡢࡓࡋᖺ௦ึ㢌

,Candelasࡢ de la Ossa, Green, Parkes .ࡿ࠶௙஦࡛ࡿࡼ࡟⪅Ꮫ⌮≀ࡽ[10] ᯝ,ᙼ⤖ࡢࡑ

,ࢆᮏᩘࡢ⥺᭷⌮᭤ࡢ5ḟ㉸᭤㠃Xୖࡣࡽ ✵࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ⣲ᵓ㐀「ࡢୖ∨X࣮࣑ࣛࡢࡑ

㛫ୖࡢ࿘ᮇ✚ศ࡚࠸⏝ࢆᑟ࡟࡜ࡇࡃᡂຌࡓࡋ. ᙼࡢࡽ㆟ㄽ࡟⌮≀ࡣᇶ࡙ࡢࡇ,ࡵࡓࡃ᫬

Ⅼ࡛ࡣXୖࡢ᭷⌮᭤⥺ࡢᮏᩘ࡟㛵ࡿࡍண᝿ࢆ୚࠸࡞ࡂࡍ࡟ࡓ࠼. ,ࡶ࡛ࢀࡑ ࡃ㦫ࡣࢀࡇ

.ࡓࡗ࠶ᡂᯝ࡛ࡁ࡭ ᐇ㝿, ḟᩘࡢᑠ࠸ࡉ᭷⌮᭤⥺ࡢᮏᩘ࡟㛵ࡓ࠸࡚ࢀࡽ▱ࡣ࡚ࡋ⤖ᯝ࡜

,ࡋࡓ࠸࡚ࡋ⮴୍ ࡇࡿ࠼ᩘࢆᮏᩘ࡞☜ᢏ⾡࡛ṇࡢ௦ᩘᗄఱࡢᙜ᫬ࡣሙྜ࠸㧗ࡢḟᩘࡓࡲ

,ࡵࡓࡓࡗ࠶ࡀᅔ㞴ࡣ࡟࡜ ≀⌮Ꮫ⪅ࡢࡽࢀࡑࡀᮏᩘࢆṇ☜࡟ணゝࡣࡢࡓࡋ㦫␗ⓗ࡛ࡗ࠶

.ࡓ ,ࡓࡲ ᭷⌮᭤⥺ࡢᮏᩘ࡜࿘ᮇ✚ศ࠺࠸࡜, ୍ぢ࡜ࡿࡍ㛵ಀᩘ࡞࠺ࡑࡉ࡞ࡀᏛⓗᑐ㇟

.࠸῝࿡⯆ࡶࡢ࠺࠸࡜ࡿ࠶ࡀ㛵ಀ࡟ Candelas㐩ࡢண᝿ࡣᚋ࡟Giventalᩘ࡚ࡗࡼ࡟Ꮫⓗ

,ࢀࡽ࠼୚ࡀド᫂࡞ .ࡓࡗ࠸࡚ࡗ࡞࡟࠺ࡼࡿࢀࡉ┠ὀࡶ㛫࡛ࡢ⪅Ꮫᩘࡀᑐ⛠ᛶ࣮࣑ࣛ

3. Gromov-Witten୙ኚ㔞
ୖグࡢCandelas㐩ࡢ௙஦࡚ࡗࡼ࡟, ௦ᩘከᵝయ࡛ୖࡿࡍゎ⌮࡟Ꮫⓗᩘࢆᑐ⛠ᛶ࣮࣑ࣛ

.ࡓࡗ࡞࡟࠿ࡽ᫂ࡀ࡜ࡇࡿ࠶㔜せ࡛ࡀ࡜ࡇࡿ࠼ᩘࢆᩘࡢ⥺᭤ࡢୖ ௦ᩘከ࡟⯡୍ࡋ࠿ࡋ

ᵝయXୖࡢ᭤⥺࡜࠺ࡼ࠼ᩘࢆᩘࡢᛮࡶ࡚ࡗ, ṇࡣሙྜࡿࡍᏑᅾ࡟㝈↓ࡀ⥺᭤ࡶࡑࡶࡑ

.ࡿ࡞࡜ၥ㢟࡞㠀⮬᫂࡟Ꮫⓗᩘࡽ࠿࡜ࡇࡿࡍ⩏ᐃࢆࡆୖ࠼ᩘࡢ⥺᭤࠸ࡋ ,ࡎࡲ ࠸ࡓ࠼ᩘ

᭤⥺ࡢ✀ᩘ g࡜ḟᩘβ ∈ H2(X,Z) ,ࡵࡓࡿࡍᏑᅾ࡟㝈↓ࡀ ࠶ࡀᚲせࡿࡍᅛᐃࢆࡽࢀࡑ

.ࡿ ,ࡶ࡛ࢀࡑ ୚࡜ᩘ✀ࡓࢀࡽ࠼ḟᩘࢆᣢࡘXୖࡢ᭤⥺ࡣ↓㝈࡟Ꮡᅾྍࡿࡍ⬟ᛶ࠶ࡀ

,ࡾ .࠸࡞ฟ᮶ࡣ࡜ࡇࡿ࠼ᩘ࡟ࣈ࣮࢖ࢼࢆࡽࢀࡑ ,ࡀࢁࡇ࡜ Xࡀ 3ḟඖCalabi-Yauከᵝ

యࡢሙྜࡢࡽࢀࡇࡣ࡟᭤⥺ࡀ௬᝿ⓗ࡟᭷㝈ಶࡿࡏ࡞ࡳ࡜࠸࡞࠿ࡋ. C࡞࠿ࡽ⁥ࢆ✀ᩘ g

,ࡋ࡜⥺௦ᩘ᭤ࡢ f : C → Xࢆ f∗[C] = βࡍࡓ‶ࢆᑕࡿࡍ࡜. ࡞ᵝࡢࡇ (f, C)ᩘࡢ⤌ࡢ

.࠸ࡓ࠼ᩘࢆ Cࢆᅛᐃ࡜ࡿࡍ, ᑕ fࡢኚᙧ✵㛫ࡢ᥋✵㛫ࡣH0(C, f ∗TX)ࡾ࡞࡜, 㞀ᐖ✵

㛫ࡣH1(C, f ∗TX)ࡿ࡞࡜. ,࡚ࡗࡼ Riemann-Rochࡢᐃ⌮ࡾࡼ࡟ᑕ fࡢኚᙧ✵㛫ࡢ௬᝿

ⓗ࡞ḟඖࡣ

dimH0(C, f ∗TX)− dimH1(C, f ∗TX) = 3− 3g

.ࡿ࡞࡜ ḟඖ3gࡢኚᙧ✵㛫ࡢ⣲ᵓ㐀「ࡢC࡟ࢀࡇ − ,࡜ࡍ㊊ࢆ3 .ࡿ࡞࡟ࣟࢮ ,ࡾࡲࡘ

⤌ (f, C)࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ✵㛫㸦ࢺࢡࣃࣥࢥࡢ໬㸧M g(X, β)ࡣ௬᝿ⓗࣟࢮ࡟ḟඖࡏ࡞ࡳ࡜

.ࡿ ᐇ㝿࡟௬᝿ⓗࣟࢮ࡞ḟඖ࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ✵㛫ࢆᵓᡂࡣ࡟ࡢࡿࡍ㆟ㄽࢆせࡀࡿࡍ,௦ᩘ

ᗄఱⓗࡣ࡟౛ࡤ࠼Behrend-Fantechi ฟࡀ࡜ࡇࡿࡍᵓᡂ࡚࠸⏝ࢆ᏶඲㞀ᐖ⌮ㄽࡿࡼ࡟[5]

᮶ࡿ. ᐇ㝿, M࡚ࡗࡼ࡟[5] g(X, β)ୖࣟࢮ࡟ḟඖࡢ௬᝿ᇶᮏ㢮 [M g(X, β)]vir ࡿࡍᵓᡂࢆ
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,ࡁ࡛ࡀ࡜ࡇ ⤌࡛࡜ࡇࡿࡍศ✚ࢆࢀࡑ (f, C)ࡆୖ࠼ᩘࡢ୙ኚ㔞

GWg,β :=

∫

[Mg(X,β)]vir
1 ∈ Q (2)

.ࡿࢀࡉ⩏ᐃࡀ ,Gromov-Witten㸦௨ୗࡣ୙ኚ㔞GWg,βࡓࢀࡽᚓ࡚ࡋ࠺ࡇ GWࡍ␎࡜㸧

୙ኚ㔞࡜࿧ࡿࢀࡤ. Candelas㐩ࡀண᝿ࡋ, Giventalࡀド᫂ࡓࡋ᭷⌮᭤⥺ࡢᮏᩘ࡟㛵ࡿࡍ

⤖ᯝࡣ, 5ḟ㉸᭤㠃Xୖࡢ✀ᩘ .ࡿ࠶࡛ࡢࡶࡿࡍ㛵࡟GW୙ኚ㔞GW0,βࡢ0 ⤌࡛ࡇࡇ

(f, C)ࡣ࡟㠀⮬᫂࡞⮬ᕫྠᆺࡀᏑᅾࡵࡓࡿ࠺ࡋ, 㛫M✵࢖ࣛࣗࢪࣔ g(X, β)ࡣ࡟⯡୍ࡣ

,ࡀࡿ࠶࡛ࡢࡶࡓࡗ᭷㝈⩌࡛๭ࢆከᵝయ࡟㸦ᒁᡤⓗࢡࢵࢱࢫ ࡋṧࡶࢱ࣮ࢹࡢ⏝స⩌ࡢࡑ

.ࡿ࡞࡜㛫㸧✵ࡓ GW୙ኚ㔞࡚ࡗࡼ ⌮᭷ࡓࢀࡉ཯ᫎ࡟ศẕࡀ᝟ሗࡢ఩ᩘࡢ⩌᭷㝈ࡣ(2)

.ࡿࡍὀព࡟࡜ࡇࡿ࡞࡜ᩘ

4. Donaldson-Thomas୙ኚ㔞
GW୙ኚ㔞ᩘࡀᏛⓗ࡟ཝᐦ࡟ᐃ⩏1990ࡣࡢࡓࢀࡉᖺ௦ᚋ༙ࡿ࠶࡛࡜ࡇࡢ. ୍᪉, 3ḟඖ

Calabi-Yauከᵝయୖࡢ᭤⥺ࡀ࠸࡞ࡣ࡛ࡅࢃ࠺࠸࡜, ఱࡢ࠿ࡽከᵝయୖࡢఱᩘࡢ࠿ࡽᏛ

ⓗᑐ㇟ࡿࡆୖ࠼ᩘࢆ୙ኚ㔞ࢀࡑࡣ௨๓ࡽ࠿Ꮡᅾࡓ࠸࡚ࡋ. 1980ᖺ௦࡟ᑟධࢀࡉ, ࣏ࣟࢺ

࠶࡛ࡘ1ࡢࡑࡣDonaldson୙ኚ㔞ࡢᐇ4ḟඖከᵝయୖࡓ࠼୚ࢆᙳ㡪࡞ࡁ኱࡟✲◊ࡢ࣮ࢪ

.ࡿ ࡶࡓࢀࡲ⏘ࡽ࠿✲◊ࡢㄽ⌮ࢪ࣮ࢤࡾࡲࡘ,ㄽ⌮ࡿ࠼⪄ࢆ⥆᥋ࡢ᮰ୖࣝࢺࢡ࣋ࡣࢀࡇ

,ࡾ࠶࡛ࡢ ୚ࣝࢺࢡ࣋ࡓࢀࡽ࠼᮰ୖࡢ✀ࡿ࠶ࡢ≉Ṧ࡞᥋⥆ࡿࡆୖ࠼ᩘࢆ୙ኚ㔞࡜ゎ㔘ࡍ

.ࡿฟ᮶ࡀ࡜ࡇࡿ ,ࡓࡲ 3ḟඖከᵝయㄽࡿࡅ࠾࡟Casson୙ኚ㔞ࡶTaubesࡢ௙஦ࡾࡼ࡟

,ࡁゎ㔘࡛࡟ㄽⓗ⌮ࢪ࣮ࢤ .ࡿࡏ࡞ࡳ࡜୙ኚ㔞ࡆୖ࠼ᩘࡢ⥆᥋ࡢ✀ࡿ࠶ࡶࢀࡇ

Donaldson-Thomas㸦௨ୗ, DTࡍ␎࡜㸧୙ኚ㔞ࡣ࡜, 」⣲ 3ḟඖCalabi-Yauከᵝయ

ࡸDonaldson୙ኚ㔞࡚ࡗࡼ࡟࡜ࡇࡿࡍᐹ⪄ࢆㄽ⌮ࢪ࣮ࢤ࡛ୖ Casson୙ኚ㔞ࡢ㢮ఝ≀

,ⓗ࡛┠࠺࠸࡜ࡿࡍᵓᡂࢆ 1990ᖺ௦ᚋ༙࡟DonaldsonࡢᣦᑟࡢୗThomas ࡾࡼ࡟[25]

ᑟධࡓࢀࡉ୙ኚ㔞࡛ࡿ࠶. ሙྜࡢࡇ 3ḟඖ Calabi-YauከᵝయXୖࣝࢺࢡ࣋ࡢ᮰ Eࡢ

≉Ṧ࡞᥋⥆ࡣ࡜, E ࡿ࠼୚ࢆ⣲ᵓ㐀「ࡢ ∂-᥋⥆࡟ᑐᛂࡿࡍ. ࡣ࡜DT୙ኚ㔞࡚ࡗࡼ 3

ḟඖCalabi-YauከᵝయX .ࡿࡏ࡞ࡳ࡜୙ኚ㔞ࡿࡆୖ࠼ᩘࢆ᮰ࣝࢺࢡ࣋ṇ๎ࡢୖ ࠿ࡋ

,ࡋ Donaldson୙ኚ㔞ࡸCasson୙ኚ㔞ࡢᵓᡂࡢ㝿ࢪ࣮ࢤࡓࡗ⾜࡟⌮ㄽⓗ㆟ㄽࢆ 3ḟඖ

Calabi-Yauከᵝయࡲࡲࡢࡑ࡟ᙜ࡚࡜ࡿࡍ࡜࠺ࡼࡵࡣ, ᵝ࡞ࠎᢏ⾡ⓗၥ㢟ࡿࡌ⏕ࡀ. ౛࠼

ࡍ໬ࢺࢡࣃࣥࢥࢆࢀࡑ࡛ࡢ࠸࡞ࡣ࡛ࢺࢡࣃࣥࢥࡣ㛫✵࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ᮰ࣝࢺࢡ࣋ṇ๎ࡤ

.ࡿ࠶ࡀᚲせࡿ ࢺࢡ࣋ṇ๎ࡁⅬ௜␗≉ࠕࡤࢃㅝ,ࡣ≀㇟Ꮫⓗᑐᩘ࡞ᚲせ࡟໬ࢺࢡࣃࣥࢥ

ࣝ᮰ࠖ࡟ᑐᛂࡀࡿ࠶࡛ࡢࡶࡿࡍ, .࠸ࡋ㞴ࡣࡢ࠺ᢅࡾྲྀ࡟ㄽⓗ⌮ࢪ࣮ࢤࢆࡢࡶ࡞ᵝࡢࡇ

,ࡣࢳ࣮ࣟࣉ࢔ࡓࡋ⏝᥇ࡀThomas࡛ࡇࡑ ⌮ࢪ࣮ࢤࢆ໬ࢺࢡࣃࣥࢥࡢ㛫✵࢖ࣛࣗࢪࣔ

ㄽࡃ࡞ࡣ࡛ࡢ࠺⾜࡚࠸⏝ࢆ,᏶඲࡟௦ᩘᗄఱⓗࡿ࠶࡛ࡢࡶ࠺࠸࡜࠺⾜࡟. ௦ᩘᗄఱᏛ࡟

ࡀ࡜ࡇࡍ࡞ࡳ࡜᮰ࣝࢺࢡ࣋ṇ๎ࡁⅬ௜␗≉ࡢ㏙ୖࡣࢀࡇ,ࡋᏑᅾࡀᴫᛕ࠺࠸࡜㐃᥋ᒙࡣ

ฟ᮶ࡿ. 㐃᥋ᒙ࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ⌮ㄽྂࡣ඾ⓗ࡞ヰ㢟࡛ࡾ࠶, Mumford, Gieseker, ୸ᒣ࡟ࡽ

.ࡓ࠸࡚ࢀࡉᵓᡂࡀ㛫✵࢖ࣛࣗࢪࣔࡁ࡭ࡿ↛࡚ࡗࡼ ,ࡣ࡜ࡇࡓ࠸࡚ࡗ࡞࡟࠿ࡽ࡛᫂ࡇࡑ

㐃᥋ᒙ࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ✵㛫ࢆᵓᡂࡿࡍ㝿ࡘ1࠺ࡶࡣ࡟, Ᏻᐃᛶ᮲௳࡜࿧ࡀࢱ࣮ࢹࡿࢀࡤᚲ

せ࡛ࡓࡗ࠶࡛࡜ࡇࡿ࠶. ௦ᩘከᵝయXୖࡢ㐃᥋ᒙࡢᏳᐃᛶ᮲௳ࡣ, ㇏ᐩᅉᏊωࢆ୚ࡿ࠼

஦࡛Ỵࡿࡲ. Xୖࡢ㐃᥋ᒙEࡀω࡚࠸ࡘ࡟Ᏻᐃ࡛ࡣ࡜ࡿ࠶, ௵ពࡢ㠀⮬᫂࡞㒊ศ㐃᥋ᒙ

F ⊂ E ௳᮲࡚ࡋᑐ࡟

c1(F ) · ωdimX−1

rank(F )
<

c1(E) · ωdimX−1

rank(E)
(3)
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.ࡿࢀࡉ⩏ᐃ࡚ࡋ࡜ࡢࡶࡿࡍ❧ᡂࡀ ౛ࡤ࠼௦ᩘ᭤⥺ୖࡢ㝵ᩘ࡜ḟᩘࢆᅛᐃࣝࢺࢡ࣋ࡓࡋ

᮰඲యࡢࡑ,࡜ࡿ࠼⪄ࢆᵝࣝࢺࢡ࣋࡞᮰ࡣከࡿࡍࢬ࢖ࣛࢺ࣓ࣛࣃࢆࡽࢀࡑ࡚ࡂࡍ᭷㝈ᆺ

.ࡿ࠿ศ࡟ࡄࡍࡀ࡜ࡇ࠸࡞ࡋᏑᅾࡀ㛫✵࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ ,ࡋ࠿ࡋ ࣝࢺࢡ࣋࡞୰࡛Ᏻᐃࡢࡑ

᮰࡟㝈ᐃ࡜ࡿࡍ⪃ᐹࣝࢺࢡ࣋ࡿࡍ᮰⃭ࡣῶ࡚ࡋ᭷㝈ᆺ࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ✵㛫ࡀᏑᅾࡇࡿࡍ

.ࡿ࠿ศࡀ࡜ ,ࡶ࠿ࡋ ඲࡚ࣝࢺࢡ࣋ࡢ᮰ࡣᏳᐃࣝࢺࢡ࣋᮰㐩ࡢᣑ኱࡛ᚓࡵࡓࡿࢀࡽ, Ᏻ

ᐃࣝࢺࢡ࣋᮰ࡀศࡤࢀ࠿ཎ⌮ⓗࡣ࡟඲࡚ࣝࢺࢡ࣋ࡢ᮰ࡀศࡿ࡞࡟࡜ࡇࡿ࠿.

௨ୖࡾࡼ, ௦ᩘከᵝయXୖࡢ㇏ᐩᅉᏊωཬ್ᩘࡧ㢮v ∈ H∗(X,Q)ࢆ୚࡜ࡿ࠼, ωࡘ࡟

㐃᥋ᒙE࡛࡞Ᏻᐃ࡚࠸ ch(E) = v࢖ࣛࣗࢪࣔࡢࡢࡶࡍࡓ‶ࢆ✵㛫Mω(v)ࡀᵓᡂ࡛ࡿࡁ.

,ࡀ࠸࡞ࡣ࡛ࢺࢡࣃࣥࢥࡶࡋࡎᚲࡣ㛫Mω(v)✵࢖ࣛࣗࢪࣔ 㛵࡟ω࡜vࡿ࡞࡟ࢺࢡࣃࣥࢥ

.ࡿ࠸࡚ࢀࡽ▱ࡣ௳༑ศ᮲ࡿࡍ ,ࡽ࡞ࡍࡓ‶ࢆ௳༑ศ᮲ࡢࡑ Mω(v)ࡣᑕᙳⓗ௦ᩘከᵝయ

㸦ṇ☜ࡣ࡟ᑕᙳⓗ࣒࣮࢟ࢫ㸧ࡿ࡞࡜. ,ࡓࡲ Mω(v)ࡢⅬ࡟ᑐᛂࡿࡍXୖࡢᏳᐃᒙEྲྀࢆ

,࡜ࡿ Mω(v)ࡢEࡿࡅ࠾࡟᥋✵㛫ࡣExt1(E,E)୍ྠ࡜どࢀࡉ, 㞀ᐖ✵㛫ࡣExt2(E,E)

࡛୚ࡿࢀࡽ࠼. ,࡚ࡗࡼ GW୙ኚ㔞ྠ࡜ᵝ࡟Mω(v)ࡢ௬᝿ḟඖ࡜ࡿ࠼⪄ࢆ

dimExt1(E,E)− dimExt2(E,E) (4)

.ࡿ࡞࡜ ,࡛ࡇࡇ Xࡀ 3ḟඖCalabi-Yauከᵝయ࡛࡜ࡿ࠶௬ᐃࡿࡍ. Serre཮ᑐᛶ࡜ࡿࡍ

ᐃ⌮ࡾࡼ࡟Ext2(E,E)࡜Ext1(E,E) ,ࡾ࡞࡜཮ᑐ࡟࠸஫ࡣ ௬᝿ḟඖ࡚ࡗࡼ ࡣ(4) ࡟0

.ࡿ࡞ ,ࡾࡲࡘ Mω(v)ࡣ࡟⯡୍ࡣṇࡢḟඖࢆᣢࡢࡢࡶࡘ, ௬᝿ⓗࣟࢮࡣ࡟ḟඖࡏ࡞ࡳ࡜

.ࡿ࠶࡛➻ࡿ ,࡚ࡋ┠╔࡟Ⅼࡢࡇ ThomasࡣGW୙ኚ㔞ࢆ௦ᩘᗄఱⓗ࡟ᵓᡂࡿࡍ㝿࡟⏝

,࡚࠸⏝ࢆ᏶඲㞀ᐖ⌮ㄽࡓ࠸ Mω(v)ୖࣟࢮ࡟ḟඖࡢ௬᝿ᇶᮏ㢮 [Mω(v)]virࢆᵓᡂࡓࡋ.

Mω(v)࠺࠸࡜ࡿ࡞࡟ࢺࢡࣃࣥࢥࡀ௬ᐃࡢୗ࡛, DT୙ኚ㔞ࡢࡇࡣ௬᝿ᇶᮏ㢮ࢆ✚ศࡿࡍ

.ࡿࢀࡉ⩏ᐃ࡛࡜ࡇ

DTω(v) :=

∫

[Mω(v)]vir
1 ∈ Z. (5)

,ࡾ࡞␗ࡣ࡜GW୙ኚ㔞࡛ࡇࡇ DT ୙ኚ㔞 .ࡿࡍὀព࡟࡜ࡇࡿ࡞࡟ᩘᩚࡎᚲࡣ(5) ࢀࡇ

,ࡣ Ᏻᐃᒙࡣ࡟㠀⮬᫂࡞⮬ᕫྠᆺࡀᏑᅾ࡟࡜ࡇ࠸࡞ࡋ㉳ᅉࡿ࠸࡚ࡋ. ,ࡓࡲ DTω(v)୍ࡣ

.ࡿࡍὀព࡟࡜ࡇࡿࡍ౫Ꮡࡶ࡟᪉ࡧ㑅ࡢω࡟⯡

DT୙ኚ㔞ࡢ ࡣ⩏ᐃࡿࡼ࡟(5) Thomasࡿ࠶࡛ࡢࡶࡿࡼ࡟. ᚋࡢࡑ Behrend ,ࡣ[4]

Mω(v)ୖࡢ✀ࡿ࠶ࡢᵓᡂྍ⬟㛵ᩘχBࢆᵓᡂ࡚ࡋ, DT୙ኚ㔞 ࡙ࡳ㔜࡚ࡗࡼ࡟χBࡀ(5)

.ࡓࡋド᫂ࡶ࡜ࡇࡿࡍ⮴୍࡜Eulerᩘࡓࢀࡽࡅ ,ࡾࡲࡘ ḟࡀᡂ❧ࡿࡍ:

DTω(v) =
∑

m∈Z

m · χ−1
B (m). (6)

බᘧ ࡢ㛫Mω(v)✵࢖ࣛࣗࢪࣔࡀDT୙ኚ㔞ࡣ(6) Eulerᩘ࡜㏆࠸୙ኚ㔞࡛ࢆ࡜ࡇࡿ࠶

,ࡾ࠾࡚ࡋ♧ ࡟࠿ࡽ᫂ࡀ࡜ࡇࡿ࠶࡛⏝኱ኚ᭷ࡶ࡛ୖࡿࡍ⟭ィ࡟ᐇ㝿ࢆDT୙ኚ㔞ࡓࡲ

.ࡓࡗ࡞

5. GW/DT/PTᑐᛂ
ᙧ࡛Thomas࡞ཝᐦ࡟ᏛⓗᩘࡀDT୙ኚ㔞࡚࠸⏝ࢆ⾡ᢏࡓࢀࢃ௦ᩘᗄఱᏛ࡛ᇵ,࡟ᵝࡢࡇ

.ࡓࢀࡉᵓᡂࡾࡼ࡟Behrendࡸ ,ࡋ࠿ࡋ Donaldson୙ኚ㔞ࡸCasson୙ኚ㔞ࡢᵝ࡟DT୙

ኚ㔞ࡓ࠸⏝ࢆ㠃ⓑ࠸ᛂ⏝࡟ࡕ┤ࡀᚓࡓࡗ࠿࡞ࡣ࡛ࡅࢃࡓࢀࡽ. DT୙ኚ㔞ࡀ✲◊ࡢ㐍ᒎ

,ࡣࡢࡓࡗ࡞࡜ࡅ࠿ࡗࡁࡿࡍ 2003ᖺࡢMaulik-Nekrasov-Okounkov-Pandharipande [20]
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.ࡿ࠶ண᝿࡛ࡿࡍ㛵࡟㛵ಀࡢ㛫ࡢGW୙ኚ㔞࡜DT୙ኚ㔞ࡿࡼ࡟ ๓㏙ࡓࡋᵝ࡟, GW୙

ኚ㔞ࡣ 3ḟඖCalabi-YauከᵝయXୖࡢ᭤⥺ࡾ࠾࡚ࡆୖ࠼ᩘࢆ, ୍᪉DT୙ኚ㔞ࡣXୖ

.ࡿ࠸࡚ࡆୖ࠼ᩘࢆᏳᐃᒙࡢ 㐃᥋ᒙࡣ࡜኱㞧ᢕ࡟ゝ࡚ࡗ≉␗Ⅼ௜ࣝࢺࢡ࣋ࡁ᮰ࡢᵝࡶ࡞

,ࡾ࠶࡛ࡢ ࠼୚ࢆⅬ࠿⥺᭤ࡾࡲࡘ,㛢㞟ྜࡢ⣲వḟඖ2௨ୖ「ࡢXෆࡣⅬ㞟ྜ␗≉ࡢࡑ

.ࡿ ᏳᐃᒙEࡢ1ࡀ㝵ᩘ࡟≉ ࡛det(E) = OX࡜ࡿ࠼⪄ࢆࡢࡶࡿ࡞࡜, ࡢEࡣᒙ࡞ᵝࡢࡑ

≉␗Ⅼࡢ᝟ሗ࡛ࡳࡢỴࡿࡲ. ᐇ㝿, E࡟ᑐ࡚ࡋdimC ≤ ࡣ࡟☜ṇࡾࡼ㛢㞟ྜ㸦ࡿ࡞࡜1

㛢㒊ศ࣒࣮࢟ࢫ㸧C ⊂ Xࡀᐃࡾࡲ, EࡣCࢆᐃ⩏ࣝ࢔ࢹ࢖ࡿࡍᒙ IC ⊂ OX ࡞࡜ᆺྠ࡜

.ࡿ ,࡛ࡇࡑ β ∈ H2(X,Z)࡜n ∈ Z࡟ᑐ࡚ࡋ୙ኚ㔞 ࢆᵓᡂࡢ(5) [C] = β, χ(OC) = n ࡜

ᒙࣝ࢔ࢹ࢖ࡿ࡞ IC࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ✵㛫࡟㐺⏝࡛࡜ࡇࡿࡍ୙ኚ㔞 In,β ∈ Zࢆᚓࡿ. ๓⠇ࡢ

グྕࡽ࡞ࡿ࠸⏝ࢆ, β, nࢀࡒࢀࡑࢆPoincaré཮ᑐᛶᐃ⌮࡚ࡗࡼ࡟H4(X,Q), H6(X,Q)

,࡜ࡍ࡞ࡳ࡜ඖࡢ

In,β = DTω(1, 0,−β,−n) (7)

.ࡿ࡞࡜ ୙ኚ㔞࡛ࡇࡇ In,β ,ࡀ࠸࡞ࡋ౫Ꮡࡣ࡟ωࡣ 㢮್ᩘࡣࢀࡇ (1, 0,−β,−n) ࡾྲྀࡢ

᪉ࡿࡼ࡟≉Ṧ஦᝟࡛ࡿ࠶.

β '= ,ࡽ࡞0 GW୙ኚ㔞ྠ࡜ᵝ࡟DT୙ኚ㔞 ୙ኚ㔞࡛ࡿࡆୖ࠼ᩘࢆ⥺᭤ࡢXୖࡶ(7)

.ࡿ࠶ ୍᪉, DT୙ኚ㔞 (7) ཬ࡟ࢀࡑࡧᐤ୚ࡿࡍ᭤⥺ࡢᛶ㉁ࡣGW୙ኚ㔞࡜኱ศ␗ࡿ࡞.

,ࡎࡲ GW୙ኚ㔞ࡣ᭷⌮ᩘ್ࡀࡿྲྀࢆ, DT୙ኚ㔞ࡣᚲࡿྲྀࢆ್ᩘᩚࡎ. ,ࡓࡲ GW୙ኚ

㔞࡟ᐤ୚ࡿࡍ᭤⥺࠿ࡽ⁥࡝ࢇ࡜࡯ࡣ㸦㧗ࠎ⤖⠇Ⅼ࠿ࡋᣢ࠸࡞ࡓ㸧࡛ࡀࡿ࠶, DT୙ኚ㔞

.ࡿ࠺ࡕᣢࢆⅬ␗≉࠸ᝏࡶ࡛ࡽᗄࡃ࡞ࡶไ㝈ࡢఱࡣ࡟Ⅼ␗≉ࡢ⥺᭤ࡿࡍᐤ୚࡟ ᭦࡟GW

୙ኚ㔞࡟ᐤ୚ࡿࡍ᭤⥺ࡣX࡟ᇙࡵ㎸ࡣ࡜ࡿ࠸࡚ࢀࡲ㝈ࡀ࠸࡞ࡽ, DT୙ኚ㔞࡟ᐤ୚ࡿࡍ

᭤⥺ࡣX࡟ᇙࡵ㎸ࡿ࠸࡚ࢀࡲ. 㛵ಀࡢ࠿ࡽఱ࡟㛫ࡢ࡜DT୙ኚ㔞࡜GW୙ኚ㔞࡚ࡗࡼ

,ࡣ࠿࠺࡝࠿ࡿ࠶ࡀ .࠸࡞ࡣ࡛࠿ࡽ᫂ࡣࡽ࠿⩏ᐃࡢࢀࡒࢀࡑ ᐇ㝿, ࢆ㛵ಀࡢ㛫ࡢࡽࢀࡇ

ぢࡣ࡟ࡿ୙ኚ㔞ࡢ⏕ᡂ㛵ᩘࡿ࠼⪄ࢆᚲせࡿ࠶ࡀ. GW୙ኚ㔞ࡢ⏕ᡂ㛵ᩘࢆ

GW(X) :=
∑

g≥0

∑

β>0

GWg,βλ
2g−2tβ

,ࡁ࠾࡜ DT୙ኚ㔞ࡢ⏕ᡂ㛵ᩘࢆ

DTβ(X) :=
∑

n

In,βq
n, DT(X) :=

∑

β≥0

DTβ(X)tβ.

.ࡃ࠾࡜ ,࡛ࡇࡇ λ, q, tࡣ༢ࡿ࡞ኚᩘ࡛ࡾ࠶, β > ࡀ࣒࣮࢟ࢫ1ḟඖ㒊ศࡢXෆࡀβࡣ0

ᐃࡿࡵᇶᮏ࣮ࢪࣟࣔ࣍㢮࡛ࢆ࡜ࡇࡿ࠶ព࿡ࡿࡍ. ḟࡀMNOP ணࡓࢀࡉᥦၐࡾࡼ࡟[20]

᝿࡛ࡿ࠶.

ண᝿ 5.1. ([20]) (i) ⏕ᡂ㛵ᩘၟࡢDTβ(X)/DT0(X)ࡣ qࡢ࡚࠸ࡘ࡟᭷⌮㛵ᩘࢆ q = 0

ኚ᥮ࡣ᭷⌮㛵ᩘࡢࡇ࡟᭦,ࡾ࠶࡛ࡢࡶࡓࡋLaurentᒎ㛤࡚࠸࠾࡟ q ↔ 1/q࡛୙ኚ࡛ࡿ࠶.

(ii) ኚᩘኚ᥮ q = −eiλࡢୗ࡛, ḟࡢ➼ᘧࡀᡂ❧ࡿࡍ.

exp (GW(X)) =
DT(X)

DT0(X)
. (8)

➼ᘧ .ࡿࢀࡤ࿧࡜GW/DTᑐᛂࡣ(8) ኚᩘኚ᥮࠺⾜࡛ࡇࡇ q = −eiλࡣ࡛ࡲࡲࡢࡑࡣ

ព࿡ࢆᡂࡀ࠸࡞ࡉ, (i)ࡢ᭷⌮ᛶண᝿ࢆㄆ࡜ࡿࡵព࿡ࢆᡂࡍ. ,ࡾࡲࡘ ࠼㎶࡛୚ྑࡢ(8)
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ࢆᡂ㛵ᩘ⏕ࡢDT୙ኚ㔞ࡿࢀࡽ qࡢ࡚࠸ࡘ࡟᭷⌮㛵ᩘࡋ࡞ࡳ࡜, ࢆࢀࡇ q = ㏆ഐࡢ1−

࡛ᒎ㛤࡜ࡍ࠾࡞ࡋGW୙ኚ㔞ࡢ⏕ᡂ㛵ᩘࡀᚓࡿ࠶࡛ࡢࡶ࠺࠸࡜ࡿࢀࡽ. ᘧ➼࡚ࡗࡼ (8)

ᡂ⏕࡚࠸⏝ࢆ୙ኚ㔞ࡢ඲࡚,ࡃ࡞ࡣ㛵ಀᘧ࡛ࡿࡃ࡚࠼ぢ࡚ࡋẚ㍑ࢆ୙ኚ㔞ࡢࡘ1ࡘ1ࡣ

㛵ᩘࢆᵓᡂ࡛࡜ࡇࡿࡍぢࡿࡃ࡚࠼㛵ಀᘧ࡛ࡿ࠶. ,ࡓࡲ ⏕ᡂ㛵ᩘDT0(X)ࡣXෆ0ࡢḟ

ඖ㒊ศࡿ࠼ᩘࢆ࣒࣮࢟ࢫDT୙ኚ㔞ࡢ⏕ᡂ㛵ᩘ࡛ࡿ࠶. ࡛DT0(X)࡚࠸࠾࡟㎶ྑࡢ(8)

๭࠺࠸࡜ࡿ᧯సࡣ, ࢆࡳࡢᐤ୚ࡢ⥺᭤࡚ࡋᾘࡕᡴࢆᐤ୚ࡢ࣒࣮࢟ࢫ0ḟඖ㒊ศ࡞ᵝࡢࡇ

.ࡿࡍព࿡ࢆ஦࠺࠸࡜ࡍฟࡾྲྀ

๓㏙ࡓࡋᵝ࡟, GW୙ኚ㔞ࡣ᭷⌮ᩘ್ࡾྲྀࢆ, DT୙ኚ㔞ࡿྲྀࢆ್ᩘᩚࡣ. ➼࡚ࡗࡼ

ᘧ ,ࡣ(8) GW୙ኚ㔞ࡢ✀ࡿ࠶ࡢ㞃ᩘᩚࡓࢀᛶࢆព࿡ࡿ࠶࡛ࡢࡶࡿࡍ. GW୙࡞ᵝࡢࡇ

ኚ㔞ࡢ✀ࡿ࠶ࡢ㞃ᩘᩚࡓࢀᛶࡣ, ≀⌮ഃࡢ᪉࡛ࡣMNOPண᝿௨๓ࡽ࠿㆟ㄽࡓ࠸࡚ࢀࡉ.

1990ᖺ௦ᚋ༙࡟Gopakumar-Vafa Typeࡣ[12] IIA㉸ᘻ⌮ㄽ࡜M⌮ㄽࡢ㛫ࡢ཮ᑐᛶࢆ

.ࡓࡋண᝿࡜ࡿࡁグ㏙࡛࡚࠸⏝ࢆ୙ኚ㔞್ᩘᩚࡢ✀ࡿ࠶ࢆᡂ㛵ᩘ⏕ࡢGW୙ኚ㔞࡚࠸⏝

ᙼࡢࡽ⪃ᐹࡓࡋ୙ኚ㔞ࡣGopakumar-Vafa㸦௨ୗ, GV㸧୙ኚ㔞࡜࿧ࡿࢀࡤ. ኱㞧ᢕ࠸࡟

,࡜࠺ GV୙ኚ㔞ࡣXୖ1ࡢḟඖྎࢆᣢࡘᏳᐃᒙ࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ✵㛫࡟⩌࣮ࢪࣟࣔ࣍ࢥࡢ

ධࡿ sl2 × sl2-స⏝࠼⪄ࢆ, ࡜ࡿࢀࡉ⩏ᐃ࡛࡜ࡇࡿྲྀࢆࢫ࣮ࣞࢺ࡞㐺ᙜࡿࡍ㛵࡟⏝సࡢࡑ

ᮇᚅࡿࢀࡉ㸦౛ࡤ࠼ .ཧ↷㸧ࢆ[13] ,ࡋ࠿ࡋ GW୙ኚ㔞ࡸDT୙ኚ㔞࡛⪃ᐹࡓࡋᵝ࡟, ኚ

ᙧ㞀ᐖ⌮ㄽࡢᐤ୚ࢆఱࡢ࠿ࡽᙧ࡛GV୙ኚ㔞ࡢᐃ⩏ࡳ⤌࡟㎸ࡴᚲせࡿ࠶ࡀ. ᐤ࡞ᵝࡢࡑ

୚ࢆGV୙ኚ㔞ࡳ⤌࡟㎸ࡣ࡜ࡇࡴᢏ⾡ⓗ࡟㞴ࡃࡋ,ண᝿ Ꮫᩘࡣ᫬Ⅼ࡛ࡓࢀࡉᥦၐࡀ5.1

ⓗ࡟‶㊊ࡃ࠸ᙧ࡛ࡢGV୙ኚ㔞ࡢᐃ⩏ࡣᚓࡓࡗ࠿࡞࠸࡚ࢀࡽ. ண᝿ GV୙ࡣᶵືࡢ5.1

ኚ㔞ࡢ௦࡟ࡾࢃ, ࡚࠸⏝ࢆDT୙ኚ㔞ࡿ࠸࡚ࢀࡉ⩏ᐃ࡟ཝᐦ࡟Ꮫⓗᩘࡘ࠿ࡾྲྀࢆ್ᩘᩚ

GW୙ኚ㔞ࡢ㞃ᩘᩚࡓࢀᛶࢆ୚ࡿ࠼஦, ࠎ㸦ඖࡢGV୙ኚ㔞࡚࠸⏝ࢆDT୙ኚ㔞࡚ࡋࡑ

ㄽᩥࡢGopakumar-Vafaࡢ .ࡓࡗ࠶࡟஦ࡿ࠼୚ࢆ⩏㸧ᩘᏛⓗᐃࡢᙧ࡛ࡓࡗ㐪ࡣ࡜[12]

,࡛ࡇࡇ ➼ᘧ .ࡿ࠼⪄ࢆၟࡢᡂ㛵ᩘ⏕ࡿࡅ࠾࡟㎶ྑࡢ(8) ࡿྲྀࢆၟࡢᡂ㛵ᩘ⏕ࡢࡇ

ㄽࡢPandharipande-Thomasࡢ2007ᖺࡀࡢࡓࡋ࡟ၥ㢟ࢆࡅᗄఱⓗព࿡࡙ࡢస᧯࠺࠸࡜

ᩥ [22] .ࡓࡗ࠶࡛ ᙼࡣࡽ➼ᘧ ,ࡀಀᩘྛࡢ⣭ᩘࡢ㎶ྑࡢ(8) Ᏻᐃᑐ࡜࿧ࡿࢀࡤᗄఱⓗᑐ

.ࡓࡋண᝿࡜ࡿ࠸࡚ࡆୖ࠼ᩘࢆ㇟ ᙼࡀࡽᐃ⩏ࡓࡋᏳᐃᑐࡣ࡜, ࡀḟඖࡢྎ 㐃᥋ࡿ࠶1࡛

ᒙF ኱ᇦษ᩿sࡢࡑ࡜ ∈ H0(X,F ,࡛⤌ࡢ( .ࡿ࠶࡛ࡢࡶࡍࡓ‶ࢆ௳᮲ࡢ✀ࡿ࠶ ୙ኚ㔞

In,βྠ࡜ᵝ࡟, ྛn ∈ Z࡜β ∈ H2(X,Z) ,࡚ࡋᑐ࡟ [F ] = β, χ(F ) = nࡍࡓ‶ࢆᏳᐃᑐ

(F, s)ࡿࡆୖ࠼ᩘࢆ୙ኚ㔞Pn,βࢆᙼࡣࡽᵓᡂࡓࡋ. ࡤ࿧࡜PT୙ኚ㔞ࡣ୙ኚ㔞Pn,βࡢࡇ

.ࡿ࠸࡚ࢀ ㄽᩥ ,ࡣண᝿ࡿࡅ࠾࡟[22] ➼ᘧ ࡿࢀࡉグ㏙࡚ࡗࡼ࡟PT୙ኚ㔞ࡀ㎶ྑࡢ(8)

.ࡓࡗ࠶࡛ࡢࡶ࠺࠸࡜

ண᝿ 5.2. ([22])

DT(X)

DT0(X)
=

∑

n,β

Pn,βq
ntβ. (9)

ண᝿ ண᝿࡜5.1 5.2 ,࡜ࡿࡏࢃྜࡳ⤌ࢆ GW୙ኚ㔞࡜PT୙ኚ㔞ࡢ㛫ࡢ㛵ಀᘧࡀᚓࡽ

.ࡿࢀ ,ࡣ㛵ಀᘧࡢࡑࡶ࠿ࡋ ➼ᘧ .ࡿ࡞࡜ࡢࡶ࡞༢⣧ࡶࡾࡼ(8) ୍᪉ㄽᩥ ,࡚࠸࠾࡟[22]

➼ᘧ (9) ࡀᏛᩘ࠸῝࿡⯆ࡓࡗ࠿࡞ࡇ࡚ࢀࡉᒎ㛤࡛ࡲࢀࡑ,ࡣ࡟ᬒ⫼࠺ࢁ࠶࡛ࡿࡍ❧ᡂࡀ

Ꮡᅾࡶ࡜ࡇ࠺ࢁ࠶࡛ࡿࡍ㏙ࡓ࠸࡚ࢀࡽ࡭. ,ࡣࢀࡑ 㐃᥋ᒙࡢᑟ᮶ᅪࡿࡅ࠾࡟ቨ㉺࠼⌮ㄽ

.ࡿ࠶࡛
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6. 㐃᥋ᒙࡢᑟ᮶ᅪ࡜Ᏻᐃᛶ᮲௳
௦ᩘከᵝయୖࡢ㐃᥋ᒙࡢᑟ᮶ᅪ1960ࡣ࡜ᖺ௦࡟Grothendieck࡚ࡗࡼ࡟ᑟධࡓࢀࡉᴫᛕ

࡛, ☜ࢆ∧ᑐ┦ࡢ⌮Serre཮ᑐᛶᐃࡢ㛫ࡢ࣮ࢪࣟࣔ࣍ࢥᒙಀᩘࡣᶵືࡢࠎඖࡢᑟධࡢࡑ

.ࡓࡗ࠶࡟࡜ࡇ࠺࠸࡜ࡿࡍ❧ ௦ᩘከᵝయX࡟ᑐ࡚ࡋ, ࡀᑟ᮶ᅪD(X)ࡢ㐃᥋ᒙࡢୖࡢࡑ

ᐃ⩏ࡿࢀࡉ. ᅪD(X)ࡢᑐ㇟ࡣ, Xୖࡢ㐃᥋ᒙࡢ᭷⏺」యF• .ࡿᡂࡽ࠿ ࡛ࡇࡇ ࡢࡘ2

᭷⏺」యࡢ㛫ࡢᑕF• → G• ,ࡣ ࡿ࠶ᆺ࡛ྠࡀᑕࡿࡍㄏᑟ࡟㛫ࡢ࣮ࢪࣟࣔ࣍ࢥࡢࡽࢀࡑ

᫬࡟ᨃྠᆺ࡛࡜ࡿ࠶࿧ࡿࢀࡤ. ᑟ᮶ᅪD(X)ࡣ㐃᥋ᒙࡢ᭷⏺」యࡢᅪࢆᨃྠᆺࡿ࡞ࡽ࠿

ᑕ࡛ᒁᡤ໬࡚ࡋ࡜ࡢࡶࡓࡋᐃ⩏ࡿࢀࡉ. ᨃྠᆺ࡚ࡗࡼ࡟ᒁᡤ໬ࡵࡓࡿ࠸࡚ࡋ, D(X)ࡣ

Abelᅪࡎࡽ࡞ࡣ࡟, .ࡘᣢࢆᵓ㐀ࡿࢀࡤ࿧࡜ゅᅪ୕ࡾࢃ௦ࡢࡑ

ᑟ᮶ᅪD(X)ࡣᬻࡣࡃ༢ࡿ࡞ᢏ⾡ⓗ࡞㐨ල࠺࠸࡜ㄆ㆑࡛ࡀࡓࡗ࠿࡞࠿ࡋ, 1994ᖺ࡟

Kontsevichࡀᅪㄽⓗ࣮࣑ࣛᑐ⛠ᛶண᝿ [16] ࠼⪄ࡿࡍᑐ࡟D(X)ࡾࡼ࡟࡜ࡇࡓࡋᥦၐࢆ

᪉୍ࡀኚࡓࡗ࡞࡟࠺ࡼࡿࡍ. ᅪㄽⓗ࣮࣑ࣛᑐ⛠ᛶண᝿ࡣ࡜, X࡜X∨ࡢ࣮࣑ࣛࡀ㛵ಀ࡟

,᫬ࡿ࠶ Xࡢᑟ᮶ᅪD(X)࡜X∨ୖࡢᑟ᮶῝㇂ᅪ࠺࠸࡜ࡿ࡞࡟್ྠࡀண᝿࡛ࡿ࠶. ᑟ᮶

῝㇂ᅪࡣX∨ୖࢡࢵ࢕ࢸࢡࣞࣉࣥࢩࡢᵓ㐀ࡽ࠿ᐃࡿࡲᅪ࡛ࡾ࠶, ࡣ࡟⣲ᵓ㐀「ࡢୖࡢࡑ

౫࠸࡞ࡽ. ୍᪉, D(X)ࡣXୖࢡࢵ࢕ࢸࢡࣞࣉࣥࢩࡢᵓ㐀ࡣ࡟౫ࡎࡽ, Xࡢ」⣲ᵓ㐀ࡢ

.ࡿࡲᐃ࡛ࡳ ,ࡣᑐ⛠ᛶண᝿࣮࣑ࣛᅪㄽⓗ࡚ࡗࡼ ௦ᩘᗄఱᏛࢡࢵ࢕ࢸࢡࣞࣉࣥࢩ࡜ᗄఱ

Ꮫࡢ㛫ࡢ⯆࿡῝࠸ᑐ⛠ᛶࢆព࿡ࡿࡍ. Kontsevichࡿࡼ࡟ண᝿࡜ࡅ࠿ࡗࡁࡀ࢔ࢹ࢖࢔ࡢ

,࡚ࡗ࡞ ᑟ᮶ᅪࢆ㏻ࡓࡌᵝ࡞ࠎᑐ⛠ᛶࡀⓎぢࡓࡗ࠸࡚ࢀࡉ. ౛ࡤ࠼ ࡞್ྠ⌮཮᭷ࡢࡘ2

3ḟඖCalabi-YauከᵝయX, X ,ࡵࡓࡘᣢࢆ࣮࣑ࣛ࡞ᆺྠࡣ′ ࡟್ྠࡣᑟ᮶ᅪࡢࡽࢀࡑ

.ࡿ࠶࡛➻ࡿ࡞ ᐇ㝿ࡢࡇ஦ᐇࡣBridgeland [6] .ࡓࢀࡉ♧ࡾࡼ࡟ ௚ࡶ࡟ᑟ᮶McKayᑐ

ᛂ [9], ⾜ิᅉᏊ໬ࡢ࡜ᑐᛂ [21]➼⯆࿡῝ࡢ㇟⌧࠸Ⓨぢࡣᚋࡎࡓ⤯ࢆ, ᑟ᮶ᅪࡣ✲◊ࡢ

⌧ᅾ࡛ࡣ௦ᩘᗄఱᏛࡢ୺ὶ࡜ࡘ1ࡢ࣐࣮ࢸゝࡶ࡚ࡗⰋ࠸.

㐃᥋ᒙࡢᅪ࡟㇏ᐩᅉᏊ࡚࠸⏝ࢆᏳᐃᛶ᮲௳ࡀᐃ࡟࠺ࡼࡓࡗࡲ,ᑟ᮶ᅪࡢᑐ㇟࡟ᑐ࡚ࡋ

.ࡿ࠶࡛↛⮬ࡣ࠼⪄࠺࠸࡜ࡿࡵᐃࢆ௳Ᏻᐃᛶ᮲ࡢ࠿ࡽఱࡶ ᐇ㝿ࡢࡑᵝ࡞Ᏻᐃᛶ᮲௳ࡣ

㉸ᘻ⌮ㄽᩥࡢ⬦࡛Douglas [11] ,ࡋᐹ⪄ࡀ Bridgeland [7] ᙧ࡛࡞ཝᐦ࡟Ꮫⓗᩘࢆࢀࡇࡀ

ᐃᘧ໬ࡓࡋ. ๓㏙ࡓࡋᵝ࡟ᑟ᮶ᅪࡣAbelᅪ࡛ࡵࡓ࠸࡞ࡣ, 㒊ศᑐ㇟ࡓࡗ࠸࡜ᴫᛕࡀᏑ

ᅾ࠸࡞ࡋ. ୙➼ᘧࡿࡼ࡟㒊ศᒙ࡞ᵝࡓࡋ⏝᥇࡟⩏ᐃࡢᏳᐃᒙࡢ㏻ᖖ࡚ࡗࡼ (3) ᥋┤ࢆ

୍⯡໬ࡣ࡜ࡇࡿࡍฟ᮶࠸࡞. ,ࡣ࢔ࢹ࢖࢔ࡓࡋ⏝᥇ࡀBridgeland࡛ࡇࡑ 㒊ࡓࡗ࠸࠺ࡑ

ศᑐ㇟ࢆᐃࡶࢱ࣮ࢹࡿࡵᏳᐃᛶ᮲௳࡟ຍ࠺࠸࡜ࡿ࠼஦࡛ࡿ࠶. ࡟௨ୗ,ࡣ࡜ࢱ࣮ࢹࡢࡑ

㏙ࡿ࡭ t-ᵓ㐀ࡢ᰾࡜࿧ࡿ࠶࡛ࡢࡶࡿࢀࡤ. 㐃᥋ᒙ F య「ࢆ · · · → 0 → F → 0 → · · ·

㒊ศࡢD(X)ࢆCoh(X)࡚ࡗࡼ,ࡁ࡛ࡀ࡜ࡇࡍ࡞ࡳ࡜㇟ᑐࡢD(X)ࢆF࡛࡜ࡇࡍ࡞ࡳ࡜

ᅪࡀ࡜ࡇࡍ࡞ࡳ࡜ฟ᮶ࡿ. ,ࡀࡢࡶࡓࡋ໬⯡୍ࢆᛶ㉁ࡍࡓ‶ࡀ㒊ศᅪ࡞ᵝࡢࡇ t-ᵓ㐀ࡢ

᰾࡛ࡿ࠶. ኱㞧ᢕ࡜࠺࠸࡟㒊ศᅪA ⊂ D(X)ࡀ t-ᵓ㐀ࡢ᰾࡛ࡣ࡜ࡿ࠶, AࡀAbelᅪࡢ

ᵓ㐀ࢆᣢࡕ᭦࡟Aࡢࡑ࡜ḟᩘࢺࣇࢩ㐩ࡀD(X)ࢆ⏕ᡂࡿ࠶࡛ࡢࡶࡿࡍ. ࡣA࡞ᵝࡢࡇ

Coh(X)௨እ࡚࠼ࡾ࠶ࡶ࡟, ౛ࡤ࠼ᑟ᮶ᅪ್ྠࡢD(X) ∼= D(Y ) Coh(Y࡜ࡿࡍᏑᅾࡀ )

ࡢD(X)ࡶ t-ᵓ㐀ࡢ᰾ࢆᐃࡿࡵ. Bridgelandࡿࡼ࡟D(X)ୖࡢᏳᐃᛶ᮲௳ࡣ࡜, t-ᵓ㐀

᰾Aࡢ ⊂ D(X)࡜⩌‽ྠᆺZ : K(X) → Cࡢ⤌ (A, Z)࡛࡚ࡗ࠶, ఱࡢ࠿ࡽබ⌮ࡓ‶ࢆ

.ࡿ࠶࡛ࡢࡶࡍ ,࡜ࡿ࠶ࡀ⤌࡞ᵝࡢࡇ Zࡓ࠸⏝ࢆ ࡅ࠾࡟A࡚ࡗࡼ࡟୙➼ᘧࡢᵝྠ࡜(3)

.ࡿࡲᐃࡀ㇟Z-Ᏻᐃᑐࡿ

BridgelandࡣD(X)ୖࡢ඲࡚ࡢᏳᐃᛶ᮲௳ࡢ㞟ྜStab(X)࠼⪄ࢆ, ⣲ከᵝ「࡟ୖࡢࡑ

యࡢᵓ㐀ࡀධࢆ࡜ࡇࡿド᫂ࡓࡋ. 㔜せ࡛࡟≉࡛⬦ᩥࡢᑐ⛠ᛶ࣮࣑ࣛࡣ⣲ከᵝయ「ࡢࡇ

.ࡿ࠶ XࢆCalabi-Yauከᵝయࡋ࡜, X∨࣮࣑ࣛࡢࡑࢆከᵝయࡿࡍ࡜. ∨Xࢆ∨᫬MXࡢࡇ
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,࡜ࡿࡍ࡜㛫✵࢖ࣛࣗࢪࣔࡢ⣲ᵓ㐀「ࡢୖ ᇙࡵ㎸ࡳ

MX∨ ↪→ [AutD(X)\ Stab(X)/C] (10)

.ࡿ࠸࡚ࢀࡉண᝿ࡀᏑᅾࡢ ౛ࡤ࠼X5ࡀḟ㉸᭤㠃ࡢሙྜ, MX∨ࢆグ㏙࡜ࡿࡍ ㎶ྑࡢ(10)

ᅗࡀ 1 .ࡿࢀࡉண᝿࡜ࡴྵࢆ㛫✵ࡢ ୍᪉, ࢆ௦ᩘከᵝయୖ࡛Stab(X)ࡢ3ḟඖ௨ୖ࡟≉

,ࡾ࠶ᅔ㞴࡛࡟㠀ᖖࡣ࡜ࡇࡿࡍ✲◊ Stab(X)࡟⯡୍ '= .࠸࡞࠸࡚ࢀࡉ♧ࡶ࡜ࡇࡿ࠶࡛∅

ᐇ㝿, dimX ≥ ࡞ᶆ‽ⓗࡤࡽ࡞2 t-ᵓ㐀ࡢ᰾Coh(X)ࡣBridgelandᏳᐃᛶ᮲௳ࡢබ⌮࡜

.ࡿࢀࡉド᫂ࡀ࡜ࡇ࠸࡞ࡋྜᩚ ᚑ࡚ࡗᏳᐃᛶ᮲௳ࢆᵓᡂࡣ࡟ࡿࡍᶆ‽ⓗ࡞ t-ᵓ㐀࡛࡞ࡣ

,࠸ ఱࡢู࠿ t-ᵓ㐀ࡢ᰾ࢆᵓᡂࡿࡍᚲせࡿ࠶ࡀ. ⌧᫬Ⅼ࡛᭱ࡶᙉຊ࡞⤖ᯝࡣXࡀA-ᆺࡢ

3ḟඖCalabi-Yauከᵝయ㸦3ḟඖAbelከᵝయ࡞⏤⮬ࢆ᭷㝈⩌స⏝࡛๭ࡓࡗCalabi-Yau

ከᵝయ㸧ࡢሙྜ࡟Stab(X)ࢆグ㏙ࡓࡋBayer-Macri-Stellari ౛,ࡀࡿ࠶ᯝ࡛⤖ࡿࡼ࡟[2]

Stab(X)࡚ࡋᑐ࡟5ḟ㉸᭤㠃ࡤ࠼ '= .ࡿ࠶ᮍゎỴ࡛ࡣ࡜ࡇࡿ࠶࡛∅

極大体積極限

コニフォールド点

ゲプナー点

ᅗ 1: 5ḟ㉸᭤㠃ࡢᏳᐃᛶ᮲௳ࡢ✵㛫ࡢᅗࡢண᝿

7. ᑟ᮶ᅪࡿࡅ࠾࡟ቨ㉺࠼⌧㇟
௦ᩘከᵝయX࡟ᑐ࡚ࡋ, BridgelandᏳᐃᛶ᮲௳ࡢ✵㛫Stab(X)ࡀᐃࢆ࡜ࡇࡿࡲ㏙ࡓ࡭.

σ ∈ Stab(X)࡜ v ∈ H∗(X,Q) ,ࡋᑐ࡟ σ࡚࠸ࡘ࡟Ᏻᐃ࡞ᑐ㇟E ∈ D(X)࡛ ch(E) = v

.ࡿ࠼⪄ࢆ㞟ྜMσ(v)ࡢᆺ㢮ྠࡢࡢࡶࡿ࡞࡜ ,ࡀࡿࡍ౫Ꮡ࡟σࡣMσ(v)࡟⯡୍ ౫Ꮡࡢࡑ

.ࡿࢀࡉゎᯒ࡚ࡗࡼ࡟㇟⌧࠼ᡤㅝቨ㉺ࡣ௙᪉ࡢ 㒊ศከࡢᐇవḟඖ1ࡣ࡟Stab(X)ࡾࡲࡘ

ᵝయ㸦ቨ࡜࿧ࡿࢀࡤ㸧W ⊂ Stab(X) ,ࡋᏑᅾࡀ Mσ(v)ࡣStab(X) \Wࡢ㐃⤖ᡂศ㸦㡿

ᇦ࡜࿧ࡿࢀࡤ㸧࡛ࡣ୙ኚ࡛ࡀࡿ࠶, ቨࢆ㉸ࡿࡍࣉࣥࣕࢪ࡜ࡿ࠼.

ண᝿ ,ᙜึࡓࢀࡉᥦၐࡀ5.2 ➼ᘧ ࡚ࡗࡼ࡟㇟⌧࠼ቨ㉺ࡢ௳BridgelandᏳᐃᛶ᮲ࡣ(9)

⌮ゎ࡛ࡓࢀࡽ࠼⪄࡜ࡿࡁ. ➼ᘧ ࡣ㇟ᑐࡿࡍᐤ୚࡟ᕥ㎶ࡢ(9) 1ḟඖ௨ୗࡢ㒊ศ࣒࣮࢟ࢫ

C ⊂ Xࣝ࢔ࢹ࢖ࡢᒙ IC࡛ࡾ࠶, .ࡿ࠶࡛㇟ᑐࡢD(X)ࡣࢀࡇ ୍᪉➼ᘧ ᐤ୚࡟㎶ྑࡢ(9)

Ᏻᐃᑐࡣ㇟ᑐࡿࡍ (F, s)࡛ࡀࡿ࠶, ࡣࢀࡇ 2㡯」య · · · → 0 → OX
s
→ F → 0 → · · · ࡟

.ࡿࡏ࡞ࡳ࡜㇟ᑐࡢD(X)࡚ࡗࡼ Ᏻᐃᛶ᮲௳σI࡛ࡇࡑ , σP ∈ Stab(X)ࡀᏑᅾ࡚ࡋ, ᩘ್

㢮ࡀ (1, 0,−β,−n) ᒙࣝ࢔ࢹ࢖ࡀ㇟σI-Ᏻᐃᑐࡿ࠶࡛ ICࡽ࠿ᡂࡾ, σP -Ᏻᐃᑐ㇟ࡀᏳᐃᑐ

.ࡿࢀࡉᮇᚅ࡜ࡿᡂࡽ࠿2㡯」యࡿࡲᐃࡽ࠿ ,ࡽ࡞ࡿ࠶࡛࠺ࡑࡋࡶ σI࡜ σP ቨ㉺ࡢ㛫ࡢ

ண᝿࡛࡜ࡇࡿࡍグ㏙ࢆ㇟⌧࠼ .ࡓࢀࡽ࠼⪄࡜ࡣ࡛ࡢࡿࡁ࡛ࢳ࣮ࣟࣉ࢔࡟5.2 ࡀ࡞ࡋ࠿ࡋ

,ࡽ ๓㏙ࡓࡋᵝ࡟⯡୍࡟Stab(X) '= ∅ ,࡛ࡢ࡞ᮍゎỴࡶ࠿࠺࡝࠿ σI࡞ᵝࡢୖ , σPࡢᵓᡂ
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ၥ㢟ࡾࡼࡣᅔ㞴ࡿ࠶࡛ࡢࡶ࡞. ,ࡓࡲ ௬࡟σI࡜ σP ᐇࢆᘧ(9)➼ࡶ࡚ࡋ࡜ࡓࢀࡉᵓᡂࡀ

㝿࡟ᑟࡣ࡟ࡃ᭦ࡿ࡞㆟ㄽࡀᚲせࡿ࡞࡜.

ㄽᩥࡣ⚾ .ࡓࡋᑟධࢆᴫᛕࡢ௳ᴟ㝈Ᏻᐃᛶ᮲ࡢᑟ᮶ᅪ,࡚࠸࠾࡟[26] Bridgelandࡣࢀࡇ

ࢆព࿡࠸㠃ⓑࡶ࡛⬦ᩥࡢᑐ⛠ᛶ࣮࣑ࣛ,ࡀࡿ࠶࡛ࡢࡶࡓࡵᙅࢆ⌮බࡢ௳Ᏻᐃᛶ᮲ࡿࡼ࡟

ᣢࡘ. ኱㞧ᢕ࡜࠺࠸࡟, ᅗࡣࢀࡇ 1 ࠶࡛ࡢࡶ࡞ᵝࡢᙧᘧⓗ㏆ഐࡢᴟ኱య✚ᴟ㝈ࡿࡅ࠾࡟

.ࡿ ,࡚ࡋࡑ Ᏻᐃᑐࡽ࠿ᐃࡿࡲ 2㡯」యࡢࡇࡣᴟ㝈Ᏻᐃᛶ᮲௳࡟㛵ࡿࡍᏳᐃᑐ㇟࡚ࡋ࡜

ᐇ⌧࡛ࡓࡋ♧ࢆ࡜ࡇࡿࡁ. ᭦࡟ㄽᩥ ᙅᏳᐃࡓࡋࡃⱝᖸ⢒ࢆ௳ᴟ㝈Ᏻᐃᛶ᮲࡚࠸࠾࡟[27]

ᛶ᮲௳ࡢᴫᛕࢆᑟධࡋ, DT/PTᑐᛂࢆᙅᏳᐃᛶ᮲௳ࡿࡅ࠾࡟ቨ㉺࡚ࡗࡼ࡟࠼ゎ㔘࡛ࡁ

,࡜ࡇࡿ බᘧ࠼ቨ㉺ࡿࡼ࡟Joyce࡟ᐇ㝿࡚ࡋࡑ ᘧ➼࡛࡜ࡇࡿࡍ⏝㐺࡟ሙྜࡢࡇࢆ[14] (9)

.ࡓࡋド᫂ࢆ∧Eulerᩘࡢ ,ࡣ࡜∧Eulerᩘ࡛ࡇࡇ ࡜ࡇࡿྲྀࢆEulerᩘࡢ㛫✵࢖ࣛࣗࢪࣔ

࡛ᐃ⩏ࡿࢀࡉ୙ኚ㔞࡟㛵ࡿࡍ⤖ᯝࢆព࿡ࡿࡍ. ,ࡾࡲࡘ ➼ᘧ ࡟ᙧᘧⓗࢆχB࡚࠸࠾࡟(6)

.ࡿ࠶ᯝ࡛⤖ࡿࡍ㛵࡟୙ኚ㔞ࡓࡋ⩏ᐃ࡚࠸࠾࡜1 ண᝿࡚࠸⏝ࢆ࢔ࢹ࢖࢔ࡢᵝྠࡓࡲ 5.1

(i) ㄽᩥࡶ∧Eulerᩘࡢ [28]࡛ド᫂ࡓࡋ. Eulerᩘ∧࡛࠸࡞ࡣᮏ᮶ࡢண᝿ࢆド᫂࡟ࡿࡍ

,ࡣ ᑟ᮶ᅪࡢᑐ㇟ࡢᒁᡤኚᙧ✵㛫࡟㛵ࡿࡍᢏ⾡ⓗ࡞⤖ᯝ㸦ࡣࢀࡇᙜ᫬Behrend-Getzler

,ࡤࢀࡵㄆࢆ㸧ࡓ࠸࡚ࢀࡉࢫࣥ࢘ࢼ࢔ࡾࡼ࡟ Joyce-Song ࢇྵࢆBehrend㛵ᩘࡿࡼ࡟[15]

ㄽᩥ࡚ࡋ⏝㐺ࢆබᘧ࠼ቨ㉺ࡔ [27], [28] ㆟ㄽ࡛ண᝿ࡢᵝྠ࡜ 5.2, ண᝿ 5.1 (i)ࡒࢀࡑࢆ

.ࡿ࠶࡛⬟ྍࡀ࡜ࡇࡿࡍド᫂ࢀ Bridgeland࡟ᚋࡣࡽࢀࡇ Behrend-Getzler࡚ࡗࡼ࡟[8]

.ࡓࢀࡉド᫂࡟ࡎࡏ౫Ꮡ࡟

8. Bogomolov-Giesekerᆺ୙➼ᘧண᝿࡜DT୙ኚ㔞
ᑟ᮶ᅪࡢᙅᏳᐃᛶ᮲௳࡛࡜ࡇࡿ࠸⏝ࢆ᭤⥺ࡆୖ࠼ᩘࡢ⌮ㄽ࡟ᛂ⏝ࢆ୚ࡿ࠼஦࡟⬟ྍࡀ

,ࡀࡓࡗ࡞ ᭦ࡿ࡞ᛂ⏝ࢆ୚ࡣ࡟ࡵࡓࡿ࠼ᮏ᮶ࡢBridgelandᏳᐃᛶ᮲௳ࢆᵓᡂࡿࡍᚲせ

.ࡿ࠶ࡀ 2011ᖺࡣ⚾࡟ㄽᩥ ࡚࠸࠾࡟[3] Bayer, Macri࡜ࡽඹྠ࡛ 3ḟඖ௦ᩘከᵝయ

.ࡓࡋᵓ⠏ࢆࢱ࣮ࢹࡿ࠼୚ࢆ⿵ೃࡢ௳Ᏻᐃᛶ᮲ࡢୖ ᑐᛂࡿࡍ t-ᵓ㐀ࡢ᰾ࡣ㐃᥋ᒙࡢᅪ

Coh(X)2ࡢ㔜ഴᩳ࡚ࡗࡼ࡟୚ࡿࢀࡽ࠼. ᡃࡀࠎ୚ࡀࢱ࣮ࢹࡓ࠼ᐇ㝿࡟BridgelandᏳᐃ

ᛶ᮲௳ࡢබ⌮ࡣ࡜ࡇࡍࡓ‶ࢆ⮬࡛᫂2ࡢ✀ࡿ࠶,ࡃ࡞ࡣ㡯」య3ࡢḟChernᩘࢆホ౯ࡍ

,Bogomolov-Gieseker㸦௨ୗࡿ BGࡍ␎࡜㸧ᆺࡢ୙➼ᘧண᝿ࢆド᫂ࡿࡍᚲせࡿ࠶ࡀ. ඖࠎ

࠶୙➼ᘧ࡛ࡿࡍホ౯ࢆChernᩘࡢ2ḟࡢ᮰ࣝࢺࢡ࣋Ᏻᐃࡢ௦ᩘ᭤㠃ୖࡣ࡜BG୙➼ᘧࡢ

,ࡾ ྂ඾ⓗ௦ᩘᗄఱࡿࡅ࠾࡟⸨⏣ண᝿2ࡢḟඖࡿࡅ࠾࡟ド᫂࡝࡞⯆࿡῝࠸ᗄఱⓗᛂ⏝ࡀ

ᚓࡓ࠸࡚ࢀࡽ. ᡃࡢࠎᥦၐࡓࡋ୙➼ᘧண᝿ࡣBG୙➼ᘧࡢ 3ḟඖ∧࡛࡜ࡿ࠶ゝࡿ࠼. ᐇ

㝿,ᡃࡢࠎ୙➼ᘧண᝿ࡽ࠿ᮍゎỴၥ㢟࡛3ࡿ࠶ḟඖ⸨⏣ண᝿ࡰ࡯ࡀᚑࡀ࡜ࡇ࠺ ࡗࡼ࡟[1]

.ࡿ࠸࡚ࢀࡉ♧࡚ ᡃࡢࠎ୙➼ᘧண᝿ࡣ⌧ᅾMacri ,ሙྜࡢP3࡚ࡗࡼ࡟[19] Schmidt [24]

,ሙྜࡢ2ḟ᭤㠃ࡢP4ෆ࡚ࡗࡼ࡟ Maciocia-Piyaratne [17], 1ࡀᩘ࣮ࣝ࢝ࣆ࡚ࡗࡼ࡟[18]

,ሙྜࡢ୺೫᭤3ḟඖAbelከᵝయࡢ Bayer-Macri-Stellari࡚ࡋࡑ 3ḟࡢAᆺ࡚ࡗࡼ࡟[2]

ඖCalabi-Yauከᵝయࡢሙྜ࡟ド᫂ࡿ࠸࡚ࢀࡉ.

ㄽᩥ ,ࡀࡿ࠶ᮍゎỴ࡛ࡣBGᆺ୙➼ᘧண᝿ࡿࡅ࠾࡟[3] ௬ࡢࡇ࡟ண᝿ࡀᡂ❧3ࡿࡍḟඖ

Calabi-YauከᵝయX࡜ࡿ࠼⪄ࢆStab(X)ࡀ࡜ࡇ࠸࡞ࡣ࡛✵ࡀศࡾ࠿, ヲ⣽ࢆ㛫✵ࡢࡇ

.ࡿ࡞࡟⬟ྍࡀ࡜ࡇࡿࡍ✲◊࡟ σ࡟≉ ∈ Stab(X) ࡜ v ∈ H∗(X,Q)࡟ᑐ࡚ࡋ ch(E) = v

σ-༙Ᏻᐃᑐ㇟Eࡍࡓ‶ࢆ ∈ D(X)ࡿ࠼ᩘࢆDTᆺ୙ኚ㔞DTσ(v) ∈ Q ,ࡾࡲᐃࡀ ቨ㉺࠼

බᘧࡍࡓ‶ࢆ෗ീ

DT∗(v) : Stab(X) → Q (11)

.ࡿࢀࡉண᝿࡜ࡿࢀࡽᚓࡀ ᐇ㝿ࡢࡇ࡟ᵝ࡞୙ኚ㔞ࡢᏑᅾࡣ࡟ࡍ♧ࢆ, ༙Ᏻᐃᑐ㇟ࣔࡢ
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.࠸࡞ࡽ࡞ࡤࢀࡅ࡞ࡋ❧☜ࢆㄽ⌮࢖ࣛࣗࢪ ,ඹྠ࡛࡜Piyaratneࡣ⚾ ㄽᩥ ࡚࠸࠾࡟[3]

ண᝿ࡓࡋ୙➼ᘧ࡚࠸⏝ࢆ, ᚲせ࢖ࣛࣗࢪࣔࡿ࡞࡜⌮ㄽࢆㄽᩥ .ࡓࡋ❧☜࡚࠸࠾࡟[23] ≉

,࡟ Aᆺ3ࡢḟඖCalabi-Yauከᵝయࡢሙྜ࡟୙ኚ㔞 .ࡓࡋド᫂ࢆᏑᅾࡢ(11) ୙ኚ㔞ࡢࡇ

.ࡿ࠶ㄢ㢟࡛ࡢ௒ᚋࡣ✲◊࡞ヲ⣽ࡢ(11)
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