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1 プロローグ
種数が g，パンクチャの個数が m の曲面を Σg,m = Σ で表す．χ(Σ) = 2− 2g−m < 0

のとき，Σ は双曲構造を許容する．このとき，Nielsen-Thurston により Σ の写像類 ϕ は
周期的，擬 Anosov，およびそれらの和に分解される可約の３種類に分類される（[27]，あ
るいはたとえば [10] を参照されたい）．
写像類 ϕ の複雑度を測る一つの指標としてエントロピー entϕ がある，ただし entϕ

は，ϕ という類に属する写像の位相的エントロピーの下限として定義する．その値は，周
期的な場合はゼロ，擬 Anosov の場合は拡大指数 λ（dilatation）の対数 log λ，可約の場
合は擬 Anosov 成分の拡大指数の最大値であり，ϕ の Teichmüller 移動距離

(entϕ =) ||ϕ||T = inf
X∈T

dT(X,ϕX)

と一致することが分かっている [4, 15]，ここで T は Σ の Teichmüller 空間，dT は T 上
の Teichmüller 距離である．
一方，写像類 ϕ が擬 Anosov であるとき，代表元 h ∈ ϕ を選び写像トーラスの同相
類を

Nϕ = Σ × [0, 1]/(h(x), 0) ∼ (x, 1)

で表すと，Nϕ は双曲構造を持つことが知られている [28]．Mostow 剛体性により双曲構
造は位相不変なので，たとえばその体積 volNϕ は写像類の複雑さを測るもう一つの指標
となる．本講演のテーマは両不変量の値の比較である．
曲面のトポロジーを指定したとき，エントロピーの分布は離散的で ∞ に発散すること
が知られている（たとえば [13] を参照）．また写像トーラスの体積は，閉包をとれば ωω

の順序型で分布することが知られている [26]．高沢は学位論文 [25]で種数 2 の場合に横
軸に体積，縦軸にエントロピーをとり，写像類群の Lickolish 生成元で長さが 10(?) 以下
で表される写像類についてその位置をプロットした（図 1）．
高沢の観察を元に，金，高沢と講演者は [14] において，Nϕ の双曲体積 volNϕ と ϕ の
エントロピー entϕ を比較し，とくに，

entϕ ≥ C(g,m) volNϕ (1.1)
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図 1: エントロピー vs 体積

をみたす Σ のトポロジーのみによる定数 C(g,m) > 0 が存在することを証明した．
この結果は，計算が困難な定数が関わる Brock [6] の結果によっているため，主張は定
数 C(g,m) の存在のみに留まる．一方，Penner は [23] で Σ のトポロジーが複雑になる
と擬Anosovのエントロピーは限りなくゼロの近ずく例を構成しており，3 次元双曲多様
体の体積が下から正の定数で抑えられていることを考慮すると，

g +m → ∞ のとき C(g,m) → ∞

となる．
その後，高沢の実験はブレイドに適用することにより計算の効率が向上し，Σ のトポ
ロジーの違いが如何に評価に反映するかもしだいに見通しがついてきた．これらの計算機
実験によると，エントロピーにたとえば曲面の面積 (= 2π|χ(Σ)|) をかけて正規化すると，
正規化されたエントロピーと写像トーラスの体積の比は，曲面のトポロジーによらない定
数で下から抑えられることが予想された．図 2 は，ブレイド指数が 6 以下の擬 Aonsov

ブレイドの正規化されたエントロピーと写像トーラスの体積を同じスケールでプロットし
た図だが，予想をサポートするのに十分な証拠となろう．

2 評価の改良と系
本講演では，C(g,m) の一つの明示的な値を求め予想を確認した McShane 氏との共同
研究 [16] を紹介する．まず
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図 2: 正規化されたエントロピー vs 体積

定理 1. 任意の擬 Anosov ϕ に対し，

entϕ ≥ 1

3π|χ(Σ)| volNϕ, (2.1)

あるいは同値であるが，
2π|χ(Σ)| entϕ ≥ 2

3
volNϕ (2.2)

が成り立つ．

(2.2)の左辺に現れる量は正規化されたエントロピーであり，両辺を volNϕ で割れば，
正規化されたエントロピーと写像トーラスの体積の比は曲面のトポロジーによらない正
定数で下から抑えられることを主張する．

注意 2. 定理 1 における C(g,m) の明示的値は，精密な値に対し著しく異なるわけでは
ない．たとえば，1 点穴あきトーラスに対して不等式 (2.1) は

entϕ

volNϕ
≥ 1

3π
= 0.10610 . . .

となるが，この場合 [14] の Conjecture 6.10 に記した予想では

entϕ

volNϕ
≥

log 3+
√
5

2

2v3
= 0.47412 . . . ,

ただし v3 = 1.01494 . . . は双曲理想正 4 面体の体積であり，予想値は 8 の字結び目の補
空間で実現される．
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最初の系として，少なくともパンクチャーが一つある場合に，Penner [23] による評価

entϕ ≥ log 2

4(3g − 3 +m)

が改良できる．

系 3. ϕ を Σg,m の擬Anosovとし，m ≥ 1 とする．このとき

entϕ ≥ 2v3
3π|χ(Σ)| =

2v3
3π(2g − 2 +m)

が成り立つ．

証明. Cao と Meryerhoff [9] により，向き付け可能な非コンパクト 3 次元双曲多様体の
最小体積は 8 の字結び目の補空間で実現され，その値は 2v3 であることが分かっている．
したがって (2.1) の volNϕ を 2v3 に置き換えればよい．

注意 4. 多様体が円周上の曲面束の構造を持てば 1 次元 Betti 数は正である．さらに 1

次元 Betti 数が正の 3 次元双曲多様体の体積の最小値は 2v3 と予想されている．この予
想が正しければ，系 3 の “ m ≥ 1” という仮定は落とせる．

二つ目の系として，小さい正規化されたエントロピーをもつ擬Anosovに対する Farb,

Leininger と Margalit の有限性定理をやや弱めた命題に，別証明を与えることができる．

系 5 (Farb-Leininger-Margalit [11], Agol [1]). 任意の正定数 C > 0 に対し，有限個のカ
スプ付き 3 次元双曲多様体 Mk が存在して以下をみたす：任意の 2π|χ(Σ)| entϕ < C を
みたすΣ 上の擬Anosov ϕ は，ある Mk の Dehn 手術によるえられる多様体の曲面束の
モノドゥロミーとしてえられる．

注意 6. Farb, Leininger と Margalit は，さらに Mk は曲面束構造をもち，Dehn 手術は
ファイバーのパンクチャーに沿っていることも主張している．

証明. 2π|χ(Σ)| endϕ < C とすると，定理 1 により volNϕ は上から抑えられる．このと
き Nϕ の細い部分は Margulis の補題によりカスプか短い測地線のチューブの互いに交わ
らない和になる．したがって太い部分の境界は有限個のトーラスの和になり，Nϕ はこれ
らを Dehn 手術することによりえられる．Nϕ の体積は太い部分の体積を上から抑えてい
る．Jorgensen と Thurston [26] は，太い部分は半径が一定以上のボールで被覆できるこ
とを使って位相型が有限であることを示したが，後はこれを使えばよい．

定理 1 の証明中のエントロピー，あるいは Teihcmüller 移動距離をWeil-Petersson 移
動距離

||ϕ||WP = inf
X∈T

dWP(X,ϕX)

に置き換えることにより，Brock [6] の Theorem 1.1 の定数を明示的にすることもできる．
ここで dWP は Teichmüller 空間 T 上のWeil-Petersson 距離である．

第６２回トポロジーシンポジウム講演集　２０１５年８月　於　名古屋工業大学

4



系 7. Σ がコンパクトのとき，任意の擬Anosov ϕ に対し，

||ϕ||WP ≥ 2

3
√

2π|χ(Σ)|
volNϕ,

あるいは同値であるが， √
2π|χ(Σ)| ||ϕ||WP ≥ 2

3
volNϕ

が成り立つ，ただし || · ||WP は ϕ のWeil-Petersson 移動距離である．

注意 8. 擬 Anosov の族 ϕk で ||ϕk||WP は有界だが entϕk = ||ϕk||T は発散し，その写像
トーラスはカスプをもつ双曲多様体に収束する例がある．したがって volNϕ の評価とい
う視点からは Weil-Petersson 移動距離の方が優れている．あとで記すが，Dumas の計算
によれば，実は一様移動距離 ||ϕ||∞ がさらに優れている．

定理 1 の証明は二つのイングレディエントからなる．ひとつは McMullen [18] および
Brock-Bromberg [7] による Klein 群の擬等角変形の幾何学的非柔軟性に基ずく，Nϕ の
無限巡回被覆に収束する擬 Fuchs 群の列の凸芯の体積の漸近評価である．もう一つは，
Krasnov と Schlenker による擬 Fuchs 多様体の繰り込み体積と凸芯の双曲体積の比較に
関する最近の結果 [17, 21] である．この二つを前提に話を大体まとめて約 2 年前にいろ
いろな所で結果を話し始めたのだが，我々が既知と信じていた命題について世間での理
解とギャップがあったようで，細部を埋める作業が今年初頭まで続いた．以下の二つの節
で，我々の見落としていたことを説明したい．

3 凸芯の体積
ここでの役者は Fuchs 群の擬等角変形として定義される擬 Fuchs 群である．擬 Fuchs

群，あるいは擬 Fuchs 多様体は，Bers [3] により無限遠にある二つの Riemann 面の等角
構造で径数付けされることが知られている．ϕ を擬 Anosov，X ∈ T を（じつは何でも良
いのだが） ϕ が不変にする T 上のTeichmüller 測地線上の Riemann 面，C(ϕ−nX,ϕnX)

を Bers の径数付けで (ϕ−nX,ϕnX) に住む擬 Fucks 多様体 Q(ϕ−nX,ϕnX) の凸芯とす
る．このとき Brock は [6] で，

... geometric inflexibility should yield a proof that the limit as n → ∞

volC(ϕ−nX,ϕnX) = 2n volNϕ +O(1) (3.1)

と記している．さらに Brock と Bromberg は非コンパクトな Riemann 面まで含めて非柔
軟性を [7] で証明しているので，私は専門家の間ではこの漸近評価は既知のことと思って
いたのだが，McShane 氏との話し合いで証明を付けるべきということになった．さらに
非コンパクトの場合は Brock-Bromberg の非柔軟性が技術的にたいへん複雑であり，我々
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はやや退き Riemann 面がコンパクトであると仮定し，Minsky による凸芯の双リプシッ
ツモデル [19] とRafi による Teichmüller 測地線上に分布する曲面上の短い測地線に関す
る結果 [24] を使って証明を与えた．詳細は [16] の appendix を参照されたい．また Σ が
非コンパクトな場合の定理 1 の証明は，コンパクトな場合に帰着する巧妙なトリックを
使ったことに言及しておく．
なお，ほぼ同時期に本家である Brockと Bromberg も同じ漸近評価の証明を得て [8] に
発表している．さらに，じつは定理 1 の証明には漸近評価 (3.1) の左辺の lim infn→∞ が
右辺を上から評価することで十分で，我々の証明も最初はその片側だけだったのだが，こ
の一方向の評価については McMullen が我々の議論よりもさらにシンプルな議論を与え
ていることを付記しておく．

4 繰り込み体積
もう一つのイングレディエントは Krasonov-Schlenker による擬 Fuchs 多様体の繰り込
み体積 Rvol である．定義は [17, 21, 16] に譲るとして，

命題 9 (Schlenker [21]). Σ がコンパクトのとき，Σ のトポロジーのみによる定数 D =

D(Σ) が存在して，任意の擬 Fuchs 群 Q(X, Y ) に対して

volC(X, Y ) ≤ RvolQ(X, Y ) +D

が成り立つ．

という命題を念頭に，繰り込み体積を上から評価する過程で我々が混乱した状況を説明し
たい．
Schlenker は [21] で，X, Y ∈ T に対応する擬 Fuchs 多様体 Q(X, Y ) の繰り込み体積
を，X, Y 間の Weil-Petersson 距離で上から評価した．その方法を，しばらく T 上の距
離を指定せずに辿ることにする．主役は正則 2 次微分である．X と Y を結ぶ T 上の単
位速度のパスを Yt とし，擬 Fuchs 群の 1 径数族 {Q(X, Yt)}0,≤t≤d を考える．このとき
qt ∈ Q(X) を Q(X, Yt) により決まる Yt 上の複素射影構造を定める正則 2 次微分，およ
び µt を d Yt/dt が表す Beltrami 微分とすると，Schlenker により繰り込み体積の時間微
分は，ある定数 C0 を用いて

d

dt
RvolQ(X, Yt) ≤ C0

∣∣∣∣
∫

Yt

qtµt

∣∣∣∣ (4.1)

と評価された．実は Schlenker は [21] で明示的に C0 = 1/4 と主張しているが，それは誤
りで，後日談の説明のためここではあえて C0 と記しておく．
彼は評価 (4.1) から Nehari [20] によるノルムの評価 ||q||∞ ≤ 6 を使って繰り込み体積
のWeil-Petersson距離による上からの評価を得たが，この ≤ 6という評価は Riemann面
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の計量が定曲率 −4 という前提で計算されていることを見落としていたようである．我々
は McMullen からこれを定曲率 −1 に置き換えて計算すれば評価が 4 倍改良できるとい
うコメントをもらい，とすると注意 2 での値の差が

0.47412... 対 0.4244... (= 0.10610...× 4)

と大きく縮まるので，喜び勇んで準備中だった論文中の評価を書き直し，昨年 11月に [16]

の version 1 を arXiv にアップロードした．
ところがその後，McMulllen からより詳しい解析の結果が届き唖然とすることになる．
詳細を説明するため，Teichmüller 空間のノルムについて復習する．Riemann 面 X を一
つ固定し，X 上の正則 2 次微分全体の空間を Q(X) で表す．q ∈ Q(X) の Lp ノルムは

||q||∞ = sup
x,∈X

ρ−2 |q(x)| および,

||q||p =
(∫

X

ρ2−2p|q|p
)1/p

で定義される，ただし ρ2 は定曲率 −1 の双曲面積要素である．このとき

||q||p ≤ ||q||∞(2π|χ(Σ)|)1/p

がなりたつ．p = 1 のときは Teichmüller 距離，p = 2 のときは Weil-Petersson 距離に対
応する．そこで，擬 Anosov ϕ を使って構成する擬 Fucks 多様体 Q(ϕ−nX,ϕnX) に対し，
その繰り込み体積を (4.1) をパスに沿って積分し |q| の貢献を Lp ノルムで評価し，命題 9

をつかって繰り込み体積を凸芯の体積に置き換え，さらに 2n で割って n → ∞ とすれば，

volNϕ ≤ 3

2
C0 (2π|χ(Σ)|)1/p||ϕ||p

が得られる．ここで ||ϕ||p は ϕ の Lp ノルムに関する移動距離である．
一方，8 の次結び目の補空間のモノドゥロミー ϕ について，Dumas は計算機実験で

||ϕ||1 ≈ 0.96242, ||ϕ||2 ≤ 1.86068, ||ϕ||∞ ≤ 2.80859

であることを確かめた．そこでもし Schlenker が主張する C0 = 1/4 が正しいとすると，

2.092988 ≈ volNϕ ≤ 3

2
· 1
4
· ||ϕ||∞ ≤ 1.05322

となり，困った事情が露わになる．つまり，どこかに間違いがあるということである．
この間違い探しに 2ヶ月かかったが，正しい C0 の値は 1 である．誤差は，繰り込み体
積の変分を正則 2 次微分と Beltrami 微分のカップリングに置き換える過程で，計量（第
一基本形式）の微分と第二基本形式のトレース自由部分が定める対称 2 テンソルのカップ
リングとのずれで生じる 2 倍の差，および第一基本形式の微分を Bertlami 微分に対応さ
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せる際に Riemann 面の計量が定曲率 −1 に合わせる時点で生じる 2 倍の差に起因する．
要するに，Schlenker の [21] における凸芯の体積と Weil-Petersson 距離との間の不等式
は，この 2 を 2 回かけたことが Nehari の評価の使い方のまずさを埋めていた．我々は
[16] の version 1 の評価の誤りを訂正し，version 2 を今年の 2 月末に arXiv にアップロー
ドした．興味ある方は version 1 ではなく version 2 を参照していただければ幸いである．

5 エピローグ
いろいろ紆余曲折があったが，ここで，我々が研究成果を公表し始めた約 2年前以降に他
の研究者によりさらなる進展がいくつかあったことを付記しておきたい．Agol-Leininger-

Margalit [2] は，定理 1 を使ってエントロピーの下からの評価をえているが，使われた
評価式は昨年 11 月の騒動前の我々の準備中の論文に論拠しており，[2] に記された結果
は幸いなことにそのままで正しい．凸芯の体積に関して Brock-Bromberg [8] が発表さ
れたことはすでに言及したが，彼らはさらなる応用として，曲面のモジュライ空間上の
Weil-Petersson 測地線の長さの最小値の下からの評価など，これまで数値化できなかった
量の明示的な評価を見出している．繰り込み体積の擬 Fuchs 多様体からの凸ココンパク
ト多様体への一般化は Bridgman-Canary [5] で扱われ，その凸芯の体積の上下からの仔
細な評価がえられている．また，ランクが 1 のカスプを持つ幾何学的有限な無限体積双曲
多様体への繰り込み体積の拡張については，Guillarmou-Moroianu-Rochon [12] と Pallete

[22] が発表されており，コンパクトな場合と大きな違いはないことが確認されている．
最後に，Nϕ の体積の評価という観点からは一様ノルム ||ϕ||∞ が一番優れていることが
明らかになったが，このノルムが定める Teichmülller 空間の Finsler 幾何の研究は皆無で
あり．今後のその方面の発展を期待し本稿を終える．
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