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概 要
本講演では、σ-局所コンパクト距離付け可能空間からなるクラス、またはそ
の部分クラスに対する普遍空間と、それをモデル空間とする無限次元多様体
の位相的特徴付けについて解説する。また、上記の普遍空間と同相になる線
形位相空間の凸集合について紹介する。

1. 序
本講演では、空間はすべてハウスドルフ空間とし、写像はすべて連続写像とする。空
間Eに対して、各点がEのある開集合と同相な開近傍を持つパラコンパクト空間を、
E-多様体と呼び、Eをモデル空間という。E-多様体が無限次元多様体であるとは、モ
デル空間Eが無限次元空間のときをいう。稠密度が τのヒルベルト空間を �2(τ)と書く
ことにする。即ち、

�2(τ) =

{
x = (x(γ))γ<τ ∈ R

τ

∣∣∣∣∣
∑
γ<τ

x(γ)2 < ∞
}
.

また、ヒルベルト立方体をQと表す。1960年代後半から盛んに研究されてきた無限次
元多様体論において、これらは無限次元多様体のモデル空間として、最も代表的なも
のである。1980年、1981年には、H. Toruńczyk [21, 22]によって、�2(τ)-多様体とQ-

多様体の位相的特徴付けが得られた。
各ボレル階層Bに対して、絶対B-空間とは、それを含む任意の距離付け可能空間の

中でB-集合となるものをいう。ヒルベルト空間は、絶対Gδ-空間からなるクラス、即
ち、完備距離付け可能空間からなるクラスに対する普遍空間である。ここで、空間X

がクラス Cに対する普遍空間であるとは、Cの任意の元がXに位相的に埋め込むこと
ができるときをいう。近年では多くの研究者によって、非完備な絶対ボレル空間から
なるクラスに対する普遍空間と、それをモデル空間とする無限次元多様体が研究され
ている。M. BestvinaとJ. Mogilski [7]によって、各ボレル階層に関する、可分絶対ボ
レル空間の普遍空間が、可分ヒルベルト空間の部分空間として存在することが証明さ
れた。また、K. Sakai and M. Yaguchi [20]やK. Mne [18]によって、非可分絶対ボレ
ル空間についても同様のことが成り立つことが知られている。。
ヒルベルト空間 �2(τ)の標準正規直行基底で張られる部分空間を �f2(τ)で表すことと

する。即ち、

�f2(τ) = {x ∈ �2(τ) |有限個のγ < τを除いて、x(γ) = 0}.

稠密度 τがℵ0に等しいとき、可分ヒルベルト空間 �2(ℵ0)とその部分空間 �f2(ℵ0)を単に
�2、�f2と書く。空間 �f2(τ)とヒルベルト立方体Qの積空間 �f2(τ)×Qは、絶対Fσ-空間か
らなるクラス、即ち、σ-局所コンパクト距離付け可能空間のクラスに対する普遍空間
であることが知られている。ここで、空間が局所コンパクト部分集合の可算和で表さ
れるとき、σ-局所コンパクトであるといい、特にコンパクト部分集合の可算和で表さ
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れる場合、σ-局所コンパクトであるという。一方、�f2(τ)は、その部分クラスである強
可算次元σ-局所コンパクト距離付け可能空間のクラスに対する普遍空間である。有限
次元閉集合の可算和で表される空間を、強可算次元であるという。本講演では、�f2(τ)

や �f2(τ)×Qをモデル空間とする無限次元多様体の位相的特徴付けや、これらと同相に
なる線形位相空間の凸集合について、講演者が得た結果を中心に解説する。

2. 無限次元多様体の特徴付け
無限次元多様体の位相的特徴付けにおいて、次の二つの概念は中心的な役割を果たし
ている。

定義 1 (Z-集合). 空間Xの閉集合AがZ-集合であるとは、Xの任意の開被覆Uに対し
て、Xの恒等写像のU-近似f : X → Xで、その像f(X)がAと交わらないものが存在
することをいう。ここで、f(X)の閉包がAと交わらないとき、Aを強Z-集合と呼ぶ。

定義 2 (強普遍性). 空間XがクラスCに対して強普遍性を持つとは、次の条件を満た
すことである:

• 空間AがCに属しているとする。また、BをAの閉集合、f : A → XをAからX

への写像で、Bの像f(B)がXのZ-集合となるものとする。このとき、Xの任意
の開被覆Uに対して、fのU-近似 g : A → Xで、その像 g(A)がZ-集合であり、
Bへの制限について g|B = f |Bを満たすものが存在する。

ここで、空間Xの開被覆Uに対して、写像 g : Y → Xが f : Y → XのU -近似であ
るとは、Y の各点yについて、f(y)とg(y)がともにUのある元に含まれることをいう。
1984年に、J. Mogilski [19]によって、�f2 -多様体と (�f2 ×Q)-多様体に対して、次のよ

うな位相的特徴付けが与えられた。

定理 2.1 (J. Mogilski [19]). 連結空間Xが �f2-多様体である必要十分条件は、次を満た
すことである:

(1) Xは強可算次元、σ-コンパクトなANRである;

(2) Xは、有限次元コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を
持つ;

(3) Xの有限次元コンパクト部分集合は強Z-集合となる。

定理 2.2 (J. Mogilski [19]). 連結空間Xが �f2 ×Q-多様体である必要十分条件は、次を
満たすことである:

(1) Xは、σ-コンパクトなANRである;

(2) Xは、コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を持つ;

(3) Xのコンパクト部分集合は強Z-集合となる。

空間XがANRであるとは、Xを閉集合として含む任意の距離付け可能空間Y に対
して、XがY のある近傍のレトラクトになることをいう。特に、XがY のレトラクト
になるとき、XをARという。定理 2.1、2.2は、2003年にK. SakaiとM. Yaguchi [20]

によって、非可分の場合に拡張された。
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定理 2.3 (K. Sakai and M. Yaguchi [20]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが
�f2(τ)×Q-多様体である必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは強可算次元、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRであり、強Z-集合の
可算和で表される;

(2) Xは、強可算次元、局所コンパクトで、稠密度が τ以下の距離付け可能空間から
なるクラスに対して強普遍性を持つ。

定理 2.4 (K. Sakai and M. Yaguchi [20]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが
�f2(τ)×Q-多様体である必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRであり、強Z-集合の可算和で表
される;

(2) Xは、局所コンパクトで、稠密度が τ以下の距離付け可能空間からなるクラスに
対して強普遍性を持つ。

一般に、より大きく複雑なクラスに対する強普遍性を示すことは難しい。講演者は、
このSakaiとYaguchiの特徴付けの強普遍性に関する条件を弱めて、より適用しやすい
特徴付けを与えた。そこで、次の概念を導入する。

定義 3. 濃度n ≤ ℵ0、τに対して、空間Xが τ -離散n-包体性を持つとは、次の条件を
満たすときをいう:

• f :
⊕

γ<τ Dγ → Xをn-立方体の位相和からXへの写像とする。このとき、Xの任
意の開被覆Uに対して、fのU-近似g :

⊕
γ<τ Dγ → Xで、集合族{g(Dγ) | γ < τ}

が離散的となるものが存在する。

この性質を使い、�f2(τ)-多様体に次のような位相的特徴付けを与えた。

定理 A (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが �f2(τ)-多様体と
なる必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは強可算次元、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRである;

(2) Xは、すべての非負整数nに対して τ -離散n-包体性を持つ;

(3) X、有限次元コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を
持つ;

(4) Xの有限次元コンパクト部分集合は強Z-集合となる。

(�f2(τ)×Q)-多様体についても、同様の結果が得られた。

定理 2.5 (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τに対して、連結空間Xが �f2(τ) ×Q-多
様体となる必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは、σ-局所コンパクトで、稠密度が τのANRである;

(2) Xは、すべての非負整数nに対して τ -離散n-包体性を持つ;
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(3) X、有限次元コンパクト距離付け可能空間からなるクラスに対して強普遍性を
持つ;

(4) Xの有限次元コンパクト部分集合は強Z-集合となる。

上記の二つの定理において、空間XがARの場合、モデル空間の �f2(τ)や �f2(τ)×Q

そのものと同相になる。

3. 無限次元多様体の組
空間Xとその部分空間Y の組を、(X, Y )と書くこととする。空間組 (X, Y )が (X ′, Y ′)
と同相であるとは、XからX ′への同相写像 f : X → X ′で f(Y ) = Y ′を満たすものが
存在するときをいう。空間Xの部分空間Y の位相的な埋め込まれ方を考えるとき、空
間組 (X, Y )が既知の空間組と同相かどうかを調べることは有効である。空間組 (E,F )

に対して、パラコンパクト空間の組 (X, Y )が (E,F )-多様体組であるとは、Xの各点
毎に、Eのある開集合V と同相な開近傍Uが存在し、(U,U ∩ Y )が (V, V ∩ F )と同相
になるときをいう。R.D. Anderson [2]は、空間組 (�2, �

f
2)、(�2 ×Q, �f2 ×Q)に対して、

f.d. cap-集合と cap-集合と呼ばれる概念によって、ある位相的特徴付けを与えた。この
ことは、T.A. Chapman [8, 9]によって、(�2, �

f
2)-多様体組と (�2 ×Q, �f2 ×Q)-多様体組

の特徴付けに拡張された。さらに、M. BestvinaとJ. Mogilski [7]は、�2-多様体とQ-多
様体に吸収的集合という概念を導入し、これらは空間組に関する概念へと一般化され
た [3, 6]。一方、J.E. West [23]は1970年に、非可分 (�2(τ), �

f
2(τ))-多様体組の位相的特

徴付けを与えた。

定義 4. 空間組 (X, Y )に対して、Y が弱Mf
0(X)-吸収的であるとは、次の条件を満た

すことである:

• AをXの有限次元コンパクト部分集合とし、BをY に含まれるAの閉集合とす
る。このとき、Xの任意の開被覆Uに対して、Aの恒等写像のU-近似f : A → X

が存在し、fはY への埋め込みであり、Bへの制限についてf |B = idBを満たす。

定理 3.1 (J.E. West [23]). 任意の無限濃度 τに対して、空間組 (X, Y )が (�2(τ), �
f
2(τ))-

多様体組である必要十分条件は、次を満たすことである:

(1) Xは、�2(τ)-多様体である;

(2) Y は強可算次元、σ-局所コンパクトである;

(3) Y は、弱Mf
0(X)-吸収的である。

これらの無限次元多様体組はある位相的な一意性を持つことから、 無限次元トポロ
ジーにおいて無限次元多様体組の研究は重要な位置を占める。例えば、(�2(τ), �

f
2(τ))-

多様体組はホモトピー型で分類される。

定理 3.2 (J.E. West [23]). 無限濃度 τに対して、(X, Y )と (X ′, Y ′)が (�2(τ), �
f
2(τ))-多

様体組であるとする。このとき、XとX ′、または Y と Y ′がホモトピー同値ならば、
(X, Y )と (X ′, Y ′)は同相である。
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(�2(τ)×Q, �f2(τ)×Q)-多様体組に関しても、同様のことが成り立つ。
一般に、空間組 (X, Y )と (E,F )が与えられたとき、XがE-多様体、Y がF -多様体

であったとしても、(X, Y )が (E,F )-多様体組であるとは限らない。そこで、次のよう
な問が自然に立てられる。

問題 1. 空間組(E,F )について、E-多様体XとF -多様体Y の組(X, Y )は、いつ(E,F )-

多様体組となり得るか？

(�2(τ), �
f
2(τ))-多様体組や (�2(τ)×Q, �f2(τ)×Q)-多様体組に関して、上の問いに対す

る次のような解が得られた。

定理 B (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τに対して、空間組 (X, Y )が (�2(τ), �
f
2(τ))-

多様体組であるための必要十分条件は、Xが �2(τ)-多様体であり、Y が �f2(τ)-多様体で
あり、かつY がXの中でホモトピー稠密となることである。

定理 3.3 (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τ に対して、空間組 (X, Y )が (�2(τ) ×
Q, �f2(τ) ×Q)-多様体組であるための必要十分条件は、Xが �2(τ) ×Q-多様体であり、
Y が �f2(τ)×Q-多様体であり、かつY がXの中でホモトピー稠密となることである。

ここで、空間 X の部分集合 Y がホモトピー稠密であるとは、X のホモトピー h :

X × [0, 1] → Xが存在し、Xの各点xについてh(x, 0) = xであり、h(X × (0, 1]) ⊂ Y

となることである。このことは、他のモデル空間では成り立たない。

注意. Q×�2と�2は同相であり、(−1, 1)ℵ0×�f2と�2×�f2は同相であり、また、(−1, 1)ℵ0×�f2
はQ × �2の中でホモトピー稠密である。しかし、空間組 (Q × �2, (−1, 1)ℵ0 × �f2)は
(�2 × �2, �2 × �f2)-多様体組とはならない。

4. 線形位相空間の凸集合
無限次元多様体論は、線形位相空間の凸集合の位相的分類に関する研究に遡り、これは
現在でも無限次元トポロジーにおいて重要な問題の一つである。V. Klee [15]、T. Do-

browolski [11]、H. Toruńczyk [12, 13]らの研究成果から、次のことが成り立つ。

定理 4.1. Cを線形位相空間の閉凸集合とする。このとき、Cが可分、完備距離付け可
能なARであるならば、[0, 1]n× [0, 1)m× (0, 1)kと同相になる。ここで、0 ≤ n, k ≤ ℵ0、
0 ≤ m ≤ 1である。特に、Cが無限次元でコンパクトの場合、ヒルベルト立方体Qと
同相になり、局所コンパクトでない場合、可分ヒルベルト空間 �2と同相になる。

完備距離付け可能な局所凸線形位相空間のことを、フレッシェ空間と呼ぶ。無限次
元フレッシェ空間は、稠密度の等しいヒルベルト空間と同相になることが知られてい
る [1, 14, 22]。また、Dugundjiの拡張定理によると、フレッシェ空間の凸集合はARで
ある。上記の定理 4.1に加え、T. BanakhとR. Cauty [5]の研究結果から、フレッシェ
空間の閉凸集合に対する、完全な位相的分類が与えられる。

定理 4.2 (T. Banakh and R. Cauty [5]). Cをフレッシェ空間の閉凸集合とする。この
とき、Cは [0, 1]n × [0, 1)m × �2(τ)と同相になる。ここで、0 ≤ n ≤ ℵ0、0 ≤ m ≤ 1、
0 ≤ τ である。特にCが局所コンパクトでない場合、稠密度の等しいヒルベルト空間
と同相になる。

D. Curtis、T. Dobrowolski、J. Mogilski [10]は、線形位相空間のFσ-凸集合について
研究し、次の結果を得た。
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定理 4.3 (D. Curtis, T. Dobrowolski and J. Mogilski [10]). Cを完備距離付け可能な線
形位相空間のσ-コンパクト凸集合とする。また、Cの閉包CがARであり、かつ局所コ
ンパクトでないとする。このとき、Cが強可算次元ならば、空間組 (C,C)は (�2, �

f
2)と同

相になり、Cが無限次元局所コンパクト凸集合を含むならば、空間組 (C,C)は (�2, �
Q
2 )

と同相になる。

講演者は、I. BanakhとT. Banakhとの共同研究によって、この結果が非可分の場合
にも同様に成り立つことを証明した。

定理 C (I. Banakh, T. Banakh and K. Koshino [4, 17]). Cをフレッシェ空間の、稠密
度が τ > ℵ0であるσ-局所コンパクト凸集合とする。CをCの閉包とする。このとき、
Cが強可算次元であることと、空間組 (C,C)が (�2(τ), �

f
2(τ))と同相になることは同値

である。また、Cヒルベルト立方体と同相な部分集合を含むことと、空間組 (C,C)が
(�2(τ)×Q, �f2(τ)×Q)と同相になることは同値である。

この結果の応用として、充満単体複体の位相について述べたい。無限濃度 τ に対し
て、次の線形空間を考える:

�1(τ) =

{
x ∈ R

τ

∣∣∣∣∣
∑
γ∈τ

|x(γ)| < ∞
}
.

ここで、線形空間 �1(τ)は、‖x‖1 =
∑

γ∈τ |x(γ)|で定まるノルムによって、バナッハ空
間になることが知られている。よって、�1(τ) = (�1(τ), ‖ · ‖1)はフレッシェ空間である。
頂点の濃度が τの単体複体Kに関して、Kの頂点と �1(τ)の単位ベクトルを一対一に対
応させることで得られるKの幾何的実現を距離位相多面体と呼び、|K|mと表すことと
する。ここで |K|mは、�1(τ)のノルム‖ · ‖1から導出される距離を持つ。頂点の濃度が
τの充満単体複体とは、どんな有限個の頂点も単体を張るような複体であり、Δ(τ)と
表される。このΔ(τ)の距離位相多面体に関して、次が成り立つ。

系 4.4 (K. Koshino [16]). 任意の無限濃度 τ に関して、空間組 (|Δ(τ)|m, |Δ(τ)|m)は
(�2(τ), �

f
2(τ))と同相である。ここで、|Δ(τ)|mは |Δ(τ)|mの閉包とする。
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