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Calculation of the q-characters of simple modules over quantum

loop algebras of non-symmetric type

大矢 浩徳 (OYA Hironori)∗†

概要

本稿では, 非対称型量子ループ代数の有限次元既約表現の q-指標を求める方法の確立に向けての試みにつ

いて解説を行う*1. 本研究は David Hernandez氏との共同研究である.

1 導入

1.1 問題設定

複素単純 Lie環 gに対し, 対応するループ Lie環 Lgは Lg := g⊗C C[t±1]に

[X ⊗ tm + aK, Y ⊗ tn + bK] = [X,Y ]⊗ tm+n X,Y ∈ g,m, n ∈ Z

で定まる Lie括弧積を考えた Lie環である.

量子ループ代数 Uq(Lg) とは, ループ Lie 環 Lg の普遍展開環 U(Lg) にパラメータ q を入れて変形 (q-変

形)した代数であり, Drinfeld, Jimboによって’80年代の中頃に導入された. Uq(Lg)の有限次元表現論は量子

Yang-Baxter方程式のスペクトルパラメータ付きの解を与える代数的枠組みであることに動機付けられて組織

的な研究が’90年代前半から ([CP91])なされているが, 今もなお難しい点が多く残されている. 例えば, 以下の

基本的な問題も一般には未解決である:

(Q) Uq(Lg)の既約表現の次元, および “指標”(q-指標と呼ばれる)を一般的に求める方法はあるか?

この問 (Q)についてその背景 (現状)を説明しよう. 以下では，gの Dynkin型が Xn のとき, Uq(Lg)を X
(1)
n

型量子ループ代数といい, さらに Xが ADEのいずれかであるとき, Uq(Lg)を対称型, それ以外のとき非対称

型と呼ぶ.

既約表現の q-指標の計算について, Uq(Lg) が対称型の場合に, Nakajima は既約表現の q-指標を求めるア

ルゴリズムを与えた [N04]. つまり, この場合には (Q) には一つの解答が与えられている. これは q-指標の

t-変形 ((q, t)-指標) を考え, Kazhdan-Lusztig アルゴリズムの結果として既約表現の q-指標を得るというも

のであった. Nakajima の t-変形の構成は次数付き箙多様体を用いた幾何的考察に基づいており, この構成が

Kazhdan-Lusztigアルゴリズムの結果が正当な既約表現の q-指標の t-変形である (= t = 1で正しく q-指標に

特殊化される)ことを保証していた.

非対称型の場合への拡張の試みとして, Hernandezは Frenkel-Reshetikhinのオリジナルの q-指標の構成を

基に代数的に標準表現の q-指標の t-変形を構成した [H04]. これを用いて, 形式的に Kazhdan-Lusztigアルゴ

リズムを働かせることで, やはり “既約表現の (q, t)-指標”が得られる. しかし, この代数的な構成からは t = 1

でこれが実際の q-指標に特殊化されるという事実は保証されない. つまりこの場合は以下は一般には未だ予想

である.

∗ 〒337-8570 埼玉県さいたま市見沼区深作 307 芝浦工業大学 システム理工学部 数理科学科
† E-mail : hoya@shibaura-it.ac.jp Webpage : http://www.sic.shibaura-it.ac.jp/ hoya

*1 日本数学会 2019 年度年会においてこのテーマに関連する内容で講演を行ったため, 本稿はそのアブストラクト [Oya] に加筆修正
を加えた内容となっております.
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予想 1.1. 非対称型の場合も, 既約表現の (q, t)-指標は t = 1で q-指標に特殊化される. つまり, 既約表現の q-

指標は Kazhdan-Lusztigアルゴリズムによって求めることができる.

この予想の解決が, 非対称型 Uq(Lg)の既約表現の一般的な q-指標の計算方法を確立することに対応する.

1.2 予想 1.1へのアプローチ

予想 1.1に向けての我々のアプローチは,

対称型と非対称型の量子ループ代数の表現論の類似性

に着目することである. Z
(1)
n 型の量子ループ代数の有限次元表現の圏を C

Z
(1)
n
とする. 近年になって, Dynkin

型の組
(XN ,Yn) = (A2n−1,Bn), (Dn+1,Cn), (E6,F4), (D4,G2)

に対し, C
X

(1)
N

と C
Y

(1)
n
の間に強い類似性が見られることが認識されてきている [FH11, KOh19, KKOh19,

OhSc19, HO19, KKOhP19]. これらの組は以下の性質を持っている :

• XN は対称型, Yn は非対称型である.

• Y
(1)
n の Langlands双対 LY

(1)
n はアフィン Dynkin型 X

(2) or (3)
N に等しい ([Kac, Chapter 4]参照).

2つめの性質に現れているように, C
X

(1)
N

, CLY
(1)
n

, C
Y

(1)
n
が三つ組となって, 関連していると考えられている. 実

際に, Kashiwara らの研究グループ [K318, KKKOh15, KKOh19] によって, (XN ,Yn) = (A2n−1,Bn) の時

に以下の状況の成立が確かめられている (他の Dynkin型の組についても部分的に以下の状況は成立している

[KOh19, OhSc19]) :

C
A

(1)
2n−1VV

Twisted-Untwisted

  

-
.
0
3
5
8
:
=
@

C
B

(1)
n

C
A

(2)
2n−1

~~

Langlands双対

HH

~
�
�
�
	
�
�
�
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T2n
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�
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中心に存在する T2n が A∞ 型箙 Hecke代数の次数付き有限次元表現のなす圏からある局所化を通じて得ら

れる圏であり, そこから, C
A

(1)
2n−1

, C
A

(2)
2n−1

, C
B

(1)
n
へと一般化量子 Schur-Weyl 双対関手と呼ばれる完全テンソ

ル関手が出ている. T2n は次数付きの圏であるが, その単純対象の同型類は次数付けを無視すると, 一般化量子

Schur-Weyl双対関手によってそれぞれの圏の既約表現の同型類と全単射に対応している. 特に, それぞれの圏

の Grothendieck環を考えることで以下が言える :

定理 1.2 ([KKOh19, Theorem 3.1.1]). r = 1 or 2としたとき, 以下のような Grothendieck環の同型が存在

する :
K(C

A
(r)
2n−1

) ≃ K(C
B

(1)
n

), {[既約表現]} ↔ {[既約表現]} .

1.1節で説明を行ったように対称型の理解は非対称型に比べて進んでいるため, 上の類似性の考え方を介して

対称型の結果を非対称型に移すことで非対称型の予想に取り組もうというのが主な戦略である.

1.3 主結果の概要

我々の主結果は, 定理 1.2の t-変形版を得たことである. C
X

(1)
n
に対応する量子 Grothendieck環 (=C

X
(1)
n
の

既約表現の [H04]の意味での (q, t)-指標のなす代数)をKt(CX(1)
n

)と書く :
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定理 1.3 (Hernandez-O. (定理 4.2)). Z[t±1/2]-代数としての同型

Kt(CA(1)
2n−1

) ≃ Kt(CB(1)
n

),
{
既約表現の
(q, t)-指標

}
↔
{
既約表現の
(q, t)-指標

}
.

が存在する. さらに, この同型写像を t = 1に特殊化すると, Kashiwara-Kim-Ohによる定理 1.2の同型写像

に一致する.

これを用いて以下を得る:

系 1.4 (系 4.8). B
(1)
n 型において予想 1.1は正しい.

また定理 1.3の他の系として, B
(1)
n 型の場合には知られていなかった様々な正値性に関する結果が得られる

(系 4.4, 4.5).

(XN ,Yn) = (A2n−1,Bn) 以外の場合についても同様の量子 Grothendieck 環の同型の存在は期待され

る*2. 一方, 現在のところ通常の Grothendieck 環の同型である定理 1.2 型の定理が証明されているのは

(XN ,Yn) = (A2n−1,Bn) の場合のみであり, 予想 1.1 の証明のためにはこれに対応する主張が必須であるた

め, 非対称型で予想 1.1が完全に解決しているのが B
(1)
n 型のみとなっている (系 4.8の直前の解説参照).

2 量子ループ代数の有限次元表現論

量子ループ代数の有限次元表現論について簡単に復習する. 以下は一般的な記号である :

• gを Xn 型複素単純 Lie環 (Xn = An,Bn,Cn, . . . ,G2)とし, {αi | i ∈ I} (resp. {hi | i ∈ I})をその単
純ルート (resp. 余ルート)の集合とする.

• C = (cij)i,j∈I = (⟨hi, αj⟩)i,j∈I を gの Cartan行列とし, (ri)i∈I ∈ ZI>0 を,

(i) ricij = rjcji, ∀i, j ∈ I (ii) min{ri | i ∈ I} = 1

を満たす唯一の正の整数の組とする. (X = ADEの場合, 全ての i ∈ I に対して ri = 1.)

• xを 1の冪根でない 0以外の複素数, あるいは不定元とする. このとき, 各 i ∈ I, n ∈ Zに対し,

xi := xri , [n]x :=
xn − x−n

x− x−1
,

とする.

以下では, q を 1の冪根でない 0以外の複素数とする.

定義 2.1 ([D88, B94]). X
(1)
n 型量子ループ代数 Uq(Lg)(= Uq(X(1)

n ))とは,

k±1
i (i ∈ I), x±i,r ((i, r) ∈ I × Z), hi,r ((i, r) ∈ I × (Z \ {0}))

という生成元と, 以下の定義関係式によって定まる C-代数である (特に指定のない限り添え字は動きうる範囲

全てを動くとする) :

(I) kik
−1
i = 1 = k−1

i ki, kikj = kjki,
(II) kix

±
j,r = q

±cij
i x±j,rki,

(III) [ki, hj,r] = 0,

(IV) [x+i,r, x
−
j,s] = δij

ϕ+i,r+s − ϕ
−
i,r+s

qi − q−1
i

,

(V) [hi,r, x
±
j,s] = ± [rcij ]qi

r
x±j,r+s,

(VI) [hi,r, hj,s] = 0,
(VII) x±i,r+1x

±
j,s − q

±cij
i x±i,rx

±
j,s+1 = q

±cij
i x±j,sx

±
i,r+1 − x

±
j,s+1x

±
i,r,

*2 本稿では説明を行わないが, 筆者は団代数構造の類似性から同様の同型の存在を期待している.
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(VIII)
∑

σ∈S1−cij

1−cij∑
k=0

(−1)k

[
1− cij
k

]
qi

x±i,rσ(1)
· · ·x±i,rσ(k)

x±j,sx
±
i,rσ(k+1)

· · ·x±i,rσ(1−cij)
= 0.

ただし, i, j ∈ I, i ̸= j, r1, . . . , r1−cij , s ∈ Z.

ここで,

ϕ±i (z) :=

∞∑
r=0

ϕ±i,±rz
±r = k±1

i exp

(
±(qi − q−1

i )
∑
r>0

hi,±rz
±r

)
.

さらに, Uq(Lg)は Hopf代数の構造を持つことが知られている (例えば [CP]参照)*3.

C
X

(1)
n
を量子ループ代数 Uq(Lg)の有限次元表現のなす圏とする*4. これはモノイダルアーベル圏である. い

ま, Uq(Lg)の生成元の一部 {ki, hi,r | i ∈ I, r ∈ Z \ {0}}は互いに可換なので, 任意の C
X

(1)
n
の対象 V はこれ

らの作用に関する同時広義固有空間分解 V =
⊕

m Vm を持つ. ここで [CP, FR99]において, この同時固有値

mは Z-係数無限変数 Laurent多項式環

YC×,X
(1)
n

:= Z[Y ±1
i,a | i ∈ I, a ∈ C×]

内の Laurent単項式として指定されることが示された. 具体的な対応は, 各 ϕ±i,±r の Vm における広義固有値

を γ±i,±r と書き, mを

m =
∏

i∈I,a∈C×

Y
ui,a

i,a ,

と表示したとき, 各 i ∈ I に対して,

∞∑
r=0

γ±i,±rz
±r =

∏
a∈C×

(
qi

1− zq−1
i a

1− zqia

)ui,a

として与えられる. ここで, これらはそれぞれ C[[z]], C[[z−1]]での等式である. なお, ϕ±i,0 = k±1
i であったこと

に注意すると, Yi,a は有限次元単純 Lie環の表現論における i ∈ I に対応する基本ウェイト eϖi の類似である

ことがわかる. 同時広義固有空間 Vm を V の l-ウェイトmの l-ウェイト空間という. いま,

BC×,X
(1)
n

:=
{∏

i∈I,a∈C×
Y
mi,a

i,a | mi,a ≥ 0
}
⊂ YC×,X

(1)
n

とし, この元を支配的単項式とよぶ. これは, 有限次元単純 Lie環の表現論における支配的整ウェイトの類似で

あり, 実際に最高ウェイト理論の類似で以下が成立する :

定理 2.2 ([CP95, CP]). BC×,X
(1)
n
と C

X
(1)
n
の単純対象の同型類の間に 1対 1対応が存在する.

この定理でm ∈ BC×,X
(1)
n
に対応する C

X
(1)
n
の単純対象を L(m)と書く. ここでは,

dimL(m)m = 1 x+i,r.L(m)m = 0,∀i ∈ I, r ∈ Z

となるように対応させている. 特に L(Yi,a)の形の表現は基本表現と呼ばれる. さらに q-指標準同型と呼ばれ

る以下の射 χq が定義される :

定理 2.3 ([FR99]). モノイダルアーベル圏 C
X

(1)
n
の Grothendieck環をK(C

X
(1)
n

)とする. このとき, 対応

[V ] 7→
∑
m

dim(Vm)m

は単射環準同型 χq : K(C
X

(1)
n

)→ YC×,X
(1)
n
を与える.

*3 これは Chevalley型の別の Uq(Lg)の表示を用いて定義される構造で, 定義 2.1に示した生成元で余積を記述するのは難しい.
*4 厳密には C

X
(1)
n
は量子ループ代数 Uq(Lg)の 1型有限次元表現のなす圏とする. 有限次元表現が 1型であるとは {ki | i ∈ I}の固

有値が全て qm, m ∈ Z の形であることを言う. 量子ループ代数 Uq(Lg) の有限次元表現においては 1 型の表現のみを考えても一
般性を失わない.
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注意 2.4. 特に K(C
X

(1)
n

)は可換であることに注意する. 一般に C
X

(1)
n
の対象 V,W に対し, V ⊗W ≃ W ⊗ V

は成立しない.

各 i ∈ I, a ∈ C× に対し,

Ai,a := Yi,aq−1
i
Yi,aqi

 ∏
j : cji=−1

Y −1
j,a

 ∏
j : cji=−2

Y −1
j,aq−1Y

−1
j,aq

 ∏
j : cji=−3

Y −1
j,aq−2Y

−1
j,a Y

−1
j,aq2

 .

とする. ここで, YC×,X
(1)
n
内の Laurent単項式に対し, 半順序を

m ≤ m′ ⇔ ある非負整数の組 (vi,a)i∈I,a∈C×に対し, m(m′)−1 =
∏

i∈I,a∈C×

A
−vi,a
i,a

と定義する. この半順序によって, mが χq(L(m))の最高単項式であることが以下のように述べられる :

定理 2.5 ([FM01]). 支配的単項式m ∈ BC×,X
(1)
n
に対し, YC×,X

(1)
n
の元 χq(L(m))−mに現れる単項式は全て

mよりも半順序 ≤に関して真に小さい.

今 CZ,X(1)
n
を,

χq(V ) ∈ Z[Y ±1
i,qr | i ∈ I, r ∈ Z] =: Y

X
(1)
n

を満たす対象 V のなす C
X

(1)
n
の充満部分圏とおく. このとき, CZ,X(1)

n
は C

X
(1)
n
の部分モノイダルアーベル圏

である. 圏 C
X

(1)
n
の単純対象の構造およびモノイダル圏としての非自明な構造の研究は, CZ,X(1)

n
に帰着される

[HL10, §3.7]. 以降は常に圏 CZ,X(1)
n
内の対象を考えるので, 以下の記法を用いる :

Yi,r := Yi,qr Ai,r := Ai,qr B
X

(1)
n

:= BC×,X
(1)
n
∩ Y

X
(1)
n
.

例 2.6. Lg = sl2[t±1] (A
(1)
1 型)のとき, I = {1}であり,

χq(L(Y1,r)) = Y1,r + Y −1
1,r+2 = Y1,r(1 +A−1

1,r+1).

Lg = so5[t±1] (B
(1)
2 型)のとき, I = {1, 2}であり,

χq(L(Y1,r)) = Y1,r + Y2,r+1Y2,r+3Y
−1
1,r+4 + Y2,r+1Y

−1
2,r+5 + Y1,r+2Y

−1
2,r+3Y

−1
2,r+5 + Y −1

1,r+6

= Y1,r(1 +A−1
1,r+2 +A−1

1,r+2A
−1
2,r+4 +A−1

1,r+2A
−1
2,r+2A

−1
2,r+4 +A−1

1,r+2A
−1
1,r+4A

−1
2,r+2A

−1
2,r+4).

各m =
∏
i∈I,r∈Z Y

ui,r

i,r ∈ B
X

(1)
n
に対し, 標準表現M(m)を,

M(m) :=
−→⊗
r∈Z

(⊗
i∈I

L(Yi,r)
⊗ui,r

)
と定義する.

注意 2.7.
−→⊗

r∈Z は左から右へ数の増える順にテンソル積を取るという意味である. 実は
⊗

i∈I L(Yi,r)
⊗ui,r の

部分の同型類はテンソル積の順序によらない.

命題 2.8. {[L(m)] | m ∈ B
X

(1)
n
}と {[M(m)] | m ∈ B

X
(1)
n
}はともにK(CZ,X(1)

n
)の Z-基底である.

いま, χq(M(m)) は L(Yi,0), i ∈ I の q-指標がわかれば容易に計算可能なものである. これより, {[L(m)] |
m ∈ B

X
(1)
n
}と {[M(m)] | m ∈ B

X
(1)
n
}の基底の変換行列を求めることができれば既約表現の q-指標が求めら

れることになる.

3 量子 Grothendieck環

ここでは, Hernandez[H04] による代数的な K(CZ,X(1)
n

) の t-変形の構成を復習する. Hernandez の構成は

ADE 型の場合には, Varagnolo-Vasserot[VV03], Nakajima[N04] によって構成されたものと同等のものにな

る. まず, q-指標の入る空間 Y
X

(1)
n
を以下のデータを用いて非可換化する :
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C = (cij)i,j∈I を Xn 型の Cartan行列として, C(z) = (C(z)ij)i,j∈I , C̃(z) = (C̃(z)ij)i,j∈I (z : 不定元) を

C(z)ij =

{
zri + z−ri i = j のとき,

[cij ]z i ̸= j のとき,
C̃(z) = C(z)−1

で定義する. さらに, 各 C̃(z)ij を形式的 Laurent級数環 Z((z−1))の元とみなし,

C̃(z)ji =
∑
r∈Z

c̃ji(r)z
r ∈ Z((z−1))

と書く. このとき X
(1)
n 型量子トーラス Y

t,X
(1)
n
とは以下で定義される Z[t±1/2]-代数である :

生成元 : Ỹ ±1
i,r (i ∈ I, r ∈ Z)

関係式 : (I) Ỹi,rỸ
−1
i,r = 1 = Ỹ −1

i,r Ỹi,r,

(II) 各 i, j ∈ I, r, s ∈ Zに対し,

Ỹi,rỸj,s = tγ(i,r;j,s)Ỹj,sỸi,r.

ここで, γ : (I × Z)2 → Zは

γ(i, r; j, s) :=c̃ji(−rj − r + s) + c̃ji(rj + r − s)− c̃ji(rj − r + s)− c̃ji(−rj + r − s)

で与えられる.

例 3.1. B2 型 Cartan行列 C =

(
2 −1

−2 2

)
を考えると,

C(z) =

(
z2 + z−2 −1
−z − z−1 z + z−1

)
C̃(z) =

1

z3 + z−3

(
z + z−1 1
z + z−1 z2 + z−2

)
となるので,

C̃(z)11 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−2 + z−6k−4), C̃(z)12 =
∑
k≥0

(−1)kz−6k−3,

C̃(z)21 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−2 + z−6k−4), C̃(z)22 =
∑
k≥0

(−1)k(z−6k−1 + z−6k−5),

である. よって, c̃ji(r)は以下のようにまとめられる (空欄は 0の意味である) :

c̃j1(r)

1

2
j

−2 −4 −6 −8 −10 −12 −14 −16 · · ·

· · ·

r

1 1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1

c̃j2(r)

1

2
j

−1 −3 −5 −7 −9 −11 −13 −15 · · ·

· · ·

r

1 −1 1

1 1 −1 −1 1

ここで, この表が r が −6進む毎に値が −1倍されるような周期性を持っていることは我々の主結果の証明

においても重要である. 一般の Bn 型においては, r に −2h∨(h∨ は双対 Coxeter 数 2n − 1) を加えるごとに

値が −1倍されるような周期性を持っている*5. 一般の Bn 型における同様の表については [HO19, Example

4.3, Appendix A]を参照のこと.

いま, Z-代数準同型

evt=1 : Y
t,X

(1)
n
→ Y

X
(1)
n
,

{
t1/2 7→ 1,

Ỹi,r 7→ Yi,r, i ∈ I, r ∈ Z,

が存在する. この射は t = 1への特殊化と呼ばれる. さらに, 以下のバー対合と呼ばれる Z-反代数対合

· : Y
t,X

(1)
n
→ Y

t,X
(1)
n
,

{
t1/2 7→ t−1/2,

Ỹi,r 7→ t−1Ỹi,r, i ∈ I, r ∈ Z,

が存在する.

*5 他の方でも同様の周期性が見られるのだが, ここに双対 Coxeter数が現れることの概念的な説明を筆者は持っていない.
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各 Y
X

(1)
n
の Laurent単項式mに対し, ある Y

t,X
(1)
n
の t

1
2Z 係数 Laurent単項式mであって, m = mを満た

すものがただ一つ存在する. (e.g. Yi,r = t−1/2Ỹi,r.) この記号で, Ãi,r := Ai,r と定義する. また, Y
t,X

(1)
n
の

(t
1
2Z 係数)支配的単項式を Y

X
(1)
n
の場合と同様に定義する.

次に Y
t,X

(1)
n
の中で量子 Grothendieck環を定義する. 各 i ∈ I に対し,

Ki,t := ⟨Ỹi,r(1 + tÃ−1
i,r+ri

), Ỹ ±1
j,r | j ∈ I \ {i}, r ∈ Z⟩Z[t±1/2]-代数 ⊂ Yt,X(1)

n

とする. このとき, CZ,X(1)
n
の量子 Grothendieck環Kt(CZ,X(1)

n
)を

Kt(CZ,X(1)
n

) :=
∩

i∈I
Ki,t

と定義する. ここで各 i ∈ I に対し, Ki,t = Ki,t となり, Kt(CZ,X(1)
n

) = Kt(CZ,X(1)
n

)であることにも注意する.

以下が成立する.

定理 3.2 ([N04, H04]). (1) 各 i ∈ I, r ∈ Zに対し, Yi,r のみを支配的単項式に持つ Kt(CZ,X(1)
n

)の元がた

だ一つ存在する. この元を Lt(Yi,r)と書く.

(2) evt=1(Kt(CZ,X(1)
n

)) = K(CZ,X(1)
n

).

注意 3.3. 本稿では扱わないが, このKi,t は iに付随する遮蔽演算子の t-類似の核である. これは, 通常の q-指

標のなす代数 (≃Grothendieck環)が iに付随する遮蔽演算子の核の i ∈ I を渡る共通部分として記述される
ことを t-類似の設定で考えたものとなっている. 詳しくは [H04]を参照のこと.

いま Lt(Yi,r)は,
evt=1(Lt(Yi,r)) = χq(L(Yi,r))

を満たし, 基本表現の (q, t)-指標と呼ばれる. また Lt(Yi,r)の特徴づけより, Lt(Yi,r) = Lt(Yi,r)である.

各m =
∏
i∈I Y

ui,r

i,r ∈ B
X

(1)
n
に対し,

Mt(m) := tNm

−→∏
r∈Z

(∏
i∈I

Lt(Yi,r)
ui,r

)

とする. ただし, Nm ∈ 1
2ZはMt(m)における mの係数が 1となるように定義する. (実は

∏
i∈I Lt(Yi,r)

ui,r

は可換な元の積である.) このとき, 以下が成立する.

• {Mt(m) | m ∈ B
X

(1)
n
}はKt(CZ,X(1)

n
)の Z[t±1/2]-基底.

• 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Mt(m)) = χq(M(m)).

これらの性質より, Mt(m)は標準表現M(m)の (q, t)-指標と呼ばれる. 各Mt(m)はMt(Yi,0) = Lt(Yi,0), i ∈
I が一度計算されれば容易に計算可能な元であることに注意する. ここから新たな基底が得られる :

定理 3.4 ([N04, H04]). 以下の性質を満たすKt(CZ,X(1)
n

)の Z[t±1/2]-基底 {Lt(m) | m ∈ B
X

(1)
n
}が唯一つ存在

する :

(S1) Lt(m) = Lt(m),

(S2) Mt(m) = Lt(m) +
∑
m′<m Pm,m′(t)Lt(m

′). ここで, Pm,m′(t) ∈ t−1Z[t−1].

この各元 Lt(m)は既約表現 L(m)の (q, t)-指標と呼ばれる. それは対称型の場合の Nakajimaによる以下の

定理による :

定理 3.5 ([N04]). 量子ループ代数 Uq(X(1)
n )が対称型 (X = ADE)のとき,

(1) 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

(2) 各m,m′ ∈ B
X

(1)
n
に対し, Pm,m′(t) ∈ t−1Z≥0[t−1].
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この定理の証明は Nakajimaによる次数付き箙多様体を用いた幾何的な Uq(Lg)の標準表現の構成に基づい

ており, 対称型に限定されている. 代数的な構成からはこの点は保証されず, 以下は一般には予想である :

予想 3.6. 量子ループ代数 Uq(X(1)
n )が非対称型 (X = BCFG)のとき,

(1) 各m ∈ B
X

(1)
n
に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

(2) 各m,m′ ∈ B
X

(1)
n
に対し, Pm,m′(t) ∈ t−1Z≥0[t−1].

定理 3.5, 予想 3.6 が重要である理由は, 各 Lt(m) が標準表現の (q, t)-指標から, 量子ループ代数 Uq(X(1)
n )

の “表現論”を介さず, 機械的に計算されることにある. (S1), (S2)による既約表現の (q, t)-指標の特徴づけは,

Kazhdan-Lusztigアルゴリズム [L, Lemma 24.2.1]と呼ばれる既約表現と標準表現の (q, t)-指標の間の基底変

換の計算アルゴリズムを与える (計算例については 5章を参照のこと). よって, 定理 3.5および予想 3.6(1)は,

一般の既約表現の q-指標を求める純代数的なアルゴリズムの存在を保証する非常に強い主張である.

4 主結果

本章では A
(1)
2n−1 型, B

(1)
n 型量子ループ代数を考える. A2n−1 型, Bn 型複素単純 Lie環の単純ルートの添え

字集合をそれぞれ IA := {1, . . . , 2n− 1}, IB := {1, . . . , n}とする. (添え字の付け方は [Kac, Chapter 4]に従

う. )ここで,

ĨA := {(i, r) | i ∈ IA, r ∈ Z, r ≡ i+ 1 mod 2}

ĨB := {(i, 2r), (n, 2r + 1) | i ∈ IB \ {n}, r ∈ Z}

とおく. X = A (N := 2n− 1),B (N := n)に対し, C′
Z,X(1)

N

を,

χq(V ) ∈ Z[Y ±1
i,qr | (i, r) ∈ ĨX]

を満たす対象 V のなす C
X

(1)
N

の充満部分圏とおく. このとき, C′
Z,X(1)

N

は再び CZ,X(1)
N

の部分モノイダルアーベ

ル圏となる*6. さらに, B′
X

(1)
N

:= B
X

(1)
N

∩ Z[Y ±1
i,qr | (i, r) ∈ ĨX]とすると, C′

Z,X(1)
N

の Grothendieck環は,

K(C′
Z,X(1)

N

) =
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[M(m)] =
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[L(m)]

となる. さらに,

Kt(C′Z,X(1)
N

) :=
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[t±1/2]Mt(m) =
∑

m∈B′
X

(1)
N

Z[t±1/2]Lt(m)

とすると, Kt(C′Z,X(1)
N

)はKt(CZ,X(1)
N

)の Z[t±1/2]-部分代数である.

4.1 主結果とその系

補題-記号 4.1. 以下の対応で定まる Z[t±1/2]-代数同型が存在する*7:

DA : Y
t,A

(1)
2n−1

→ Y
t,A

(1)
2n−1

, Ỹi,r 7→ Ỹ2n−i,r−2n,

DB : Y
t,B

(1)
n
→ Y

t,B
(1)
n
, Ỹi,r 7→ Ỹi,r−2(2n−1).

以下が本稿の主結果である.

*6 添え字集合の取り方から大きさ的には C
Z,X(1)

N

の “半分”であるが, 圏 C
Z,X(1)

N

の単純対象の構造およびモノイダル圏としての非自

明な構造の研究は実際には C′
Z,X(1)

N

に帰着される [HL10, §3.7], [KKOhP19, Subsection 1.7].

*7 これらは表現の双対を取ることに対応する操作である (cf. [FM01, Corollary 6.10]).
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定理 4.2 (Hernandez-O.). Z[t±1/2]-代数としての同型

ΦA→B : Kt(C′Z,A(1)
2n−1

)
∼−→ Kt(C′Z,B(1)

n
)

が存在する. さらに, ΦA→B はそれぞれの圏に対する既約表現の (q, t)-指標の間の具体的な全単射を与える.

また,

DB ◦ ΦA→B = ΦA→B ◦ DA (∗)

を満たす.

ここでは具体的な (q, t)-指標の間の公式を記述する代わりに例を与える.

例 4.3. 例えば, n = 3 (A
(1)
5 /B

(1)
3 型の間の対応)の場合, A

(1)
5 型の基本表現は B

(1)
3 型の既約表現に以下のよ

うに対応する. (ここでは Lt に A,Bを付けてタイプを指定する.) なお, (∗)により以下の対応で C′
Z,A(1)

5

内の

基本表現の ΦA→B による像は全て計算される.

LA
t (Y1,0)↔ LB

t (Y3,−5), LA
t (Y1,−2)↔ LB

t (Y3,1), LA
t (Y1,−4)↔ LB

t (Y1,−6),

LA
t (Y2,1)↔ LB

t (Y3,−1), LA
t (Y2,−1)↔ LB

t (Y3,1Y3,−5), LA
t (Y2,−3)↔ LB

t (Y3,−3),

LA
t (Y2,−5)↔ LB

t (Y2,−8), LA
t (Y3,0)↔ LB

t (Y3,1Y3,−1), LA
t (Y3,−2)↔ LB

t (Y3,−3Y3,−5),

LA
t (Y3,−4)↔ LB

t (Y3,−7), LA
t (Y4,−1)↔ LB

t (Y2,−2), LA
t (Y4,−3)↔ LB

t (Y2,−6),

LA
t (Y5,0)↔ LB

t (Y1,0), LA
t (Y5,−2)↔ LB

t (Y1,−4), LA
t (Y5,−4)↔ LB

t (Y1,−8).

この対応からわかるように, 一般には基本表現も基本表現に対応するわけではなく, 対応する最高単項式の次数

は保存されない. また, この対応は次元も保存しない. 例えば, LA(Y1,−4)は 6次元表現であるが, LB(Y1,−6)

は 7次元表現である. このような点からも ΦA→B は非自明な対応であると言える.

定理 4.2により, A
(1)
2n−1 型の (q, t)-指標について知られている様々な正値性を B

(1)
n 型 (q, t)-指標の正値性に

直ちに読み替えることができる. B
(1)
n 型の (q, t)-指標に関してはこのような正値性は新しい結果である.

系 4.4 (Kazhdan-Lusztig型多項式の正値性). 各m ∈ B′
B

(1)
n

に対し,

Mt(m) =
∑

m′∈B′
B

(1)
n

Pm,m′(t)Lt(m
′)

と書くと, Pm,m′(t) ∈ Z≥0[t−1]である.

これは B
(1)
n 型における予想 3.6(ii) の肯定的解答である. 実際にはより強く以下が成立する. これも

Nakajimaによって A
(1)
2n−1 型 (より一般に対称型)の場合には証明が与えられていた性質である :

系 4.5 (構造定数の正値性). 各m1,m2 ∈ B′
B

(1)
n

に対し,

Lt(m1)Lt(m2) =
∑

m∈B′
B

(1)
n

cmm1,m2
(t)Lt(m)

と書くと, cmm1,m2
(t) ∈ Z≥0[t±1/2]である.

ちなみに, 系 4.5が系 4.4よりも強いことは, Mt(m)が Lt(Yi,r)らの積で定義されていたことを思い出せば

すぐにわかる.

Kashiwara-Kim-Ohは, Kang, Kashiwara, Kim, Ohにより確立された一般化量子 Schur-Weyl双対性を用

いて, 圏論的に以下の通常の Grothendieck環の間の同型を証明している :

定理 4.6 ([KKOh19, Theorem 3.1.1]). Z-代数としての同型

ϕA→B : K(C′
Z,A(1)

2n−1

)
∼−→ K(C′

Z,B(1)
n

)

であって, 既約表現の類の間の全単射を与えるものが存在する.
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ここで標準表現の間の対応に着目することで, 以下が確かめられる :

定理 4.7 (Hernandez-O.). ΦA→B を t = 1に特殊化すると ϕA→B に一致する.

ここで定理 4.7は我々の同型の方が強い主張であることを意味しているのではなく, むしろ我々の同型の構

成と Kashiwara-Kim-Ohによる同型の構成は次の意味で全く独立であるを注意しておく :

アプリオリには,

• ΦA→B を t = 1に特殊化したものは定理 4.2より, {evt=1(Lt(m)) | m ∈ B′
A

(1)
2n−1

}を {evt=1(Lt(m)) |
m ∈ B′

B
(1)
n

}に移すが,

• ϕA→B(を q-指標で解釈したもの) は定理 4.6 より, {χq(L(m)) | m ∈ B′
A

(1)
2n−1

} を {χq(L(m)) | m ∈
B′
B

(1)
n

}に移す.

A
(1)
2n−1 型の場合には evt=1(Lt(m)) = χq(L(m))であることがわかっているが, B

(1)
n 型の場合にはこの一致は

予想 3.6(i)に他ならない. 従って, 定理 4.7は B
(1)
n 型の場合の予想 3.6(i)の肯定的解決を導く :

系 4.8. 各m ∈ B′
B

(1)
n

に対し, evt=1(Lt(m)) = χq(L(m)).

5 計算例

量子ループ代数 Uq(B(1)
2 )の既約表現 L(Y1,0Y2,5)の q-指標を Kazhdan-Lusztigアルゴリズムにより求めて

みる. まず r ∈ Zに対し,

Mt(Y1,r) = Y1,r + Y2,r+1Y2,r+3Y
−1
1,r+4 + Y2,r+1Y

−1
2,r+5 + Y1,r+2Y

−1
2,r+3Y

−1
2,r+5 + Y −1

1,r+6,

Mt(Y2,r) = Y2,r + Y1,r+1Y
−1
2,r+2 + Y2,r+4Y

−1
1,r+5 + Y −1

2,r+6

より, Y
t,B

(1)
2
の関係式の関係式を用いると,

Mt(Y1,0Y2,5) = t−1/2Mt(Y1,0)Mt(Y2,5)

= Y1,0Y2,5 + Y1,0Y1,6Y
−1
2,7 + Y1,0Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,0Y

−1
2,11

+ Y2,1Y2,3Y
−1
1,−4Y2,5 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y

−1
2,11

+ t−1Y2,1 + Y2,1Y
−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ t−1Y1,2Y
−1
2,3 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ t−1Y2,5Y
−1
1,6 + t−1Y −1

2,7 + Y −1
1,6 Y2,9Y

−1
1,10 + Y −1

1,6 Y
−1
2,11

= Y1,0Y2,5 + Y1,0Y1,6Y
−1
2,7 + Y1,0Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,0Y

−1
2,11

+ Y2,1Y2,3Y
−1
1,−4Y2,5 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y

−1
2,11

+ Y2,1Y
−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y1,2Y
−1
2,3 Y

−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y −1
1,6 Y2,9Y

−1
1,10 + Y −1

1,6 Y
−1
2,11 + t−1Mt(Y2,1)

となる. よって, Mt(Y1,0Y2,5)− t−1Mt(Y2,1)はバー対合で不変である. これより,

Lt(Y1,0Y2,5) := Mt(Y1,0Y2,5)− t−1Mt(Y2,1)

とすれば良い. 実際, Mt(Y2,1) = Lt(Y2,1)であるので, Mt(Y1,0Y2,5) = Lt(Y1,0Y2,5) + t−1Lt(Y2,r)となり, 条

件 (S2)も満たしている. ((S1), (S2)を満たす Lt(Y1,0Y2,5)の取り方がこれしかないことも容易に示される).
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以上より, 系 4.8から,

χq(L(Y1,0Y2,5)) = evt=1(Lt(Y1,0Y2,5))

= Y1,0Y2,5 + Y1,0Y1,6Y
−1
2,7 + Y1,0Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,0Y

−1
2,11

+ Y2,1Y2,3Y
−1
1,−4Y2,5 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y2,3Y

−1
1,−4Y

−1
2,11

+ Y2,1Y
−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y2,1Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y2,1Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y1,2Y
−1
2,3 Y

−1
2,5 Y1,6Y

−1
2,7 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y2,9Y

−1
1,10 + Y1,2Y

−1
2,3 Y

−1
2,5 Y

−1
2,11

+ Y −1
1,6 Y2,9Y

−1
1,10 + Y −1

1,6 Y
−1
2,11

である. ここでの計算が, 基本表現の (q, t)-指標Mt(Y1,r), Mt(Y2,r)と量子トーラス Yt,B(1)
2
の関係式のみを用

いた機械的な計算である (“Uq(B(1)
2 )の表現論”を用いていない)ということに着目してもらいたい.
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アフィン頂点代数の relaxed 最高ウェイト
表現

川節　和哉 (Kawasetsu, Kazuya)

熊本大学大学院先導機構

1 はじめに
頂点代数,ないしは頂点作用素代数は,一言でいうと,互いに局所可換な
量子場のなす代数である. 重要な無限次元表現を数多く持ち, 2次元共形
場理論の代数版である. 中でも, ある種の有限性条件と表現圏の半単純性
を満たす頂点作用素代数は, 表現の指標の張るベクトル空間がモジュラー
群 SL2(Z)の作用で閉じているという著しい性質を持つ. さらに, Verlinde

公式という, 表現のある種のテンソル積における既約表現の重複度を, 指
標の S 変換を表す行列によって記述する公式が成り立つ.

アフィン頂点作用素代数は, アフィン Kac-Moody リー環を用いて構成
される頂点作用素代数の族であり, その上の表現は, アフィンリー環上の
表現の構造を持つ. 題目の relaxed 最高ウェイト表現とは, 簡単に言うと
有限次元単純リー環上のウェイト表現のアフィン化のことである.

T. Creutzig と D. Ridout は, 有限性条件を満たさない許容的アフィン
頂点作用素代数 Lk(sl2)に対して, Verlinde公式のアナロジーを提唱した.

その公式は, relaxed 最高ウェイト表現 (とそのツイスト) に対して記述さ
れる.

本稿では, Creutzig-Ridout 理論を簡単に解説し, relaxed 最高ウェイト
表現の理論の最近の進展について概観する.

2 頂点作用素代数
ベクトル空間 V を考え, V の元を係数に持つ形式的べき級数の空間を

V [[z, z−1]] = {
∑

n∈Z anz
n | an ∈ V } と書く. ただし z は不定元である. V
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上の量子場とは, a(z) ∈ End(V )[[z, z−1]] であって, 任意の b ∈ V に対し
て, ある N > 0 が存在して, a(z)b ∈ V [[z]]zN が成り立つものをいう.

V が頂点代数 [B]であるとは,特別な元 1 ∈ V (真空元)と T ∈ End(V )

(平行移動作用素) が定まっており, さらに, V の元 a に対して, V 上の量
子場 Y (a, z) が線型に定まっていて, 次の公理を満たすことである：

• (局所可換性) 任意の a, b ∈ V に対して, N > 0 が存在して,

(z − w)NY (a, z)Y (b, w) = (z − w)NY (b, w)Y (a, z).

• Y (1, z) = idV , Y (a, z)1 ∈ a+ V [[z]]z, (a ∈ V ),

• T1 = 0, [T, Y (a, z)] = ∂zY (a, z), (a ∈ V ).

V を頂点代数とする. ω ∈ V が中心電荷 c ∈ C のヴィラソロ元である
とは, Y (ω, z) =

∑
n∈Z Lnz

−n−2 と書くと,

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
n3 − n

12
δn,−mc, n,m ∈ Z, (1)

を満たすことである.

頂点代数 V とヴィラソロ元 ω ∈ V の組 (V, ω) は次の公理を満たすと
き頂点作用素代数と呼ぶ [FLM]：

• L0 が V 上, 半単純に作用する

• V 上の L0-固有値は非負整数である:

V =
∞⊕

∆=0

V∆, V∆ := {v ∈ V |L0v = ∆v},

• V0 = C1, dimV∆ <∞, ∀∆.

(V, ω) を頂点作用素代数とする. 以降, 頂点作用素代数を単に V と書
く. V の中心電荷は, ω の中心電荷 c のことである.

頂点作用素代数 V 上の表現 M は, V の元 a に対して M 上の量子
場 Y M(a, z) ∈ End(M)[[z, z−1]] が線型に定まっていて, L0 が半単純に作
用しており, いくつかの公理を満たすものをいう. ただし, Y M(ω, z) =∑

n∈Z Lnz
−n−2 とかく. L0-固有ベクトル v ∈ M の L0-固有値を, v の共

形ウェイトと呼ぶ. M が既約表現のとき, ある ∆ ∈ C が存在して, M の
L0-固有値はすべて∆+ Z の元である.
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M を V 上の表現とする. M の共形ウェイトが次の意味で下に有界の
とき, M は正エネルギーであるという：

M =
⊕

∆∈S,n∈Z≥0

M∆+n, with S ⊂ C such that #S <∞ and

∀∆ ∈ S,M∆ ̸= 0 and (∆ + Z) ∩ S = {∆}.

ただし, M∆ := {v ∈ M |L0v = ∆v} (∆ ∈ C) とかく. 部分ベクトル空間
Mtop :=

⊕
∆∈S M∆ を M の top 空間という.

特に, M が既約正エネルギー表現のとき,

M =
∞⊕
n=0

M∆+n, M∆ ̸= 0, ∆ ∈ C

という形を持ち, ∆ = ∆M は M の最小共形ウェイトと呼ばれる. このと
き, Mtop = M∆ である.

定義 1. V 上の普通表現とは, 正エネルギー表現 M であって, 各 L0-固有
空間が有限次元であるものをいう.

V 自身は V 上の表現であるが, これを真空表現と呼ぶ. 真空表現は普
通表現の例である.

定義 2. 普通表現 M の (形式) 指標とは, 形式的級数

χ[M ](q) =
∑
n∈C

(dimMn)q
n−c/24

のことである. ただし, q は不定元である.

3 Zhu理論
頂点作用素代数 V を考え, U(V ) をその普遍展開環とする. これはお
およそ a(n) ∈ End(V ) (a ∈ V , n ∈ Z) で生成される結合代数のことであ
る (正確な定義は [MNT] を参照せよ). ただし, a(n) は Y (a, z) における
z−n−1 の係数のことである. V の Zhu代数とは, 結合代数

Zhu(V ) = U(V )0/(U(V )0 ∩ U(V )U(V )−)

のことである. ただし, U(V )0 は U(V ) の元で共形ウェイトを変えない斉
次元全体の張る空間, U(V )− は共形ウェイトを真に下げる斉次元全体の
張る空間である. V 上の正エネルギー表現 M を考えたとき, その top 空
間 Mtop には Zhu(V ) 上の表現の構造が誘導される.
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定理 1. [Z] 一対一対応

(V の既約正エネルギー表現全体) −→ (Zhu(V ) の既約加群全体)

M 7−→ Mtop

が成り立つ.

商ベクトル空間 V/V(−2)V が有限次元のとき, V は平滑 (C2 余有限) と
いう. また, V の正エネルギー表現が完全可約のとき, V は有理的である
という. Y. Zhu は, 上記の一対一対応を用いて, V が平滑かつ有理的で
あるとき, V の既約正エネルギー表現は同型を除いて有限個であり, 既約
正エネルギー表現は普通表現であることを示した. さらに, 既約正エネル
ギー表現の指標が, モジュラー不変性と呼ばれる次の性質を満たすことを
示した.

定理 2. [Z] V は平滑かつ有理的であると仮定する. ベクトル空間

C-span{χ[M ](q) |M は V 上の既約正エネルギー表現 }

はモジュラー群 SL2(Z) の作用で不変である. ただし, SL2(Z) の作用は,(
a b

c d

)
: f(τ) 7−→ f

(aτ + b

cτ + d

)
,

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

であり, q = e2π
√
−1τ , τ ∈ H = {z ∈ C | Im(z) > 0} である.

このように, 平滑かつ有理的な頂点作用素代数の表現論は強力な理論が
あり, 非常に発達している. 本稿では, 平滑でない頂点作用素代数の表現
論を考察する.

4 アフィン Kac-Moody リー環
gを有限次元単純リー環とし, hをカルタン部分代数, bをボレル部分代数
とする. (α1, . . . , αℓ), (ω1, . . . , ωℓ)をそれぞれ gの単純ルート, 基本ウェイ
トとし, h, h∨をそれぞれ gのコクセター数,双対コクセター数とする. 次の
リー積で定義される,アフィン Kac-Moodyリー環 ĝ = g[t, t−1]⊕CK⊕CD
を考える：

[atn, btm] = [a, b]tn+m + n(a|b)δn,−mK, [D, atn] = natn, [K, ĝ] = 0,
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(a, b ∈ g, n,m ∈ Z). ここで, (·|·) は g 上の正規化された不変内積で
ある. ĝ のカルタン部分代数とボレル部分代数を, ĥ = h ⊕ CK ⊕ CD,

b̂ = b[t] + g[t]t + CK + CD ととる. (α0, α1, . . . , αℓ), (Λ0,Λ1, . . . ,Λℓ) は
それぞれ ĝ の単純ルート, 基本ウェイトを表し, D の双対元は δ ∈ ĥ∗ で
表す.

以下, k を −h∨ でない複素数とする. ĝ の元 K がスカラー k 倍で作用
する ĝ-加群は, レベル k であるという.

ウェイト λ ∈ h∗ を考える. 本稿では, g 上の最高ウェイト λ の既約最
高ウェイト加群を Lλ と表す. また, d = −(λ|λ+2ρ)/2(k+ h∨) と置き, ĝ

上の最高ウェイト kΛ0 + dδ + λ の既約最高ウェイト加群を Lk,λ と書く.

定義 3. ĝ-加群 M がウェイト加群であるとは, M が

M =
⊕
λ∈ĥ∗

M(λ), dimM(λ) <∞ (∀λ ∈ ĥ∗)

という条件を満たすことである. ただし,M(λ) := {v ∈M |hv = λ(h)v, h ∈
ĥ}.

g-加群に対しても, 定義中の ĥ を h に置き換えて, ウェイト加群の概念
を定義する.

g-加群 N を考える. このとき, N には次の作用によって g[t]⊕CK⊕CD
上の表現が引き起こされる： K = k, D = −Ω/2(k + h∨), g[t]t = 0. ここ
で, Ω は内積 (|) に関する g のカシミール元である. すると, 次の ĝ-加群
が誘導される：

N̂k := U(ĝ)⊗U(g[t]⊕CK⊕CD) N,

N が巡回加群のとき, N̂k の 1⊗N と交わりが 0 である部分加群による
商加群は, relaxed 最高ウェイト加群と呼ばれる.

例えば, N̂k の almost 単純商

Indk(N) := N̂k/(I ∩ (1⊗N) = 0 を満たす部分加群 I 全体の和).

は, N が巡回加群のとき, relaxed 最高ウェイト加群である.

定義 4. M をレベル k のウェイト ĝ-加群とし, c = k dim g/(k + h∨) と
おく. M の全指標 ch[M ] を,

ch[M ](y, z, q) = q−c/24yk
∑

n∈C,λ∈h∗
dimM(kΛ0 − nδ + λ)qnzλ

と定義する. ただし, y, z, q は不定元である.
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5 アフィン頂点代数
前節の記号をそのまま用いる. g 上の自明表現 N = C に対して,

V k(g) := Ĉk = U(ĝ)⊗g[t]⊕CK⊕CD C

は頂点作用素代数の構造を持ち,普遍アフィン頂点作用素代数と呼ばれる.

中心電荷は c = k dim g/(k + h∨) である. V k(g) の単純商代数は (単純)

アフィン頂点作用素代数と呼び, Lk(g) とかく. Lk(g) は ĝ-加群として既
約最高ウェイト表現 L(kΛ0) と同型である.

V = V k(g) または V = Lk(g) とする. V 上の表現 M には, ĝ 上のレベ
ル k 加群の構造が自然に引き起こされ, M 上 D = −L0 が成り立つ. ま
た, M が普通表現のとき, M の全指標 ch[M ](y, z, q) に y = z = 1 と代入
したものは, 指標 χ[M ](q) と一致する.

Lk(g) が平滑かつ有理的であることと, k = 0, 1, 2, . . . は同値である.

k ∈ Z≥0 と仮定する. このとき, Lk(g) 上の既約正エネルギー表現全体は,

ĝ 上のレベル k の既約可積分表現 (レベル k の支配的整ウェイトを最高
ウェイトに持つ既約最高ウェイト表現) 全体と一致する. 既約可積分表現
には Weyl-Kac 指標公式という, Weyl 指標公式の一般化が適用でき, モ
ジュラー不変性が知られていた [KP]. また, 前節の Zhu 理論によってこ
のモジュラー不変性を示すことができる.

ĝ の許容 (admissible) ウェイトとは, 支配的整ウェイトをある種有理レ
ベルに一般化したものである [KW1]. 許容ウェイトを最高ウェイトに持
つ既約最高ウェイト表現を許容表現と呼ぶ. 許容表現は Kac-Wakimoto

指標公式という, Weyl-Kac 指標公式の一般化を満たす. しかも, 指標が
SL2(Z) のある合同部分群上のウェイト 0 モジュラー関数であるという意
味で, モジュラー不変である [KW1].

さて, k が許容レベルであるとは, kΛ0 が許容ウェイトであることをい
う. これは,

k + h∨ =
p

q
, p, q ∈ Z≥1, (p, q) = 1, p ≥

{
h∨ (q, r∨) = 1,

h (q, r∨) = r∨,

という形を持つことと同値である. ここで, r∨ は g のディンキン図で一
番太いところにおける線の本数である. k が正整数でないとき, Lk(g) は
平滑ではないが, 許容的なとき, Lk(g) は平滑性のある種の一般化 (擬平
滑) を満たす [A1, AK].
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g のべき零元 f を考える. f に付随する量子 BRST還元法をレベル k

のアフィン頂点作用素代数に適用することで構成される頂点作用素代数
をW代数と言い, Wk(g, f) と書く [KRW]. これは f を通る Slodowy 横
断片の量子アフィン化と思える. k が整数でない許容レベルのとき, f を
うまく選ぶと, Wk(g, f) は平滑となる [A1].

このように,整数でない許容レベルを持つアフィン頂点作用素代数 Lk(g)

(よって平滑ではない) は非常に興味深い対象であり, 本稿ではその表現論
を取り扱う.

6 sl2 のウェイト表現
平滑でないアフィン頂点作用素代数上の既約 relaxed 最高ウェイト表
現には, g 上の最高ウェイト表現でないウェイト表現から誘導される表現
が現れる. そこで, 本節では, 有限次元単純リー環 g 上のウェイト表現の
分類について解説する. Q,P をそれぞれ g のルート格子, ウェイト格子
とする.

定義 5. ウェイト g-加群N のウェイト台とは, supp(N) = {λ ∈ h∗ |N(λ) ̸=
0}のことである. N が稠密 (dense)であるとは,ウェイト台が supp(N) =

λ+Q (λ ∈ h∗) という形を持つことである.

最高ウェイト加群 N = Lλ は supp(Lλ) ⊊ λ+Q であるため, 稠密では
ない.

ここで, 簡単のため g = sl2 と仮定して, 稠密加群を構成する. f を sl2
の負ルートベクトルとし, sl2 の普遍展開環を U(sl2) と書く. f で生成さ
れる U(sl2)の積閉集合を S = ⟨f⟩と書き, S に関する U(sl2)の (Ore)局
所化を S−1U(sl2)と表す. 支配的整ウェイトではないウェイト λ ∈ h∗\P+

を考える. このとき, 既約最高ウェイト加群 Lλ 上 f は単射であるため,

局所化 S−1Lλ は非零である. 構成より, S−1Lλ は sl2 上の (可約) 稠密加
群であり, supp(S−1Lλ) = λ + Q である. また, µ ∈ C とし, 指数関数の
展開公式を用いて, S−1Lλ のツイスト fµ.S−1Lλ を定義する. この加群の
ウェイト台は λ− µ+Q である. (ただし h∗ と C を, α1 7→ 1 によって同
一視している.) また, fµ.S−1Lλ は同型を除いて µ の整数シフトには依存
しない.

sl2 の既約ウェイト表現は次で分類される：

1. 有限次元表現 : Lλ, λ ∈ P+.
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2. 無限次元最高ウェイト表現 : Lλ, λ ∈ h∗ \ P+.

3. 無限次元最低ウェイト表現 : L−λ , λ ∈ h∗ \ P−.

4. 稠密表現 : fµ.S−1Lλ, λ ∈ h∗\P+, µ ∈ C s.t. (ν|ν+2ρ) ̸= (λ|λ+2ρ)

for any ν ∈ λ− µ+Q.

(ただし, 4 には重複がある: ウェイト台と Casimir 固有値が一致すると
き, 同型である.) 一般の有限次元単純リー環 g についても, 既約ウェイト
表現は [F, M] の結果によって分類されている. 任意の既約ウェイト表現
は, g の Levi 部分リー環上の既約稠密表現から放物誘導によって得られ
る [F]. また, 稠密表現が存在すれば, g は A 型か C 型であることが示さ
れた [F]. 最終的に既約稠密表現は [M] において分類され, したがって既
約ウェイト表現は完全に分類された.

7 Creutzig-Ridout 理論
g = sl2 と仮定し, k を整数ではない許容レベルとする. すなわち,

k+2 = p/q (p, q ∈ Z≥2 は互いに素である) とする. 物理学者 T. Creutzig

と D. Ridout は, [CR] において, 次の二つの表現圏を導入した.

まず, Lk(sl2) の relaxed 表現圏 L とは,

L ={Indk(fµ.S−1(Lλr,s)) |µ ∈ R, 1 ≤ r ≤ p− 1, 1 ≤ s ≤ q − 1}/(同型)

である. ここで, λr,s := (r − 1− (k + 2)s)ω1 である. 集合 {λr,s | 1 ≤ r ≤
p − 1, 1 ≤ s ≤ q − 1} は, レベル k の ĝ の許容ウェイトの h∗ への射影
であって、g の支配的整ウェイトでないウェイト全体の集合と一致する.

L の既約対象全体の集合は, Lk(sl2) 上の既約 relaxed 最高ウェイト表現
であって, sl2 上の既約稠密表現から誘導されたもの全体の（同型を除い
た）集合と一致する.

Lk(sl2) の標準表現圏 S とは,

S = {σn.M |M ∈ L, n ∈ Z}

で定義される. ただし, σn は次で定義される ĝ の自己同型である:

etm 7→ etm−n, htm 7→ htm − δm,0nK, ftm 7→ ftm+n,

K 7→ K, D 7→ D +
1

2
nh− 1

4
n2K.
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構成より, S は Haar 測度つき空間 (R/Z)× [1, (p− 1)(q− 1)/2]×Z と同
一視される. [CR] において, この測度を用いた積分表示を用いて, S の対
象の全指標のモジュラー不変性と, S の対象間の交絡作用素の空間の次元
(フュージョン係数) を記述する, 連続的 Verlinde 公式が提唱された.

さらに, Lk(sl2) の既約最高ウェイト表現 (許容表現) は S に属さない
が, S の (可約) 対象による resolution を持つため, 既約最高ウェイト表現
間の (Grothendieck) フュージョン係数も計算でき, 非負整数になるとい
うのが彼らの計算結果である. 許容表現の指標のモジュラー不変性を用い
て (通常の) Verlinde 公式を計算すると, 負のフュージョン係数が出てき
てしまうという問題があったが, これはその問題を解決していると考えら
れる.

近年, Lk(sl2) 以外でも標準表現圏と Verlinde 公式が考察されており,

それらによって予言されたフュージョン係数は, Weyl 頂点代数の場合に
正しいことが確かめられている [AP].

このように, 標準表現圏は非常に興味深い対象であり, その表現論を調
べることや, Creutzig-Ridout理論の数学的な厳密化が求められている. 標
準表現圏は relaxed 最高ウェイト表現をツイストすることで得られるた
め, relaxed 最高ウェイト表現を調べることが本稿の目的である.

8 主定理
有限次元単純リー環 g と許容レベル k を考える. 本稿の主定理の一つ

目は, Lk(g) 上の既約 relaxed 最高ウェイト表現の分類である (D. Ridout

との共著論文 [KR2]). Lk(g) の Zhu 代数は, U(g) のある両側イデアル
による商代数と同型であることが知られている. [F, M] による g 上の既
約ウェイト表現の分類と, Zhu による対応 (定理 1) より, Lk(g) 上の既約
relaxed 最高ウェイト表現の分類は, Lk(g) 上の既約最高ウェイト表現の
分類に帰着される. Lk(g) 上の既約最高ウェイト表現は, [A3, KW2] にお
いて分類されているため, 既約 relaxed 最高ウェイト表現も完全に分類さ
れた.

g = An と仮定する. 上記の分類結果と, W代数の表現論に関する [A2]

の結果により, 既約稠密表現から誘導される Lk(g) 上の既約 relaxed 最高
ウェイト表現と, 極小W代数 Wk(g, fαn) 上の既約普通表現との間の一対
一対応が得られた (稠密表現のツイスト fµ を除いて) . さらに, 次の意味
で指標にも対応がつく.

9



定理 3. [K] ウェイト λ ∈ Z≥0ω1 + · · · + Z≥0ωn−1 + (C \ Z≥0)ωn を考え
る. 任意の µ ∈ Cn に対して,

ch[Indk(f
µ.S−1Lλ)](y, z, q) = yk

χ[HBRST
fαn

(Lk,λ)](q)

η(q)dim g−dim gfαn

∑
ν∈λ−µ+Q

zν

が成り立つ.

ここで, S はルートベクトル fαn , fαn−1+αn , . . ., fα1+···+αn−1+αn で生成
される積閉集合であり, fµ は, ツイスト

fµ1αn
fµ2αn−1+αn

· · · fµnα1+···+αn−1+αn
(µ = (µ1, . . . , µn)),

を表す. また,右辺の和において, µは h∗の元と同一視されている. HBRST
fαn

は,アフィン頂点代数 Lk(g)のある種の (放物的) BGG表現圏からW代数
Wk(g, fαn) の普通表現の圏への関手である [A2]. さらに, gfαn は, 元 fαn

の中心化部分リー環である. この指標公式は, g = A1 のときは, Creutzig-

Ridout 公式 [CR, KR1] に帰着する. g = A2 で許容レベル k の分母が 2

のとき, Wk(A2, fα2) は平滑かつ有理的であるため, 普通表現の指標はモ
ジュラー不変性を持つ. 定理 3 より, 既約稠密表現から誘導される既約
relaxed 最高ウェイト表現の指標に, そのようなモジュラー不変な関数が
現れているため, Creutzig-Ridout 理論におけるモジュラー不変性が (厳
密に定義できれば) 成り立つのではないかと期待される.
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Monstrous Moonshine over the integers

Scott Carnahan

December 26, 2019

1 What is Moonshine?

Moonshine is fundamentally about strange connections between finite groups and modular forms.
These connections should be very special. In particular, if there are infinitely many cases of a
phenomenon, then we typically do not call it moonshine. Instead, we should expect a general
theory to explain the phenomenon.

2 Monstrous Moonshine

Monstrous moonshine began in 1978 with a numerical observation by McKay relating representa-
tions of the monster simple group with coefficients of the modular J function. This observation
initially appeared to be a coincidence, but soon additional numerical evidence together with
theoretical advances showed that there is a substantial connection.

The finite simple groups are now known to be naturally organized into 18 infinite families,
together with 26 additional groups, called sporadic groups. The monster M, constructed in
[Griess 1982], is the largest of the 26 sporadic simple groups, with order about 8× 1053. This is
roughly the number of protons in Jupiter, so it is not feasible to compute with all of the elements
of the group at once. On the other hand, it is somewhat smaller than the number 52! ∼ 8×1067

of permutations in a standard deck of playing cards. We can compute by hand with this group
of permutations, but computation with the monster is much more difficult despite its smaller
size because M has no small representations. In particular, there are no faithful permutation
representations of degree less than about 9 × 1019, and no complex linear representations of
dimension less than 196883.

The J-function is an analytic function on the complex upper half-plane that is invariant
under the action of SL2(Z) by Möbius transformations. The quotient of the upper half-plane
by this action is complex-analytically isomorphic to C, i.e., it is a punctured genus zero curve,
and J realizes such an isomorphism. In general, a function that generates the function field
of an upper half-plane quotient is called a hauptmodul, or principal modulus. Thus, J is a
hauptmodul for SL2(Z). J has the Fourier expansion

q−1 + 196884q + 21493760q2 + · · · (q = e2πiz)

and all of its coefficients are non-negative integers.
In 1978, McKay noted that 196884 = 196883 + 1, where the left side is q-coefficient of the J

function, and the numbers on the right side are the dimensions of the smallest irreducible rep-
resentations of the monster. He suggested that there was a connection, and later computations
by Thompson [Thompson 1979] strongly suggested this was not a coincidence, as the first few
coefficients of J were easily written as very simple combinations of dimensions of irreducible
representations of the monster:

1



196884 = 1 + 196883 (1)

21493760 = 1 + 196883 + 21296876 (2)

864299970 = 2× 1 + 2× 196883 + 21296876 + 842609326 (3)

McKay’s observation could be explained by the existence of a natural graded representation
V =

⊕
n Vn of the monster, such that

∑
(dimVn)qn−1 = J . This existence problem is now known

as the McKay-Thompson conjecture, and it was solved with the construction of the “Moonshine
Module” V \ by Frenkel, Lepowsky, and Meurman. They initially constructed it as a graded
representation V \ =

⊕
Vn with graded dimension

∑
(dimVn)qn−1 = J in 1984, using vertex

operators. However, Borcherds introduced a notion of vertex algebra in [Borcherds 1986], and
claimed that their construction is an example. Frenkel, Lepowsky, and Meurman then showed
that this was true, and furthermore, that the monster is the full automorphism group of V \ as
a vertex algebra [Frenkel-Lepowsky-Meurman 1988].

Conway and Norton, acting on a suggestion by Thompson, computed a conjectural list of
graded traces of elements of the monster on the graded representation V [Conway-Norton 1979].
They noted that all of the trace functions appeared to be Hauptmoduls of genus zero dis-
crete subgroups of SL2(R). From this evidence, they proposed the “Monstrous Moonshine”
conjecture, a refinement of the McKay-Thompson conjecture that asserted the existence of a
graded representation V =

⊕
n Vn such that for each element g in the monster, the graded trace∑

n Tr(g|Vn)qn−1 matched the function they computed.
Atkin, Fong, and Smith showed in 1980 that a satisfactory virtual representation exists, but

with no explicit construction. Borcherds showed in [Borcherds 1992] that V \ satisfies Conway
and Norton’s conjecture, using the vertex algebra structure in an essential way. Specifically, he
showed that for each g ∈ M, the series Tg(τ) =

∑
n Tr(g|V

\
n)qn−1 is equal to the Hauptmodul

for g proposed by Conway and Norton.

3 More monstrous moonshine

Conway and Norton suggested in 1979 that there may be similar behavior for other groups, and
Queen computed several potential character functions in 1980. As an example of this behavior,
the second largest sporadic group, called the Baby monster, has irreducible representations of
dimension 1, 4371, 96255, . . ., and the Hauptmodul for Γ0(2)+ is q−1 + 4372q + 96256q2 + · · · .

One of the most interesting phenomena to appear in these computations was that if g ∈ M
has prime order p, and lies in the conjugacy class named pA, then the graded trace function Tg
has non-negative integer coefficients that look like dimensions of representations of the centralizer
CM(g). For p = 2, the centralizer of an element in class 2A is isomorphic to a central extension
2.B of the Baby monster. Thus, our example is still connected to the Monster, but in a way
that is different from the Conway-Norton conjecture.

This phenomenon now has two explanations, both involving the existence of representations
of groups whose dimensions are given by the non-negative coefficients.

Conjecture 1: Generalized Moonshine (Norton 1987) For each g ∈ M, there exists a
1
NZ-graded projective representation V (g) =

⊕
n V (g)n of CM(g), such that the trace functions

Z(g, h; τ) =
∑

n Tr(h̃|V (g)n)qn−1 satisfy good modularity properties. Here, h̃ is some lift of h
to a linear transformation on V (g), and N is the level of Tg(τ). [Norton 1987]

Conjecture 2: Modular Moonshine (Ryba 1994) For each g in conjugacy class pA, there
is a Z≥0-graded vertex algebra Vg over Fp with a CM(g) action, such that the graded Brauer
character of each p-regular h ∈ CM(g) on Vg is equal to the Monstrous Moonshine function Tgh.
[Ryba 1996]

Both conjectures were rather quickly given conjectural interpretations that placed the cen-
tral objects V (g) and Vg in a meaningful context. For Generalized Moonshine, the physicists
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Dixon, Ginsparg, and Harvey proposed that the representations V (g) are twisted sectors of a
conformal field theory with M symmetry, and the functions Z(g, h; τ) are genus 1 partition func-
tions with twisted boundary conditions [Dixon-Ginsparg-Harvey 1988]. For Modular Moonshine,

Borcherds and Ryba proposed that Vg is the Tate cohomology group Ĥ0(g, V \
Z) with coefficients

in a self-dual integral form V \
Z of V \ with M-symmetry [Borcherds-Ryba 1996].

Both conjectures saw substantial progress in the mid 1990s. For Generalized Moonshine,
the representations V (g) were reinterpreted as irreducible g-twisted V \-modules, and these were
shown to exist in [Dong-Li-Mason 1997]. For Modular moonshine, the conjecture was proved
in [Borcherds-Ryba 1996], [Borcherds 1998], and [Borcherds 1999] under the assumption that

V \
Z exists. The self-dual integral form was not known to exist at the time, but they got an

unconditional result for odd primes by using a self-dual form over Z[1/2]. However, the complete
solutions to these conjectures required the following critical advance in the theory of vertex
algebras:

Theorem [van Ekeren-Möller-Scheithauer 2015] If V is strongly regular and holomorphic,
and g ∈ Aut(V ) is finite order, then there exists an abelian intertwining algebra structure on
the direct sum of irreducible twisted modules

gV :=

|g|−1⊕
i=0

V (gi)

Here, the notion of abelian intertwining algebra, introduced in [Dong-Lepowsky 1993], is a
generalization of vertex operator algebra, where the multiplication operation is only commutative
and associative after some adjustment with a braiding structure. The existence of abelian
intertwining algebra structure was essential to the proof of the Hauptmodul property of Z(g, h; τ)

in [Carnahan 2012], and the existence of V \
Z in [Carnahan 2017b].

Another important corollary is the cyclic orbifold construction, which lets us build new
holomorphic vertex algebras using finite order automorphisms of existing objects.

Corollary
Let V be a strongly regular and holomorphic vertex operator algebra, and g ∈ Aut(V ) finite

order. Assume g is “anomaly-free” (i.e., eigenvalues of L(0) on the twisted module V (g) are in
1
|g|Z). Decompose gV :=

⊕|g|−1
i=0 V (gi) under the canonical g action to get a graded structure⊕

i,j V
i,j , where V =

⊕
j V

0,j . Then V/g :=
⊕
V i,0 is a strongly regular holomorphic vertex

operator algebra, and there is a canonical automorphism g∗ such that V i,0 is the e2π
√
−1i/|g|

eigenspace.
With this result, we get 51 constructions of V \ from the Leech lattice vertex operator algebra

VΛ:

1. An order 2 orbifold [Frenkel-Lepowsky-Meurman 1988], the original construction.

2. An order 3 orbifold [Chen-Lam-Shimakura 2016]

3. Orders 5, 7, 13 [Abe-Lam-Yamada 2017]

4. 46 classes of composite order [Carnahan 2017a]

These constructions were conjectured in [Tuite 1993] as part of his orbifold correspondence
between massless classes in the Conway group Co0 and non-Fricke classes in M.

For the construction of V \
Z, we need the prime order constructions: For p ∈ {2, 3, 5, 7, 13},

the pair (VΛ, pa) is orbifold dual to (V \, pB).
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4 Cyclic orbifolds over small rings

The general idea behind the construction of V \
Z is the construction of forms of V \ over many

cyclotomic S-integer rings, followed by a step where these forms are glued together. Thus, we
need a theory of vertex algebras and cyclic orbifolds over these rings so we can construct suitable
forms of V \.

Definition: A vertex algebra over a commutative ring R is an R-module V , with an element
1 ∈ V and a multiplication map V ⊗R V → V ((z)), written u ⊗ v 7→ Y (u, z)v =

∑
unvz

−n−1,
satisfying:

1. Y (1, z) = idV z
0 and Y (a, z)1 ∈ a+ zV [[z]].

2. For any r, s, t ∈ Z, and any u, v, w ∈ V ,∑
i≥0

(
r

i

)
(ut+iv)r+s−iw =

∑
i≥0

(−1)i
(
t

i

)
(ur+t−i(vs+iw)− (−1)tvs+t−i(ur+iw))

When Borcherds introduced vertex algebras, he allowed coefficients in arbitrary commutative
rings, and he gave the following example:

For any positive definite even unimodular lattice L there is a self-dual vertex algebra (VL)Z
over Z (Borcherds 1986). It is a Z-form of Sym(t−1(C⊗L)[t−1])⊗C[L] spanned by monomials
of the form sα1,n1 · · · sαk,nk

eα, where eα is a basis element of C[L], αi are chosen from a basis of

L, and the operator sα,k is the zk-coefficient of exp(
∑

n>0
α(−n)
n zn). Here, Sym(t−1(C⊗L)[t−1])

is a representation of the Heisenberg algebra, with generators α(n) = αt−n ∈ L[t, t−1]⊕ CK.
We will need a more refined notion, where the underlying R-modules are direct sums of

finite projective modules. The notion of vertex operator algebra over a field was introduced in
[Frenkel-Lepowsky-Meurman 1988] as a variant of vertex algebras with similar finiteness prop-
erties, so we give one of perhaps many natural extensions of the definition to commutative
rings:

Definition: A vertex operator algebra over R with half central charge c is a vertex algebra
V over R equipped with a “conformal element” ω and a Z-grading V =

⊕
Vn, such that

1. If u ∈ Vm, v ∈ Vn, then ukv ∈ Vm+n−k−1.

2. The coefficients of Y (ω, z) =
∑
Lnz

−n−2 satisfy Virasoro relations: [Lm, Ln] = (m −
n)Lm+n + c

(
m+1

3

)
δm+n,0idV .

3. Each Vn is a finite rank projective R-module, and L0 acts on Vn by n · idVn .

We can also define abelian intertwining algebras over certain subrings of C, as long as the
subrings contain suitable denominators and enough roots of unity.

For the cyclic orbifold construction, we have the following key result
Lemma: Let V =

⊕
i,j∈Z/NZ V

i,j be a self-dual abelian intertwining algebra over C, where

each V i,j is an irreducible V 0,0-module, and let U =
⊕
V 0,j and W =

⊕
V i,0. If R is a suitable

subring of C, and we are given self-dual R-forms UR and WR such that UR ∩ V 0,0 = WR ∩ V 0,0,
then they generate a self-dual R-form of V .

To apply this result to the construction of V \, we use an intermediate orbifold method
introduced in [Abe-Lam-Yamada 2017]:

Theorem: Let P0 = {2, 3, 5, 7, 13}. If p, q are distinct in P0, and pq 6∈ {65, 91}, then there
is an automorphism ḡ of the Leech lattice of order pq, such that no non-identity power of ḡ has
fixed points, and an order pq lift g ∈ Aut(VΛ). Then:

1. VΛ/g
p ∼= VΛ/g

q ∼= V \

2. VΛ/g ∼= VΛ.

4



In particular, there are 2 copies of V \ inside the abelian intertwining algebra
⊕

i VΛ(gi), which
is generated by 2 copies of VΛ.

Corollary: Let p, q be distinct elements of P0 = {2, 3, 5, 7, 13}, such that pq 6∈ {65, 91},
and let Rpq = Z[1/pq, eπ

√
−1/pq]. Then, there is a self-dual Rpq-form of the abelian intertwining

algebra
⊕

i VΛ(gi), and it contains 2 isomorphic self-dual Rpq-forms of V \.

5 Monster symmetry

Before we can glue our forms of V \, we need to show that they have full Monster symmetry. There
are two reasons for this: First, the symmetry gives us more flexibility in finding isomorphisms
between forms so that we can glue. Second, when we have control over symmetry, we can restrict
how many isomorphism types can come from gluing.

Recall the Leech lattice Λ has Co0 = 2.Co1 symmetry. From this, the lattice vertex algebra
has symmetry given by AutVΛ

∼= (C×)24.Co0, a non-split extension.
Let p ∈ P0, ḡ ∈ Co0 fixed-point free, order p. Then any order p lift g ∈ AutVΛ has centralizer

(Z/pZ)24/(p−1).CCo0(ḡ). The same is true for suitably chosen automorphisms of the Rpq-form.
We therefore obtain natural actions of large finite groups on abelian intertwining algebras, and
on the forms of V \. In particular, the self-dual Rpq-forms of V \ naturally inherit an action

of Gp = p1+24/(p−1).(CCo0(ḡq)/ḡq) from an abelian intertwining algebra containing V \
Rpq

and

(VΛ)Rpq (and similarly for Gq).
We therefore have Rpq-forms of V \ with actions of the subgroups Gp and Gq of M. By work

of Wilson on maximal subgroups of M [Wilson 2017], we conclude that the only subgroup of M
containing these groups is M itself. These forms therefore have monster symmetry.

6 Gluing forms over small rings

We now have a collection of forms of V \ over rings Rpq, each with monster symmetry, and we
wish to show that all of them arise from a form over Z by tensor product. In commutative
algebra, this is known as a descent problem, and we may use the tools of Zariski and faithfully
flat descent to prove this. For the data we have, it is easiest to phrase this as a gluing problem:

Definition: Given a diagram R1 → R3 ← R2 of commutative rings, a gluing datum for
vertex operator algebras is a triple (V 1, V 2, f), where

1. V 1 is a vertex operator algebra over R1,

2. V 2 is a vertex operator algebra over R2, and

3. f : V 1 ⊗R1 R3 → V 2 ⊗R2 R3 is an isomorphism of vertex operator algebras over R3.

These form a category, where morphisms are pairs of maps satisfying a commutative square
condition.

Proposition: Let i1 : R → R1 and i2 : R → R2 be maps of commutative rings, such that
either

1. i1 and i2 form a Zariski open cover, or

2. i1 and i2 are faithfully flat.

Then, the category of gluing data for R1 → R1 ⊗R R2 ← R2 is equivalent to the category of
vertex operator algebras over R.

The proof of this proposition easily reduces to a gluing problem for modules over commu-
tative rings. I initially thought the gluing problem for modules would follow immediately from
effectiveness of faithfully flat descent, but the proof turned out to be unexpectedly tricky.
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To construct the gluing data, we first produce isomorphisms between certain fixed-point
vertex operator subalgebras by comparing them to vertex operator subalgebras of VΛ. We then
extend them to isomorphisms of forms of V \ using the action of elementary abelian subgroups
of M. This is the first place where monster symmetry is essential.

Proposition: Let Rn = Z[1/n, eπ
√
−1/n] and let g ∈ pB. Recall (V \, pB) is orbifold dual to

(VΛ, pa), and V g
pq
∼= (VΛ)σRpq

. Then V g
pq ⊗Rpq Rpqr

∼= (VΛ)σRpqr
∼= V g

pr ⊗Rpr Rpqr.

By a theorem in [Wilson 1988], for each p ∈ P0, there is an elementary subgroup Hp ⊂M of
order p2, whose non-identity elements lie in conjugacy class pB. Vpq and Vpr are generated by
g-fixed point subalgebras for g ranging over Hp, so Vpq ⊗Rpq Rpqr

∼= Vpr⊗Rpr Rpqr by uniqueness
of generated self-dual forms.

From our isomorphisms Vpq ⊗Rpq Rpqr
∼= Vpr ⊗Rpr Rpqr, we may produce a self-dual Z-form

with M-symmetry by repeated gluing. Uniqueness comes from the fact that the double coset
space M\M/M is a singleton. This is the second place where monster symmetry is essential.
The main result is then:

Theorem: There is a unique self-dual Z-form V \
Z of V \ such that V \

Z⊗Rpq ∼= Vpq. This form
has M-symmetry, and the natural inner product is positive definite.

Corollary (Modular moonshine conjecture): For any g ∈ pA, the vertex algebra

Ĥ0(g, V \
Z) has an action of CM(g) by automorphisms, and for any p-regular h ∈ CM(g), the

graded Brauer character is the q-expansion of the Monstrous Moonshine hauptmodul Tgh(τ).
Corollary: There exists a positive definite unimodular lattice of rank 196884 with a faithful

monster action.
This lattice is just the weight 2 part of V \

Z, and in fact, it carries a commutative non-
associative product structure, such that the automorphism group of the algebra is M. This is
essentially a self-dual Z-form of the Griess algebra, with a slight modification at the identity
element.

7 Further questions
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志村曲線およびその関数体類似の有理点について

新井 啓介 (東京電機大学)

概 要

QMアーベル曲面 (つまり有理数体上の不定符号 4元数体の極大整環の作用す
る 2次元アーベル多様体)のモジュライ空間は, 志村曲線と呼ばれる. 志村曲線の
有理点の非存在に関して筆者が得た研究成果を紹介する. また, D-elliptic sheaf
やDrinfeld-Stuhler moduleと呼ばれるもののモジュライ空間は, 志村曲線の関数
体類似になっている. 筆者が最近取り組んでいるこの関数体類似の有理点の非存
在に関する研究成果についても, 併せて紹介する. 今回の主結果を用いると, ハッ
セ原理の反例の具体例を構成することができる. なお, 関数体類似の方の研究は,
近藤智氏とMihran Papikian氏との共同研究である.

1 序文 (ハッセ原理の反例)

本節では, ハッセ原理やその反例について具体例を挙げつつ述べる. 次の記号を用
いる.

• K: 代数体, つまり有理数体Qの有限次拡大体 (例: K = Q, Q(
√
2)),

• ΩK : Kの素点全体の集合,

• Kv: Kの v ∈ ΩK での完備化.

例 1.1. K = Qとすると, ΩK = {素数 } ∪ {∞ } (ただし∞は無限素点と呼ばれるも
の) と自然に同一視される. また

Kv =

{
Qp (v = p (素数)のとき),

R (v =∞のとき)

である.

まず, 方程式
x2 + y2 + 3 = 0 (1.1)
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の解を考えよう. 次の同値が成り立つ.

(1.1)がKに解をもつ

⇐⇒ ∀v ∈ ΩK に対して, (1.1)がKvに解をもつ

⇐⇒ 任意の無限素点 v ∈ ΩK および 3を割る任意の v ∈ ΩK に対して, (1.1)がKvに

解をもつ

⇐⇒

{
(i) 体の埋め込みK ↪→ Rが存在せず, かつ

(ii) ∀v ∈ ΩK (v | 3) に対して拡大次数 [Kv : Q3]が偶数.

最初の同値は, ハッセ原理 (後述)による. 2番目の同値は, 次の補題による.

補題 1.2 ([2, 補題 1.1]). (1) (1.1)は 3以外の全ての素数 pに対してQpに解をもつ.

(2) (1.1)はR, Q3に解をもたない.

注 1.3. (1) Kに解をもつ=⇒ ∀v ∈ ΩK に対してKvに解をもつ (K ⊆ Kvだから).

(2) (K係数の多項式) = 0という方程式に対して,

「∀v ∈ ΩK に対してKvに解をもつ=⇒ Kにも解をもつ」
が成り立つとき, ハッセ原理が成り立つという.

(3) 方程式 (1.1)に関して, (任意の代数体Kに対して)ハッセ原理が成り立つ (例えば
[2, 第 1節], [5, Theorem 5.3.3]を参照).

方程式 (1.1): x2 + y2 + 3 = 0の解の有無の具体例を, 表 1に挙げる.

表 1: x2 + y2 + 3 = 0のKにおける解の有無

解なし 解あり
• [K : Q]が奇数
• K = Q(

√
2),Q(

√
−2), • K = Q(

√
−1),Q(

√
−3)

Q(
√
−5),Q(

√
−2,
√
−5)

表 1に関して, 次のことが言える.

• [K : Q]が奇数のときやK = Q(
√
2)のときは, KはRの部分体になる.

• 3はQ(
√
−2),Q(

√
−5), Q(

√
−2,
√
−5)で完全分解し, Q(

√
−1)で惰性し, Q(

√
−3)

で分岐する.

• 解の存在は
12 + (2

√
−1)2 + 3 = 0, 02 + (

√
−3)2 + 3 = 0

のように直接確かめることもできる.
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以上の考察で見たように, 方程式の代数体における解の有無という難解な問題が, ハッ
セ原理が成り立つときは比較的易しい局所的な解の有無を調べれば解けてしまう.

次に, 方程式

y2 = −(x4 + x3 − x2 − x+ 1)(7x4 + 23x3 + 5x2 − 23x+ 7) (1.2)

を考える. この方程式がRに解をもたないことは, 実数の 2乗は 0以上ということか
ら分かる ([2, 補題 1.2]を参照). 代数体や局所体における解の有無については, 例えば
次のことが分かる.

命題 1.4. n ∈ Zを平方因子をもたない奇数, K = Q(
√
−13,

√
2n) とするとき, 次が成

り立つ.

(1) (1.2)はKに解をもたない.

(2) (1.2)は ∀v ∈ ΩK に対してKvに解をもつ.

注 1.5. (1) 方程式 (1.2)はK上のハッセ原理の反例を与える. つまり, 方程式 (1.2)は

(i) 大域的に考えると解をもたないが,

(ii) 局所的に考えると至る所で解をもつ.

(2) ハッセ原理の反例は数論的に面白い現象であり, 上の命題はハッセ原理の反例の
無限族を与えている (nが無限通りに変化するから).

ここで, 代数体と関数体の類似はよく知られている. 表 2にQと Fq(T )の類似をま
とめる. Fqは, 元の個数が qであるような有限体である.

表 2: Qと Fq(T )の類似

代数体側 関数体側

Q F = Fq(T )
Z A = Fq[T ]
素数 l 既約モニック多項式 f ∈ A \ Fq

無限素点∞ 1
T
∈ F

Ql Ff

R Fq(( 1
T
))

有限次拡大K/Q 有限次拡大K/F

整数環OK (⊆ K) “整数環” OK (⊆ K)

楕円曲線E/K Drinfeld module ϕ/K

QMアーベル曲面A/K Drinfeld-Stuhler OD-module ϕ/K

志村曲線MB/Q Drinfeld-Stuhler variety XD/F

表2の関数体側において, FfはFのfでの完備化を表し, OK = { x ∈ K | xはA上整 }
(つまりAのKにおける整閉包)である.
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2 志村曲線の有理点 [代数体側]

本節では, 志村曲線の代数体上の有理点の非存在に関する結果, およびハッセ原理の
反例への応用について述べる. 次の記号や用語を用いる.

• B: Q上の不定符号 4元数体
(特に, B ⊗Q R ∼= M2(R), B ̸∼= M2(Q)),

• Ram(B) := { p: 素数 | B ⊗Q Qp ̸∼= M2(Qp) }
(このときRam(B)は空でない有限集合で, 偶数個の元より成る),

• O = OB ⊆ B: 極大整環を 1つ固定
(ここで任意の極大整環は aOa−1, a ∈ Bの形である),

• 体 L上のOBによるQMアーベル曲面 (A, i):{
A: L上の 2次元アーベル多様体,

i : OB ↪→ EndL(A): i(1) = 1を満たす環の単射準同型

(ただしEndL(A)はAのL上定義された自己準同型から成る環であり,また (A, i)

を単にAと記すこともある),

• MB: OBによるQMアーベル曲面の粗モジュライ.

このときMBはQ上の固有スムーズ代数曲線であり, 志村曲線と呼ばれる. MBの有
理点に関して, 次の定理は基本的である.

定理 2.1. [15, Theorem 0]

MB(Q) = MB(R) = ∅.

例 2.2. Ram(B) = { 2, 3 }なら, MBの定義方程式をアファイン形で表すと, 例えば

(1.1): x2 + y2 + 3 = 0

となる ([9, Theorem 1-1]). この方程式はQにもRにも解をもたない. 実際はMBは
射影曲線なので, 同次形

X2 + Y 2 + 3Z2 = 0

で表される. 無限遠点も含めた有理点の正確な議論は, [2]を参照.

主定理の定式化のために, 記号を導入する. 素数 qに対し, B(q) で次を満たすQ上
の不定符号 4元数体Bの (同型類の)集合を表す.

q ̸= 2なら
B ⊗Q Q(

√
−q) ̸∼= M2(Q(

√
−q)),

q = 2なら
B ⊗Q Q(

√
−1) ̸∼= M2(Q(

√
−1)) かつ B ⊗Q Q(

√
−2) ̸∼= M2(Q(

√
−2)).

B(q)は, 標数 qの有限体上のQMアーベル曲面の自己準同型環の分類と関係している.

今回の代数体側の主定理を挙げる.
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定理 2.3. [1, Theorem 1.1]

• q: OK の極大イデアル, 剰余標数は q,

• qは qの上の唯一の極大イデアル,

• fq := [κ(q) : Fq]は奇数 (ただし κ(q)は qの剰余体),

• B ∈ B(q)

とすると, 素数の計算可能な有限集合 S(K, q)があって次を満たす.

「素数 pで p ∈ Ram(B), p ̸∈ S(K, q) ∪ { q } なるものがあれば, MB(K) = ∅」.

注 2.4. (1) [K : Q] = 2の場合は既に知られている ([7, Theorem 6.3], [13, Theorem

1.1]).

(2) S(K, q)は実際は κ(q)の元の個数 qfq と, qのK/Qでの分岐指数 eqに依存する.

(3) 各条件は, 具体的な計算でチェックできる=⇒ MB(K) = ∅の具体例が作れる.

例 2.5. Ram(B) = { 3, 13 }, K = Q(
√
−13,

√
2n) (ただし n ∈ Zは平方因子をもたな

い奇数) とすると, (p, q) = (13, 2)として定理 2.3を適用して,

MB(K) = ∅

を得る (ここで S(K, q) = { 2, 3, 5, 7, 47 }である). また, MBの局所体上の有理点の存
在のための必要十分条件 [8, Theorems 2.5, 5.1, 5.4, 5.6] (または [7, Theorem 0])を用
いて,

任意の v ∈ ΩK に対してMB(Kv) ̸= ∅

が分かる. さらに [6, Theorem 4.5]により, MBの定義方程式をアファイン形で表すと,

例えば

(1.2): y2 = −(x4 + x3 − x2 − x+ 1)(7x4 + 23x3 + 5x2 − 23x+ 7)

となる. これより命題 1.4が従う. 実際はMBは射影曲線 (さらに言えば超楕円曲線)

であり, 無限遠点も含めた有理点の正確な議論は, [2]を参照.

志村曲線の有理点に関する研究の動向については, [3]を参照.

3 Drinfeld-Stuhler varietyの有理点 [関数体側]

本節では, 前節の関数体類似を述べる. すなわち, Drinfeld-Stuhler varietyの関数体
上の有理点の非存在に関する結果, およびハッセ原理の反例への応用について述べる.

関数体側の理論に馴染みのある読者は多くないと思われるため, まずDrinfeld module

やDrinfeld-Stuhler moduleについて簡単に説明する.

[Drinfeld moduleの説明]

次の記号や用語を用いる. 2節 [代数体側]と同じ記号が違う意味に使われている場
合もあるので, 注意されたい.
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• p: 素数, q = pr (r ∈ Z, r ≥ 1),

• F = Fq(T ), A = Fq[T ],

• L: A-field, つまりLは体で, γ(1) = 1を満たす環準同型 γ : A −→ L が与えられ
ているもの (例: L = F で γは包含写像, L = A/TA ∼= Fqで γは標準全射),

• L[τ ] := { anτn + · · ·+ a1τ + a0 | n ≥ 0, ai ∈ L },

演算

{
和: 普通のやり方,

積: τa = aqτ (a ∈ L)

}
により, L[τ ]は (L ∼= Fqの場合を除いて)非可換

環になる,

• ∂ : L[τ ] −→ L;
n∑
i=0

aiτ
i 7→ a0,

• L上のDrinfeld moduleとは:

Fq代数の準同型
ϕ : A (= Fq[T ]) −→ L[τ ]; a 7→ ϕa

で次を満たすもの. 
(0) ϕ1 = 1,

(1) ∂ ◦ ϕ(a) = γ(a) ∈ L (∀a ∈ A),

(2) ϕ(A) ⊈ L.

注 3.1. (1) Drinfeld module ϕは T の像 ϕT によって決まる.

(2) ϕT = γ(T ) +
r∑
i=1

aiτ
i ∈ L[τ ] (r ≥ 1, ai ∈ L, ar ̸= 0)

という形に表される. この rは ϕのランクと呼ばれ, ϕの「大きさ」を表す. rは
ϕのTate加群のランクに等しい.

(3) ϕは単射になる.

例 3.2. (1) ϕT = γ(T ) + τ (ランク 1). これは Carlitz moduleと呼ばれ, Drinfeld

moduleの原型とでも言うべきものである.

(2) ϕT = γ(T ) + τ + τ 2 (ランク 2).

先の定義によれば, Drinfeld module ϕは (いくつかの条件を満たす) 環の準同型で
ある. 実は, ϕは次のような幾何的な見方をすることもできる. まず,

Ga = Ga,L = SpecL[X]

には, 次のように L上の群スキームの構造が入る. Gaは加法群と呼ばれる.
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• + : Ga ×Ga −→ Gaは
L[X] −→ L[X]⊗L L[X]; X 7→ X ⊗ 1 + 1⊗X,

• −1 : Ga −→ Gaは
L[X] −→ L[X]; X 7→ −X,

• 0 : SpecL −→ Gaは
L[X] −→ L; X 7→ 0

から定まる.

EndL(Ga) := { f : Ga −→ Ga | f は L上の群スキームの射 }

とおく. これは L代数になる.

補題 3.3. L代数として,

L[τ ] ∼= EndL(Ga).

ここに, τ はGa = SpecL[X]に τ(X) = Xq, τ(a) = a (a ∈ L)として作用する.

この補題より, Drinfeld module ϕ : A −→ L[τ ]は

ϕ : A −→ L[τ ] ∼= EndL(Ga)

となり, Aの作用するGaと思える. この作用のしかたがいろいろあり, それによって
様々なDrinfeld moduleができる. (Gaは 1次元である. ランク 2の場合が最も楕円曲
線に性質が近い.)

[Drinfeld-Stuhler moduleの説明]

次の記号や用語を用いる.

• p: 素数, q = pr (r ∈ Z, r ≥ 1),

• F = Fq(T ), A = Fq[T ],

• L: A-field,

• L[τ ] := { anτn + · · ·+ a1τ + a0 | n ≥ 0, ai ∈ L },
τa = aqτ (a ∈ L).

ここまでは, Drinfeld moduleの場合と同じである.

• d ∈ Z, d ≥ 1を固定,

• D: F 上の中心的単純環, dimF D = d2

(例: D = Md(F )),

• D ⊗F Fq(( 1
T
)) ∼= Md(Fq(( 1

T
)))と仮定

(この条件は志村曲線のときのB ⊗Q R ∼= M2(R)の類似),
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• Ram(D) := { f ∈ A \ Fq: 既約モニック | D ⊗F Ff ̸∼= Md(Ff ) },

• O = OD ⊆ D: 極大整環, 1つ固定,

• L上のDrinfeld-Stuhler OD-moduleとは:

Fq代数の単射準同型

ϕ : OD −→ Md(L[τ ]) (∼= EndL(Gd
a))); a 7→ ϕa

で次を満たすもの.

(0) ϕ1 = 1,

(1) ∂ ◦ ϕ(a) =


γ(a) O

. . .

O γ(a)

 ∈ Md(L) (∀a ∈ A ⊆ OD)

(ここに ∂ : Md(L[τ ]) −→ Md(L);
∑n

i=0 Biτ
i 7→ B0, ただしBi ∈ Md(L)),

(2) 0 ̸= ∀b ∈ ODに対して, ker(ϕb : Gd
a −→ Gd

a) (⊆ Gd
a) は L上の位数

♯(OD/(OD · b))の有限群スキーム.

注 3.4. (1) Drinfeld-Stuhler OD-module ϕは, ODの作用するGd
aと思える (Gd

aは d次
元).

(2) d = 1

=⇒ OD = A, Drinfeld-Stuhler OD-module ϕはランク 1 のDrinfeld module.

(3) d = 2

=⇒ ϕは (狭い意味で) QMアーベル曲面の類似.

(4) 正標数での局所Langlands対応という文脈で, D-elliptic sheafというものが出てき
た ([10]). D-elliptic sheafの定義は複雑で分かりづらいように思われる. Drinfeld-

Stuhler OD-moduleはD-elliptic sheafを分かりやすく表現し直したもの, と理解
することができる.

ここで,

• XD: “Drinfeld-Stuhler OD-moduleの粗モジュライ”

(厳密にはD-elliptic sheafの粗モジュライ)

とする. Dが斜体ならXDはF上の固有スムーズ代数多様体であり,Drinfeld-Stuhler

varietyと呼ばれる. また,

dimXD = d− 1

である. XDは志村曲線MBの広い意味での類似である. d = 2なら dimXD = 1であ
り, XDはMBの狭い意味での類似である. 今回の関数体側の主定理を挙げる.

8



定理 3.5. [4, Theorem 6.10]

• Kは F の拡大体で [K : F ] = d, D ⊗F K ∼= Md(K),

• n ∈ A \ Fq: 既約モニック, Kで完全分岐,

• ∀µ ∈ F×q に対してD ⊗F F ( d
√
µn) ̸∼= Md(F ( d

√
µn)),

• n ̸∈ Ram(D),

• p ∈ Ram(D), invp(D) = 1
d
(∈ Q/Z ∼= Br(Fp))

とすると, A \ Fqの既約モニック多項式の計算可能な有限集合 S(K, n, deg(p)) があっ
て次を満たす.

「p ̸∈ S(K, n, deg(p)) =⇒ XD(K) = ∅」.

注 3.6. (1) FpはFのpでの完備化であり, Br(Fp)はFpのブラウアー群であり, invp(D)

はD ⊗F FpのBr(Fp)における不変量である.

(2) 仮定「[K : F ] = d, D ⊗F K ∼= Md(K)」は弱められそうである.

(3) 仮定 p ̸∈ S(K, n, deg(p))では, 例外集合 S(K, n, deg(p))が pに依存する (代数体側
では例外集合S(K, q)は pに依存しなかった). このため, 仮定を満たす pは具体例
を探す際に少し見つけにくくなっている. この違いが生じる原因は, 関数体は代数
体とは異なり「定数拡大」(つまりFq(T )に対してFqn(T )という拡大)をもつこと
にある. このために, 代数体側と関数体側では類体論を用いたガロア群の指標の計
算に違いが出る.

例 3.7. d = 2, q = 5,Ram(D) = { T 3 + 2T + 4, T + 2 },K = F (
√

2T (T 3 + 2T + 4)(T + 2))

とすると, (p, n) = (T 3 + 2T + 4, T )として定理 3.5を適用して,

XD(K) = ∅

を得る. また, d = 2の場合のXDの局所体上の有理点の存在のための必要十分条件
[11, Theorems 3.1, 4.1, 5.10] を用いて,

∀v ∈ ΩK に対してXD(Kv) ̸= ∅

が分かる. これよりK上のハッセ原理の反例が得られる (代数多様体に関するハッセ
原理については, [16]を参照). ただし, この場合のXDの定義方程式は知られていない
ようである.
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4 証明の方針
[定理 2.3の証明の方針 (代数体側)]

MB は精モジュライではなく粗モジュライであるため, MB のK 有理点はK 上の
QMアーベル曲面と対応するとは限らない. 実際には, 次の定理が成り立つ.

定理 4.1 ([7, Theorem 1.1]). F を標数 0の体とし, x ∈MB(F )とする. このとき, xが
F 上のQMアーベル曲面 (A, i)と対応するための必要十分条件は, B ⊗Q F ∼= M2(F )

である.

定理 2.3の仮定の下でMB(K) ̸= ∅だったとして, 矛盾を導く. x ∈ MB(K)をとる.

B ⊗Q K ∼= M2(K)とすると, 定理 4.1より xはK上のQMアーベル曲面 (A, i)と対応
する. (B ⊗Q K ̸∼= M2(K)のときは, B ⊗Q L ∼= M2(L) となるようなKの 2次拡大 L

をとると, xはL上のQMアーベル曲面 (A, i)と対応する. このことを利用して証明を
行うが, ここでは詳細は略す.)

pを素数, n ≥ 1を整数として,

A[pn] := ker([pn] : A(K) −→ A(K)),

TpA := lim
←−

(A[p]←− A[p2]←− · · · )

とする. ここにKはKの代数閉包, [pn] : A(K) −→ A(K)は (アーベル群の) pn倍写
像, lim

←−
の中の各A[pn]←− A[pn+1]は p倍写像である. すると

A[p] ∼= O/pO,

TpA ∼= O ⊗Z Zp

となる. A[p]は Fp線形空間としては 4次元であり, TpAは Zp加群としては自由でラ
ンク 4である. A[p]および TpAへのガロア群GK := Gal(K/K)の作用から, それぞれ
ガロア表現

R : GK −→ (O/pO)×,

R̃ : GK −→ (O ⊗Z Zp)×

が定まる.

p ∈ Ram(B)とすると,

O/pO ∼=

{(
a ∗
0 ap

)
∈ M2(Fp2)

}
, (O/pO)× ∼=

{(
a ∗
0 ap

)
∈ GL2(Fp2)

}
となり ([17, Chapitre II, Corollaire 1.7]または [14, 補題 3.13の証明]を参照), Rの
(1, 1)成分から指標 (つまり群の準同型)

ϱ : GK −→ F×p2

が生じる. AはKの全ての有限素点で potentially good reductionをもち, qの上での
(体拡大した後の) 還元は κ(q)上のQMアーベル曲面になる (これをAκ(q)と表すこと
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にする). p ̸= qとする. R, R̃や ϱの qでのフロベニウスの像は, Aκ(q)のフロベニウス
自己準同型の作用を通して理解できる. qの一意性の仮定は, 大域類体論を用いた ϱの
qでの計算に使われる. R̃による qでのフロベニウスの像の被約トレース aは整数に
なるが, p ̸∈ S(K, q)なら aは qで割れる. この p ̸∈ S(K, q)という条件は, aや q に関
係した整数の間のmod pの合同式を等式にするための条件である. fqが奇数であるこ
とと有限体上のQMアーベル曲面Aκ(q) の自己準同型環の分類により, B ̸∈ B(q)とな
り, 矛盾が生じる. ゆえにMB(K) = ∅が従う.

[定理 3.5の証明の方針 (関数体側)]

大雑把な方針は代数体側と同様である. 定理 4.1の類似として, 次の定理が成り立つ.

定理 4.2 ([12, Theorem 6.13]). LをA-fieldとし, ker(γ : A −→ L) = fA,ただしf ∈ A

は 0または既約モニックとなるようにとる. f ̸∈ Ram(D)と仮定し, また x ∈ XD(L)

とする. このとき, xが L上のDrinfeld-Stuhler OD-module ϕと対応するための必要
十分条件は, OD ⊗A L ∼= Md(L)である.

定理 3.5の仮定の下でXD(K) ̸= ∅だったとして, x ∈ XD(K)をとる.

ker(γ : A −→ K) = { 0 }

および
OD ⊗A K ∼= (OD ⊗A F )⊗F K ∼= D ⊗F K ∼= Md(K)

より, 定理 4.2から xはK上のDrinfeld-Stuhler OD-module ϕと対応する. p ∈ A \ Fq
を既約モニックとして,

ϕ[p] := ker([ϕp] : (K
sep)d −→ (Ksep)d)

とする. ここにKsepはK の分離閉包, [ϕp]は ϕp ∈ EndK(Gd
a)が定める群準同型であ

る. すると
ϕ[p] ∼= O/pO

となる. ϕ[p]は Fp (:= A/pA)線形空間として d2 次元である. ϕ[p]へのガロア群
GK := Gal(Ksep/K)の作用から, ガロア表現

R : GK −→ (O/pO)×

が定まる.

p ∈ Ram(D)とすると, invp(D) = 1
d
より

(O/pO)× ∼=




a1 a2 a3 · · · ad
0 aq

s

1 aq
s

2 · · · aq
s

d−1

0 0 aq
2s

1 · · · aq
2s

d−2
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · aq
(d−1)s

1

 ∈ GLd(F(d)
p )


11



(ただし F(d)
p は Fpの d次拡大体, ♯Fp = qs) となり, Rの (1, 1)成分から指標

ϱ : GK −→ (F(d)
p )×

が生じる. ϕはKの全ての有限素点で potentially good reductionをもち, nの上での
(体拡大した後の) 還元はFn上のDrinfeld-Stuhler OD-moduleになる (これを ϕFnと表
すことにする). n ̸∈ Ram(D)とする. ϕFnのフロベニウス自己準同型の最小多項式の
係数を, ϱの計算を通して調べる. ここで, nがKで完全分岐, p ̸∈ S(K, n, deg(p))とい
う仮定を用いる. n ̸∈ Ram(D)のときの ϕFnの自己準同型環の分類より, ある µ ∈ F×q
に対してD ⊗F F ( d

√
µn) ∼= Md(F ( d

√
µn)) となり, 矛盾が生じる. ゆえにXD(K) = ∅

が従う.

モジュライの有理点問題は, 代数体側ではいろいろな研究があるが, 関数体側ではあ
まり開拓されていないようである. そのため, 関数体側では今後発展する余地が大い
にあると思われる. なお, 講演原稿は以下のウェブアドレス上にある.

https://www.cck.dendai.ac.jp/˜araik/
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p進浅井 L関数とその周辺

並川健一

概要

p進浅井 L関数の構成について, 得られた結果を紹介する. その結果が, Coates-Perrin-Riouに
よる p進 L関数の存在予想と整合的であることを解説する.

1. 序

1.1. 本稿の目的. L関数は, 数論の様々な分野にまたがる研究対象の一つである. とくに類数公式,
BSD予想など, L関数の特殊値から数論的な情報が得られることが期待されており, 様々な方面か
ら研究が行われている. 本稿では特に L関数の p進版の存在予想に焦点を当てて, 解説を試みる.

L関数は, 代数多様体や, 保型表現といった対象に対し定義される正則関数だが, C上の位相と
は全く異なる p進的な位相の情報をもつことがある. 実際に, これは p進 L関数の存在を示唆して
おり, イデアル類群の p進族などの岩澤理論的な対象を記述することが期待されている.
多くの研究から, p進 L関数の存在は確かだと思われる. しかしながら実際に知られている構成

でも, 技巧的なものが多く, 存在しても期待よりも弱い形であったり, 実際どういった対象にどう
いった p進 L関数が存在すべきかといったことについては, 未知の部分が多い.
本稿では, 今一度, p進 L関数の存在予想について書かれた文献 [CPR89], [Co89]を振り返り, p

進 L関数の構成に必要な用語や性質についてまとめた. またそれに従って, 著者が最近得た p進
浅井 L関数 ([Na])について記述する. 新しいクラスの p進 L関数を構成しようというときに, 与
えられた状況に対し, p進 L関数はどのような性質を持っているべきか, 考察しなくてはならない.
今回得られた結果と過去の研究との比較, 今後期待される研究の方向性を考察する意味も込めて,
p進 L関数の存在予想について紙面を費やすこととした.

p進 L関数の岩澤理論における位置付け, 存在意義については, [落合 15, 4章], [落合 16, 5.3.2
章, 6.6.1章] に多くが語られている. 本稿ではこれらの文献ではあまり前面には現れていない p進
L関数の構成における保型表現の役割について, 強調して解説している. 数論における保型表現の
有用性は疑いようがないが, 岩澤理論においても強力な研究手段であるということの一端を感じ
取って頂ければ, 幸いである.

1.2. 本稿の構成. まず L関数とはどういう対象であったか 2節で復習する. 古典的な例だが, 研究
動機を与えるような例でもあるので, 簡単に復習することとした. またこれらの例から, L関数の
研究には, より一般的な言語が必要であることを再認識したい. 3節では一般的な言語である保型
表現論とモチーフについて, [Cl90]による記述を紹介する. 4節では, [CPR89], [Co89]による p進
L関数の存在予想を記述し, 5節では, いくつかの場合に存在予想を書き下している. とくに今回の
研究で得られた p進浅井 L関数について, 過去の研究と比較する形で, その具体的な表示を紹介し
ている. p進浅井 L関数の構成は, 6節で紹介する. 詳細はプレプリント ([Na])にゆずることとし
て, 大まかな議論や, 技術的に重要な部分のみを記述している.

1.3. 記号, 用語. Z,Q,R,Cはそれぞれ有理整数環, 有理数体, 実数体, 複素数体を表す. 代数体 F
に対し, FAで F のアデール環を表す. ΣF で F の素点のなす集合を表し, v ∈ ΣF に対し, Fvで F
の vでの完備化を表す. x ∈ FA, v ∈ Σに対し, xv ∈ Fv で, xの Fv 成分への射影を表す.
ψ = ⊗v∈ΣQ

ψv : Q\QA → C×で加法指標であって, ψ∞(x) = exp(2π
√
−1x)(x ∈ R)となるも

のとする. (∞ ∈ ΣQは, Qの無限素点を表す.) これは本稿を通して, 固定する.
素数 pに対し, CpでQpの代数閉包の完備化を表す. 本稿では常に体としての同型 ip : C→ Cp

を固定する. またQの代数閉包QのCへの埋め込みも固定し, QをCpの部分体とみなす. ordp
でCpの p進付値で, ordp(p) = 1であるものとする. x ∈ Qに対し, ordp(x)と書くときには, 固定
された埋め込みを用いて, x ∈ Cpの元とみなしている.



L関数は全て完全 L関数をあらわす. 例えば, 代数体 F 上のモチーフMに対し,

L(s,M) =
∏
v∈ΣF

Lv(s,M) = L∞(s,M)L(∞)(s,M),

L∞(s,M) = Γ(s,M), L(∞)(s,M) =
∏

v∈ΣF ,v<∞
Lv(s,M)

などとかく. ただし, Γ(s,M)はMの Γ因子. L∞(s,M)は, 無限素点での L因子の積だが, 慣例
に従って Γ因子ともいう.

2. 古典的な例

2.1. Dirichlet指標, 楕円保型形式の L関数. ここでは, 最も基本的と思われる Dirichlet指標と,
楕円保型形式に付随する L関数について復習する.
N ∈ Z, N ≥ 1とし, 指標 χ : (Z/NZ)× → C×をN を法としたDirichlet指標とよぶ. N を法と

したDirichlet指標 χに対して, 次を満たす χを原始的という.

• 正整数M | N であって, χが (Z/NZ)× → (Z/MZ)×を経由するとき, M = N .

以下, χ : (Z/NZ)× → C× は原始的とし, この N を χの導手という. このとき, χに付随する
Dirichlet L関数 L(s, χ)を次で定義する:

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
, (s ∈ C,Re(s) > 1).(2.1)

これは有理型に解析接続され, 関数等式を持つ. さらに次の Euler積をもつ:

L(s, χ) =
∏

p:prime,p∤N

1

1− χ(p)p−s
.

次に楕円尖点形式の L関数を復習する. N ∈ Z, N ≥ 1とし,

Γ0(N) =

{
g =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣c ≡ 0 mod N

}
.

H = {z ∈ C|Im(z) > 0}を上半平面とし, 正則関数 f : H → Cが, 重さ k ∈ Zの楕円尖点形式で
あるとは, 次の条件を満たすときをいう.

(M1) 任意の
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)に対して, f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z).

(M2) 各 cuspで, f は零.

正則性と条件 (M1), (M2)より, f は次の Fourier展開を持つ:

f(z) =
∞∑
n=1

a(n, f)qn, (q = exp(2π
√
−1z)).

このとき, 新形式の理論により, 次を満たす f がある:

• 正整数M | N が, 条件“任意の
(
a b
c d

)
∈ Γ0(M)に対して, f

(
az + b

cz + d

)
= (cz+ d)kf(z)”

を満たすならば, M = N .
• 各Hecke作用素 T (p)(p:素数)に対し, f は T (p)の固有ベクトル.
• a(1, f) = 1.

上の条件を満たす f を新形式とよぶ. またN を f の導手 (またはレベル)とよぶ. このとき, f の
L関数を次で定義する:

L(s, f) =
∞∑
n=1

a(n, f)

ns
, (s ∈ C,Re(s) >

k

2
+ 1).(2.2)

これは全平面に正則に解析接続され, 関数等式を持つ. さらに次の Euler積をもつ:

L(s, f) =
∏

p:prime,p∤N

1

1− a(p, f)p−s + pk−1−2s

∏
p:prime,p|N

1

1− a(p, f)p−s
.



2.2. 久保田–Leopoldtのp進L関数Lp(χ). pを素数とし, pはNを割らないとする. またχ(−1) =
−1とする. Dirichlet L関数 L(s, χ)に対して, その p進版である久保田–Leopoldtの p進 L関数
Lp(χ) ∈ O[[Gal(Q(µp∞)/Q)]]が知られている. ただしここでOはQpの十分大きな有限次拡大の
整数環で, µp∞ は p冪乗根のなす群を表す. 連続指標 ϕ̂ : Gal(Q(µp∞)/Q)→ C×p に対し, 群環の元

Lp(χ)から, Oの元 ϕ̂(Lp(χ))が得られるので, これはGal(Q(µp∞)/Q)の指標の成す集合上の関
数とみなせる.
値 ϕ̂(Lp(χ))は補間公式を用いて計算できる. そのためにはまず連続指標 ϕ̂ : Gal(Q(µp∞)/Q)→

C×p を与える必要がある. εcyc : Gal(Q(µp∞)/Q)
∼→ Z×p を, 標準的な同型とする. これを連続指標

εcyc : Gal(Q(µp∞)/Q) → C×p とみなす. また有限指標 Gal(Q(µp∞)/Q) → C×p は, 適当な r > 0

に対し, Gal(Q(µpr)/Q)→ C×p を経由するので, 自然に (Z/prZ)×の指標とみなす. (ただし, ここ
で µpr は, 1の pr乗根のなす群を表す.)
α ∈ Z, α ≤ 0とし, 有限指標 φ̂ : Gal(Q(µp∞)/Q) → C×p を φ̂(−1) = (−1)αを満たすものとす

る. ϕ̂ = εαcycφ̂とおく. このとき, ϕ̂(Lp(χ))は以下の補間公式で記述出来る:

ϕ̂(Lp(χ)) = (1− χφ(p)p−α)L(∞)(α, χφ).

Lp(χ)が, 群環O[[Gal(Q(µp∞)/Q)]]の元であることと上の補間公式から, L関数の負の値たちに
非自明な合同式があることが導かれる. またLp(χ)の情報から, イデアル類群の情報を引き出す
ものが岩澤理論であった. ただ岩澤理論的な側面に触れる以前に, 複素正則関数として定義される
L(s, χ)がこのような p進的な側面を持っていること自体が, 驚異的な事実であるといえる.

注意 2.1. (1) p進 L関数の存在による帰結, およびその意義については, 古典的な場合に多く
の文献がすでに見られる. ここでは, 文献 ([黒栗斎 05, 10.1章], [落合 14, 3.2章])を挙げる
にとどめて, これ以上は立ち入らない.

(2) 同型 εcyc : Gal(Q(µp∞)/Q)
∼→ Z×p について, もう少し説明を加える. ϕを Hecke指標

ϕ : Q×\Q×A → C×とする. 適当な整数 w ∈ Zがあって, ϕ∞(r) = rw(r ∈ R×, r > 0)とか
けたとする. このとき, ϕの p進 avatarϕ̂ : Q×\Q×A → C×を, 固定された同型 ip : C→ Cp

を用いて,

ψ̂(x) = xwp ip
(
x−w∞ ϕ(x)

)
と定義する. するとこれは well-definedな連続指標を定める. 類体論の相互写像を幾何的
Frobeniusを用いて正規化しておくと, ノルム指標の | · |Aの p進 avatarが, εcycと一致す
る. p進 L関数の構成で複素と p進の読み替えを行う際に, この正規化は便利であるため,
本稿ではこれを採用する.

2.3. GL1(A),GL2(A)の保型表現. 2.2節で, Dirichlet L関数 L(s, χ)には, 久保田-Leopoldtの p
進 L関数 Lp(χ)という p進版が存在すること, およびその帰結をみた. 楕円尖点形式の L関数
L(s, f)に対しても, k ≥ 2で, a(p, f)が p進単数であるという仮定 (これを p-通常的という)のも
と, p進 L関数Lp(f)が存在する.
以上のことからL(s, χ)とL(s, f)の類似は明らかである. しかしながら, 一見するとこれらは全

く見かけが異なるため, 一般化への道筋が見えにくい. そこで, これら二つの対象の共通の一般化
とは何かを考察する必要がある.
保型表現論によると Dirichlet指標 χは, Hecke指標 χ̃ : Q×\Q×A → C×を定めるので, これを

GL1(QA)の保型表現とみなせる. 楕円尖点形式 f は, 関数 f̃ : GL2(Q)\GL2(QA) → Cを定め
る. さらに f̃ の生成するGL2(QA)の右正則表現を考えると, これはGL2(QA)の保型表現を定め
る. よって, L関数やその p進版の一般化を考察する舞台の候補として, GLnの保型表現論が挙げ
られる.
またモチーフ論も一般化を考察する舞台の候補に挙げられる. χ, f それぞれに対し,Mχ,Mf と

いう純モチーフが構成され, 純モチーフに対しては L関数が定義出来るので, その p進版の考察も
モチーフの言語で行うことが期待される.
どちらの言語も L関数の一般化や, p進 L関数の存在を議論するには, 十分なほど理論的には整

備されていると言える. しかし本稿の主題である p進 L関数の構成という観点に立つと, 保型表現
論を用いて予想を書き下すことが望ましい. 実際, 2.1節であげたような L関数の解析的な性質や,
p進版を考察するための特殊値の代数的な性質, また実際知られている構成の多くが何らかの形で
保型表現論を用いる.



現状, p進L関数の存在予想には, [CPR89], [Co89]などモチーフ論を用いたものが見られる. ま
た [Cl90]によると, 保型表現とモチーフとの対応が論じられている. そのため与えられた保型表現
がどのような p進 L関数をもつのか, 古典的な関わりや, 期待される性質を確かめるためにも, 保
型表現に付随するモチーフを書き下すことは, 重要な研究ステップと思われる. 3節で, 保型表現
とモチーフの関係を復習し, p進 L関数が, 現状どのようにその存在が期待されているかを 4節で
紹介する.

3. 保型表現とモチーフ

π = ⊗′v∈ΣQ
πv を GLn(QA)の保型表現とする. この節では, πに付随するモチーフM[π]につ

いて, Clozel([Cl90])の記述を簡単に復習する. p進 L関数を記述するためには, モチーフのHodge
分解の情報が必要となる. M[π]のHodge分解は, π∞の情報を用いて記述されるため, まず π∞の
分類方法を紹介する. (この分類については, [Kn94]に簡潔にまとめられている.)
π∞はGLn(R)の許容表現というものになっている. Langlands分類 (GLn(R)の局所Langlands

対応)により,これはRのWeil群WRのC上のn次元半単純表現ϕ := ϕ1⊕· · ·ϕr : WR → GLn(C)
(各 ϕiは既約)を用いて記述できる ([Kn94, Theorem 2]). とくにWRの 1次元表現 ϕδν , 既約 2次元
表現ϕν,lは次の形で与えられる. (ここではWRを, WR = C×⊔C×j, j2 = −1, jzj = −z, (z ∈ C×)
と定義する. )

• ϕδν : WR → C×を次で定める:

ϕδν(z) = (zz)ν (z ∈ C×), ϕδν(j) = (−1)δ.

• ϕν,l : WR → GL2(C)を次で定める:

ϕν,l(z) =r2ν

(
e
√
−1lθ 0

0 e−
√
−1lθ

)
=

(
zν+

l
2 zν−

l
2 0

0 zν−
l
2 zν+

l
2

)
(z = re

√
−1θ ∈ C×),

ϕδν(j) =

(
0 1

(−1)l 0

)
.

WR の既約表現は, ϕδν , ϕν,l のいずれかであるので, ϕ : WR → GLn(C)はこれらの直和でかけ
る. これを Langlandsパラメーターとよぶ.

例 3.1. (1) χを GL1(QA)の保型表現, すなわち, χ : Q×\Q×A → C× を Hecke指標とする.

χ∞ に, Langlandsパラメーター ϕδν が対応するとき, χ∞(r) = sgn(r)δ|r|ν(r ∈ R×)とか
ける.

(2) π を GL1(QA)の保型表現とする. π∞ に, Langlandsパラメーター ϕν,l が対応するとき,
π∞は重さ l + 1の楕円保型形式の定める保型表現の無限成分となる.

定義 3.2. ([Cl90, page 90, Definition 1.8], [Cl90, page 111, Definition 3.12]) πをGLn(QA)の等
圧的保型表現とする. 1 ϕ = ϕ1 ⊕ · · · ⊕ ϕr を π∞の Langlandsパラメーターとする. このとき, π
が代数的であるとは次が成り立つときをいう:2

• ϕをC× ⊂WRに制限することで, C×の表現 χ1⊕ · · · ⊕χnが定まる. (各 χt(t = 1, . . . , n)

は C× の指標.) このとき, 各 tに対して, χt(z) = zpt+
n−1
2 zqt+

n−1
2 なる pt, qt ∈ Zが存在

する.

さらに, 上の p1, . . . , pn ∈ Zが互いに異なるとき, πを正則という.

補題 3.3. ([Cl90, page 112, Lemme de pureté 4.9]) πをGLn(FA)の代数的尖点的保型表現とす
る. このとき, Definition 3.2の pt, qt ∈ Zに対し, pt + qtは, tに依らない. これをw ∈ Zとかいて
πの重さという.

1GLn(QA)の保型表現 π に対し, nの適当な分割 n = n1 + · · ·+ nr と, GLni の尖点的保型表現 σi (i = 1, . . . , r)

が存在して, π は n-IndGLn
P (σ1 ⊗ · · ·σr)の部分商に現れる. ただし P = Pn1,...,nr は分割 n = n1 + . . .+ nr に対応す

る GLn の標準放物型部分群を表し, n-IndGLn
P は正規化誘導を表す. このとき, πが等圧的 (isobaric)であるとは, Qの

各素点 v に対し, πv
∼= n-IndGLn

P (σ1,v ⊗ . . .⊗ σr,v)となっているときをいう.
2これを C-代数的と呼ぶこともある.



予想 3.4. ([Cl90, page 139, 予想 4.5, Section 4.3.3]) πを GLn(QA)の代数的尖点的保型表現と
し, wを πの重さとする. このとき, Q上の階数 nの純モチーフM[π]で, 重さが−wなものが存
在して, 次を満たす:

L(s− n− 1

2
, π) = L(s,M[π]).

さらにM[π]は, 次のHodge分解をもつ:

HB(M[π])⊗C = ⊕i+j=−wH i,j(M[π]), h(i, j) = ♯ {p ∈ P (M)|i = −p} .

ただし h(i, j) = dimCH
i,j(M[π]), Definition3.2にある整数 pt, qtを用いて, P (M) = {p1, . . . , pn}

とおいた.

予想 3.4により, 保型表現 πをモチーフM[π]として捉えることが出来, π∞によるHodge分解
の記述も出来る. いくつか実例を確認する.

例 3.5. ノルム指標 | · |A : Q×\Q×A → C×に対して, | · |A,∞の Langlandsパラメーターは, ϕ01. と
くに Definition 3.2の p := p∞,1, q := q∞,1 ∈ Zは, p = q = 1で与えられる. また予想 3.4で予見
される | · |Aに付随する純モチーフはTate モチーフ Z(1)で, これは重さが−2 = −(1 + 1)の階数
1のモチーフで, h(−1,−1) = 1である. 3

例 3.6. χ : Q×\Q×A → C×を, 有限位数の Hecke指標とする. このとき, M[χ]で, 予想 3.4で予
見されたモチーフとする. χ∞の Langlandsパラメーターは, ϕδ0((−1)δ = χ∞(−1))で与えられる.
よって, M[χ]は階数 1, 重さ 0のモチーフで, h(0, 0) = 1となる.

例 3.7. πをGL2(QA)の代数的尖点的保型表現とし, π∞の Langlandsパラメーターが, ϕν,lとす

る. ϕν,l(z) = diag(χ1(z), χ2(z)) = diag
(
zν+

l
2 zν−

l
2 , zν−

l
2 zν+

l
2

)
(z ∈ C×). 定義 3.2によると, 次

を満たす p1, q1, p2, q2は整数である:

(ν +
l

2
, ν − l

2
) = (p1 +

1

2
, q1 +

1

2
), (ν − l

2
, ν +

l

2
) = (p2 +

1

2
, q2 +

1

2
).

とくに (p1, p2) =
(
ν + l−1

2 , ν − l+1
2

)
. よって l ≥ 1のとき,4 πは正則.

簡単のため l ≥ 1は奇数とし, ν = 0とする. k = l+ 1とおく. M[π]を予想 3.4で予見されたモ
チーフとする. これはQ上のモチーフで, 階数は 2. 後の p進 L関数の存在予想の記述と合わせる
ため, Mπ =M[π](2− k

2 )とおく. 5 するとこれは, 重さが k − 3で, 次を満たす:

h(−1, k − 2) = h(k − 2,−1) = 1.(3.1)

以上は古典的な例だが, 今回の研究では, 次の保型表現, モチーフに付随する p進 L関数を考察
した.

例 3.8. Eを虚二次体とし, cを複素共役とする. πをGL2(EA)の正則代数的尖点的保型表現とす
る. 例 3.7と同様に簡単のため l ≥ 1を奇数とし, π∞の Langlandsパラメーターが, ϕ0,l ⊕ ϕ0,−lで
あるとする. 6 また n = l− 1とおく. M[π]を予想 3.4で予見されたモチーフとする. As+(M[π])
を, 降下データ v ⊗w 7→ w⊗ vによるM[π]⊗M[π]cのQへの降下とする. このとき, As+M(π)を
次で定め, これを πの浅井モチーフとよぶ:

As+M(π) = As+(M[π])(2).

するとAs+M(π)は, 重さ−2で次を満たす:

h(−n− 2, n) = h(n,−n− 2) = 1, h(−1,−1) = 2.(3.2)

浅井モチーフについては, [Gh99a, Section 4]に詳しい記述がある.

3[Cl90, Conjecture 4.5]では, 重さ w となっているが, のちの整合性を考えて予想 3.4ではM[π]の重さは −w と
した.

4これは対応する楕円保型形式の重さが 2以上という条件.
5楕円保型形式 f に付随するモチーフMf は, M[π](1 − k

2
) で記述されることも多い. Mf は重さが k − 1 で,

h(0, k− 1) = h(k− 1, 0) = 1となっている. Mπ という正規化を選択した理由は, [Co89]が s = 0が criticalとなるよ
うなモチーフを考察しているので, それに合わせている.

6GLn(C)の既約許容表現は, CのWeil群WC の半単純表現を用いて記述される. WC = C× であるので, WC の
既約表現は, ϕν,l = zν+

l
2 zν−

l
2 (ν ∈ C, l ∈ Z)の形のみ. ここでは詳しい分類の結果を復習しないが, [Kn94, Section 4]

を参照する.



4. p進 L関数の存在予想

この節ではCoetes-Perrin-Riouによる p進L関数の存在予想 ([Co89], [CPR89])を書き下す. と
くにモチーフのHodge分解から修正 Euler因子と呼ばれる L関数の補正項が定義されることを紹
介する.

4.1. 設定. Mを Q上の純モチーフとし, d(M)でMの階数, w(M)でMの重さを表す. ϕ :
Q×\Q×A → C×を, 有限位数の Hecke指標とし, M(ϕ)で, Mを ϕによる捻りを表す. Mの係数
体をK とする. ただし, K ⊂ Qとみなし, 固定された単射Q → Cを用いて, K をCの部分体と
もみなす.

4.2. E∞(M)の定義. HB(M)で, Mの Betti実現とし, Hodge分解を,

HB(M)⊗C = ⊕i+j=w(M)H
i,j(M) = ⊕UU, h(i, j) = dimCH

i,j(M)

とかく. ただし, U はH i,j(M) ⊕Hj,i(M)(i < j), またはH i,i(M)を走る. ρBで複素共役から定
まるHB(M)の対合を表し, H i,i(M)には, 定数倍で作用すると仮定する.
無限素点∞でのMの Γ-因子 L∞(s,M) =

∏
U Γ(s, U), ϵ-因子 ϵ∞(s,M) =

∏
U ϵ∞(s, U)を次

で定める ([De79, Section 5.3]): 7

• U = H i,j(M)⊕Hj,i(M)(i < j)のとき,

L∞(s, U) = ΓC(s− i)h(i,j), ϵ∞(s, U) =
√
−1

(j−i+1)h(i,j)
.

• U = H i,i(M), ρB = (−1)i+ϵ, (ϵ ∈ {0, 1})のとき,

L∞(s, U) = ΓR(s− i+ ϵ)h(i,i), ϵ∞(s, U) =
√
−1

ϵh(i,i)
.

無限素点∞でのMの修正 Γ因子 L∞(M) =
∏
U L∞(U)を次で定める ([Co89, (4)(a)(b)]):

• U = H i,j(M)⊕Hj,i(M)(i < j)のとき, L∞(U) =
√
−1

ih(i,j)
L∞(0, U).

• U = H i,i(M)(i ≥ 0)のとき, L∞(U(ϕ)) = 1.

• U = H i,i(M)(i < 0)のとき, L∞(U) =
L∞(0, U)

ϵ∞(0, U)L∞(1, U∨)
. (ただし, U∨は U の双対を

表す.)

また E∞(M)を L∞(M) = E∞(M)L∞(0,M) となるように定め, これを無限素点∞でのMの修
正 Euler因子とよぶ.

4.3. Ep(M)の定義. pと異なる素数 lをとり, 体としての同型Cl
∼= Cを固定しておく. Hl(M)で,

Mの l進実現とし, 次を仮定する:

(Unr) 惰性群 Ipは, Hl(M)に自明に作用する.

Jl(M)で, Hl(M)⊗CのGal(Qp/Qp)-加群としての半単純化を表す. Jl(M)を, Gal(Qp/Qp)-加
群としての直和

Jl(M) = ⊕αUα

とかく. ただし, 各 Uαに, Forbp ∈ Gal(Qp/Qp)は, α ∈ Q
×
で作用する. とくに χα : Q×p → C×

で, χα(p) = αなる不分岐指標を表すと, 素点 pでのMの局所 L因子は次で書ける:

Lp(s,M) =
∏
α

Lp(s, χα).

このとき, 修正 L因子 Lp(M) =
∏
α Lp(χα) を次で定める ([Co89, (18)(a)(b)]):

• ordp(α) ≥ 0のとき, Lp(χα) = 1.

• ordp(α) < 0のとき, Lp(χα) =
Lp(0, χα)

ϵp(0, χα, ψp)Lp(1, χ
−1
α )

= γp(0, χα, ψp)
−1.

ただし, ϵp(s, χα, ψp), γp(s, χα, ψp)は, それぞれ χαの加法指標ψpに付随する局所 ϵ因子, 局所 γ因
子. また Ep(M)をLp(M) = Ep(M)Lp(0,M) となるように定め, これを素点 pでのM(ϕ)の修正
Euler因子とよぶ.

7素点が複素の場合も同様にして定義出来る. また ρB が Hii(M)にスカラーで作用しなくても, Γ-因子が定義出来
るが, のちに仮定する (Crit)のもとで, ρB はスカラーで作用する.



4.4. 存在予想. 次を仮定する:

(Crit) ([De79, Definition 1.3])Mは, s = 0で critical. すなわち, L∞(s,M), L∞(1 − s,M∨)は
ともに s = 0で極を持たない.

次の条件を考える:

(Crit, n, φ) Mは s = 0で criticalとする. またM(n)で, Mの n-Tate捻りとし, φ : Q×\Q×A → C×

を有限位数の Hecke指標とし, ϕ = | · |nAφ(n ∈ Z)とおく. φ∞(−1) = (−1)nで, M(ϕ)は
s = 0で criticalとする.

c±(M)をMに対する Deligneの周期とする. これはC×/Q
×
の元として, 一意的に定義され

る. さらに修正された周期 Ω(M)を次で定める ([Co89, (12), page 107]):

τ(M) =
∑
i<0

ih(i, j), Ω(M) = (2π
√
−1)τ(M)c+(M).

予想 4.1. ([De79, Conjecture 1.8], [Co89, page 107, Period Conjecture]) (Crit, n, φ)を仮定する.
このとき,

E∞(M(ϕ))Ep(M(ϕ))
L(0,M(ϕ))

Ω(M)
∈ Q.

モチーフMが p-通常的という条件が定義される ([Co89, Section 3]). ここでは一般的な定義は
復習せずに, 保型表現から定まるモチーフM[π]に対し, この条件を書き下す:

例 4.2. πを GLn(QA)の代数的尖点的保型表現とし, pで不分岐とする. pi, qi は, Definition3.2
にある整数とする. α1, . . . , αn を πp の佐武パラメーターとする. 8 pi, αi を適当に並べ替えて,
−p1 ≥ · · · ≥ −pn, ordp(α1) ≥ · · · ≥ ordp(αn)とする. このとき, πが p-通常的であるとは, 次が成
り立つときをいう:

• 各 1 ≤ i ≤ nに対し, ordp(αi) +
n− 1

2
= −pi.

予想 4.3. ([Co89, page 111, Principal Conjecture]) w(M) ∈ 2Zのとき, Mは Tateモチーフ
Q(−w(M)/2)を直和因子にもたないと仮定する. またMは p-通常的とする. このとき, 適当な
Qpの有限時拡大KM (OMをその整数環とする)と, L (M) ∈ KM ⊗OM OM[[Gal(Q(µp∞)/Q)]]
が存在して, 任意の有限位数のHecke指標 φ : Q×\Q×A → C×で, 次の条件を満たすもの:

• (Crit, n, φ);
• φは pの外不分岐;
• 予想 4.1;

に対して, 次の補間公式が成り立つ:

ϕ̂(L (M)) = E∞(M(ϕ))Ep(M(ϕ))
L(0,M(ϕ))

Ω(M)
.(4.1)

(ただし, ϕ = | · |nAφで, ϕ̂は ϕの p進 avatarとする.)

注意 4.4. 予想 4.3は, [Co89, page 111, Principal Conjecture] より幾分か強いことを主張してい
る. 例えば, 係数環が予想 4.3のように取れるかなど, [Co89]では議論されていない. また [Co89]
では, p進測度の言語で主張が書かれているが, p進 L関数を冪級数環の元と捉える方が扱いやす
いこともあり, 予想 4.3の形で紹介をした.

5. p進 L関数の存在予想の具体的記述

予想 4.3における補間公式を, 例 3.6, 例 3.7, 例 3.8で与えたモチーフの場合に書き下す. 予想
自体は, モチーフを介して記述されるが, 保型表現に付随するモチーフについては, 補間公式で現
れる定数らは, 全て保型表現論の言葉で記述出来ることを紹介する.

8πp の佐武パラメーター α1, . . . , αn を用いると, L(s, πp) =

n∏
i=1

1

1− αip−s
とかける.



5.1. Dirichlet L関数の場合. χ : Q×\Q×A → C×を, 有限位数の Hecke指標とし, 例 3.6の設定
の通りとする. M[χ]の L関数は, χの L関数で記述出来る:

L(s,M[χ]) = L(s, χ).

(critiacl値)M[χ]の Γ因子は次で与えられる:

L∞(s,M[χ]) = ΓR(s+ δ), L∞(s,M[χ]∨) = ΓR(s+ δ),

とくにM[χ]が s = 0で criticalであることと, χ∞(−1) = −1は同値. 以下, これを仮定する.
φ : Q×\Q×A → C×を pの外不分岐な指標とし, ϕ = | · |αAφ(n ∈ Z)とおく. M[χ](ϕ)の Γ因子は
次で与えられる:

L∞(s,M[χ](ϕ)) = ΓR(s+ α+ 1), L∞(s,M[χ](ϕ)∨) = ΓR(s− α+ 1).

よって, M[χ](ϕ)が s = 0で criticalであることと, 次が同値:

α ∈ {n ∈ Z|n ≤ 0, φ∞(−1) = (−1)n} ∪
{
n ∈ Z

∣∣n > 0, φ∞(−1) = (−1)n+1
}
.

関数等式を考慮して, 以下 α ≤ 0とする.
(p-通常性) χは p-不分岐を仮定する. すると ordp(χ(p)) = 0で, 今, M[χ]に対し h(0, 0) = 1で
あったので, M[χ]は, 例 4.2の意味で, p-通常的である.
(修正因子, 周期) 修正因子 L∗(M[χ](ϕ))(∗ = p,∞)は, 次で書ける:

L∞(M[χ](ϕ)) = 1, Lp(M[χ](ϕ)) = 1.

よってとくに, E∞(M[χ](ϕ)) = ΓR(s + α + 1)−1, Ep(M[χ](ϕ)) = Lp(0,M[χ](ϕ))−1. さらに
χ∞(−1) = −1より, d+(M[χ]) = 0で, L(∞)(0, χ) ∈ Qであることから,

c+(M[χ](ϕ)) = c+(M[χ]) = 1.

以上より, 予想 4.3の補間公式は次のようにかける:

ϕ̂(Lp(χ)) = (1− χφ(p)p−α)L(∞)(α, χφ).

2.2節の補間公式はこれを書き下したものである.

5.2. 楕円尖点形式の L関数の場合. πをGL2(QA)の代数的尖点的保型表現とし, 例 3.7の設定の
通りとする. このとき, πに対応するモチーフMπ の L関数は, πの L関数を用いて, 次で記述で
きる:

L(s,Mπ) = L(s+
3− k

2
, π).

(critical値)Mπ の Γ因子は次で与えられる:

L∞(s,Mπ) = ΓC(s+ 1), L∞(s,M∨π ) = ΓC(s− (−k + 2)).

よって,Mπは, s = 0で critical. φ : Q×\Q×A → C×をpの外不分岐な指標とし, ϕ = |·|αAφ(α ∈ Z)

とおく. φ(−1) = (−1)αとする. Mπ(ϕ)の Γ因子は次で与えられる:

L∞(s,Mπ(ϕ)) = ΓC(s+ α+ 1), L∞(s,Mπ(ϕ)∨) = ΓC(s+ k − 2− α).

よって, Mπ(ϕ)が s = 0で criticalであることと, 0 ≤ α ≤ k − 2が同値. 以下, 0 ≤ α ≤ k − 2と
する.
(p-通常性) πは p-不分岐, p-通常的と仮定する. αp, βpを πの佐武パラメーターとすると,

L(s, πp) =
1

(1− αpp−s)(1− βpp−s)
.

すると予想 3.4より,

Lp(s,Mπ) = L(s+
3− k

2
, πp) =

1

(1− αpp
k−3
2 p−s)(1− βpp

k−3
2 p−s)

.

この表示と (3.1), 例 4.2より, πが p-通常的であることは, 次と同値:{
ordp(αpp

k−3
2 ), ordp(βpp

k−3
2 )
}

= {−1, k − 2} .



よって, ordp(αpp
k−3
2 ) = k − 2, ordp(βpp

k−3
2 ) = −1, すなわち ordp(αp) = k−1

2 , ordp(βp) = −k−1
2

としてよい.
(修正因子, 周期) 修正Euler因子, 周期 E∞(Mπ(ϕ)), Ep(Mπ(ϕ)),Ω(Mπ)は次で記述される. ただ
E∗(Mπ(ϕ)) (∗ = p,∞)を記述するより, L∗(Mπ(ϕ))を記述する方が簡便なので, こちらを記述す
る. 実際の構成においては, E∗(Mπ(ϕ))ではなく, L∗(Mπ(ϕ))が現れるため, こちらの形を確認し
ておきたい.

(L∞(Mπ(ϕ))の定義) Mπ(ϕ)のHodge分解より, 次がわかる:

L∞(Mπ(ϕ)) =
√
−1

(−1−α)
L∞(0,Mπ(ϕ)) =

√
−1

(−1−α)
ΓC(α+ 1).

(Lp(Mπ(ϕ))の定義)
γ ∈ C×p に対して, 不分岐指標 χγ : Q×p → C×p を χγ(p) = γとおく. すると

• ordp(αpp
k−3
2 ϕp(p)) = k − 2− α ≥ 0. よって, Lp(χ

αpp
k−3
2
ϕp) = 1.

• ordp(βpp
k−3
2 ϕp(p)) = −1− α < 0. よって, Lp(χ

βpp
k−3
2
ϕp) = γp(0, χ

βpp
k−3
2
ϕp, ψp)

−1.

よって,

Lp(Mπ(ϕ)) =γp(0, χ
βpp

k−3
2
ϕp, ψp)

−1.

(Ω(Mπ)の定義)
Ω+
π,pを πの標準周期とする. このとき, [Hi94]により, 9 c+(Mπ) ∼

Q
× 2π

√
−1Ω+

π,pが示されてい

る. よって, c+(Mπ)として, (2π
√
−1)Ω+

π,pを採用する. また τ(Mπ) = −1なので, Ω(Mπ) = Ωπ,p

が得られる.

注意 5.1. 古典的な楕円保型形式の用語との整合性を確かめておく.

(1) 新形式 f に対し, L(s, f)の pでの局所 L因子 Lp(s, f)を

Lp(s, f) =
1

1− a(p, f)p−s + pk−1−2s
= (1− αf,pp−s)−1(1− βf,pp−s)−1

とかくと, αf,p, βf,pは佐武パラメーターを用いて, {αf,p, βf,p} = {αpp
k−1
2 , βpp

k−1
2 }とかけ

る. とくに, αf,p = αpp
k−1
2 , βf,p = βpp

k−1
2 とする. このとき, p-通常性より, ordp(αf,p) =

k − 1, ordp(βf,p) = 0. とくに a(p, f) = αf,p + βf,p であるので, これは p進単数となる.
よって, 例 4.2における πが p-通常的であることの定義は, 古典的な場合に f が p-通常的
であることに同値である.

(2) 上の記号を用いて, Lp(Mπ(ϕ))を書き換える. Lp(Mπ(ϕ))は明示的に次のように書ける:

Lp(Mπ(ϕ)) =


1− β−1p p−

k−3
2 ϕ−1p (p)p−1

1− βpp
k−3
2 ϕp(p)

, (ϕp :不分岐),(
pα

βpp
k−3
2

)c(φp)

× τ(φ−1p , ψp)
−1, (ϕp :分岐).

ただし, ϕ = | · |αAφが分岐するとき, φの導手を pc(φp)とかき, 局所Gauss和 τ(φp, ψp)は
次で定義している:

τ(φp, ψp) =
∑

u∈(Zp/p
c(φp)Zp)

×

φp(up
−c(φp))ψp(up

−c(φp)).

9最初にこの代数性について論じたのは, [Sh76]であると思われる. ただここでいう標準周期というような整性につ
いて論じられるような周期について認識されたのは, 肥田の貢献が大きい. 標準周期という単語は, [Va99, (5)]から取っ
ている. [落合 16, 定義 6.10]では p最適な複素周期と呼ばれている.



まず
pα

βpp
k−3
2

=
pα

βf,p
× p とかける. ϵp(s, φp, ψp)ϵp(1− s, φ−1p , ψ−1p ) = 1に注意すると, 10

pc(φp)τ(φ−1p , ψp)
−1 =pc(φp)τ(| · |pφp, ψ−1p ) = τ(φp, ψ

−1
p )

=
∑

u∈(Zp/p
c(φp)Zp)

×

φp(u)exp(2π
√
−1up−c(φp)) =: G(φp).

以上より, 次が得られる:

Lp(Mπ(ϕ)) =


1− β−1f,pφ

−1
p (p)pα

1− βf,pφp(p)p−(α+1)
, (ϕp :不分岐),(

pα

βf,p

)c(φp)

×G(φp), (ϕp :分岐).

楕円保型形式の p進 L関数の補間公式を記述する際, こちらの形のものがよく見られる.

5.3. 浅井L関数の場合. Eを虚二次体とし, cを複素共役, pはE/Qで不分岐とする. πをGL2(EA)
の p-不分岐, p-通常的正則代数的尖点的保型表現とし, 例 3.8の設定の通りとする. πの浅井モチー
フAs+M(π)の L関数 L(s,As+M(π))は, πの浅井 L関数 L(s,As+(π))を用いて, 次で記述できる:

L(s.As+M(π)) = L(s+ 1,As+(π))

(critical値) 複素共役 ρBは, H−1,−1(As+M)に+1で作用する. これからAs+M(π)の Γ因子は次で
与えられる:

L∞(s,As+M(π)) = ΓC(s+ n+ 2)ΓR(s+ 2)2, L∞(s,As+M(π)∨) = ΓC(s+ n)ΓR(s+ 1)2

よって, As+Mは, s = 0で critical. より一般に, As+M(π)(α)(α ∈ Z)が s = 0で criticalであること
と, 次が同値:

α ∈
{
a ∈ Z

∣∣a :奇数,−n− 1 ≤ a ≤ −1
}
∪
{
a ∈ Z

∣∣a :偶数, 0 ≤ a ≤ n
}
.

関数等式を考慮して, 0 ≤ α ≤ nに着目する. φ : Q×\Q×A → C× を有限位数の指標とし, ϕ =

| · |n−αA φとおく. このとき, As+M(ϕ)が s = 0で criticalであるのは次が成り立つことが同値:

• 0 ≤ α ≤ n, φ(−1) = (−1)α.

以下, As+M(π)(ϕ)が s = 0で criticalとする.

(p-通常性) pが Eで分裂するとき p = vvcとかいて, αv, βv を πv の, αvc , βvc を πvc のそれぞれ佐
武パラメーターとする. また αp = αvαvc , βp = βvβvc とおく. pが惰性するとき, αp, βpを πpの佐
武パラメーターとする. πpが p-通常的とすると, 次としてよい:

• p = vvc:分裂のとき. ordp(αv) = ordp(αvc) =
n+ 1

2
, ordp(βv) = ordp(βvc) = −n+ 1

2
.

• p:惰性のとき. ordp(αp) = n+ 1, ordp(βp) = −n− 1.

また Lp(s,As+M(π))は次で記述される:

Lp(s,As+M(π)) =

L(s+ 1, πv ⊗ πvc), (p = vvc :分裂),
1

(1− αpp−(s+1))(1− αpβpp−2(s+1))(1− βpp−(s+1))
, (p :惰性).

この表示と, (3.2)から, As+M(π)は, 例 4.2の意味で, p-通常的であることがわかる.

(修正因子, 周期) 先と同様の理由で, L∞(As+M(π)(ϕ)),Lp(As+M(π)(ϕ)) を記述する. また周期
Ω(As+M(π))を記述する.

(E∞(As+M(π)(ϕ))の定義) L∞(0,As+M(π)(ϕ))は次で与えられる:

L∞(s,As+M(π)(ϕ)) =

{
ΓC(2n− α+ 2)ΓR(n− α+ 2)2, (α :偶, φ∞(−1) = 1),

ΓC(2n− α+ 2)ΓR(n− α+ 1)2, (α :奇, φ∞(−1) = −1).

10ψ−1 は, ψ−1(x) = ψ(−x)で定義する.



すると次が得られる:

L∞(As+M(π)(ϕ)) = L∞(0,As+M(π)(ϕ))×


√
−1
−(2n−α+2)

(−1)× ΓR(1− (n− α))2
, (αv :偶, φ∞(−1) = 1),

√
−1
−(2n−α+2)

ΓR(−(n− α))2
, (α :奇, φ∞(−1) = −1).

(Lp(As+M(π)(ϕ))の定義) 定義に従って計算すると, As+(πp)の局所 γ 因子を用いて, 次が得ら
れる:

Lp(As+M(π)(ϕ)) =
γp(n− α+ 1, χαpφp, ψp)

γp(n− α+ 1,As+(πp)⊗ φp, ψp)
.

実際のところ, γp(n−α+ 1, χαpφp, ψp)という項は, 分子と分母でキャンセルするのだが, p進浅井
L関数の構成において, 局所積分の計算よりこの形が得られる. 今後の研究における p進 L関数の
構成においても, より標準的な用語による記述は有用であると考えるので, 上記の形で修正因子を
記述しておく.
(Ω(As+M(π))の定義)

Ωπ,pをπの標準周期とする. このとき, [Gh99a]により, c+(As+M(π)) ∼
Q
× (2π

√
−1)n+4Ωπ,pが示

されている. よって, c+(As+M(π))として, (2π
√
−1)n+4Ωπ,pを採用する. また τ(As+M(π)) = −n−4

なので, Ω(As+M(π)) = Ωπ,pが得られる.

5.4. いくつかの注意. 予想 4.3にいくつか注意を与える:

• p進 L関数は, KM ⊗OM OM[[Gal(Q(µp∞)/Q)]] の元であるとした. しかし古典的な例を
考えると, OM[[Gal(Q(µp∞)/Q)]]の元として構成されるべきだろう. しかしながら, 周期
自体C×/Q

×
の元として決まっているため, 整係数の元として予想するためには, まず周

期をC×/O×Mの元として定義する必要がある. 現状, いくつかの実例を除く限り, このよ
うな周期の定義は難しいようである. 5.2, 5.3節では, 標準周期という pに依存する適当な
整構造を反映した周期を採用している. このようの操作が一般にどのくらい出来るのかは,
現状明らかではない.
• 周期について, さらに注意を与える. 整性について議論出来るような周期は, pに依らずに
定義出来るのだろうか. 楕円尖点形式に楕円曲線が対応する場合, 標準周期と楕円曲線の
Néron周期が存在する. これらは 2π

√
−1のずれを除き一致することが予想されているが,

着目すべきはNéron周期の定義は pに依存していないことである. 楕円曲線のNéron周期
の一般化に相当するものの定義が期待される.
• 基礎体はQであるとしたが, これを一般の基礎体で考えられるだろうか? Katzの p進 L
関数や反円分 p進 L関数など, 基礎体が虚二次体の場合の p進 L関数の構成はいくつか見
られるが, 一般的な予想を書き下した文献は今のところあまりないようである.
• 直和因子に Tateモチーフが現れないという仮定を置いている. これは, 久保田-Leopoldt
の L関数の場合に p進 L関数が極をもつため, KM ⊗OM OM[[Gal(Q(µp∞)/Q)]] ではな
く, その全商環の元として定義されるという事情がある.
• 完全 L関数を用いて予想を記述したが, 実際構成されたとされる例では, L∞(M(ϕ))が計
算されず, 何らかの定数が補間公式に残っている場合が多い. 実際, L∞(M(ϕ))を計算し
きるには, 保型表現の無限成分の解析が不可欠となる. 保型表現論においても, どの局所積
分が期待される Γ因子を与えるかについては, 全く非自明な問題である. またこの問題に
由来して, 無限位数の指標による補間公式 (“横方向の合同”)が得られていないものも多
い. p進 L関数の構成にも, ∞成分の解析は不可欠である.
• p-不分岐という仮定は一般には不要だと思われる. 例えば, 楕円保型形式の場合でも pで
特殊表現になっている場合でも, p進 L関数は存在する. しかし高階数の簡約代数群の保
型表現に付随する p進 L関数では, pで不分岐という条件を課しているものも多い.
• [落合 16, 5.3.2章]で一般的な存在予想の定式化について, また [落合 16, 6.6.1章]で知られ
ている結果とその展望について, 論じられている.



6. p進浅井 L関数の構成の概要

6.1. 主結果. 前節までで, 今回の研究結果である p進浅井 L関数の具体的な形を記述した. 正確な
設定を込めて, 今一度, [Na]の主結果を書き下す.
Eを虚二次体とし,奇素数pがE/Qで不分岐とする. πをGL2(FA)のp-通常的既約尖点的保型表

現とする. π∞の Langlandsパラメーターが ϕ : WC → GL2(C) : z 7→ diag((z/zc)
n+1
2 , (zc/z)

n+1
2 )

(0 ≤ n ∈ Z)とかけるとする. (前節まででは, nは偶数と仮定していたが, ここでは奇数でも良い.)
p > nと仮定する.

イデアルN ⊂ ÔE に対し, GL2(ÔE)の部分群を次で定める:

K1(N) =

{(
a b
c d

)
∈ GL2(ÔE)

∣∣∣∣c− 1, d ∈ N

}
.

πは, Nをレベルにもつとする. すなわち πはK1(N)で固定されるベクトルを持ち, そのような
性質をもつイデアルの中でNは最小のものとする. Kπ をQpの有限次拡大で, πのHecke固有値
を全て含むものとする. またOπ でKπ の整数環を表す.

定理 6.1. ([Na, Theorem 8.8]) 0 ≤ α ≤ nを整数とする. 次を仮定する:

• πの中心指標は pで不分岐.
• πが共役自己双対であるとき, α ̸= n.
• Nは, 平方自由.

• l ̸= pを素数とし, l | N ∩ Ẑとする. このとき, lは次のいずれかを満たす:
– πの中心指標は lで分岐する.
– πの中心指標は lで不分岐であるとき, lはEで分裂し, l = vvcと書いたとき, πv, πvc
の片方は主系列表現で, もう片方は特殊表現となる.

このとき, あるL α(As+M(π)) ∈ Kπ⊗Oπ Oπ[[Gal(Q(µp∞)/Q)]]が存在し, 任意の pの外不分岐な有
限位数のHecke指標φ : Q×\Q×A → C×で, φ∞(−1) = (−1)n−αなるものに対し, ϕ̂(L α(As+M(π)))

は, 予想 4.3の補間公式 (4.1)を満たす. (ただし, ϕ = | · |n−αA φで, ϕ̂は ϕの p進 avatar.)

注意 6.2. 定理の内容について, いくつかの注意をしておく.

(1) 定理 6.1において, 基礎体は一般に CM体で同様の結果が得られる. 基礎体が虚二次体の
場合は, Loeffler-Williamsによる先行研究 ([LW])があり, 今回の結果は, 彼らの結果のあ
る種の拡張を与えている.

(2) 予想 4.3より, 次が期待されている. Twp : Kπ ⊗Oπ Oπ[[Gal(Q(µp∞)/Q)]] → Kπ ⊗Oπ

Oπ[[Gal(Q(µp∞)/Q)]]を, Twp(σ) = εcyc(σ)σを線型に拡張して定義する. このとき, 0 ≤
α, α′ ≤ nに対して,

Twα−α′
p (L α′(As+M(π))) = L α(As+M(π))(6.1)

が成り立つと予想される. これは虚二次体の場合, [LW]では示されているものの, CM体の
場合にはまだ分かっていない. CM体上の場合, 構成からはEisensteinコホモロジーの分母
の振る舞いなど整性についてはまだよく分からない部分がある. [Na]の議論では, critical
値ごとに有理性を取り扱っているため, critical値の間を比べる上のような等式 (6.1)には,
もう少し詳しい研究が必要である. 5.4節でも言及したが, 等式 (6.1)のような“横方向の
合同”は, 保型表現の整構造に関わってくるため, 今後この方面の研究課題の一つと考えら
れる.

(3) レベルに関する仮定は, pを割らない素点での L因子の明示公式を得るために課している.
仮定のもと, pを割らない素点での L因子の明示公式は比較的簡単に求められる. 一般の
レベルでも, 主張は正しいと考えられるが, p進L関数の構成という主題からは外れた問題
であるため, [Na]では, 主張の仮定をつけて証明している. ([LW]では, この点については
全く議論がされていない.)

(4) πは共役自己双対であるとき, α ̸= nという条件は, 複素L関数がこの場合極をもつという
事実に由来する.

(5) 基礎体がCM体の場合, p-通常性ではなく, p-概通常性を仮定する. こういった細かな差異
が, 予想 4.3では基礎体を有理数体と仮定している理由の一つである.

注意 6.3. 浅井 L関数に着目して, 研究している動機として, これが岩澤理論の高次元化の一つを
与えるという期待が挙げられる. 実際, 浅井 L関数の特殊値はGSp(4)のテータ関数の Siegel保型



形式との間の合同を記述すると考えられる. 保型表現の合同と Selmer群, 浅井 L関数の特殊値と
の関係は, [Be]において考察されている.

6.2. 構成の概略. 構成の概略については, 技術的になるので, 核となる議論や技術を [Na]を引用し
つつ紹介するに留める.
(標準周期の定義)
f を保型表現 πの p-安定化新形式とする. Eichler-志村-Harder同型により, f は対称空間 Y E

K =
GL2(E)\GL2(EA)/C×SU2K1(N) 上の局所系係数の 1 次の微分形式 δ(f) を定める. この f の
Fourier係数を用いた f の正規化と, 局所系のコホモロジーと微分形式のコホモロジーの比較同型
を用いて, 標準周期 Ωπ,pが定義される. ([Na, Section 6.2].)
(浅井 L関数の特殊値の代数性)
浅井 L関数の特殊値の代数性を導くためには, 浅井 L関数の積分表示を介するコホモロジーに

よる記述をおこなう.
まず Y E

K 上の局所系を YK = GL2(Q)\GL2(QA)/R×SO2K1(NQ)(NQ = N ∩ Ẑ) 上に引き戻す
とこれは直和分解される. 微分形式 δ(f)を YK上に引き戻し, 直和分解の一つの成分へ射影をとっ
たものを δα(f)とかく. 実はこの直和成分のラベル αと, ciritical値 L(n− α,As+M(π)(φ))のラベ
ル αが対応している. ([Na, Section 6.5].)
さらにEisenstein級数Eを用いて,もう一つYK上に 1次の微分形式 δ(E)を定義する. Harderの

手法 ([Ha87])を用いて, δ(E)が有理係数のコホモロジーの元であることを示す. ([Na, Proposition
6.7].) すると δα(f)と δ(E)のカップ積の YK上での積分

Iα :=
1

Ωπ,p

∫
YK

δα(f) ∪ δ(E)dg

は, L(n − α,As+M(π))の積分表示を与え, 周期の定義より特殊値 L(n − α,As+M(π))/Ωπ,p の代数
性, とくにKπ の元を与えることが示せる. ([Na, Proposition 6.11, Theorem 8.8]. またこの部分
の議論の原型は [Gh99a, Section 7]に見られる.)
(Birchの補題)
p 進浅井 L 関数の構成には, 特殊値 L(n − α,As+M(π)(φ)) の積分表示が必要であるため, 上

の議論を全てレベル pr(r ∈ Z, c(φ) | r) 付きで行う. このためには, 浅井部分 L 関数 Lx(n −
α,As+M(π)(φ))(x ∈ Cl+Q(pr))の積分表示を与えればよい. (Cl+Q(pr)は, Qの法 prの狭義イデアル
類群で, 有限指標 φは, Cl+Q(pr)上の指標とみなしている.) すなわち

L(n− α,As+M(π)(φ))

Ωπ,p
“=”

∑
x∈Cl+Q(pr)

φ(x)Iαr,x(6.2)

と, 浅井 L関数を分解して, Iαr,xのコホモロジー解釈を与えればよい. これは Birchの補題とよば
れ, Iαr,xの記述にはレベル prの Eisenstein級数を用いて行う. ([Na, Proposition 7.1].)

ここで“=”と書いたのは, 実際のところは (6.2)の左辺は, 予想 4.3の補間公式 (4.1)の右辺が
正しいからである. 次に記述するように (6.2)の正しい=を与えるように Eisensetein級数を選ぶ
部分が, 全く非自明な作業となる.
(技術的な補題)
類体論の相互写像による x ∈ Cl+Q(pr)のGal(Q(µpr)/Q)への像を σxとおく. このとき,

L α
p,r(As+M(π)) =

∑
x∈Cl+Q(pr)

Iαr,xσx ∈ Kπ[Gal(Q(µpr)/Q)]

とおく. 以上の設定の下, 次を示す:

• (分母の有界性) L α
p,r(As+M(π))の分母は rに依らず, 有界である.

• (distribution property)
{
L α
p,r(As+M(π))

}
r≥1は射影系をなす.

• (補間公式) ϕ̂(L α
p,r(As+M(π)))は, (4.1)の右辺に一致する.

p進 L関数の構成における本質的な部分は上の三つにまとめられる. 証明には, これらの補題を満
たすような良い Eisenstein級数を選ぶ必要がある. Loeffler-Williamsの先行研究では, Siegel単数
から定まる Eisenstein級数を選択している. この Eisenstein級数の定めるコホモロジー類は, 整係
数をもち, distribution propertyを満たす. また補間公式は, 大域的な方法で導いている. [Na]では



Loeffler-Williamsの方法を, アデール的方法で解釈し, 基礎体が一般の総実体の場合に Eisenstein
級数の一般化を考察している. ([Na, Section 5]) 一般の場合でも, distribution relationは, ほぼ同
様に証明出来る. ([Na, Section 8.2].) 大きな違いは, コホモロジー類の分母の取り扱いと, 補間公
式である.
分母については, Eisensteinコホモロジー類の有理性は示せるものの, 基礎体が総実体の場合, 整

性については未だよく分からない部分がある. [Na]では, 各 Eisenstein級数 {Er}r≥0の (コホモロ
ジーの)分母が, E0の分母を用いて抑えられることを示し, 有理係数のコホモロジーの分母の有界
性を導いている. ([Na, Section 8.1])
また補間公式は, 上記のカップ積を局所積分に分解し, 保型表現の枠組みに持ち込んで計算を行

う. とくに pでの局所積分では, 局所関数等式を用いて, 補間公式を導いており, 予想 4.3の補間公
式に局所 γ因子が現れる自然な説明を与えている. ([Na, Theorem 8.8, Section 9, 10, 11].)
(p進浅井 L関数の構成)
上記の技術的な補題が証明できれば,

L α
p (As+M(π)) := lim

←
r

L α
p,r(As+M(π)) ∈ Kπ ⊗Oπ Oπ[[Gal(Q(µp∞)/Q)]]

が所望の p進浅井 L関数を与える.
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対称群の群代数とヘッケ代数の常識

有木進（大阪大学大学院情報科学研究科）

Abstract. 対称群やヘッケ代数は古くから研究されている対象であるが、いまだに
進歩し続けている分野である。本稿では現在常識とされていることを解説する。とく
に対称群の群代数が次数付代数であることやヘッケ代数の研究から生まれ他の代数の
研究に発展している概念について解説する。また、最終節で対称群の元の簡約表示の
集合と柏原クリスタルの関係にも少し触れる。

1. 導入

私の座右の銘は”Good in theory, devil in detail”である。世の中には理論を作る
のが好きな数学者と実例を理解したい数学者の２種類がいると思うが、理論を適用し
ようと思った場合使えることはまずない。多くの理論はただ新しい言葉で語るだけで
あり具体的計算結果は改善しない。たとえば n次行列の積が nの何乗で計算できる
かというような問題など多くの具体的な問題で数学は工学の後塵を拝し最良の結果
を出すことができない。Goppa符号やMersenne twisterのような例は極めてまれで
ある。数学の目的は最終的には何か具体的な結果が得られるところにあるべきで抽象
的な理論を展開するのも新しい概念や物の見方を通じて従来計算できなかったものや
分類できなかったものが計算できたり分類できるようになることが最終目的であると
信じる。そのレベルに到達しているか否かが一流の理論かそうでないかの差なのだ
と思う。私の専門は Hecke代数のモジュラー表現論である。本稿の目的はこの具体
的対象を理解する努力の中で役に立った理論を紹介することである。現実にはHecke
代数のモジュラー表現という具体例をもとにいくつかの新しい理論が生まれること
になった。例えばB型Hecke代数のモジュラー既約表現の分類さえKac-Moody Lie
代数の可積分加群の圏化を必要とした。

• 可積分加群の圏化理論は Chuang-Rouquierにより導来圏同値を扱える形に
精密化され、Rouquierの 2-Kac Moody理論として他の代数にも応用されて
いる。
• セルラー代数はHecke代数の Specht加群理論を基にGraham-Lehrerにより
導入された概念で半単純代数の表現論からモジュラー表現論に移行する適切
な枠組みであり、この概念も他の代数に応用されている。
• 柏原クリスタルは数理物理や表現論全般で使われる有用な概念である。

また何よりも対称群の群代数が次数付代数であるという事実は、対称群が 100年以上
研究されてきた対象であるにもかかわらず 21世紀になるまで誰もわからなかった、と
いう驚くべき結果であり、学部で対称群を教えるときは是非触れていただきたい事実
である。私はいわゆる岩堀Hecke代数のみですでに手一杯であるが、そもそもHecke
代数は有限群と部分群の対 (G,H)に対し定義されるものであるから他の Hecke代数
の中にもまだ私たちの知らないおもしろい例があるだろう。最近は柏原先生と韓国
の共同研究者を中心に箙 Hecke代数とアフィン量子代数の表現論との関係が明らか

Key words and phrases. 対称群、ヘッケ代数、セルラー代数、導来圏同値.

本代数学シンポジウムへの参加は基盤研究（C) 18K03212 の経費を使用した。.
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2 有木進

になってきており、Hecke代数の研究は現在様々な方向に広がっている。また、A型
Hecke代数は対称群の群代数の q-変形であるが、qを固定してもさらにもうひとつ隠
れた変形変数がある。このことも箙 Hecke代数が導入されて初めて見えてきた事実
である。

2. 次数付代数としての対称群の群代数とヘッケ代数

2.1. 対称群のCoxeter生成元. いうまでもないが、対称群 Snは [n] = {1, 2, . . . , n}
から自分自身への全単射写像の全体に写像の合成により群構造を入れたものであり、
生成元と基本関係により定義された群と同型である。すなわち、An−1型Coxeter群を

W (An−1) = ⟨σ1, . . . , σn−1 | σ2
i = 1, σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, σiσj = σjσi (j ̸= i±1)⟩

と定義し、i = 1, . . . , n−1に対し iと i+1を交換する互換を si = (i, i+1)と書くと、
生成元と基本関係で定義される群のもつ普遍性質により写像 σi 7→ si = (i, i+1) ∈ Sn
から定まる群準同型W (An−1)→ Snが群同型になる。この同型によりW (An−1)と
Sn を同一視し、基本互換 {si | 1 ≤ i ≤ n− 1}を Coxeter生成元と呼ぶのであった。

2.2. Hecke代数. Rを単位的可換環、Gを有限群とする。Gの部分群 H に対し H
の単位加群の誘導加群を 1GH と書く。念のため書くが、有限群論では誘導関手を制限
関手の左随伴として定義する。すなわち、Gを基底とする R-加群を RGと書き、G
の積を R-線形に延長して RGの積を定めるとき、RH-加群 V に対し

V GH = RG⊗RH V

である。他方、G上のR値関数のなすR-加群をR[G]と書き、畳み込み積によりR[G]
に積を定めても群代数の特殊性によりRGと同型になる。これが理由かどうかわから
ないが、他分野ではRGをR[G]と書くことも多いようである。また、RH-加群 V に
対しG上の V 値関数の集合を考え、Hの右作用 f ·h(x) = h−1f(hx)による固定点の
集合を誘導加群 V GH と定義する流儀もある。つまりこの誘導関手はHomH(RG,−)で
あり制限関手の右随伴である。群代数の特殊性により２種類の誘導加群は同型であり
中山関係式と呼ばれる。H = EndG(1GH)をHecke代数と呼ぶ。Hの元はG/H×G/H
上の G-不変 R値関数を用いて

xH 7→
∑

yH∈G/H

f(xH, yH)yH

と表わされる。ここで G-作用は G/H ×G/H への対角 G-作用である。実際、

gxH 7→
∑

yH∈G/H

f(xH, yH)gyH =
∑

gyH∈G/H

f(gxH, gyH)gyH

の係数比較より f(xH, yH)がG-不変R値関数になることは明らかである。そこでG-
軌道の特性関数を用いてHの基底を与えることができる。これを Schur基底と呼ぶ。

註 1. G/H × G/H 上の G-不変 R値関数のなす自由 R-加群に畳み込み積により積
を定義すると、Hの反転代数 EndG(1GH)op と同型である。

Schurは Schur基底に関する構造定数を書き下した。Fq を有限体、Gを代数群、H
を Gの閉部分群とし、Hecke代数

EndG(Fq)

(
1
G(Fq)

H(Fq)

)
0私個人の感想をいえば一般に集合 X 上の R 値関数の集合を R[X] と書く用法が標準的だと思うの

で、G-集合 X を基底にもつ R-加群は RX と書きたいのであるが。
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を考えると幾何との関係が生まれる。等質空間 G/H が完備射影多様体になること
とH が Borel部分群を含むことが同値であることから、G/H が旗多様体の場合が深
く研究されており、Kazhdan-Lusztig予想の記述に使われて有名になった。この例は
Iwahori-Matsumotoが Hecke代数を生成元と基本関係で記述しており、岩堀 Hecke
代数と呼ばれる。この生成元と基本関係を用いれば一般の Coxeter群と任意の q ∈ R
に対して Hecke代数が定義でき、Hecke代数が Coxeter群の群代数の q-変形になる。
Gが一般線形群のとき A型 Hecke代数と呼ぶ。q = 1のときが対称群の群代数に

なる。本稿では対称群関係に限って話をしているので A型 Hecke代数の定義だけ書
いておく。

定義 1. Rを可換環、q ∈ Rとする。生成元 T1, . . . , Tn−1 と関係式

(Ti − q)(Ti + 1) = 0, TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1

TiTj = TjTi (j ̸= i± 1)

で定義される R-代数Hn を An−1 型 Hecke代数と呼ぶ。

1990年代になってRを任意の代数閉体、q ∈ Rを 1の冪根とする設定の研究が始
まった。動機は G = GLn(Fq)の非等標数モジュラー表現論である。この応用では q
は素数べきだから Rの標数が ℓ (gcd(ℓ, q) = 1)ならば q ∈ F×

ℓ となるが、以後は qが
素数べきという仮定をはずす。一般に

e = min{k ∈ N | 1 + q + · · ·+ qk−1 = 0} （e ≥ 2に注意）

を量子標数と呼ぶ。

2.3. 円分箙Hecke代数. 対称群の群代数が次数付代数である事実は Coxeter生成元
を使う限り見えてこない。我々は新しい生成元と基本関係に移る。この新しい生成元
は Khovanov-Lauda生成元と呼ばれる。対称群の群代数や Hecke代数の別の生成元
を与えるにはまず量子標数から定まる Dynkin図形が必要である。

定義 2. Dynkin図形 Γq を量子標数が e = ∞のとき A∞、2 ≤ e < ∞のとき A
(1)
e−1

とする。Γqの頂点集合は e =∞のとき I = Z、2 ≤ e <∞のとき I = Z/eZである。
また、Γq の定める Kac-Moody Lie代数の単純ルートの集合を Π = {αi}i∈I とする。

まず円分箙 Hecke代数を定義する。定義には次の形の多項式族が必要である。

Qi,j(u, v) =

{∑
p(αi,αi)+q(αj ,αj)+2(αi,αj)=0 ti,j;p,qu

pvq (if i ̸= j)

0 (if i = j)

ただし ti,j;p,q ∈ Rは ti,j;−aij ,0 ∈ R× であり、また Qi,j(u, v) = Qj,i(v, u)とする。
Khovanov-Lauda[KL1]において円分箙 Hecke代数が導入された。

定義 3. 対称化可能 Cartan行列 A = (aij)i,j∈I に対し、Aの定める Kac-Moody Lie
代数の重み格子を P とする。多項式族 (Qi,j(u, v))i,j∈I と支配的整重み Λ ∈ P から
定まる円分箙 Hecke代数 RΛ(n)とは、生成元

{e(ν) | ν ∈ In} ∪ {x1, . . . , xn} ∪ {ψ1, . . . , ψn−1}

0この移行は量子アフィン代数の有限次元表現の研究が Chevalley 生成元から Drinfeld 生成元に移行
することで進展したことを連想させる。
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と基本関係式

e(ν)e(ν′) = δν,ν′e(ν)∑
ν∈In

e(ν) = 1

xre(ν) = e(ν)xr, xrxs = xsxr

ψre(ν) = e(srν)ψr

ψrxs = xsψr (if s ̸= r, r + 1)

ψrψs = ψsψr (if r ̸= s± 1)

xrψre(ν) = (ψrxr+1 − δνr,νr+1
)e(ν)

xr+1ψre(ν) = (ψrxr + δνr,νr+1)e(ν)

ψ2
re(ν) = Qνr,νr+1

(xr, xr+1)e(ν)

(ψr+1ψrψr+1 − ψrψr+1ψr)e(ν)

=

{
Qνr,νr+1

(xr,xr+1)−Qνr,νr+1
(xr+2,xr+1)

xr−xr+2
e(ν) if νr = νr+2,

0 otherwise.

および円分条件 x
⟨α∨

ν1
,Λ⟩

1 e(ν) = 0から定まる単位的 R-代数である。

註 2. Rが体ならば RΛ(n)は有限次元で、(RΛ(n), RΛ(n))-両側加群同型

HomR(RΛ(n), R) ≃ RΛ(n)

がある。つまり RΛ(n)は対称代数である。他方、Qi,j(u, v)が u− vの多項式のとき
柏原先生は RΛ(n)を円分対称箙 Hecke代数と呼ぶので、「円分対称箙 Hecke代数は
対称代数である」という命題は非自明な命題であることに注意されたい。この対称箙
Hecke代数という呼び方も標準的になりつつある。

註 3. 当初 Khovanov-Laudaは Qi,j(u, v)を u, vの対称式になるように選んでいた。
Brundan-Kleshchevが u− vの多項式に変更したときは sign modified箙 Hecke代数
と呼んでいた。

Dynkin図形が木ならば円分箙 Hecke代数 RΛ(n)は多項式族 Qi,j(u, v) の取り方
に依存しないが、A(1)

e−1 ならば媒介変数 tに依存する。つまり、Hecke代数の変数 q

が 1の冪根のとき円分箙 Hecke代数の Lie型 A
(1)
e−1を定めるが、qを固定してもなお

もうひとつの変形パラメータ tが隠れているのである。これも対称群と Hecke代数
に関する現代の常識である。多項式族 Qi,j(u, v)の標準形は次のように与えられる。

(1) e = 2ならば Q0,1(u, v) = u2 + tuv + v2.
(2) e ≥ 3ならば t ∈ R× を媒介変数として

Qi,i+1(u, v) = u+ v (0 ≤ i ≤ e− 2),

Qe−1,0(u, v) = u+ tv,

Qi,j(u, v) = 1 (j ̸≡ i± 1 mod e).

筆者は表現型を計算することで代数RΛ(n)の同型類が実際に tの値により異なること
を確認している。円分箙Hecke代数RΛ(n)は次の次数付けにより次数付代数になる。

deg(e(ν)) = 0, deg(xre(ν)) = (ανr , ανr ), deg(ψse(ν)) = −(ανs , ανs+1
).
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ここで内積値は Cartan行列から定まり、A(1)
e−1型の場合は (αi, αi) = 2かつ i ̸= jの

とき (αi, αj) = −aij である。
次の定理は Brundan-Kleshchev同型定理 [BK1]の特別な場合であり、ここで再掲

はしないが、とくに対称群の群代数の Khovanov-Lauda生成元の具体的な取り方も
与えている。

定理 4. A型 Hecke代数 Hn に対し Dynkin図形 Γq = A∞, A
(1)
e−1 から定まる円分箙

Hecke代数RΛ0(n)を考える。ただし Λ0はA
(1)
e−1 \Ae−1に対応する基本重みであり、

2 ≤ e <∞のとき t = (−1)eと取る。このときHn ≃ RΛ0(n)である。とくに対称群
の群代数や A型 Hecke代数は次数付代数である。

この同型を通じて対称群の群代数やHecke代数に次数付代数の構造が入る。Coxeter
生成元 Tiは次数の異なる斉次元の和である。対称群の群代数の q-変形が Hecke代数
であることを知っている研究者は多いと思うが、qを固定してもなお変形の変数 tが
隠れていたわけでこの事実も円分箙 Hecke代数の導入で初めてわかったことである。

註 4. Brundan-Kleshchev同型定理は円分 Hecke代数と円分箙 Hecke代数の同型を
示した定理であり、とくに B 型 Hecke代数も次数付代数である。

2.4. 円分箙Hecke代数のブロック分解. 単純ルート n個の和 β を考え、

Iβ = {ν ∈ In | αν1 + · · ·+ ανn = β}

とすると、e(β) =
∑
ν∈Iβ e(ν)はRΛ(n)の中心元になる。とくにA

(1)
e−1型円分箙Hecke

代数の場合 e(β)が原始中心冪等元になり

RΛ(β) = RΛ(n)e(β)

が RΛ(n)のブロック代数になる。次の予想は可積分加群を円分箙 Hecke代数の加群
圏を用いて圏化するとき成り立ってほしい性質であり、重要な未解決問題である。

予想 1. 他の Lie型のときも RΛ(β)は直既約代数であろう。

3. セルラー代数

3.1. セルラー代数. 代数幾何や数論の研究者ならHodge filtrationやweight filtration
が思い浮かぶと思うが、filtrationを付け加えた構造を考えるのは数学において標準
的なことである。表現論において有名なのは準遺伝代数であり、準遺伝的と呼ばれる
両側イデアルの列をもち、加群圏が最高重み圏になるための特徴づけを与える。対称
群の群代数や Hecke代数の Specht加群の理論を基として、セルイデアルと呼ばれる
両側イデアルの列をもつ代数がGraham-Lehrerにより公理化され、セルラー代数と
呼ばれる。

定義 5. 有限次元代数 Aが半順序集合 Λと各 λ ∈ Λごとに与えられた集合 ST(λ)
でラベルされる基底 {CλST | λ ∈ Λ, S, T ∈ ST(λ)} をもつとする。CλST が次の条件
(i)(ii)をみたすとき Aをセルラー代数と呼ぶ。

(i) CλST 7→ CλTS の定める線形変換 ι : A→ Aは Aの反自己同型である。
(ii) a ∈ Aとする。λ ∈ Λと S ∈ ST(λ)に対し r

(a,S)
U ∈ Rが存在して

aCλST ≡
∑

U∈ST(λ)

r
(a,S)
U CλUT mod A>λ

となる。ただし A>λ = Span{CµUV | U, V ∈ ST(µ), µ > λ}であり、r(a,S)U

は T に依存しない。
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定理 6. 基礎体の標数が 2と異なるならばセルラー代数と森田同値な有限次元代数も
またセルラー代数である。

定理 7 (Murphy). A型Hecke代数はセルラー代数である。とくに対称群の群代数は
セルラー代数である。

対称群 Sn の群代数の場合、CSn の既約加群を Young対称子を用いて構成するのが
古典的であるが、分母に注意すればYoung対称子を用いて ZSnの両側イデアル列を
作ることができ、複素数体に係数拡大すれば CSn の両側既約加群の直和への分解が
得られる。つまり半単純代数 CSnの両側既約加群への直和分解から対応する ZSnの
両側イデアル列に移ることによりモジュラー表現の研究に移ることができる。現在の
ところ我々は対称群とその周辺の研究で手一杯であるが、より一般の有限群 Gと G
の既約表現がすべて絶対既約になる体をとり、K の整数環 OK を係数とする群代数
OKGを考えたとき、いつセルラー代数になるのかなどは調べられていない。

問 1. 他の有限群の群代数に対しいつセルラー代数になるかを調べよ。

註 5. セルラー代数の定義は思ったよりもきつく、ここで Brauer tree代数の説明は
しないがたとえば次の定理が知られている。

定理 8 (Ohmatsu). 基礎体の標数が 2と異なる有限次元対称代数が有限表現型かつ
セルラー代数ならば Brauer treeが直線の Brauer tree代数である。

3.2. セル加群. Lie代数の表現論でいえば Verma加群にあたる役目をセルラー代数
の表現論において果たすのがセル加群である。

定義 9. Aをセルラー代数とする。{CT | T ∈ ST(λ)}を基底にもつ A-加群 C(λ)を

aCS =
∑

T∈ST(λ)

r
(a,S)
T CT

で定め、CλUSC
λ
TV ≡ ⟨CS , CT ⟩CλUV mod A>λ により C(λ)上の対称形式を定める。

C(λ)をセル加群と呼ぶ。

定理 10 (Graham-Lehrer). セル加群に対し次の定理が成り立つ。

(1) L(λ) = C(λ)/Rad⟨ , ⟩C(λ)は 0または絶対既約加群になり、すべての既約
加群はこのようにして得られる。

(2) Exti(L(µ), L(ν)) = Exti(L(ν), L(µ))が成り立つ。
(3) L(µ)の射影被覆を P (µ)とする。

– [C(λ) : L(µ)]を成分にもつ非負整数成分行列Dを分解行列
– [P (µ) : L(ν)]を成分にもつ非負整数成分行列 C を Cartan行列

と呼ぶ。このとき C = DTDおよび det(C) > 0が成り立つ。

セルラー代数の枠組みができると上記のように既約加群の完全代表系の構成法が
わかり、計算効率はともかく、Gram行列をもとに既約加群が求まることがわかる。
しかしアルゴリズム以上の具体的かつ明示的な最終結果を求めるならば、一般には

Gram行列の階数の制御は難しく、結果を得るのは容易ではない。筆者が円分 Hecke
代数と呼ばれる有限次元代数の無限族に対して明示的な既約加群の分類を行ったとき
には次節で述べる圏化理論を開発する必要があった。しかし結果はきれいで、Misra-

Miwa模型上に実現された A
(1)
e−1型最高重み柏原結晶を用いて既約加群を分類すると

いう結果が得られた。

問 2. セルラー代数の一般論がこのような形で成功する例を他にも見つけよ。
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本稿の主題である対称群の群代数と Hecke代数に対しては Specht加群の時代（柏原
結晶が存在してもいない時代）にDipper-Jamesが非自明な組合せ論的計算により次
の結果を与えている。

定理 11. eを量子標数とする。このとき、Hecke代数Hnの既約表現は e-制限的Young
図形で分類される。すなわち、次の集合で分類される。

{λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Zn≥0 | 0 ≤ λi − λi+1 ≤ e− 1,

n∑
i=1

λi = n}

現在の視点から見れば、最高重み柏原結晶 B(Λ0)のMisra-Miwa模型上の実現を用
いた既約加群の分類に他ならない。

註 6. 上で述べたように、対称群の群代数の場合 Specht加群（正確には双対 Specht
加群）がセルラー代数の基である。Specht加群はモジュラー表現を扱うために開発
された加群で、すべてを整数係数の計算で行うためにGarnir関係式による書き換え
規則を必要とする。しかし、対称群の群代数が半単純代数になるときを扱うのならば
標準盤を基底とする Youngの半正規表現のほうがはるかに見通しがよく計算も楽で
扱いやすい。すなわち有理数計算を許す代わりややこしい書き換え規則は必要ないの
である。Fultonの本はその意味で変なやり方をしている。Specht加群の本質的存在
理由を説明せず読者を間違った方向へ誘導しているように思われる。

4. 最高重み加群の圏化と Chuang-Rouquier導来同値

4.1. KP hierarchy. 京都学派のソリトン理論の研究では charged fermion または
neutral fermionをもとに Fock空間を導入し、gl(∞)と go(∞)の加群になっている
ことを見たのち簡約という操作によりアフィン Lie代数の表現を実現していた。

(1) KP hierarchyの簡約は g(A
(1)
ℓ ).

(2) BKP hierarchyの簡約は g(A
(2)
2ℓ )または g(D

(2)
ℓ+1).

また、g(A
(1)
2ℓ−1)に foldingを行うと g(C

(1)
ℓ )が作用する Fock空間が得られる。

対称群と A型 Hecke代数に関係するのは (1)であり、Fock空間は g(A
(1)
ℓ )-加群と

なる。Lie代数の作用を量子群の作用に変形した変形 Fock空間も京都学派が導入し
可解格子模型の研究に使われた。

Fock空間も変形 Fock空間も Young図形を基底とする無限次元線形空間であり、
Chevalley生成元の作用が組合せ論的に定義される。またテンソル積を考えることで
高階 Fock空間と高階変形 Fock空間も定義される。このとき真空が最高重み加群を
生成するが、この最高重み加群の重み空間が Hecke代数のブロック代数の加群圏の
Grothendieck群と同一視され、Chevalley生成元の作用が誘導関手と制限関手の直和
因子から定まる完全関手に持ちあがる、という描像が当初筆者が得た描像であり、この
描像の基で円分Hecke代数の既約加群の分類等を行ったが、Brundan-Kleshchev[BK2]
によりこの描像は円分箙 Hecke代数の次数付加群圏による圏化に精密化された。
最高重み加群 V (Λ)は可積分加群であるから重みの集合にWeyl群が作用する。今

の場合、Weyl群はアフィン対称群⟨
{si}i∈Z/eZ | sisjsi = sjsisj (j − i± 1 ∈ eZ), sisj = sjsi (otherwise)

⟩
.

である。Chuang-Rouquier[CR]は圏化の描像を精密化し、応用として次の定理を得た。

定理 12 (Chuang-Rouquier). 重み Λ − β と Λ − β′ がアフィン対称群の作用で移り
あうならば RΛ(β)と RΛ(β′)は導来同値である。
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4.2. 圏化と次元公式. 変形 Fock空間の真空ベクトルは最高重みが Λ0 の可積分加群
Vq(Λ0)を生成すること及びRΛ0(β)の加群圏が重み空間 Vq(Λ0)Λ0−β の圏化を与える
ことから次の次元公式が得られる。

dimq e(ν
′)RΛ0(β)e(ν) =

∑
λ⊢n

Kq(λ, ν
′)Kq(λ, ν)

ただし、Kq(λ, ν)は剰余列（標準盤の数字の順に剰余を読んだもの）が res(T ) = ν

をみたす標準盤 T ∈ ST(λ)すべてに対して qdeg(T )を足し上げたものである。deg(T )
の定義は難しくないが説明のためには若干の準備が必要なためここでは省略する。

註 7. KP hierarchyの代わりに BKP hierarchyの Fock空間を用いれば他のアフィン
Lie型 RΛ0(β)に対する同様の次元公式が得られる。

註 8. 円分箙Hecke代数に移るもうひとつの利点は生成元の中に冪等元が豊富に存在
することである。Coxeter生成元で考えるかぎりHecke代数の冪等元の構成は極めて
難しい。計算可能な冪等元が得られることでたとえばブロック代数の表現型の決定が
可能になった。τ 傾理論を用いると順表現型ブロック代数の代数構造もわかる。

4.3. 圏化理論. Chuang-Rouquierの sl2 圏化理論と対称群や Hecke代数の加群圏に
よる可積分最高重み g(A

(1)
e−1)-加群の圏化は下記のように一般化されており、2表現で

あることを確認するための定理（Control by K0, Heisenberg categorification etc.）
が知られている。gを Kac-Moody Lie代数、P を重み格子、Π = {αi}i∈I とする。
Rouquierは、P が対象、1射が Ei1λ : λ→ λ+ αi, Fi1λ : λ→ λ− αi (λ ∈ P, i ∈ I)
で生成され、2射がある定義関係式をみたす

x : Ei1λ → Ei1λ, ψ : EiEj1λ → EjEi1λ, η : 1λ → FiEi1λ, ϵ : EiFi1λ → 1λ

で生成されている 2圏 U(g)を導入した。A型の場合はKhovanov-Laudaの定義した
2圏 [KL2]もあり、両者の定義が同値であることはBrundan[B]によって証明された。
U(g)は Kac-Moody Lie代数の圏化である。

定義 13. U(g)の 2表現とは、圏の族 {Rλ}λ∈P と関手
Ei1λ : Rλ →Rλ+αi , Fi1λ : Rλ →Rλ−αi ,

の組であって、
(1) 自然変換 xe(i) : Ei → Ei, ψe(ij) : EiEj → EjEi が存在して、xe(i) と

ψe(ij)から定まる xke(ν), ψke(ν)が箙 Hecke代数の関係式をみたす。
(2) Fi は Ei の右随伴関手である。
(3) ηi : 1→ FiEi を単位自然変換, ϵi : EiFi → 1を余単位自然変換とするとき、

σij = FiEjϵi ◦ Fiψe(ij)Fi ◦ ηiEjFi : EjFi → FiEj

は i ̸= j のとき可逆。すなわち、a ∈ Rλ とすると

EjFi(a)
(ηi)EjFi(a)

−→ FiEiEj(Fi(a))

Fi((ψe(ij))Fi(a))−→ FiEj(EiFi(a))
FiEj((ϵi)a)−→ FiEj(a)

が可逆であることを要請する。
(4) λ(α∨

i ) ≥ 0のとき、次式で定める自然変換 EiFi1λ → FiEi1λ ⊕ 1
⊕λ(α∨

i )
λ(

σii, ϵi, ϵi ◦ (xe(i)Fi), . . . , ϵi ◦ (xe(i)Fi)
λ(α∨

i )−1
)T

が可逆であることを要請する。ここで、a ∈ Rλ に対し xe(i)Fi は

xe(i)Fi(a) ∈ Hom(EiFi(a), EiFi(a))
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である。
(5) λ(α∨

i ) ≤ 0のとき、次式で定める自然変換 EiFi1λ ⊕ 1
⊕−λ(α∨

i )
λ → FiEi1λ(

σii, ηi, Fixe(i) ◦ ηi, . . . , (Fixe(i))−λ(α
∨
i )−1 ◦ ηi

)
が可逆であることを要請する。ここで、a ∈ Rλ に対し Fixe(i)は

Fi(xe(i)a) ∈ Hom(FiEi(a), FiEi(a))

である。

• 円分箙 Hecke代数の加群圏が Kac-Moody Lie代数 g(A
(1)
e−1)の量子群の可積

分最高重み加群の重み空間を圏化するという描像
• 可積分最高重み加群上のWeyl群作用の導来同値への持ち上げ

もまた対称群の群代数と Hecke代数に関する現代の常識と言ってよい。そして圏化
理論は他にも一般線形群の等標数モジュラー表現論、BGG圏O等に応用され、圏化
理論に現れる標準基底を通じて Lie超代数 gl(m|n)の既約指標公式の研究も進んだ。

5. 簡約表示と柏原クリスタル

Coxeter生成元に関する話題には対称群の簡約表示の理論があり、対称群の常識と
思ってほしいので Edelman-Greene対応のMorse-Schillingによる一般化と柏原結晶
[BS]について少しだけ触れる。標語的にいえば次が成立する。

定理 14. w ∈ Sn の簡約表示の集合を R(w)とする。
(1) Edelman-Greene対応というRobinson-Schensted-Knuth対応と似た手続きで
簡約表示に半標準盤と標準盤の対を対応させることができる。

(2) 15ゲーム（jeu de taquin）を用いて |R(w)|を計算することができる。
(3) 簡約表示の減少列分解の集合に柏原結晶構造が入り、Edelman-Greene対応
（の一般化）が結晶同型を与える。

よく知られているように、[d] = {1, 2, . . . , d} をアルファベットとする語長 n の
語の集合を [d]nとするとき、Robinson-Schensted-Knuth対応は Schensted insertion
(bumping procedure) という操作によって半標準盤と標準盤の対を対応させる操作で
あり、行の数が d以下のヤング図形 λに対し、アルファベット [d]の半標準盤の集合
を SSTd(λ)、ST(λ)を標準盤の集合とすると、全単射

[d]n ≃
⊔
λ⊢n

SSTd(λ)× ST(λ)

が得られる。柏原結晶とは特別な彩色有向グラフのことで、Kac-Moody Lie代数 g
をひとつ固定し、有向辺は単純ルートで彩色され、頂点は重み格子の元による重みが
与えられている。柏原結晶の公理は省略するが、g = gld(C)ならば SSTd(λ)を頂点
とする連結な柏原結晶が定義され、最高重み λの既約 g-加群 V (λ)の結晶基底に付随
する柏原結晶 B(λ)の実現を与えている。とくに [d] = SSTd((1))は gの定義表現に
付随する柏原結晶であり、この柏原結晶を B で表わす。柏原結晶のテンソル積規則
により [d]n は柏原結晶 B⊗n と同一視される。すなわち Robinson-Schensted-Knuth
対応の両辺に出てくる集合はともに彩色有向グラフの頂点集合と思うことができる。
このとき彩色有向グラフとして同型かどうかが問題となるが京都学派は次の定理を
与えた。

定理 15. Robinson-Schensted-Knuth対応は次の結晶同型を与える。

B⊗n ≃
⊕
λ⊢n

B(λ)⊕|ST(λ)|
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Edelman-Greene対応とは Schensted insertionの計算手続きを一か所変更したもの
で、具体的には i, i+ 1を含む行に iを挿入したとき iが i+ 1を追い出すのではなく
行に変化がないまま次の行に i + 1が挿入される、という規則に変えたものである。
このとき、Edelman-Greene[EG]は全単射

R(w) ≃
⊔

λ⊢ℓ(w)

SSTn−1(w, λ)× ST(λ)

を与えた。ただし SSTn−1(w, λ) は読みが w の簡約表示を与える半標準盤のなす
SSTn−1(λ)の部分集合である。

定義 16. w ∈ Sn の簡約表示 w = si1 · · · siℓ の深さ dの減少列分解とは

(i1 · · · ik1)(ik1+1 · · · ik2) · · · (ikd−1+1 · · · iℓ)
と i1 · · · iℓを連続する減少部分列 d個に分けたものをいう。減少部分列は空集合でも
よい。w ∈ Sn の簡約表示の深さ dの減少列分解の集合を Bd(w)とする。

w ∈ Sn の簡約表示から得られる減少列分解に対し Edelman-Greene対応

∅ ← iℓ · · · i1 = (P,Q) ∈ SSTn−1(w−1, λ)× ST(λ)

を計算し、各 i ∈ [d]に対しQ ∈ ST(λ)に書かれている kd−kd−i+1 +1, . . . , kd−kd−i
を iに書き換えると次の全単射が得られる。ただし k0 = 0, kd = ℓとする。

Bd(w) ≃
⊔

λ⊢ℓ(w)

SSTn−1(w−1, λ)× SSTd(λ)

これが Edelman-Greene対応のMorse-Schillingによる一般化である。

定理 17 (Morse-Schilling). Bd(w)に柏原結晶の構造が入り、Edelman-Greene対応
（の一般化）により柏原結晶同型

Bd(w) ≃
⊔

λ⊢ℓ(w)

B(λ)⊕|SSTn−1(w
−1,λ)|

が得られる。

15ゲームを用いた |SSTn−1(w, λ)|の求め方についての説明は省略する。
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有限群, デザイン，量子情報ーーー特に
unitary t-groups と unitary t-designs

について

坂内英一（Eiichi Bannai）
(Professor Emeritus of Kyushu University)

この原稿は 2019 年 9 月 2 日～5 日に東北大学で開催された第 64 回代数学シンポジウム
における著者の上記のタイトルでの一般向け講演 (9 月 3 日)の記録です．講演は日本語
で行いましたが，スライドは英語で書きました．この報告集の原稿はその英語の原稿をほ
ぼそのまま使って，日本語を必要に応じて付け加えました．日本語と英語のちゃんぽんに
なっていますが，日本語を知らない場合も英語だけを追ってある程度理解していただける
ことを期待してこのような形にしました．数学的内容のより詳しい解説については後述す
る参考文献などを参照していただけたらと思います．

講演のアブストラクト (予稿)：

デザイン理論とは，与えられた空間 M に対して，M を近似する良い有限部分集合を
見つけ出すことにある．M が単位球面Sn−1 の場合は spherical design と呼ばれ，M が v
個の点の集合 V の k 点部分集合全体

(
V
k

)
(Johnson アソシエーションスキーム J(v, k) と

も呼ばれる）の場合は combinatorial design と呼ばれる．この講演では，先ず，spherical
t-designs および combinatorial t-designs の場合の理論の概略を，実例，存在問題，構成
問題， Fisher 型不等式，tight t-designs，有限群論との関連性，などを中心にのべる．
次に，t-designの概念の色々な拡張およびそれについての研究の現状（何が知られてい

て何を知りたいと思うかを中心に) 述べる．(Bannai-Bannai-Tanaka-Zhu, Design theory
from the viewpoint of algebraic combinatorics, Graphs and Combinatorics (2017) 参照．）
最後に M が unitary group U(d) の場合の t-designs (unitary t-designs) について述べ

る．この概念は物理の量子情報の分野で主に研究されて来た．U(d)の t-designそれ自身が
群になっている時，それは untary t-group と呼ばれる．任意の t ≥ 2 に対しての unitary
t-groups の分類が （物理の分野では困難と考えられていたようであるが），実は d ≥ 5
の時は Guralnick-Tiep, Decompositions of small tensor powers and Larsen’s conjecture,
Rep. Theory (2005) で既に知られていることを，また残った d = 2, 3, 4 の場合の分類
も可能であることを，Bannai-Navarro-Rizo-Tiep, Unitary t-groups, arXiv:1810.02507 (to
appear in J. Math. Soc. Japan) は示した．またその結果を用いて，群 Sp(4, 3) を用い
てのU(4) の unitary 4-design の具体的な構成にも成功した (Bannai-Nakahara-Zhao-Zhu,
On the explicit constructions of certain unitary t-designs, arXiv:1906.04583)．
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デザインとは何か (What is a design ?)

デザイン理論の目的は，与えられた空間 M に対して M を全体として良く近似する有限
部分集合 X (⊂M) を見つけることにある．(The purpose of design theory is, for a given
space M , to find good finite subsets X that approximate the whole space M well.)

ここでは，先ず，M が球面 Sn−1 および M が Johnson association scheme J(v, k) の
場合を考える．ここで，J(v, k) は v 個からなる有限集合 V の k 個の元からなる部分
集合の全体を表す．J(v, k) は群論的には対称群 Sv の部分群 Sk × Sv−k による等質空間
Sv/(Sk×Sv−k)を表す．この集合には association schemeと呼ばれる構造が入り，Johnson
association scheme J(v, k) と呼ばれる．
以下 t は自然数とする．

定義. 球面 t-デザイン (Spherical t-design) (Delsarte-Goethals-Seidel, 1977)
Let Sn−1 = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n = 1} be the unit sphere. A finite
subset X of Sn−1 is called a spherical t-design on Sn−1, if

1

|Sn−1|

∫
Sn−1

f(x)dσ(x) =
1

|X|
∑
x∈X

f(x),

for all f(x) = f(x1, x2, . . . , xn), polynomials of degree ≤ t.

定義. 組合せ t-デザイン(Combinatorial t-design) (a classical concept).

A subset X of
(
V
k

)
(= J(v, k)) is called a combinatorial t-design (a t-(v, k, λ) design), if

|{A ∈ X | T ⊂ A}| = λ(=constant, indep. of the choice of T.)

holds for all T ∈
(
V
t

)
,

講演では主に次の３つの問題を取り扱った．

(i) What problems we are most interested in, in particular from the viewpoint of Alge-
braic Combinatorics. First, we will discuss this in the context of spherical t-designs and
combinatorial t-designs.
(Part I : Spherical t-designs と combinatorial t-designs についての概説.)

(ii) What kinds of generalizations of t-design concept we would like to consider. (There
are generalizations in several different directions.)
(Part II : t-design の概念の種々の拡張を考える.)

(iii) Explanations of some new results, in particular on unitary t-designs.
(Part III : Unitary t-groups と unitary t-designs についての新しい結果の紹介.)
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Part I
球面 t-デザインと組合せ t-デザイン
(Spherical t-designs and combinatorial t-designs)

I-1. 球面 t-デザイン (Spherical t-designs)

(1) Sn−1 の t-デザインの例 (Examples of spherical t-designs)

For n = 2, the t+1 vertices of a regular (t+ 1)-gon inscribed in S1(⊂ R2) form a t-design.
(So, we mostly consider the cases n ≥ 3 in what follows.)

For n = 3, the set of vertices of the 5 regular polyhedrons inscribed in S2 ⊂ R3 becomes
a spherical t-design for the following t.
• 4 vertices of a regular tetrahedron form a 2-design.
• 6 vertices of a regular octahedron form a 3-design.
• 8 vertices of a cube form a 3-design.
• 12 vertices of a regular icosahedronn form a 5-design.
• 20 vertices of a regular dodecahedron form a 5-design.

Question. Can you find spherical t-designs for bigger t in S2 ?
(I think you will find that this question is not so easy indeed.)

他の有名な例としては，
• n = 8 のとき，E8-ルート系の 240 個のルートの全体（長さ 1 に正規化し
たもの）は spherical 7-design である．
• n = 24 のとき，Leech 格子の 196560 個の min vectors の全体（長さ 1 に正規化し
たもの）は spherical 11-design である．
(For n = 8, n = 24, the 240 min. vectors of E8-lattice and the 196560 min. vectors
of Leech lattice make a 7-design in S7 and an 11-design in S23 respectively.)

大きな t に対して，また大きな n に対して，spherical t-designs in Sn−1 が存在するかま
た構成できるかどうかは自明ではない．（これに関しては後述する．）

有限群，格子を用いての球面デザインの例
(constructions of spherical t-designs obtained from finite groups and lattices)

球面 t-デザインの多くの具体例の構成は，以下のように有限群および格子から自然に得
られる．

(a) G を実直交群 O(n) の有限部分群とする．任意の単位ベクトル x ∈ Rn の G によ
る軌道 X = xG = {xg | g ∈ G} として得られる．

(b) L ⊂ Rn を格子 (lattice) とする．L の長さ
√
m の shell Lm = {x ∈ L | x · x = m}

から X = 1√
m
Lm として得られる．

(Many examples of spherical t-designs are obtained either as:
(a) an orbit of a finite group G ⊂ O(n), or
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(b) a shell of a lattice L ⊂ Rn, i.e., X = { 1√
m
x | x ∈ L, x · x = m} for a fixed m.)

しかし，上の構成において，(a) については知られている例は全て t ≤ 19 (for n ≥ 3) で
あり，(b) においては知られている例は全て t ≤ 11 (for any n ≥ 2) である．
(However, those known examples are always t ≤ 19 for (a) (for n ≥ 3), t ≤ 11 for (b) (for
any n ≥ 2).)
このことは有限群あるいは格子から自然に出来るものを考えているだけでは限界がある
ということを意味すると思われる．

Note that, for each of (a) and (b), it seems that

“ Whether t is always bounded by an absolute constant independent of n
in each of the cases (a) and (b) ”

is an interesting open problem.

研究課題：組合せデザインに関しては上に述べたことの類似が成り立つか否かは, すなわ
ち，有限置換群あるいはコードから作られる組合せ t-デザインを考察することは，興味あ
る問題と思われる．
Many examples of combinatorial t-designs are obtained either as:

(a′) an orbit of a finite permutation group G ⊂ Sv, or
(b′) a shell of a (linear) code C ⊂ (F2)

v, i.e., X = {support(x) | x ∈ C, weight(x) = k}
for a fixed k.

However, for each of (a′) and (b′), t is bounded by an absolute constant for all known
examples !

We can ask whether t is always bounded by an absolute constant in each of the above
cases (a′) and (b′) ! ((a′) is answered yes, by using the classification of finite simple
groups, but (b′) is still open, I believe.)

(2) 球面 t-デザインの存在問題 (the existence of spherical t-designs)

• There exist t-designs on Sn−1 for any pair of n and t !
(Seymour-Zaslavsky, Advances in Math., 1984)

• Many proofs are known, but they only show the existence, and good explicit
constructions are not yet known.

• The best existence result is due to Bondarenko-Radchenko-Viazovska (Annals of
Math.,2013) that shows the existence of t-designs with the sizes asymptotically the
same order as the best possible bound., if n is fixed and t→∞. However, it seems
that if t is fixed and n→∞, then good bounds are unknown. (This is an interesting
open problem.)
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• Most of known existence proofs use the continuous property of real numbers.
A new existence proof was obtained by Zhen Cui, Jiacheng Xia, and Ziqing Xiang:
”Rational designs” (Advances in Math., 2019).

(3) 球面 t-デザインの具体的な構成について(Explicit constructions of
spherical t-designs)

• Some are known (Kuperberg, 2005, for n = 3). See also, for n = 3, |X| = (t+ 1)2

with t ≤ 100 (Chen-Frommer-Lang, 2011)

• Ziqing Xiang: Explicit spherical designs, (preprint, 2018) gives a more general
explicit constructions. (However, note that It is a delicate question what are good
explicit constructions. Good explicit constructions are yet to be given !)

It is easy to see that, if X ⊂ Sn−1 is a spherical t-design, then for any orthogonal transfor-
mation g ∈ O(n), Xg ⊂ Sn−1 is a spherical t-design. Moreover, if X1 and X2 are spherical
t-designs, then X1 ∪X2 is a spherical t-design.
So, we are naturally interested in the spherical t-designs of small sizes.

Problems.
(i) Are there any natural theoretical lower bounds of the size of spherical t-designs on
Sn−1 ? (Yes. Fisher type inequality below.)

(ii) For a given pair of t and n, determine the spherical t-designs of the smallest size
(“optimal” aspherical t-designs) in Sn−1. (This is the most fundamental problem in
design theory, but not easy in general.)

Here, we mainly consider the Problem (i).

(4) |X| の自然な下限と tight t-デザイン
(Fisher type lower bound and tight t-designs)

For a spherical t-design X on Sn−1, the following Fisher type lower bounds for |X| hold:

|X| ≥
(
n− 1 + e

e

)
+

(
n− 1 + e− 1

e− 1

)
, if t = 2e,

|X| ≥ 2

(
n− 1 + e

e

)
, if t = 2e+ 1.

If the equality holds in one of above inequalities, thenX is called a tight spherical t-design.
(We are interested in the classification problem of tight spherical t-designs.)
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(5) Tight spherical t-designs の分類について.

(Classification of tight t-design on Sn−1)

n = 2 =⇒ X is a regular (t+ 1)-gon
(So we assume n ≥ 3 in what follows)

• We get t ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 7, 11} (Bannai-Damerell, 1979,1980).

Tight t-designs on Sn are classified for all t, except t = 4, 5, 7. Some further non-
existence results for t = 4, 5, 7 are known. (Bannai-Munemasa-Venkov (2004), Nebe-
Venkov (2013).) But the problem is still open for t = 4, 5, 7.

I-2. 組合せデザイン
(A) The existence and the construction problems of combinatorial t-(v, k, λ)
designs have a long history in combinatorics.
(Kirkman, Steiner, Witt, Ray-Chaudhuri, Wilson, Teirlinck, Keevash, etc.)

The general existence result for t = 2 was shown byWilson (1974). Teirlinck (1987) proved
the existence of t-designs for any t, but for some specific k and λ, by using induction.

Recently, Keevash (2019+) proved the general existence proof (corresponding to Wilson’s
for t = 2), by using the probabilistic methods. The explicit constructions are not yet
possible. For example, it seems no explicit 6 - (v, k, 1) designs are explicitly described yet.

(B) Fisher type lower bound for combinatorial t-designs in J(v, k), and tight
combinatorial t-designs

Fisher type lower bound becomes, for t = 2e,

|X| ≥
(
v

e

)
.

We say X is a tight 2e-design in J(v, k), if “=” holds.

The classification of tight combinatorial t-designs have very much studied, by Ray-Chaudhuri-
Wilson (1977), Enomoto-Ito-Noda (1977), Bannai (1978), Dukes and Short-Gershman
(2012), Z. Xiang (2018), etc.. Note that tight 2-designs are symmetric designs and since
there are too many examples, the classifications are certainly impossible, The classifica-
tion is still open for t = 2e ≥ 20. (The concept and the classification problem of tight
t(= 2e+ 1)-designs are reduced to the case of tight 2e-designs.)
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Part II.
t-デザインの概念の拡張
(Generalizations of t-design concept)

Generalization (I). Change the space M .
Change sphere Sn−1 to compact symmetric spaces of rank 1
(= projective spaces over R,C,H,O.)
Or, change J(v, k) to other Q-polynomial association schemes.

There are more generalizations. I will come back to this important topic later in my talk.
So, let me discuss some other kinds of generalizations first.

Generalization (II). Allow weight function w (Cubature formula)

• Let X ⊂ Sn−1, and let w : X −→ R>0. Then the pair (X,w) is called a weighted
spherical t-design, if

1

|Sn−1|

∫
Sn−1

f(x)dσ(x) =
∑
x∈X

w(x)f(x),

for ∀f(x) = f(x1, x2, . . . , xn), polynomials of degree ≤ t.

• Let X ⊂ M =
(
V
k

)
, and let w : X −→ R>0. Then the pair (X,w) is called a weighted

combinatorial t-design, if∑
T⊂A∈X

w(A) = const

(
independent of T ∈

(
V

t

))
.

Generalization (III). Allow different block sizes.
Euclidean t-designs and relative t-designs.

For spherical t-designs, consider several concentric spheres of radii {r1, r2, . . . , rp}. Let
Xν = X ∩ Sn−1rν . Then (X,w) is called an Euclidean t-design on Sr1 ∪ Sr2 ,∪ · · · ∪ Srp if

p∑
ν=1

w(Xrν )

|Sn−1rν |

∫
Sn−1
rν

f(x)dσ(x) =
∑
x∈X

w(x)f(x).

For combinatorial t-designs or more generally for a Q-polynomial association scheme X =
(M, {Ri}0≤i≤d), and a fixed x0 ∈ M , a pair (X,w) with X ⊂ M , is callled a relative
t-design with respect to x0 ∈ M , if Eiϕ(X,w) ∈ ⟨Eiϕx0⟩ holds for i = 1, 2, . . . , t, where
ϕ(X,w) is the characteristic vector of (X,w), namely ϕ(X,w)(y) = w(y) if y ∈ X and = 0, if
y /∈ X.
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Note that the concept of ”combinatorial t-design” was (algebraically) generalized for any
Q-polynomial association schemes (Delsarte (1973)).

Let X = (M, {Ri}0≤i≤d) be a Q-polynomal association scheme.
LetA = ⟨A0, A1, . . . , Ad⟩ = ⟨E0, E1, . . . , Ed⟩ be the Bose-Mesner algebra and let E0, E1, . . . , Ed

be the primitive idempotents. Then X ⊂M is a t-design, if

EiϕX = 0 for i = 1, 2, . . . , t,

where ϕX is the characteristic vector (column vector) for X.

Note that t-design in Johnson association scheme J(v, k) is equivalent to the concept
of combinatorial t-(v, k, λ) design. While, t-design in the Hamming association scheme
H(d, q) is equivalent to the concept called an orthogonal array of strength t.

For the study of Euclidean t-designs, in particular of Fisher type bounds and of tight
designs, see many papers of Eiichi and Etsuko Bannai (2005∼). This concept was started
by Neumaier-Seidel (1988) and Delsarte-Seidel (1989).

For the study of relative t-designs on association schemes, cf. Bannai-Bannai-Tanaka-Zhu
(2017), etc. Fisher type lower bounds and the classification problems of certain tight
t-designs were mainly studied.

The concept of relative t-designs was first conceived and studied by Delsarte (1977): Pairs
of vectors in the space of association schemes (1977). However, this theory was seriously
studied only recently (last less than 10 years), after imitating the study of Euclidean
t-designs.

The relative t-design on binary Hamming association schemes H(d, 2) is equivalent to the
concept of ”(weighted) regular t-wise balanced design”, namely combinatorial t-designs
which allow different sizes of blocks.

Fisher type lower bound for H(d, 2) was first obtained by Z. Xiang (2012).

Generalization (IV). T -designs.

• For spherical designs, let T ⊂ {1, 2, 3, · · · }. We say X ⊂ Sn−1 is a spherical T -design,
if the following holds∑

x∈X

f(x) = 0, for all f(x) ∈ Harmi(Rn), with i ∈ T.

• For combinatorial T -design (or Q-polynomial association schemes), X is a T -design
(where T ⊂ {1, 2, . . . , d), if EiϕX = 0, for all i ∈ T .
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Note that if T = {1, 2, . . . , t}, then T -design is an ordinary t-design.

This concept of T -design is due to Delsarte (1973). However, that there is an interest-
ing Fisher type lower bound for T = {t} was first observed by Bannai-Okuda-Tagami
(2015). Then tight spherical {4}-designs were classified by Okuda-Yu (2017), and more
general cases were studied by Zhu-Bannai-Bannai-Kim-Yu (Electronic J Comb., 2017),
say, spherical {8, 4}-designs.

Note that spherical 2-designs are equivalent to tight frames (on the unit sphere).

Generalization (I). Change the space M (again).

For the spherical case, we already mentioned the cases taking M as compact rank 1
symmetric spaces (=projective spaces), (Cf. Hoggar (1982).)

(i) Compact symmetric spaces of arbitrary ranks.

(i-a) Homogeneous spaces G/H, for Lie group G.
Say, real Grassmannian spaces (Bachoc-Coulangeon-Nebe (2002), Bachoc-Bannai-Coulangeon(2004);
complex Grassmannian spaces (Roy, 2010), etc.

(i-b) G itself is a Lie group,
Cf. Unitary t-designs, Roy-Scott, 2009, etc.

(ii) Complex sphere (Roy-Suda, 2011).
(This space is not a symmetric space.)

(iii) There are many many interesting spaces and we can study
the concept of t-designs (or T -designs) in various situations.

Part III. Unitary t-groups and unitary t-designs

III-1. Unitary t-designs.
初めに述べたように, デザイン理論の本質は, 与えられた空間 M に対して M をよ

く近似する有限部分集合 X を見つけたり研究することにある. M が球面の時が 球面デ
ザインであり, M が Johnson アソシエーションスキーム J(v, k) の時が組合せデザイン
(Combinatorial t-(v, k, λ) design ) という具合である. M がユニタリー群 U(d) の時に
ユニタリー群 U(d) を近似する良い有限部分集合 X が unitary t-design である. Unitary
t-design の一つの定義は次のように与えられる.

9



U(d) を d × d のユニタリー行列全体の作る通常のユニタリー群とし，その元が U =
(ui,j)1≤i≤d,1≤i≤d で表されているとする. Hom(U(d), r, s) を ui,j 達に関して r-次, ui,j 達
に関して s-次の斉次な多項式全体の作る空間とする. U(d) の部分集合 X が unitary t-
design であるとは, X は U(d) を近似する良い有限部分集合であり, 次のように定義され
る. Spherical t-design (Cf. Delsarte-Goethals-Seidel [9] (1977) および Roy-Suda [14] な
ど) との類似にも留意されたい.

定義. A finite set X ⊂ U(d) is called a unitary t-design, if

(i)

∫
U(d)

f(U)dU =
1

|X|
∑
U∈X

f(U), for all f ∈ Hom(U(d), t, t).

ここでは
∫
U(d)

dU = 1 と正規化されているとする.

この条件 (i) は次の２つの条件 (ii), (iii) とも同値である.

(ii)

∫
U(d)

U⊗t ⊗ (U∗)⊗tdU =
1

|X|
∑
U∈X

U⊗t ⊗ (U∗)⊗t,

(iii)

∫
U(d)

|tr(U)|2tdU =
1

|X|2
∑
U,V ∈X

|tr(U∗V )|2t.

（他にも同値な条件が数多くある.）

Unitary t-design の考察は物理（量子情報理論）で始まったようであり, この原稿の末尾
に述べる (i) Gross-Audenaert-Eisert [10](2007), (ii) Scott [15](2008) などが最初に発表さ
れた文献と思われる. 正式な発表年は 2009 年になるが,

(iii) Dankert-Cleve-Emerson-Livine [7] (2009) (arXiv: quant-ph/0606161)
が unitary t-design という言葉を使った最初の論文で [10], [15] もそれに負っているとの
物理の人の話である. また, もっと古い関連した物理の論文もあり, ”twirl” という概念が
unitary t-design の元になっているとも考えられるという話である. いずれにせよ, ユニタ
リー群 U(d) は物理においても色々の形で本質的に現れるのでその有限個の点による近似
は非常に役立つのは確かと思われる. (iv) Roy-Scott の論文 [13] (2009) は数学的立場から
総合的な解説を与えている. 最近の重要な論文としては (v) Zhu-Kueng-Grassl-Gross [17]
(2016, arXiv: 1609.08172) などを参照されたい. 他にも非常に多くの論文がある.

III-2. Unitary t-groups
次に U(d) の有限部分群自身が unitary t-design になっている場合を考えよう. すな

わち, U(d) の有限部分群 G で G 自身が unitary t-design となっているものを unitary
t-group と呼ぶことにする. このとき次がなりたつ.

Let χ be the natural representation (of degree d) of U(d). Then a finite subgroup G of
U(d) is called a unitary t-group, if

1

|G|
∑
g∈G

|χ(g)|2t =
∫
U(d)

|tr(U)|2tdU.
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2018年 8月頃までの時点では, unitary 3-groups in U(d) は以下のような例に見られるよ
うに, いくつか知られていた．また unitary 4-groups は d ≥ 3 に対しては一つも知られて
いないという状況であった. 多分それらは存在しないだろうと思われていたとおもわれる
が，それを示すことは非常に困難であろうと一般的に考えられていたと思われた．

Unitary 3-designs の例

(i) Clliford groups: d = 2m, Gm = Z4 ∗ 21+2m
+ Sp(2m, 2),

(ii) Sporadic examples:
d = 3, 3.A6,
d = 4, 6.A7, Sp(4, 3)
d = 6, 6.L3(4).21, 61U4(3)
d = 12, 6.Suz,
d = 18, 3.J3.

d = 2 に対しては unitary 5-group (例えば G = SL(2, 5) ) が知られている.
一方, d ≥ 3 に対して unitary 4-groups in U(d) は存在するか否かは（物理において）未
解決な興味深い問題であると考えられていたと思われた.

昨年 (2018年)8月の草津セミナーの後 unitary t-group の分類に関して, Tiep との交流が
生じた. その結果 unitary t-groups の分類は Guralnick-Tiep [11] (2005) で基本的には分
類の本質的な部分がすでになされていることが分かった. 正確に言うと, そこでは群論的
に（有限単純群の分類を full に用いて）d ≥ 5 の場合に unitary 4-group の非存在が示さ
れ, また d ≥ 5 の条件のもとで unitary 2 group の分類も原理的に得られていた. ただし
[11] と unitary t-groups との関連はほとんど知られていなかった. Eiichi Bannai, Gabriel
Navarro, Noelia Rizo, Pham Huu Tiep [5] の共著論文”Unitary t-groups” は, このことを
（物理の未解決問題が群論ではすでに [11] で本質的に解決されていたことを）指摘し, 更
に [11] で残されていた d = 2, 3, 4 の場合の分類も完成させた. すなわち,[11] [5] を合わせ
て, 　任意の t ≥ 2 と 任意の d ≥ 2 に対しての unitary t-groups の完全な分類が得られた
訳である. この分類結果は複雑であるが, 結果はそれ自身非常に面白いと思われるし, 物
理などへの応用という意味でも非常に役に立つと思われる. この分類の詳細に関しては,
[11, 5] を参照されたい.

III-3. Explicit constructions of some unitary t-designs.
Unitary t-designs in U(d) は任意の d ≥ 2 と任意の t に対して存在することは知ら

れている.（Seymour-Zaslavsly (1984) の帰結である.) 一方 unitary t-designs in U(d) の
具体的な構成はほとんど知られていなかった. 特に d ≥ 3 で t ≥ 3 の場合には,unitary
3-groups として知られているもの以外には, 本質的には具体的な構成は成されていなかっ
たと思われる. ここでは特に unitary 4-design in U(4) の場合をを解決を, Eiichi Bannai,
Mikio Nakahara, Da Zhao, Yan Zhu [6] (2019) に基づいて紹介する.一般的に次の結果を
得る.
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定理 1 (Bannai-Nakahara-Zhao-Zhu [6]).
Let χ be the natural representation of U(d) (of degree d). Let G be a unitary t-group in
U(d). Suppose that

(χt+1, χt+1)G = (χt+1, χt+1)U(d) + 1.

( Note that (χt+1, χt+1)G = (χt+1, χt+1)U(d) is equivalent to the condition that G is a
unitary (t+ 1)-group. Also note that (χt+1, χt+1)U(d) = d!, if d ≥ t.)
Then
(i) There is a unique non-trivial G×G-invariant f ∈ Hom(U(d), t+ 1, t+ 1).
(ii) Let x0 be any zero (in U(d)) of f. (There are many such zeros, since f is nontrivial.)
Then, the orbit X of x0 by the action of G×G is a unitary (t+ 1)-design in U(d).

定理 2 .
(i) ([5, 6]) The following groups G are unitary 3-groups in U(d) with the property that
(χ4, χ4)G = 7(= (χ4, χ4)U(d) + 1).
(a) d = 4, G = Sp(4, 3).
(b) d = 6, G = 61.U4(3).
(c) d = 12, G = 6.Suz.
(ii) ([6]) We can construct unitary 4-designs in U(4) explicitly (numerically). (これは上
に述べた定理１を実行することにより構成される.) このときの design X のサイズ |X| は
|Sp(4, 3)|2/6 = 447897600 となる.
一方 d = 6, d = 12 の場合は具体的に求めるにはコンピューターの計算でも容量, 計算速
度の点で今の所手にあまる. より良いコンピューター環境があれば原理的には可能である.

III-4. 考えたい問題
最後にいくつかの考察中の問題を提示する. 興味ある方の挑戦を期待します.

未解決問題 （有限群の立場から）

(i) Let G be a subgroup of O(d), (d ≥ 3).
Let χi be the irreducible representation of O(d) on Harmi(Rd).
Then G acts on the space Harmi(Rd). The paper of Tiep [16] (2006) classifies those G
with χ1 ↓G and χ2 ↓G being irreducible.
Can we classify those G ⊂ O(d) with (1, χi)G = 0 for i = 1, 2, . . . , k ?
In particular,
is there any finite G such that this holds for k = 12 ?
No example is known, but the non-existence is still an open problem.
(Note that
χi ↓G are irreducible for i = 1, 2, . . . , s,
implies that
(1, χi)G = 0 for i = 1, 2, . . . , 2s, but the converse does not necessarily hold. )
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(ii) Let G be an irreducible finite subgroup of U(d), and let χ be the natural representation
of G. Then, can we determine G such that (χ2, χ2)G = 3. (Note that (χ2, χ2)U(d) = 2.)
We believe that the method of [11] can be applied. From such G, we can construct
unitary 2-designs in U(d).

(Note that some constructions of unitary 2-designs in U(d) are known, but this will add
many more new examples.)
(Note that the key of the proof of定理 2 above was to find a unitary t-group in U(d) such
that (χt+1, χt+1)G = d! + 1, where (χt+1, χt+1)U(d) = d!. This is the case of t = 1 in 定理
1.)

現在進展中の問題
(i) Zhu-Kueng-Grassl-Gross [17] は次のことを予想し, 未解決問題として提起してい

る. すなわち, Clifford group G = Gm は unitary 3-design であることが知られている.
G = Gm は複素射影空間CPd−1 に自然に働く. x0 ∈ CPd−1 の Gによる orbitが projective
4-design になるための必要十分条件は, x0 が CPd−1 の non-trivial な (unique に定まる）
調和多項式 ϵ の零点になっていることである．このとき，

予想 (Conjecture 2 in [17]). このようにしてできる orbit が projective 4-designであ
れば必ず unitary 5-design になっている．

この予想は，G-invariant な Harm(Cn−1, 5, 5) が存在しないことと同値である．現在この
予想が正しいことを示す論文を準備中である. これは Da Zhao および 大浦学との共同研
究であり, Nebe-Rains-Sloane [12]の real Clifford groupの不変式に関する結果の complex
Clifford group Gm に対する version を得ることにより証明される．

(ii) Unitary 3-groupである Clifford group Gm を用いて unitary 4-design in U(2m)が原理
的に構成できる．特に, G2 を用いて unitary 4-designs in U(4) が explicit に（numerical
に）構成できる. （Da Zhao との共同研究）．

(iii) 一般の d および t に対して，unitary t-designs in U(d) が原理的に構成できると思わ
れる．（奥田隆幸による部分的な未発表の先行研究がある．方法はその方法と似た部分と
異なる部分がある．詳細は現在の所まだ細かいところを詰める必要がある．）

2019 年 12 月の時点における追加と文献案内
(1) Part I に関して Spherical t-design についての基本的な文献は，Delsarte-Goethals-
Seidel [9], 坂内英一・坂内悦子 [2]，坂内英一・坂内悦子・伊藤達郎 [3]，Bannai-Bannai [1]
などを参照されたい. Combinatorial t-designについての多くの論文および本があるが，代
数的組合せ論の立場からはDelsarte [8]が一番の大本である．坂内英一・坂内悦子・伊藤達
郎 [3] も部分的に参考になると思われる．（組合せ論の立場からのCombinatorial t-designs
の本は非常に数多くある．）

(2) Part II に関しては，Bannai-Bannai-Tanaka-Zhu [4] に基づいている．部分的には [1],
[2], [3] なども参考になると思われます．
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(3) Part III に関する文献は，[13]，[11]，[17]，[5]，[6] などを参照してください．上の
Part III の (i) で述べた結果は　 Eiichi Bannai, Manabu Oura, Da Zhao の 3名の共著
論文として準備中です．一方 (ii), (iii) で述べた結果は，現在 Eiichi Bannai, Yoshifumi
Nakata, Tkayuki Okuda, Da Zhao の 4名の共著論文として準備中です．この後者の論文
では，unitary t-designs in U(d) の具体的な構成を次元 d に関する induction を用いて構
成できます．具体的なアルゴリズムを与えていて，またサイズの評価もきちんと得られ
ますが，具体的な計算量はどんどん増えていくので，どこまで実用に役立つかという点
では問題点は残っています．なおこの unitary t-designs の構成法は spherical t-designs in
Sn−1 の場合にも具体的な新しい構成法が得られるので，その点でも興味深いと思われま
す．これら２つの論文は（[5]，[6] とともに）この分野の進展に影響を与えることができ
るのではないかと自負しています．

(4) 最後に一言．Unitary t-design を通じて，有限群，デザイン，量子情報の間の関連性
を述べたかったのですが，物理を良く知らないこともあり力不足でほとんど述べられませ
んでした．物理関係の unitary t-design と関連する最近の論文は [6] の文献表を参照して
ください．我々は今まで主に exact な unitary t-design と呼ばれるもののみに興味を持っ
て研究してきましたが，approximate unitary t-design という概念もあって，物理ではそ
れも考えられ，多くの研究もされてきています．Exact なものを考えると構成は非常に難
しくて今の所手が出なくてなかなか実際に応用できるようなものは見つけられないので，
approximate なもので妥協して実際に応用に使えるようなものを見つけたいというのがそ
の理由と思われます．([6] の文献表は approximate unitary t-design も含んでいます．）し
かし個人的には (代数，あるいは代数的組合せ論の立場に立って）exact なものに固執し
たいと思っています．
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指数型不定方程式 ax + by = cz と x2 + bm = cn

の最近の進展について

寺井 伸浩 (大分大学 理工学部)

概 要

本稿は，2019 年 9 月に東北大学に於て開催された第 64回代数学シンポジウムにおけ
る筆者の講演の発表資料に加筆，修正を行ったものです．指数型不定方程式 ax + by = cz

と x2 + bm = cn の最近の進展について紹介する. 講演の機会を与えてくださった日本大
学の安福悠さんをはじめシンポジウムの関係者皆様に深く感謝致します．

1 序論

整数係数の代数方程式の整数解や有理数解を求めることを, 不定方程式またはディオファン
タス方程式を解くという. 不定方程式・素数分布等を主に研究する分野である整数論は数学
の中では幾何学と同様古代ギリシャ時代以来の長い歴史を持つ. a2 + b2 = c2 を満たす正の
整数 (a, b, c) はピタゴラス数と呼ばれるが, 無数に存在しパラメータ表示を持つことはよく知
られている. Fermatはバシェ版のディオファントス著作集の余白に，「n が 3以上の正の整数
のとき, 不定方程式 xn＋ yn＝ zn は正の整数解 x, y, z を持たない」の「真に驚くべき証明を
発見したが，その証明を書くにはこの余白は狭すぎる (Cujes rei demonstrationem mirabilem
sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet)」ということを記した (1637年頃). 1994
年, Wilesはついにこの Fermat予想を証明した.
一方, ポーランドの有名な数学者 Sierpińskiはピタゴラス数 (3, 4, 5) に対し不定方程式 3x +

4y = 5z の正の整数解は (x, y, z) = (2, 2, 2) だけであることを示した. その弟子 Jeśmanowicz
はピタゴラス数 (5, 12, 13), (7, 24, 25), (9, 40, 41), (11, 60, 61)に対し同様の不定方程式を考え同
じことを示し, 一般にピタゴラス数 (a, b, c) に対し不定方程式 ax + by = cz の正の整数解は
(x, y, z) = (2, 2, 2) だけであることを予想した.
本稿では, Fermat予想や Jeśmanowicz予想と関係する,

(i) 指数型不定方程式 ax + by = cz

(ii) 一般化されたRamanujan-Nagell 方程式 x2 + bm = cn

(iii) 一般化された Fermat 方程式 xp + yq = zr

について最近の結果を報告する. 特に, 不定方程式 (i),(ii)に関する筆者のいくつかの予想を述
べ, いろいろな場合に予想が正しいことを確かめる.
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2 ピタゴラス数から拡がる指数型不定方程式の予想

2.1 ピタゴラス数から拡がる指数型不定方程式の予想

ピタゴラス数から拡がる次の指数型不定方程式に関する 3つの予想を紹介する.

(1) Fermat予想
a2 + b2 = c2 =⇒ xn + yn = zn ここで n ≥ 3

17世紀に Fermatにより予想され, 1995年にA.Wiles[W]により解決される.

(2) Jeśmanowicz予想
a2 + b2 = c2 =⇒ ax + by = cz

ポーランドの数学者 Jeśmanowicz[J]により 1956年に予想されたが未解決である.

(3) 私の予想
ax + by = cz ここで ap + bq = cr

x2 + bm = cn ここで a2 + b2 = c2

これら 2つの予想は Jeśmanowicz予想の類似として 1993年, 1994年にそれぞれ
著者 [Te1], [Te2], [Te3], により提起されたが未解決である.

2.2 Jeśmanowicz予想

予想 1. (Jeśmanowicz[J], 1956) a, b, c を a2 + b2 = c2 を満たす固定された互いに素な正の整
数とする. このとき, 指数型不定方程式

ax + by = cz

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (2, 2, 2)をもつ.

ピタゴラス数のパラメーター表示により, 指数型不定方程式

(m2 − n2)x + (2mn)y = (m2 + n2)z

を考えればよい. ここで, m,nはm > n, m 6≡ n (mod 2) である互いに素な正の整数とする.
次の場合に予想 1が成り立つことが示されている.

• n = 1 (Lu[Lu], 1959), m − n = 1 (Demjanenko[De], 1965)

• a ≡ ±1 (mod b), c ≡ 1 (mod b) (Miyazaki[Mi3], 2013)

• n = 2 (Terai[Te5], 2014), n ≡ 2 (mod 4) and n < 100 (Miyazaki-Terai[MT2], 2015)

最小のピタゴラス数である (a, b, c) = (3, 4, 5)に対し予想 1が成り立つことを示した, 次の
Sierpińskiの結果の証明を与える. 証明はとても初等的であるが, まず x, z が偶数であること
を示し, よく知られた指数型不定方程式に帰着させる点は, 一般の場合にも応用できる.
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定理 1. (Sierpiński[S],1956) 指数型不定方程式

3x + 4y = 5z

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (2, 2, 2) をもつ.

Proof. 方程式を modulo 4 で考えると (−1)x ≡ 1 (mod 4)である. よって x は偶数である.
また, 方程式を modulo 3 で考えると 1 ≡ (−1)z (mod 3) である. よって z は偶数である.
いま, x = 2X, z = 2Z とおくと, 方程式は

22y = (5Z + 3X)(5Z − 3X)

となる. 右辺の 2つの因数の最大公約数は 2であるので,{
5Z + 3X = 22y−1

5Z − 3X = 2

を得る. これら 2式を加えると 22y−2 − 1 = 3X となる. y ≥ 3 のとき modulo 8 で考えると
−1 ≡ 3x (mod 8)であるが, これは不可能！したがって, y = 2, x = 2, z = 2 を得る.

次に, n = 2 の場合に対する Jeśmanowicz予想の証明を与える.

定理 2. (Terai[Te5], 2014) m を 2より大きい奇数とする. このとき, 指数型不定方程式

(m2 − 4)x + (4m)y = (m2 + 4)z

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (2, 2, 2) をもつ.

Proof. 証明は y = 1 と y > 1 の 2つの場合に分かれる.
Case 1: y = 1.
Baker理論 (2つの対数の 1次形式 Λ = b2 log α2−b1 log α1 の下からの評価)を用いて示す.
方程式は次の Pillai 方程式に帰着される:

cz − ax = b (P)

ここで a = m2 − 4, b = 4m, c = m2 + 4 である.

補題 1. (xの上界と下界)

(1) x < 2521 log c

(2) x >
m2 − 4

8
log c

Proof. 2つの linear forms (1次形式)を考える:

Λ = z log c − x log a (> 0), Λ0 = log c − log a (> 0)

(1) 不等式 log(1 + t) < t (t > 0) を用いると,

0 < Λ = log
(

cz

ax

)
= log

(
1 +

b

ax

)
<

b

ax
,
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よって
log Λ < log b − x log a

が成り立つ. Λ の下からの評価にBaker理論を用い, 上と下からの 2つの評価を組み合わせる
ことにより x < 2521 log c を得る.

(2) xΛ0 − Λ = (x − z) log c ≥ log c より,

x ≥ log c

Λ0
+

Λ
Λ0

>
log c

Λ0
>

m2 − 4
8

log c

を得る.

補題 1 の (1),(2) より m2 − 4 < 2521 · 8 が成り立つので, m ≤ 141 を得る. 最後に,
3 ≤ m ≤ 141 の範囲で不定方程式 (P) が z < x < 2521 log(m2 + 4) を満たす正の整数解 x, z

を持たないことを計算機 (Magma) により確かめればよい.

Case 2: y > 1. 平方剰余の相互法則を用いて, 次を証明できる.

補題 2. (x, y, zの偶奇性)

(1) x, z は偶数である.

(2) m 6≡ 1 (mod 8) ならば y は偶数である.

x, z は偶数なので, x = 2X, z = 2Z とおく. このとき, 方程式は次に帰着される:

m y
1 + 22y−2m y

2 = (m2 + 4)Z . (F)

ここで m1, m2は m = m1m2を満たす奇数である. 一般化された Fermat方程式に関するよ
く知られた次の結果を用いる.

補題 3. (Bennett-Skinner[BS], 2005)
n を 7以上の素数とする. このとき,

Xn + 2αY n = Z2

は 2つづ互いに素な 0でない整数解 X,Y, Z を持たない. ただし, XY 6= 1, α ≥ 2 とする.

y = 2 ならば, 容易に x = 2, z = 2 を得る. y ≥ 3 ならば, 補題 3よりZは偶数を示せば十分
である. (y ≡ 0 (mod 3), y ≡ 0 (mod 5) の場合は個別に扱う.)　 (F) より m y

1 ≡ 5Z (mod 8)
である. m1 6≡ 5 (mod 8) ならば Z は偶数となる. また, 補題 2より m 6≡ 1 (mod 8) ならば
y は偶数なので, Z は偶数である. したがって,

m1 ≡ 5 (mod 8) かつ m ≡ 1 (mod 8)

としてよい.
m1 ≡ 5 (mod 8) のとき, (F) より y ≡ Z (mod 2) を得る. m ≡ 1 (mod 8), m1 ≡ 5

(mod 8), m1|m なので平方剰余相互法則を用いると,(
m2 + 4
m + 2

)
=

(
2

m + 2

)
= −1,

(
m1

m + 2

)
= −1,

となる. このとき, (F) より (m2 + 4)Z ≡ 2my
1 (mod m + 2) となる. よって (−1)Z = (−1)y+1

となり y 6≡ Z (mod 2) を示す. しかし, これは y ≡ Z (mod 2) に矛盾する.
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2.3 一般化された Jeśmanowicz予想

予想 2. (一般化された Jeśmanowicz予想; 寺井予想 [Te2],[Te3], 1994)
a, b, c を ap + bq = cr (ここで p, q, r ≥ 2)を満たす固定された互いに素な正の整数とする. こ
のとき, 下記の 3つの場合を除けば, 不定方程式

ax + by = cz

は, ただ一つの正の整数解 (x, y, z) = (p, q, r) をもつ. これら 3つの場合 (a < b) は, 次の解だ
けをもつ.

(i) (a, b, c) = (2, 7, 3); (x, y, z) = (1, 1, 2), (5, 2, 4),

(ii) (a, b, c) = ( 2, 2k − 1, 2k + 1 ); (x, y, z) = (1, 1, 1), (k + 2, 2, 2),

(iii) (a, b, c) = (1, 2, 3); (x, y, z) = (m, 1, 1), (n, 3, 2).
ここで, m, n, k ≥ 2 は正の整数である.

“寺井予想”は (ある条件の下で) いろいろな場合に正しいことが確かめられたが, 未解決
である. (cf. Terai[Te2], [Te3], Cao[Ca], Miyazaki[Mi1], [Mi2], Le[Le4].) 主に (p, q, r) =
(2, 2, r), (p, 2, 2) の場合の研究が多い.

2.4 一般化された Fermat 方程式

p, q, r を 2以上の正の整数とし,

S =
1
p

+
1
q

+
1
r

とおく.
このとき, 一般化された Fermat方程式

xp + yq = zr, gcd(x, y, z) = 1 (GF)

の正の整数解 x, y, z を考える.

S = 1 ⇐⇒ (p, q, r) = (2, 3, 6), (2, 4, 4), (3, 3, 3) のとき,(GF)は解なし.
S > 1 ⇐⇒ (p, q, r) = (2, 2, r), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5) のとき, (GF)は無数の解をもつ.

(パラメータ表示の解をもつ.)

一方, S < 1 の場合は次の予想が知られている.

予想 3. (一般化された Fermat 予想)

(1) S < 1ならば,次の解を除けば, (GF)は正の整数解 x, y, z をもたない:

1n + 23 = 32 (n > 6), 25 + 72 = 34, 73 + 132 = 29,

27 + 173 = 712, 35 + 114 = 1222, 177 + 762713 = 210639282,

14143 + 221134592 = 657, 92623 + 153122832 = 1137,

438 + 962223 = 300429072, 338 + 15490342 = 156133.
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(2) (Beal予想) p, q, r を 3以上の正の整数とする. このとき, (GF)は正の整数解 x, y, z を
もたない.

Andrew Bealは米国の銀行家 (Beal銀行の創業者), アマチュア数学者である. Beal銀行の
ホームページでBeal予想が紹介されている. 懸賞金は 1 million(ドル)である. gcd(x, y, z) > 1
の場合は, 不定方程式 (GF)は解をもつことがある.

2n + 2n = 2n+1, 33 + 63 = 35, 73 + 74 = 143(
(1 + kn)n−2

)n +
(
k(1 + kn)n−2

)n =
(
(1 + kn)n−1

)n−1

(1 + kn)n + (k(1 + kn))n = (1 + kn)n+1

予想 3について, 次の結果が知られている.

定理 3. (一般化された Fermat 方程式)
一般化された Fermat 方程式 (GF) は互いに素な正の整数解 x, y, z をもたない.

• (Wiles[W],1995) xn + yn = zn (n ≥ 3)

• (Darmon-Merel[DM]) xn + yn = z2 (n ≥ 4), xn + yn = z3 (n ≥ 3)

• (Bennett[Be]) x2n + y2n = z5 (n ≥ 2)

• (Bennett-Chen-Dahmen-Yazdan[BCDY]) x3 + y3 = z2n (n ≥ 2)

• (Ellenberg[E]) x2 + y4 = zn (n ≥ 4)

3 指数型不定方程式 ax + by = cz

3.1 指数型不定方程式 ax + by = cz に関する一般的結果

定理 4. (Gelfond-Mahler) a, b, c を 1より大きい固定された互いに素な正の整数とする. この
とき, 指数型不定方程式

ax + by = cz (3.1)

は, 高々有限個の正の整数解 x, y, z をもつ.

a, b, c の多くの場合は, 指数型不定方程式 (3.1) は解 x, y, z をもたない.

• 5x + 9y = 4z: 解なし
• 2x + 5y = 7z: (x, y, z) = (1, 1, 1)
• 2x + 5y = 3z: (x, y, z) = (1, 2, 3), (2, 1, 2)
• 3x + 5y = 2z: (x, y, z) = (1, 1, 3), (1, 3, 7), (3, 1, 5) ← 知られている最大の個数は 3個

指数型不定方程式 (3.1) の解の個数と大きさについては, 次がよく知られている. (1)は 2次
体の理論, (2)は Baker理論を用いてそれぞれ示される.

定理 5. (解の個数と大きさ) a, b, c を 1より大きい互いに素な固定された正の整数とする. こ
のとき, 指数型不定方程式 (3.1) の正の整数解 (x, y, z) を考える.

(1) (Scott-Styer[SS], 2016) cが奇数ならば, 高々2つの解をもつ.
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(2) (Le[Le5], 2015) max{x, y, z} < 155000(log m)3, ここで m = max{a, b, c}.

指数型不定方程式
2x + (2k − 1)y = (2k + 1)z

はちょうど 2つの解 (x, y, z) = (1, 1, 1), (k + 2, 2, 2) をもつ.

3.2 指数型不定方程式 ax + (a + b)y = bz

予想 4. (Miyazaki-Terai[MT3], 2019) a, b を互いに素な 1より大きい正の整数とする. その
とき, 指数型不定方程式

ax + (a + b)y = bz

は, 次の 7つの場合を除けば, 正の整数解 x, y, z をもたない.

(x, y, z) =



(2, 1, 2) if b = a + 1 with a > 2,

(1, 2, 3), (2, 1, 2) if (a, b) = (2, 3),

(1, 1, j + 1) if (a, b) = (2j − 1, 2) with j > 2,

(1, 1, 3), (1, 3, 7), (3, 1, 5) if (a, b) = (3, 2),

(5, 2, 3) if (a, b) = (3, 7),

(2, 1, 5) if (a, b) = (5, 2),

(2, 1, 7) if (a, b) = (279, 5).

Magmaにより, 上の予想 4がmax{a, b} 6 10000, max{x, y} 6 20 の範囲で成り立つこと
を確かめた.

定理 6. (Miyazaki-Terai[MT3], 2019) 予想 4は次の各場合に正しい.

(i) 7つの exceptional cases

(ii) a = 2 または a = 4k

(iii) b = 2k

(iv) a + b = 2k

ただし kは正の整数とする.

Proof. (ii)の場合だけを示す. 証明には次の 2つの補題を用いる.

補題 4. (Cohn[Co], Le[Le3]) 不定方程式

x2 + 2m = yn, gcd(x, y) = 1, n ≥ 3

のすべての正の整数解は (x, y,m, n) = (5, 3, 1, 3), (7, 3, 5, 4), (11, 5, 2, 3) で与えられる.

7



補題 5. (Ivorra[I]) 不定方程式

x2 − 2m = yn, x > 0, |y| > 1, gcd(x, y) = 1, m ≥ 2, n ≥ 3

のすべての整数解は (x, y,m, n) = (13,−7, 9, 3), (71, 17, 7, 3) で与えられる.

Case 1: a = 2. そのとき, 次を考える.

2x + (2 + b)y = bz. (3.2)

(x, y, z) を (3.2)の解とする. b は奇数なので, y, z がともに奇数ならば, (3.2) を modulo 8
で考えることにより 2x + 2 ≡ 0 (mod 8) を得る. しかし, この合同式は成り立たない. よっ
て, y または z は偶数である.
まず, y を偶数とする. bz > (2 + b)y ≥ (2 + b)2 > b2 なので z > 2 である. 補題 4 より,

(b, x, y, z) = (3, 1, 2, 3) を得る.
次に, z を偶数とする. 補題 5 より, y = 1 を得る. 一方, (3.2) を modulo (b + 1) で考え

ると, (b + 1) が 2x を割り切ることが分かる. これより, b = 2t − 1 とおける. ここで, t は
2 ≤ t ≤ x となる正の整数である.
再び, (3.2) を modulo 2t+1 で考えると, 2x + 2t + 1 ≡ 1 (mod 2t+1), つまり, 2x ≡ 2t

(mod 2t+1) が従う. よって x = t を得る. このとき, (3.2) は 2x+1 + 1 = (2x − 1)z となる. こ
れより, 簡単に, z = 2, x = 2 が導かれる.

Case 2: a = 4k. そのとき, 次を考える.

4kx + (4k + b)y = bz. (3.3)

b ≡ 0, 1 (mod 3) とする. このとき, (3.3) を modulo 3 で考えると, 2 ≡ 0 (mod 3) または
2y ≡ 0 (mod 3) となる. しかし, どちらも成り立たない. よって, b ≡ 2 (mod 3) としてよい.
再び, (3.3) を modulo 3 で考えると, 2z ≡ 1 (mod 3) となり, z は偶数である. z = 2Z とお
く. 補題 5 より, y = 1 が従う. これより, (3.3) は

4k + b = (bZ + 2kx)(bZ − 2kx).

と表せる. 特に, b+22k ≥ bZ +2kx, よって x = 1 または (x, Z) = (2, 1) を得る. x = 1ならば,
(3.3)は 2 ·4k +b = b2Z となるが, これは b(> 1)が奇数ということに矛盾する. (x, Z) = (2, 1)
ならば, b − 22k = 1となり, b = a + 1 を得る.

3.3 指数型不定方程式 (pm2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z ここで p + q = r2

Jeśmanowicz予想は指数型不定方程式

ax + by = cz, a2 + b2 = c2

の正の整数解 x, y, z を考えるものだが, 類似として指数型不定方程式

ax + by = cz, a + b = c2

を考えることができる. ここでは, これの特別な場合として,次の指数型不定方程式を扱う：

(pm2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, p + q = r2 (3.4)

p, q, r,m に関するいくつかの例外を除けば, (3.4)は高々一つの正の整数解 x, y, z をもつこと
が予想されるが, (ある条件の下で)すでに解かれている方程式は次の通りである:

8



• (Terai[Te4], 2012; Bertók[Ber], Su-Li[SL]) (4m2 + 1)x + (5m2 − 1)y = (3m)z

• (Miyazaki-Terai[MT1], 2014) (m2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, 1 + q = r2

• (Terai-Hibino[TH1], 2015) (12m2 + 1)x + (13m2 − 1)y = (5m)z,

• (Terai-Hibino[TH2], 2017) (3pm2 − 1)x + (p(p − 3)m2 + 1)y = (pm)z

• (Fu-Yang[FY], 2017) (pm2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, r|m,

• (Pan[P], 2017) (pm2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, m ≡ ±1 (mod r),

• (Murat[Mu], 2018) (18m2 + 1)x + (7m2 − 1)y = (5m)z,

• (Kizildere et al.[KMS], 2018) ((q + 1)m2 + 1)x + (qm2 − 1)y = (rm)z, 2q + 1 = r2.

上の指数型不定方程式は, 初等的方法 (合同式・平方剰余の相互法則・2次体) やBaker理論
(Laurent[La]による, 2つの対数の 1次形式 Λ = b2 log α2 − b1 log α1 の絶対値に対する下か
らの評価)を組み合わせて解くことができる. これらに関して, Jeśmanowicz予想と類似の予
想が成り立つ:

予想 5. (a + b = c2 の場合の ax + by = cz に関する予想)
a, b, c を 1より大きい a + b = c2 を満たす固定された互いに素な正の整数とする. そのとき,
不定方程式

ax + by = cz

は, 下記 2つの場合を除けば, 正の整数解 (x, y, z) = (1, 1, 2) だけをもつ. これら 2つの場合
(a < b) は, 次の解だけをもつ.

2x + 7y = 3z; (x, y, z) = (1, 1, 2), (5, 2, 4)

3x + 13y = 4z; (x, y, z) = (1, 1, 2), (5, 1, 4).

4 一般化されたRamanujan–Nagell 方程式 x2 + bm = cn

4.1 Ramanujan–Nagell 方程式 x2 + 7 = 2n

次の定理はインドの天才数学者 Ramanujan[R] が 1913年に予想し, Nagell[N] が 1961年に
証明した. 証明は虚 2次体 Q(

√
−7)の性質を用いる.

定理 7. (Ramanujan–Nagell) 不定方程式

x2 + 7 = 2n

は正の整数解 (x, n) = (1, 3), (3, 4), (5, 5), (11, 7), (181, 15) だけをもつ.

上の不定方程式 x2 + 7 = 2n をRamanujanとNagellに因みRamanujan–Nagell 方程式
と呼ぶ.この不定方程式に関する結果は様々な形で一般化・拡張され, 不定方程式論における
重要な研究分野の一つである.
上のNagellの結果は, 日本人数学者 2名により独立に次のように一般化された. 証明は,2次

線形数列と 2次体の性質を用いる初等的方法による.
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定理 8. (Tanahashi[Ta], Toyoizumi[To]) 不定方程式

x2 + 7m = 2n

は正の整数解 (x,m, n) = (1, 1, 3), (3, 1, 4), (5, 1, 5), (11, 1, 7), (181, 1, 15), (13, 3, 9) だけを
もつ.

定理 7の別の一般化は, Bugeaud-Mignotte-Siksekによりなされた.

定理 9. (Bugeaud-Mignotte-Siksek[BMS]) 不定方程式

x2 + 7 = yn, n ≥ 3

は正の整数解 (x, y, n) = (1, 2, 3), (3, 2, 4), (5, 2, 5), (11, 2, 7), (181, 2, 15) だけをもつ.

定理 9の証明は楕円曲線やmodular formの理論を用いる. 一般に, 固定された整数D 6= 0
に対し, 不定方程式

x2 + D = yn, n ≥ 3 (4.1)

は高々有限個の正の整数解 x, y, n をもつ. Lebesgue[Leb]は 1850年に x2 + 1 = yn は正の整
数解 x, y, n をもたないことを示した. これに因み, 不定方程式 4.1を Lebesgue–Nagell 方
程式と呼ぶ. Bugeaud-Mignotte-Siksek[BMS]では, 不定方程式 (4.1)を 1 ≤ D ≤ 100 の範囲
で完全に解いている.

Ramanujan–Nagell 方程式の拡張である不定方程式 x2 + D = 2n に関する結果は, 次がよ
く知られている.

定理 10. (不定方程式 x2 + D = 2n)

(1) (Apéry[A],1960) D を正の整数とする. D 6= 7 ならば, 不定方程式

x2 + D = 2n (4.2)

は, 高々2個の正の整数解 x, n をもつ.

(2) (Beukers[Beu1],1980) D 6= 7, 23, 2k − 1(k ≥ 4) ならば, (4.2) は高々1個の正の整数解
x, n をもつ.

• D = 23; (x, n) = (3, 5), (45, 11)

• D = 2k − 1(k ≥ 4); (x, n) = (1, k), (2k−1 − 1, 2k − 2)

4.2 一般化されたRamanujan-Nagell 方程式 x2 + Dm = pn

次の Bugeaudの定理は, Lucas numbers の Primitive divisors に対する BHVの深い定理
[BHV]を用いて証明される.

定理 11. (Bugeaud[Bu],2001) D を正の奇数とする. このとき, D = 7, 15 の場合を除けば, 不
定方程式

x2 + Dm = 2n

は, 高々1個の正の整数解 x,m, n をもつ. D = 7, 15 ならば, それぞれちょうど 6個, 2個の正
の整数解 x,m, n をもつ.

x2 + 7m = 2n; (x,m, n) = (1, 1, 3), (3, 1, 4), (5, 1, 5), (11, 1, 7), (181, 1, 15), (13, 3, 9)

x2 + 15m = 2n; (x,m, n) = (1, 1, 4), (7, 1, 6)
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次のYuan-Huの定理は, BHVの深い定理 [BHV]だけでなく, Jacobi記号の巧妙な計算や初
等的な方法を組みわせることにより得られる.

定理 12. (Yuan-Hu[YHu],2005) p を奇素数, D > 2 を正の整数とする. このとき, (D, p) =
(4, 5) の場合を除けば, 不定方程式

x2 + Dm = pn

は, 高々2個の正の整数解 x,m, n をもつ. (D, p) = (4, 5) ならば, ちょうど 3個の正の整数解
(x,m, n) = (1, 1, 1), (3, 2, 2), (11, 1, 3) をもつ.

4.3 ピタゴラス数に関する一般化された Ramanujan-Nagell 方程式

a, b, c をピタゴラス数, つまり a2 + b2 = c2 を満たす互いに素な正の整数とする. 1993年,
著者は b が奇数のとき, 一般化されたRamanujan-Nagell 方程式 x2 + bm = cn に関する次の
予想を提起した:

予想 6. (Terai[Te1], 1993) a, b, c を a2 + b2 = c2 を満たす固定された互いに素な正の整数と
する. ただし, b は奇数とする. このとき, 不定方程式

x2 + bm = cn

は, ただ一つの正の整数解 (x,m, n) = (a, 2, 2) をもつ.

予想 6は多くの場合に証明されているが未解決である. (cf. Terai[Te1], Le[Le1], [Le2],[Le3],
Yuan-Wang[YW], Cao-Dong[CD])

一方, b が偶数のときの, 一般化されたRamanujan-Nagell 方程式 x2 + bm = cn に関する次
の予想はとても興味深い:

予想 7. (Fujita-Terai,2019) u, v を互いに素な u 6≡ v (mod 2), u > v である正の整数とする.

(1) 3u2 − 8uv + 3v2 6= −1 ならば, 不定方程式

x2 + (2uv)m = (u2 + v2)n (R)

は正の整数解
(x,m, n) = (u − v, 1, 1), (u2 − v2, 2, 2)

だけをもつ. ただし, (u, v) = (244, 231) の場合を除く:

x2 + 112728m = 112897n; (x,m, n) = (13, 1, 1), (6175, 2, 2), (2540161, 3, 3).

(2) 3u2 − 8uv + 3v2 = −1 ならば, 不定方程式 (R)は正の整数解

(x, m, n) = (u − v, 1, 1), (u2 − v2, 2, 2), ((u − v)(2u2 + 2v2 + 1), 1, 3)

だけをもつ.

Magmaにより, 上の予想が 1 ≤ v < u ≤ 105, m ≤ 11, n ≤ 11 の範囲で成り立つことを
確かめた.
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定理 13. (Fujita-Terai,2019) 次の条件の少なくとも一つが成り立つとする:

(i) u2 + v2 は素数冪.

(ii) u2 + v2 = w2 + 1 (w は正の整数); u, vは下のどれかを満たす ;

• uv = 2k2 (k は奇数);

• uv = 2pt (p は p 6≡ 5 (mod 8) なる奇素数);

• uv ≡ 10 (mod 12).

(iii) u ∈ {p, p2}, v = 2 (pは奇素数).

(iv) u = max{|k4 − 6k2l2 + l4|, 4kl(k2 − l2)}, v = min{|k4 − 6k2l2 + l4|, 4kl(k2 − l2)}

(k, l は k > l, gcd(k, l) = 1, k 6≡ l (mod 2) を満たす正の整数)

(v) u = 244, v = 231.

そのとき予想 6は正しい.

定理 13は次の 4つに関する深い結果を用いて証明できる:

(i) Generalized Ramanujan-Nagell equations

x2 + Dm = pn, x2 − 2m = yn

(ii) Generalized Fermat’s equations
Xn + 2αY n = Z2, X2 + Y m = Z4, X2 + Y 3 = Zn (n = 6, 8, 10)

(iii) Primitive divisors of Lucas numbers

Lucas 数 Un(α, β) =
αn − βn

α − β
の primitive divisor に関する

Bilu-Hanrot-Voutier[BHV]の定理

(iv) Linear forms in two logarithms
Laurent[La]による 2つの対数の 1次形式の下からの評価
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[Te5] N. Terai, On Jeśmanowicz’ conjecture concerning primitive Pythagorean triples, J.
Number Theory 141 (2014), 316–323.

[TH1] N. Terai and T. Hibino, On the exponential Diophantine equation (12m2 + 1)x +
(13m2 − 1)y = (5m)z, Int. J. Algebra 9(2015), 261–272.

[TH2] N. Terai and T. Hibino, On the exponential Diophantine equation (3pm2 − 1)x +
(p(p − 3)m2 + 1)y = (pm)z, Period. Math. Hung. 74(2017), 227–234.

[To] M. Toyoizumi, On the diophantine equation y2+Dm = 2n, Commentarii mathematici
Universitatis Sancti Pauli 27 (1979), 105–111.

[W] A. Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem, Annals of Math.
141(1995), 443–551.

[YW] P. Yuan and J.B. Wang, On the diophantine equation x2 + by = cz, Acta Arith.
84(1998), 145–147.

[YHu] P. Yuan and Y. Hu, On the diophantine equation x2 + Dm = pn, J. Number Theory
111(2005), 144–153.

15



Nobuhiro Terai
Division of Mathematical Sciences
Department of Integrated Science and Technology
Faculty of Science and Technology, Oita University
700 Dannoharu, Oita 870–1192, Japan
E-mail: terai-nobuhiro@oita-u.ac.jp

16



局所 Langlands 対応の幾何化と関手性

今井　直毅　（東京大学大学院数理科学研究科）

1 はじめに
p を素数とし，E を p 進数体 Qp の有限次拡大体とする．G を E 上の連結簡約代数
群とする．局所 Langlands 対応とは大雑把に言うと，G(E) の C 上既約スムーズ表現
に対して，局所 Langlands パラメータ（Galois 表現）を付随させるよい対応のことであ
る．局所 Langlands 対応の存在は，一般にはまだ予想であるが，多くの群あるいは表現
のクラスについて証明されつつある．
ℓ を p と異なる素数とする．C を Qℓ に変えて，局所 Langlands 対応を定式化するこ
ともでき，以下では，この Qℓ 係数の局所 Langlands 対応を考える．
局所 Langlands 対応の幾何化（Fargues 予想）は，幾何学的 Langlands 対応の定式化
を，p 進的な設定で実現するものであり，系として，Scholze によって導入された p 進
シュトゥーカのモジュライ空間の ℓ 進エタールコホモロジーにおける局所 Langlands 対
応の実現が従う．
本稿では，局所 Langlands 対応の幾何化及び知られている結果について説明する．

2 幾何学的 Langlands 対応
まず幾何学的 Langlands 対応の定式化について説明する．Fq を標数 p の有限体とし，

X を Fq 上の幾何的連結で固有滑らかな代数曲線とする．X の関数体 を F で表し，X

の閉点全体の集合を |X| で表す．
x ∈ |X| とし，Ox = ÔX,x とおく．Fx を Ox の商体とする．

Hx = Cc(GLn(Ox)\GLn(Fx)/GLn(Ox),Qℓ)

とおく．ただし Cc はコンパクト台関数を表す．Hx は Hecke 環とよばれ，積構造は，
f1, f2 ∈ Hx に対し，

f1 ∗ f2(g) =
∫
GLn(Fx)

f1(gh)f2(h
−1)µx(h)

とおくことで定まる．ただし，µx は µx(GLn(Ox)) = 1 となるGLn(Fx) の Haar 測度を
表す．
このとき Fx の素元 ϖx を i 個並べた対角行列の両側剰余類

GLn(Ox)diag(ϖx, . . . , ϖx, 1, . . . , 1)GLn(Ox)
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の特性関数を Tx,i に対応させることによって定まるQℓ 代数の同型

Hx ≃ Qℓ[Tx,1, Tx,2, . . . , Tx,n, T
−1
x,n]

が存在する．

AF =

{
(ax)x ∈

∏
x∈|X|

Fx

∣∣∣∣∣ほとんど全ての x で ax ∈ Ox

}

とおく．
F 上の GLn に対する Langlands 対応は，Lafforgue によって証明された（[Laf02]）．
ここでは不分岐表現の場合の主張を述べる．

定理 2.1. σ : π1(X) → GLn(Qℓ) を既約連続表現で detσ が有限位数のものとする．こ
のとき，ゼロでない関数

fσ : GLn(F )\GLn(AF )/
∏
x∈|X|

GLn(Ox)→ Qℓ

で，任意の x ∈ |X| と 1 ≤ i ≤ n に対して，

Tx,i ∗ fσ = Tr(∧iσ(Frobx))fσ

となるものが存在する．ここで Frobx は x での Frobenius 元である．

この対応を幾何化することを考える．Bunn を X 上の階数 n のベクトル束のモジュ
ライスタックとする．

観察 2.2. X 上の階数 n のベクトル束 E に対し，自明化

ϕF : F
n ∼−→ E ⊗OX

F, ϕx : Onx
∼−→ E ⊗OX

Ox

をとって ((ϕF ⊗F Fx)
−1 ◦ (ϕx ⊗Ox Fx))x∈|X| を対応させることで，

Bunn(Fq) ≃ GLn(F )\GLn(AF )/
∏
x∈|X|

GLn(Ox)

が定まる．また Bunn 上の ℓ 進層 F に対して，Bunn(Fq) 上の関数 y 7→ Tr(Frobq, y
∗F)

が定まる．

上の観察に基づき，関数 fσ の代わりに，Bunn 上の ℓ 進層を考える．次に Langlands

対応の主張に現れたHecke 作用に関する条件を幾何化することを考える．
1 ≤ i ≤ n とし，Heckei を組 (E , E ′, x, α) のモジュライスタックとする．ただし

• E , E ′ は X 上の階数 n のベクトル束，

• x は X の点，

• α : E → E ′ は単射で，E ′/α(E) は x に台を持ち，x 上階数 i 局所自由であるもの
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とする．二つの射
Heckei

←−
h i

zzttt
ttt

ttt
t −→

h i

&&MM
MMM

MMM
MMM

Bunn Bunn ×X

を ←−
h i(E , E ′, x, α) = E ,

−→
h i(E , E ′, x, α) = (E ′, x)

によって定める．このとき Hecke作用の幾何化は，Bunn 上の ℓ進層に対する (
−→
h i)!(

←−
h i)

∗

で与えられる．
次に幾何学的 Langlands対応の主張を述べる．T ⊂ B を GLn の対角トーラスと上三角

Borel部分群とする．T の B に関する支配的余指標全体を X∗(T )
+ で表し，µ ∈ X∗(T )

+

とする．
Hecke≤µ を組 (E , E ′, x, β) のモジュライスタックとする．ただし

• E , E ′ は X 上の階数 n のベクトル束，

• x は X の点，

• β : E|X\x
∼−→ E ′|X\x は x での修正が µ で抑えられるもの

とする．二つの射
Hecke≤µ

←−
h

yysss
ss
ss
ss
s −→

h

''NN
NNN

NNN
NNN

N

Bunn Bunn ×X

を ←−
h (E , E ′, x, β) = E ,

−→
h (E , E ′, x, β) = (E ′, x)

によって定める．
T̂ を GLn = ĜLn の対角トーラスとし，T̂ の上三角 Borel 部分群に関する支配的指標

全体をX∗(T̂ )+ で表す．µ ∈ X∗(T̂ )+ = X∗(T )
+ とみなし，rµ を GLn の最高ウェイト µ

の既約代数表現とする．さらに ICµ を 幾何学的佐武対応で rµ に対応するHecke≤µ 上の
偏屈層とする．このとき幾何学的 Langlands 対応の主張は次のとおりである．

定理 2.3 ([FGV02]). σ : π1(X) → GLn(Qℓ) を既約連続表現で detσ が有限位数のもの
とする．このとき，ゼロでない Fσ で

R
−→
h !(
←−
h ∗Fσ ⊗ ICµ) = Fσ ⊠ V (rµ ◦ σ) (2.1)

が成り立つものが存在する．ただし V (rµ ◦ σ) は，π1(X) の表現 rµ ◦ σ に対応する X 上
の ℓ 進層を表す．

等式 (2.1) を Hecke 固有層性質という．

注意 2.4. 一般の簡約代数群 G に対しても，Bunn をX 上の G 束のモジュライスタッ
クに変えることによって予想を定式化できる．
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3 Fargues 予想
E を Qp の有限次拡大体とし，Fq を E の剰余体とする．ΓE = Gal(E/E) とし，

IE ⊂ WE ⊂ ΓE を E の惰性群および Weil 群とする．G を E 上の準分裂簡約代数群と
する．
X を E から定まる Fargues–Fontaine 曲線とする．これはものとしては，Fq 上のパー

フェクトイド空間 S に対して，ある p 進解析空間 XS を付随させる関手である．XS の
ことを相対 Fargues–Fontaine曲線といい，S が幾何学的点ならば，XS は 1次元である．

注意 3.1. XS から S に射はない．XS の S 値点というものも意味をなさない．

X 上の次数 1 の有効 Cartier 因子のモジュライスタックをDiv1X で表す．このとき，
[Far17, Proposition 3.1] により，Div1

X,Fq
上のスムーズ ℓ 進層とWE の ℓ 進表現が対応

する．
代数曲線の場合と同様に

Hecke≤µ
←−
h

yysss
sss

sss
ss −→

h

''OO
OOO

OOO
OOO

O

BunG BunG ×Div1X

を構成できる．
Ĝ を G の Qℓ 上の双対群とし，LG = Ĝ⋊ ΓE とおく．ここでは，連続準同型

φ : WE → LG

で ΓE 成分への射影が自然な包含WE ⊂ ΓE と一致するものを局所 Langlands パラメー
タということにする．実際には，局所 Langlands 対応で局所 Langlands パラメータに付
随する表現の集合が空でないためには，さらに条件が必要になる（cf. [Bor79, §8]）．

Sφ = {g ∈ Ĝ | gφg−1 = φ}

とおく．Z(Ĝ)ΓE ⊂ Sφ となる．

定義 3.2. φ を局所 Langlands パラメータとする．Sφ/Z(Ĝ)ΓE が有限かつ φ(IE) の Ĝ

への射影が有限であるとき，φ は尖点的であるという．

予想 3.3 (Fargues 予想). 尖点的 Langlands パラメータ φ に対し，BunG,Fq
上の ℓ進層

Fφ が存在し，
R
−→
h !(
←−
h ∗Fφ ⊗ ICµ) ≃ Fφ ⊠ V (rµ ◦ φ)

となる．さらに次が成り立つ．

• SuppFφ はBunG,Fq
の半安定部分Bunss

G,Fq
に含まれる．

• Fφ は，G の拡大純内部形式に対する局所 Langlands 対応で，φ に付随する表現
を用いて記述される．
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特に，局所 Langlands 対応が知られている場合には，Fφ を構成することができる．

注意 3.4. 幾何学的 Langlands 対応の設定においては，関手性の一例である保型誘導の
幾何学的実現が Braverman–Gaitsgory [BG02] によって知られており，この類似をたど
ることによって，p 進的な設定においても保型誘導の幾何学的実現が得られると期待さ
れる．

Fargues 予想については以下が知られている．

• G がトーラスの場合に成立（[Far16]）

• G = GL2 で µ が minuscule の場合に成立（[GI16]）

• G = GL2 で µ が一般の場合に半安定部分上で成立（[Ima19]）

• G = GL3 で µ が minuscule の場合に半安定部分上で成立（[Ima19]）

G = GL3 で µ = (1, 0, 0) の場合の証明のあらすじについて説明する．E の最大不分
岐拡大の完備化を Ĕ で表す．n を正の整数，m 整数としたとき，GLn(Ĕ) の基本元 b1
で，行列式の正規付置が −1 であるものを取ると，[Far16, 2.2.2] のようにX 上の階数
n 次数 m の半安定ベクトル束 Ebm1 が構成でき，このベクトル束を V(n,m) とかく．
m,m′ を整数とし，M≤µ

m
n
,m
′

n

を V(n,m) と V(n,m′) の間の修正で µ で抑えられるもの

のモジュライ空間とする．以下では代数閉体上に底変換したものを同じ記号であらわす．
半安定部分上での Hecke 固有層性質は，コホモロジーH∗c (M

≤µ
m
3
,m
′

3

, ICµ) を調べること

に帰着される．
[SW13] により，M≤(1,0,0)

0
3
, 1
3

は GL3 に対する Lubin–Tate 空間のレベルに関する極限と

一致する．よって，非可換 Lubin–Tate 理論により

H∗c (M
≤(1,0,0)
0
3
, 1
3

, IC(1,0,0))

については，どのような表現が現れるかがわかっている．
すると，問題は，H∗c (M

≤(1,0,0)
1
3
, 2
3

, IC(1,0,0))を調べることに帰着される．修正の合成によっ

て定義される次のような畳み込み射を考える．

m :M≤(1,0,0)
−1
3
, 0
3

×M≤(1,0,0)
0
3
, 1
3

→M≤(2,0,0)
−1
3
, 1
3

.

この射と，幾何学的佐武対応における畳み込み積の分解

IC(1,0,0) ∗ IC(1,0,0) = IC(2,0,0)⊕ IC(1,1,0)

を用いることによって，

H∗c (M
≤(1,0,0)
−1
3
, 0
3

, IC(1,0,0))⊗H∗c (M
≤(1,0,0)
0
3
, 1
3

, IC(1,0,0))

と
H∗c (M

≤(2,0,0)
−1
3
, 1
3

, IC(2,0,0)⊕ IC(1,1,0))
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を関係づけることができる．
さらに commutativity constraint の同型

c : IC(1,0,0) ∗ IC(1,0,0)
∼−→ IC(1,0,0) ∗ IC(1,0,0)

を用いると
H∗c (M

≤(2,0,0)
−1
3
, 1
3

, IC(2,0,0)⊕ IC(1,1,0))

に対合が定まる．一方，双対により定まる同型

M≤(1,0,0)
−1
3
, 0
3

≃M≤(1,0,0)
0
3
, 1
3

を用いて，
H∗c (M

≤(1,0,0)
−1
3
, 0
3

, IC(1,0,0))⊗H∗c (M
≤(1,0,0)
0
3
, 1
3

, IC(1,0,0))

にも対合が定まる．このとき二つの対合が整合的であることが証明できる．このことを
用いて，H∗c (M

≤(2,0,0)
−1
3
, 1
3

, IC(1,1,0)) を分離できる．

さらに
H∗c (M

≤(2,0,0)
−1
3
, 1
3

, IC(1,1,0)) ≃ H∗c (M
≤(1,1,0)
−1
3
, 1
3

, IC(1,1,0))

である．捻りによって定まる射

M≤(1,1,0)
−1
3
, 1
3

×M≤(1)
0
1
, 1
1

→M≤(1,0,0)
1
3
, 2
3

を用いて，M≤(1,0,0)
1
3
, 2
3

のコホモロジーを調べることができる．
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GL(2) の跡公式の一般化と L関数の特殊値への応用について

杉山　真吾　 (日本大学 理工学部)

Abstract. 本記事は, 2019年 9月 2日 (月)～5日 (木)に東北大学で開催された代数学シンポ
ジウム (第６４回)の筆者の講演内容を纏めたものである. 本記事では, 楕円モジュラー形式・
Maass波動形式の Hecke固有値や L関数に関する成果を紹介する. 具体的には, うまく取って
きたテスト関数 f : PGL2(AQ) → Cの積分核の対角成分への制限Kf (g, g)と保型形式 φ(g)に
対して, 跡公式の一般化に相当する積分∫

PGL2(Q)\PGL2(AQ)

Kf (g, g)φ(g)dg

から生じる公式を紹介する. この公式は φがカスプ形式と Eisenstein級数の場合にそれぞれ明
示的に記述可能であり, 保型 L関数の特殊値への応用についても触れる. またこの成果は, 基礎
体 Qを広いクラスの有限次総実代数体に置き換えても, Hilbertモジュラー形式の意味で成立
する. 本研究は都築正男氏 (上智大学)との共同研究に基づく.

1. 序文

F を有限次総実代数体とし, F のアデール環を AF とする. テスト関数 f = ⊗vfv ∈
C∞(PGL2(AF ))を “うまく”取っておく.

Kf (g, h) =
∑

γ∈PGL2(F )

f(g−1γh), (g, h) ∈ PGL2(AF )× PGL2(AF )

とおく. さて, φ : PGL2(AF )→ CをHilbert-Maass波動形式のアデリックリフトであるよう
な保型形式とする. F や f の細かい条件はここでは説明しないが, 主結果は以下の通り ([16]).

Theorem 1. 積分 ∫
PGL2(F )\PGL2(AF )

Kf (g, g)φ(g)dg

のスペクトル展開と幾何的展開を実行することで “明示公式”が得られる.

なぜこれが跡公式の一般化なのかを簡単に説明する. 跡公式を考察する上では f のサポート
のコンパクト性だとか積分の収束性の問題だとか細かい事は色々あるが,今は無視してheuristic
な説明をつける. Rを L2(PGL2(F )\PGL2(AF ))上の PGL2(AF )の右正則表現とする. この
表現により, f が L2(PGL2(F )\PGL2(AF ))に作用する.

R(f) ′′ =′′
∫
PGL2(AF )

f(g)R(g)dg.

この作用素の積分核がKf (g, h)である. この作用素の跡 (トレース)は

trR(f) ′′ =′′
∫
PGL2(F )\PGL2(AF )

Kf (g, g)dg

と書ける. trR(f)を 2通りに表示することによって得られる等式のことを跡公式と呼ぶ. ま
ず第一の方法として, Kf (g, g)のスペクトル分解の項別積分という計算方法がある. 第二に,
Kf (g, g)の定義に基づいて, γに関して和をとる時に, 添え字集合PGL2(F )を共役類毎に分解
し, その各部分和の積分を計算するという方法もある. 前者の積分計算で得られるものをスペ
クトルサイドと呼び, 後者の積分計算で得られるものを幾何サイドと呼ぶ.
さて, roughに述べたTheorem 1において, 跡公式を与える積分の被積分関数に φが組み込

まれている. だから跡公式の一般化とみなせるのである.
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2. 関数論的な言い換え

GL2(AF )の表現論の観点で跡公式について説明したが, これは保型形式という複素関数の
なす空間上のHecke作用素の跡に関する公式と同等である. 簡単のため F = Qで保型形式の
レベルが 1の時にの場合にTheorem 1を記述する. その際に位相群GL2(AQ)の表現論の言葉
ではなく, 関数論の言葉で記述する.
さて, 複素関数としての保型形式を定義しよう. まずH = {τ = x+ iy | x ∈ R, y > 0}とお

く (i =
√
−1は虚数単位). これは Poincaré上半平面と呼ばれる. この空間には SL2(R)が一

次分数変換で推移的に作用する:

([ a bc d ], τ) 7→ aτ + b

cτ + d
, ∀τ ∈ H, ∀[ a bc d ] ∈ SL2(R).

特に, 一次分数変換により SL2(Z)も Hに作用している. N ∈ Nに対して,

Γ0(N) := {[ a bc d ] ∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mod N)}
とおく (Nは正の整数全体からなる集合). Γ0(N)は SL2(Z)の指数有限部分群であり, これも
Hに作用している. 保型形式とは, この作用に関するある種の不変性と微分方程式を満たす関
数のことである. ここでは保型形式として, 楕円モジュラー形式とMaass波動形式を定義す
る. 楕円モジュラー形式は誤解のない限りしばしばモジュラー形式と呼ばれる. Maass波動形
式も単にMaass形式と呼ばれる.
さて, 普段の研究集会では楕円モジュラー形式とMaass波動形式は定義されることがほと

んどないので, この機会に定義をしてみる.
まずは楕円モジュラー形式から始めよう.

Definition 2. k ∈ N ∪ {0}, N ∈ Nとする. この時 f : H → Cが重さ k, レベルN の楕円モ
ジュラー形式であるとは以下の 3つを満たす時にいう.

(1) f は正則.
(2) f(aτ+bcτ+d) = (cτ + d)kf(τ), ∀[ a bc d ] ∈ Γ0(N), ∀τ ∈ H.

(3) ∀γ = [ a bc d ] ∈ SL2(Z), ∃a(γ; f) ∈ C,

lim
Im(τ)→∞

(cτ + d)−kf(aτ+bcτ+d) = a(γ; f).

特に, 重さ k, レベルN の楕円モジュラー形式 f が a(γ; f) = 0, ∀γ ∈ SL2(Z) を満たす時,
f は重さ k, レベルN の楕円カスプ形式と呼ばれる.

次にMaass波動形式を定義しよう.

Definition 3. N ∈ N, ν∞ ∈ Cとする. f : H → Cがタイプ ν∞, レベルN のMaass波動形
式であるとは, 以下の 3つを満たす時にいう.

(1) (x, y) 7→ f(x+ iy)はR×R>0上の関数としてC∞であり, f は双曲ラプラシアンの固
有関数になっていてその固有値は 1

4(1− ν2∞)f である:

−y2(∂2x + ∂2y)f =
1

4
(1− ν2∞)f.

(2) f(aτ+bcτ+d) = f(τ), ∀[ a bc d ] ∈ Γ0(N), ∀τ ∈ H.

(3) ∀γ = [ a bc d ] ∈ SL2(Z), ∃α > 0,

f(aτ+bcτ+d) = O(Im(τ)α), τ ∈ H.

特にタイプ ν∞, レベルN のMaass波動形式 f が
∫ 1
0 f(γ(x + iy))dx = 0 for ∀γ ∈ SL2(Z)

を満たす時, タイプ ν∞, レベルN のMaassカスプ形式と呼ぶ.

Monstrous Moonshineに出てくる j関数 j(τ) = 1
q + 744 + 196884q + · · · (q = e2πiτ ) は

正則で SL2(Z)不変である. j 関数は楕円モジュラー関数と呼ばれ, Monstrous Moonshineに
現れるだけでなく, 整数論でも活躍する興味深い関数であるが, 本講演で扱う保型形式には含
まれていない. 実際, 1

q の項の存在のため, Im(τ)→∞とした時に指数関数的に増大するので
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j関数は楕円モジュラー形式でもMaass形式でもない. もっと詳しく述べると, j関数は楕円
モジュラー形式の定義の (1), (2)を k = 0, N = 1の場合に満たすが, (3)を満たさない. また,
Maass波動形式の定義の (1), (2)を ν∞ = 1, N = 1の場合に満たすが, (3)を満たさない.
重さ k, レベルN の楕円カスプ形式全体の集合を Sk(N)とおくと, これは自然に Cベクト

ル空間となる. しかも有限次元である. 簡単のためN = 1とすると, Hecke作用素とは自然数
でラベル付けされる End(Sk(1))の元の族 {Tn}n∈Nのことである.

Definition 4 (Hecke作用素). n ∈ Nに対して

(Tn f)(τ) := nk−1
∑

a∈N,d∈N
ad=n

1

dk

d−1∑
b=0

f

(
aτ + b

d

)
, τ ∈ H

とおく.

基本的な性質として,

(1) Tn ∈ End(Sk(1)),
(2) TmTn = TnTm,
(3) T1 = id

が知られている. N が 1と限らぬ一般の自然数の場合はN と互いに素な nについて Tnが定義
される. また, TnはMaass形式の場合も同様に定義できる (上の定義で k = 0とすればよい)1.
実はGL2(AQ)の言葉で述べられた跡公式を Tnのトレースに関して記述することができて,

以下のように記述される.

Theorem 5 (Eichler-Selberg 跡公式). 簡単のため, レベルはN = 1とし, 重さは偶数 k ⩾ 4
とする. この時, 任意の n ∈ Nに対して,∑

λ∈Eigen(Tn)

λ = tr(Tn) = Ji + Ju + Jh + Je

という等式が成り立つ. ここで左辺の Eigen(Tn)は Tn の固有値の多重集合である. 条件 P
に対して P が成り立つ時に δ(P ) = 1, P が成り立たない時に δ(P ) = 0 として generalized
Kronecker デルタ δを定義しておくと, 右辺の 4つの項は以下で定義される:

Ji = δ(
√
n ∈ N)

k − 1

12
n(k−1)/2, Ju = −δ(

√
n ∈ N)

n(k−1)/2

2

Jh = −1

2

∑
d,d′>0, n=dd′, d ̸=d′

min(d, d′)k−1

Je =
∑
t∈Z,

t2−4n=f2DE<0

−h(E)

#o×E

∑
0<d|f

d
∏
p|d

(1− p−1χDE
(p))n(k−2)/2Uk−2(

t
2
√
n

)

ここで, t2 − 4n < 0となる整数 tに対して E = Q(
√
t2 − 4n)とおいた. これは虚 2次体であ

ることに注意. h(E)はEの類数であり, oE はEの整数環である. また, DE はEの判別式で
ある. χDE

は大域類体論によりEに対応する 2次Dirichlet指標である. Uk−2は k− 2番目の
第 2種 Chebyshev多項式である.

関数論的な線型写像 Tnの跡が, 初等的な数や数論的なデータで書けるというのがこの跡公
式の意味するところである. なぜGL2(AQ)の跡公式とEichler-Selberg跡公式が同等なのかは
割愛するが, 正確には, Eichler-Selberg跡公式はGL2(AQ)の跡公式の特別な場合である.
レベル 1の保型形式 ϕとして, Hecke作用素の族 {Tp}p<∞の同時固有関数となるものを今

後扱う. (p <∞は素数全体を走る.)

1k = 0の時の Hecke作用素の定義に出てくる因子 n−1 は, しばしば n−1/2 になっていると思われるが, 今回
は楕円モジュラー形式の Hecke作用素の因子を n(k−1)/2 ではなく nk−1 にしたので, 後者に合わせた.
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[例 1 ] 無限遠点 i∞の固定部分群を Γ∞ ⊂ SL2(Z)とする. Γ∞ = {±[ 1 x0 1 ] | x ∈ Z}である.
z ∈ CがRe(z) > 1を満たす時,

E(z, τ) :=
∑

γ∈Γ∞\SL2(Z)

Im(γτ)(z+1)/2

は τ に関して広義一様絶対収束し, レベル 1のMaass波動形式となる. ただしMaass
カスプ形式ではない. E(z) は実解析的 Eisenstein 級数と呼ばれる. ここでは完備
Riemannゼータ関数 ζ̂(s)を掛けたE∗(z) := ζ̂(z + 1)E(z)を扱う.

[例 2 ] ϕをレベル 1のMaassカスプ形式とする. ϕはHecke作用素の同時固有関数であると
する. この時, 複素数の族 ν = (ν∞, (νp)p<∞) ∈

∏
v Cを用いて, 双曲的ラプラシアン

とHecke作用素の固有値を,

−y2(∂2x + ∂2y)ϕ =
1− ν2∞

4
ϕ,

Tpϕ(τ) := p−1/2(p−νp/2 + pνp/2)ϕ(τ).

のように表示することができる. さらに ϕは evenであるとする. ここで ϕが evenと
は ϕ(−z̄) = εϕ(z), ε = +1の時にいう. (ちなみに ε = −1の時には oddと呼ぶ.) 上述
のレベル 1の even Hecke-Maassカスプ形式 ϕに対して, νϕ = (ν∞, (νp)p)を ϕのスペ
クトルパラメーターと呼ぶことにする.

Remark 6. ここで, GL2(AQ)上の保型形式がH上の楕円モジュラー形式やMaass形式と関
連していることを説明しておく. [例 1], [例 2]で説明がなされたMaass波動形式を ϕとする.
SL2の強近似定理「SL2(Q)は SL2(AQ,fin)の中で稠密」により,

GL2(AQ) = Z(AQ)GL2(Q)GL2(R)+GL2(Ẑ)

という分解が成り立つので, この分解を用いて

ϕ̃(zγg∞k) := ϕ

(
a
√
−1 + b

c
√
−1 + d

)
, z ∈ Z(AQ), γ ∈ GL2(Q), g∞ = [ a bc d ] ∈ GL2(R)+, k ∈ GL2(Ẑ)

により ϕ̃ : GL2(AQ) → Cを定める (これは well-definedである). φ := ϕ̃ : GL2(AQ) → C
とおくと, φは GL2(AQ)上の関数として保型形式になっている. φの右移動たちが生成する
GL2(AQ)の保型表現を πφとする:

πφ := ⟨R(g)φ | g ∈ GL2(AQ)⟩.
これは [例 1], [例 2]のいずれの場合であっても, 既約ユニタリー化可能表現になり, 中心指標
は自明である. また πφは localな群の球的主系列表現の制限テンソル積に分解可能である:

πφ ∼=
⊗′

v

Ind
GL2(Qv)
B(Qv)

(| · |νv/2v ⊠ | · |−νv/2v ).

3. 主定理

F = Qの場合に相当する主定理を述べる. k は 4以上の偶数とし, ϕを [例 1]か [例 2]の
Maass形式とする. ϕのスペクトルパラメーターを ν = (ν∞, (νp)p<∞)とする. νfin = (νp)p<∞
とおく. a ∈ Rに対して, aを変数とする関数を 2種類用意する.

O+,(ν∞)
k (a) :=

2π

Γ(k)

Γ(k + ν∞−1
2 )Γ(k + −ν∞−1

2 )

ΓR(1+ν∞2 )ΓR(1−ν∞2 )
ch{|x|>1}(a)

√
a2 − 1P1−k

ν∞−1
2

(|a|),

O−,(ν∞)
k (a) :=

πi

Γ(k)
Γ(k + ν∞−1

2 )Γ(k + −ν∞−1
2 )sgn(a)

√
a2 + 1{P1−k

ν∞−1
2

(ia)−P1−k
ν∞−1

2

(−ia)}

とおく. ここで, ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2)とおいた. また, 集合Xとその部分集合A ⊂ Xに対し
て chAをX 上のAの特性関数とする. 上の場合X = Rである. また, Pν

µは第 1種 Legendre

陪関数である. 第 1種 Legendre陪関数の定義域C− (−∞, 1]に a = 0が含まれていないため,
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a = 0の時は見かけ上定義されていない. しかし a→ 0の時の値は定まるのでそれを a = 0で
の値とする. この関数は跡公式の幾何サイドの archimedean factorsを記述するために後で用
いる.
判別式 ∆ = Df2 (Dは基本判別式で, f ∈ N)に対して,

B(νfin; ∆) :=
∏
p|f

(
ζp(−νp)

Lp(
−νp+1

2 , χD)
|f |

νp−1

2
p +

ζp(νp)

Lp(
νp+1
2 , χD)

|f |
−νp−1

2
p

)
とおく. 幾何サイドの non-archimedean factors を記述するために後で用いる. ζp, Lp は
Riemannゼータ関数やDirichlet L関数の p-th Euler因子とする. χDは類体論によりQ(

√
D)

に対応する 2次Dirichlet指標である.
ϕの周期 PD(ϕ)を以下のように定める. 基本判別式Dに対して

F(D) := {Q(x, y) ∈ Z[x, y] | primitive, not negative-definite, disc(Q) = D}
とおく. disc(Q)はQの判別式である. この2次形式の集合には右からPSL2(Z) = SL2(Z)/{±1}
が作用している:

(Q[ a bc d ])(x, y) := Q(ax+ by, cx+ dy), Q ∈ F(D), [ a bc d ] ∈ SL2(Z).

すると F(D)/PSL2(Z)は有限集合であることが知られている. しかも濃度は Q(
√
D)の狭義

類数 hと一致する. この事の詳細は例えば Zagierの本『Zetafunktionen und quadratische
Körper』(1981)の日本語訳 [22]の第 II部を参照されたし. 実際に [22, p.99]の定理で狭義の
イデアル類と 2次形式の同値類の 1対 1対応が述べられている. 以降では F(D)/PSL2(Z)の
完全代表系 {Qj}hj=1をひとつ固定しておく.

D < 0の時は zQj ∈ HでQj(zQj , 1) = 0.なるものが唯一つ存在する. この時

PD(ϕ) :=

h∑
j=1

1

#Stab(Qj)
ϕ(zQj )

とおく. ここで Stab(Qj)は PSL2(Z)内のQj の固定部分群である.
D > 0の時は, zQj ,1, zQj ,2 ∈ RをQj(z, 1) = 0 の相異なる実数解とする. Ωj ⊂ Hを zQj ,1

と zQj ,2を直径の両端とする半円の上半分 (Hに含まれるほう)とする. 要するに, zQj,1と zQj,2

を H内の測地線で結んでいる. ちなみにこの半円 Ωj の方程式∣∣∣∣z − zQj,1 + zQj,2

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣zQj,1 − zQj,2

2

∣∣∣∣ , (Im(z) > 0)

は, Qj(x, y) = ax2 + bxy + cy2なる a, b, c ∈ Zを用いて a|z|2 + bRe(z) + c = 0, (Im(z) > 0)
と書ける. さて, この時PSL2(Z)\Ωj はRiemann面 SL2(Z)\H上の閉測地線になる. 以下のよ
うなサイクル積分によって PD(ϕ)を定義する.

PD(ϕ) :=

h∑
j=1

∫
Stab(Qj)\Ωj

ϕ(z)

√
Ddz

Qj(z, 1)
.

ここでΩjの向きは, Qj(z, 1)の z2の係数が正の時に反時計回りとし,負の時に時計回りとする.

Remark 7. ここで 2次形式と狭義類数との関連について注意を述べておく. 2次形式の集合
において, SL2(Z)と同様にGL2(Z)の作用も考えることができる. まず F(D)の条件の “not
negative-definite”を外すことで定義される 2次形式の集合をF ′(D)とする. すなわち, 原始的
な整数係数 2元 2次形式で判別式がDのもの全体をF ′(D)とする. この時, GL2(Z)がF ′(D)
に右から作用する:

(Q[ a bc d ])(x, y) := (ad− bc)Q(ax+ by, cx+ dy), Q ∈ F ′(D), [ a bc d ] ∈ GL2(Z).

この作用は ad− bc ∈ {±1}の因子があるので, 正定値と負定値の 2次形式が同一視される. し
たがって, D < 0の時には最初に導入したF(D)にはGL2(Z)が上のルールでは作用していな
いことに注意せよ. この作用から得られる事実として, Dの正負に関わらず, F ′(D)/GL2(Z)
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も有限集合で, この濃度はQ(
√
D)の類数と一致する. Zagierの本では 2次形式の SL2(Z)に

おける同値類の個数として h(D)を導入し, h(D)は「類数」と呼ばれているが, [22, p.64–65]

を見ると分かるように h(D)はQ(
√
D)の狭義類数であり, この本の p.65に出てくる h0(D)の

ほうがQ(
√
D)の類数である. これは [22, p.99]の定理を見ても分かる. 類数公式 [22, p.75]に

出てくる h(D)も Q(
√
D)の狭義類数であるし, 2次形式の世界で定義された基本単数 ε0(cf.

[22, p.68])もQ(
√
D)の基本単数とは限らない (2乗のズレが生じうる). 代数体の世界と 2次

形式の世界で類数などの専門用語が錯綜しているので, 注意が必要である.

さて, 以上の準備のもとに, 定理を述べよう. kを正の偶数とし, k ⩾ 4とする. 重さ k, レベ
ル 1の楕円カスプ形式全体を Sk(1)とし, Petersson内積に関する正規直交基底Hkをとる. 任
意の f ∈ Hk が Hecke作用素 {Tn}n∈Nの同時固有関数になるようにHk をとることができる.

n(1−k)/2Tnの f に対する固有値を λf (n)とする:

Tnf = n(k−1)/2λf (n)f

f ∈ Hkに対して

µf (ϕ) :=

∫
SL2(Z)\H

ϕ(τ)|f(τ)|2yk dxdy
y2

とおく. これはモジュラー曲線 SL2(Z)\H上の確率測度である. 主定理 ([16]で F = Qかつレ
ベル 1にしたもの. [例 2]の場合は [17])は以下のように述べられる.

Theorem 8. [Generalized Trace Formula (F = Q, N = 1)] k ⩾ 4を偶数とする. ϕを [例 1]
または [例 2]のものとし, ϕが実解析的Eisenstein級数の時は |Re(z)| < k− 3を仮定する. 任
意の n ∈ Nに対して,

4π

k − 1
n1/2

∑
f∈Hk

µf (ϕ)λf (n) = Jid + Junip + Jhyp + Jell

が成立する.

上の定理は ϕが実解析的 Eisenstein級数の場合は [16], カスプ形式の場合は [16], [17]で与
えられている. ちなみに公式の右辺に現れる項は以下のように記述される:

• Jid = 0.
• ϕがカスピダルの時は Junip = 0. ϕ = E∗(z)の時は,

Junip = δ(n1/2 ∈ N)ζ̂((z + 1)/2)n1/2{G(z) +G(−z)},

ここで,

G(z) := ζ̂(−z)21−zπ(3−z)/4 Γ(k + (z − 1)/2)

Γ(k)Γ((z + 1)/4)
n(−z−1)/4.

•

Jhyp =
1

21+δ(ϕ : cusp)
L̂(1/2, ϕ)

∑
(d1,d2)∈N2

n=d1d2,d1 ̸=d2

B(νfin; (d1 − d2)2)O+,(ν∞)
k (d1+d2d1−d2 ),

ここで, δ(ϕ : cusp)は ϕがカスプ形式の時に 1, ϕが実解析的 Eisenstein級数の時に 0

とする. L̂(s, ϕ)は ϕの完備スタンダード L関数とする. すなわち

L̂(s, ϕ) = ΓR

(
s+

ν∞
2

)
ΓR

(
s− ν∞

2

) ∞∑
n=1

λϕ(n)

ns
, Re(s) >

3

2

を C上の解析関数に解析接続したもの.
•

Jell =
1

2

∑
D∈D

2δ(D<0)PD(ϕ)
∑

t∈T (n,D)

B(νfin; t2 − 4n)Osgn(t2−4n),(ν∞)
k ( t√

|t2−4n|
),
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ここでDは基本判別式全体の集合であり, δ(D < 0)はD < 0の時に 1, D > 0の時に
0とする. また,

T (n,D) := {t ∈ Z | ∃f ∈ N, t2 − 4n = Df2}
とおく.

Remark 9. • ϕ = E∗(z)の公式は Zagier (1977)の公式 [21]と同値である.
• 主定理の公式の z = 1における留数Resz=1

∑
f∈Hk

µf (E∗(z))λf (n) = · · · を計算する
ことで Eichler-Selberg 跡公式: tr(Tn) = · · · を復元することができる. 復元計算の際
には, Resz=1E

∗(z) = 1に注意2.
• ϕがカスプ形式の時は新しい公式である. 我々の公式はSk(N)(ただしNは odd square-
free)の場合でも成立する.

Remark 10. F/Q を有限次総実代数体とする. 素数 2 は F の中で完全分解するとする.
k = (kv)v|∞, kv ⩾ 4は偶数の組とする. nは F の整数環 oF の非ゼロ square-freeイデアルで
(n, 2oF ) = oF を満たすとする. 非ゼロイデアルm =

∏
pv |m pnv

v ⊂ oF は (m, n) = oF を満たす
とする. F の狭義類数 h+F には何も課さない. この設定で, 我々の公式はGL2(AF )上の保型形
式に一般化できる. つまり Hilbertモジュラー形式の場合に拡張できる. 実際, 公式の記述は
GL2(AF )の保型表現論を用いておこなっている. [16]を参照されたし.

Remark 11. Hilbertモジュラー形式の場合の拡張については, ϕ = E∗(z)の場合に対応する
もののみ先行研究がある3.
水本 (1984) [9]は有限次総実代数体 F が狭義類数 1の時に parallel 重さ k, レベル oF の

Hilbertカスプ形式の場合に Zagierの公式を一般化した. 高瀬 (1986) [18] は後に総実代数体
F が狭義類数 1で, 一般の重さ (kv)v∈Σ∞, 一般のレベル n nebentypus ωが primitiveの場合
に Zagierの公式を与えた. 我々の公式は nebentypus ωが自明指標でレベル nを考慮している
ので, n = oF の場合に限り, 高瀬の公式との間に overlapがある.
水本氏, 高瀬氏の設定だと, 例えば 2次体だと F = Q(

√
2), Q(

√
5)が含まれる. これらの

中では 2が完全分解しないので我々の設定には含まれていない. 一方, 狭義類数が 1という
仮定を満たす代数体 F が無限個あるかどうかは未解決である (これが解ければ類数 1の実 2

次体の無限性が分かり, いわゆる Gauss予想も解決できる). 我々の公式では F = Q(
√
D),

(D ∈ Z>0, D ≡ 1 (mod 8)) なる 2次体であれば狭義類数の値は何でも良いので, F として無
限個の例を扱うことができるQ(

√
33), Q(

√
57)は狭義類数が 2であるので我々の設定で扱え

る 2次体である4.

Remark 12. Jacquet, Zagier (1987) [6]は f ∈ C∞c (PGL2(Ak))に対して以下の積分の幾何
的展開を実行した. ∫

PGL2(k)\PGL2(Ak)
Kf,cusp(g, g)E(z, g)dg = · · ·

ここでE(z, g)は Eisenstein級数である. 彼らの手法では明示的な計算はなされなかった. 特
に, 我々の公式のように固定された重さをもつ楕円モジュラー形式の項のみを Jacquet, Zagier
の公式の場合に抽出可能かもいまだ不明である. したがって, z = 1での留数を計算すること
によって Selberg跡公式が復元可能かどうかさえ最近まで不明であった. Selberg跡公式が復元
できることに関してはWu [20]によって最近になって証明されたが, 以下の問題はいまだ残っ
ている.

Jacquet-Zagier公式から Zagierの公式を復元できるだろうか ?

4. 応用

保型 L関数の特殊値の非ゼロ性への応用をいくつか紹介する.

2s = z+1
2
の変数変換のもとで s = 1での留数を考えると 1

2
である.

3ϕ = E∗(z)の場合の先行研究については拙著 [13]に詳細あり.
4実 2次体の狭義類数と類数の関係については拙著 [15]に詳細あり.
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4.1. GL2の対称 2次 L関数の特殊値. まず [例 1]の場合の結果の応用を紹介しよう.

f(τ) =

∞∑
n=1

af (n)e2πinτ ∈ Sk(1)− {0} に対して, 対称 2次 L関数を

L̂(s,Sym2(f)) := ΓR(s+ 1)2(2π)−s−k+1Γ(s+ k − 1)× ζ(2s)

∞∑
n=1

af (n2)

ns+k−1

(Re(s) > 1)で定義する. ここで, ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s)とおいた. ΓR(s+ 1)ΓC(s+ k − 1) の
因子を排除したものは L(s,Sym2(f))とおく. Rankin (1939), Selberg (1940)が独立にこの L
関数の解析性を与えたことは有名である.

Theorem 13. • L̂(s, Sym2(f))は C上有理型関数に解析接続される.

• 関数等式 L̂(s,Sym2(f)) = L̂(1− s,Sym2(f))が成立する.

• L̂(1,Sym2(f)) = 2k(f, f) > 0が成立する.

f のレベルがN > 1より大きい場合もL(s,Sym2(f))を導入することができて, 同様の解析
接続や関数等式などが成立する. [2]によって, L(s,Sym2(f))は GL3(AQ)上のある Hecke固
有カスプ形式のスタンダードL関数に一致することが知られている. そのHecke固有カスプ形
式を Sym2(f)と書くことで, Sym2という記号はGL2(AQ)の保型形式からGL3(AQ)へのリフ
ティングとみなせる. このリフティング (Gelbart-Jacquet リフティング)の詳細も [2]にある.

Rankin-Selberg theoryによって,

µf (E∗(z)) ≒
ζ( z+1

2 )L( z+1
2 , Sym2(f))

L(1, Sym2(f))

が成り立つので, 我々の公式はL( z+1
2 ,Sym2(f))に関する和のN →∞とした時の挙動を調べ

ることができる.
重さ k ⩾ 4を固定する. nを自然数とする. Hk(N)を Sk(N)の正規直交基底で, Hecke固有

形式からなるものとする. 以下の仮定を考える.

(P) : L(s,Sym2(f)) ⩾ 0, (1/2 ⩽ ∀s < 1, ∀f ∈ Hk(N), ∀N).

上の (P)内のレベルNは (N, 2n) = 1を満たす自然数を走るとする. この仮定は一般Riemann
予想を仮定すると中間値の定理から得られることに注意.

Corollary 14. ([16, Theorem 1.3]の特別な場合) k ⩾ 6とする. また (P)を仮定する. 部
分区間 Jp = [tp, t

′
p] ⊂ [−2, 2] (tp < t′p)を各素因子 p|n 毎に任意にとって固定する. この時,

M > 0があって, N > M なる任意の素数 N と 1/2 ⩽ ∀s ⩽ 1に対して, Hecke固有新形式
f ∈ Sk(N)new が存在して, 次を満たす:

(1) (非ゼロ性) L(s,Sym2(f)) ̸= 0,
(2) (Hecke固有値の分布) ( λf (p) )p|n ∈

∏
p|n Jp.

特に,
∏
p|n Jp =

∏
p|n[−2, 2]の時は (P)を仮定しなくて良い.

4.2. GL2 ×GL3の L関数の中心値. 次に [例 2]の場合の結果の応用を紹介しよう. ϕの Tpに
おける固有値を λϕ(p) = pνp/2 + p−νp/2 (νp ∈ C), f ∈ Hk = Hk(1)の Tp における固有値を
λf (p) = αp +α−1p (αp ∈ C×)と表せることに注意しておく. ϕと f の対称 2次リフト Sym2(f)

のRankin-Selberg L関数を以下のように定める.

L(s, ϕ× Sym2(f)) :=
∏
p<∞

det(16 − p−s[ p
νp/2

p−νp/2
]⊗ Sym2

(
αp

α−1
p

)
)

これは整関数として解析接続できて, L(s, ϕ× Sym2(f)) ≒ L(1− s, ϕ× Sym2(f)) の形の関数
等式を持つ ([5]).
µf (ϕ)は f , f̄ , ϕの３つのカスプ形式の積の積分である. これは三重線型周期と呼ばれてい

て, Watson (2002)の学位論文 [19]と, その一般化である市野 (2008)の結果 [4]により, 三重
積 L関数の 1/2における特殊値を使った公式が知られている. いまは三重積 L関数の代わり
に上で導入した L関数を用いて |µf (ϕ)|2を以下のように記述することができる.

8



Theorem 15.
|µf (ϕ)|2

∥ϕ∥2
≒ L(1/2, ϕ)L(1/2, ϕ× Sym2(f))

L(1, Sym2(ϕ))L(1, Sym2(f))2
.

k ⩾ 4を偶数とする. Hk は Sk(1)の正規直交基底であったことを思い出しておく. f ∈ Hk

を固定する毎に, ϕ : SL2(Z)\H→ Cに対して

µf (ϕ) :=

∫
SL2(Z)\H

ϕ(τ)|f(τ)|2yk dxdy
y2

とおく. f がMaass形式だったならラプラシアンの固有値を∞に飛ばした時の確率測度 µf の
振る舞いに関する量子一意エルゴード性 (Quantum Unique Ergodicity, 略してQUE)の予想
があるが5, f が正則の場合にも k →∞とすることでQUEの正則類似を考えることができる.
このQUEの正則類似は (レベルが 1の場合に)Holowinsky, Soundararajan によって解かれた.

Theorem 16. (Holowinsky, Soundararajan (2010) [3]) kごとに f ∈ Hk を任意にとって固
定する. この時, 弱収束の意味で以下が成り立つ.

lim
k→∞

µf =
3

π

dxdy

y2
.

上のQUEの正則類似が証明される前に, QUEの正則類似の平均版が先に証明された.

Theorem 17. (Luo (2003) [7]) A ⊂ SL2(Z)\Hを可測集合とする時,

1

dimSk(1)

∑
f∈Hk

µf (A) =

∫
A

3

π

dxdy

y2
+O(k−1/2+ϵ).

また, µf の 2次モーメントの f に関する和の重さに関する平均 (Quantum varianceの和で
2 ⩽ k ⩽ K をK ⩽ k < 2K に置き換えたもの)の漸近公式も知られている.

Theorem 18. ( Luo, Sarnak (2004) [8] + Sarnak, Zhao (2018) [11] )
ϕをレベル 1の even Hecke-Maass カスプ形式とする. この時,

lim
K→∞

1

2−1K

∑
k∈[K,2K)

∑
f∈Hk

|µf (ϕ)|2 → C(ϕ)πL(1/2, ϕ)∥ϕ∥2.

ただし,

C(ϕ) =
1

ζ(2)

∏
p

(
1−

p−1λϕ(p)

p1/2 + p−1/2

)
とおく. この無限積はKim-Sarnak bound |λϕ(p)| ⩽ p7/64 + p−7/64 < 2p7/64)を使うことで収
束することが示せる.

Luo, Sarnakの µf の 2次モーメントの漸近公式の類似として, 我々の公式から µf の 1次
モーメントの漸近公式を与えることができる.

Theorem 19. (Average of 1st moments [17])

1

2−1K

∑
k∈[K,2K)

(−1)k/2
∑
f∈Hk

µf (ϕ)λf (n)
K→∞−−−−→ P−4n(ϕ)B(νfin;−4n)√

4n
.

ここで, −4n = Df2 (Dは基本判別式で f は自然数)の時に P−4n(ϕ) := PD(ϕ)とおいた.

ϕに対して,

Xϕ := {n ∈ N | − 4n : fundamental discriminant & L(1/2, ϕ⊗ χ−4n) ̸= 0}

5保型形式に関連する QUEについては, 拙著 [14, §1]にも詳細あり.
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とおく. [1]により, #Xϕ =∞となることが知られている. 我々の 1次モーメントの漸近公式
と Luo-Sarnakの 2次モーメントの漸近公式を組み合わせることで,

Nϕ,n(K) := #{f ∈
∪

k∈[K,2K)

Hk | L(1/2, ϕ× Sym2(f))λf (n) ̸= 0}

の下界を定量的に与えることができる.

Theorem 20. (Quantitative non-vanishing of L-values [17]) L(1/2, ϕ) ̸= 0を仮定する.
この時, ∀n ∈ Xϕ, ∀ϵ > 0, ∃Kϕ,n,ϵ > 0, ∀K ⩾ Kϕ,n,ϵ,

Nϕ,n(K)

K
⩾ 1− ϵ

16π

1√
nd(n)2

L(1/2, ϕ⊗ χ−4n)

C(ϕ)L(1, Sym2(ϕ))
(> 0).

ここで次元公式により
#(

∪
K⩽k<2K

Hk) ≍ K2

なので, 上の定理の左辺は割合にはなっていないことに注意.
Luo, Sarnakの公式から, limK→∞Nϕ,1(K) =∞が分かるが, 上記の結果は n ⩾ 2に対する

λf (n)の非ゼロ性も考慮しているし, 無限大に発散するスピードの下界を L関数などの数論的
データで与えているところが興味深い.

Remark 21. 本橋 (1992) [10]のL(1/2, ϕ)の 2次モーメントの漸近公式により, L(1/2, ϕ) ̸= 0
を満たす even Hecke-Maassカスプ形式 ϕは無数に存在する.

5. 証明

簡単のため, F = Q, N = 1としておく. 証明を厳密に紹介すると, 様々な記号が乱舞し, 積
分の発散もたくさん生じるので, 計算のアイディアを軸とする rough sketchを書くに留める.
証明のポイントは跡公式で用いるテスト関数 f =

∏
v fv ∈ C∞(PGL2(AQ))における局所

成分 fv ∈ C∞(PGL2(Qv))は,

• f∞は重さ kの PGL2(R)の離散系列表現の行列係数,
• localなHecke作用素 Tpのレゾルベント核関数 (但し素数 pは p|nとなるもの),
• PGL2(Zp)の特性関数 (pは nを割らない素数).

f は n ∈ Nに依存して定まる関数である. 重要なこととして, Supp(f)がコンパクトでない
ことが挙げられる. f∞, fp (p|n)はサポートがコンパクトではない. なので, 積分や無限和の
収束性や順序交換は慎重に行わなければならない. このような欠点がある一方で, コンパクト
性を捨てて f∞として行列係数を採用した恩恵として,

Kf (g, h) =
∑

γ∈PGL2(Q)

f(g−1γh)

が各変数 g, hに対して, 重さ kのカスプ形式となる. この和が絶対収束するためには, k ⩾ 4が
必要である. ここで k = 2が除外される.
通常の跡公式は ∫

PGL2(Q)\PGL2(AQ)
Kf (g, g)dg.

を 2通りに計算することで得られたのだが, ここでは∫
PGL2(Q)\PGL2(AQ)

Kf (g, g)φ(g)dg.

なる積分を考える. ここで, φ : GL2(AQ) → Cは [例 1]または [例 2]でみた保型形式である.
この積分のスペクトルサイドは,

Kf (g, g) = C
∑
ψ∈Hk

cψ ψ̃(g)ψ̃(g) (C, cψ ∈ C)
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という核関数のスペクトル展開を用いて計算すれば良い. 各 ψはカスプ形式なので急減少で
あるから, この有限和に φを書けて積分したものは収束する.
次に幾何的展開について述べよう. Kf (g, h)の定義式を出発点とし, PGL2(Q)を共役類で

分解することによって,

Kf (g, g) = Φid(g) + Φunip(g) + Φhyp(g) + Φell(g)

という表示が得られる. ここで,

Φid(g) = f([ 1 0
0 1 ]),

Φunip(g) =
∑

ξ∈Z(Q){[ 1 ∗0 1 ]}\GL2(Q)

f(g−1ξ−1[ 1 1
0 1 ]ξg),

Φhyp(g) =
1

2

∑
ξ∈{[ ∗ 0

0 ∗ ]}\GL2(Q)

∑
a∈Q×−{1}

f(g−1ξ−1[ a 0
0 1 ]ξg),

Φell(g) =
1

2

∑
E=Q(

√
∆)

∑
ξ∈E×\GL2(Q)

∑
γ∈Q×\(E×−Q×)

f(g−1ξ−1γξg).

この時, 各 Φ∗に φを書けて積分を実行すれば幾何的展開が得られる.
本研究において, この幾何的展開が先行研究にはない new insightを提示している. γ ∈

PGL2(Q)に対して γ の PGL2(Q)内の中心化群を Gγ とする. すると幾何的展開における γ
に対応する項の積分計算は形式的に以下のようにできる.∫

PGL2(Q)\PGL2(AQ)
{

∑
ξ∈Gγ(Q)\PGL2(Q)

f(g−1ξ−1γξg)} φ(g)dg

=

∫
Gγ(Q)\PGL2(AQ)

f(g−1γg) φ(g)dg

=

∫
Gγ(AQ)\PGL2(AQ)

f(g−1γg){
∫
Gγ(Q)\Gγ(AQ)

φ(tg)dt}dg

よって φの Gγ に沿った周期積分の荷重つきの軌道積分が生じる. あとは球関数の重複度 1
定理を用いて素点ごとの積分に分解し, 各素点ごとに localな重み付き軌道積分を計算すれば
良い.

Remark 22. 水本, 高瀬, Jacquet, Zagierの手法は幾何サイドの計算で unfoldingが本質的
に用いられた. しかし我々の手法では幾何サイドで unfoldingを必要としない. そこが従来
の計算方法と大きく異なる点である. unfoldingを必要としない手法を開拓したことにより,
Eisenstein級数をカスプ形式に置き換えることが可能となったのである.
φがカスプ形式の時は周期積分はいつでも収束する. しかし, もしφがEisenstein級数なら軌

道積分は発散してしまう. unfoldingを用いない代わりに, 積分が収束しないという問題が生じ
たのである. 例えば Jid =∞となってしまう. しかし, Eisenstein級数を smoothed Eisenstein
級数に変形することで, 発散の問題を解消することができる. 実際, smoothed Eisenstein級数
は急減少関数になる6 ので, 積分の発散問題をうまく正当化することができる.

Zagierの公式の一般化を目的としてφがEisenstein級数の場合の計算を実行していた際に,
表現論を用いて素点ごとの積分に帰着できることに気づき, φがカスプ形式の場合の公式が後
から得られた. しかし積分の収束性の観点から見れば, 数学的には φがカスプ形式の場合のほ
うが幾何サイドの計算が容易である.

6概均質ベクトル空間のゼータ関数の解析接続に用いられたオリジナルの smoothed Eisenstein 級数 (cf. [12,
Lemma 2.9])は smoothed Eisenstein級数の定義において, 極付きの関数を使用している. そのため, オリジナル
の smoothed Eisenstein級数は急減少ではない. しかし今回はこの smoothed化を参考に Eisenstein級数を急減
少関数に変形することを考えたので, 我々が構成したものも smoothed Eisenstein級数と呼んでいる. 数学的な性
質はどちらかというと pseudo Eisenstein級数に近い.
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Factorization algebras in algebraic geometry

Mikhail Kapranov

January 26, 2020

This is a summary of the talk I gave at the Algebra Symposium, held at Tohoku University
in September 2019. It is based on the papers [6, 8], joint with B. Hennion and E. Vasserot.
The common theme of these papers is application of the concept of factorization algebras,
originally defined for the needs of Quantum Field Theory, to “purely algebro-geometric"
problems, i.e., problems in Algebraic Geometry which a priori do not involve this concept.

1 Factorization algebras: algebro-geometric version
The concept of factorization algebras on an algebraic curve was introduced by Beilinson
and Drinfeld in their 2004 book [1]. Their goal was to give a geometric axiomatization of
the theory of vertex algebras or, in the physical language, of 2-dimensional Conformal Field
Theory. This theory has been extended to varieties of arbitrary dimensions by Francis and
Gaitsgory [3]. The fundamental tool here is the concept of the Ran space.

Let X be a smooth algebraic variety over a field {k, charpkq “ 0. The Ran space of X,
is, informally, the “space”

RanpXq “ tall finite, nonempty subsets I Ă Xu.

In this definition a subset I Ă X is considered without multiplicity. So, for example, a 2-
element subset tx, yu can, if x and y merge, degenerate into a 1-element subset txu “ tx, xu.
In the opposite direction, one point can split into many, similarly to elementary particles
in physics. Combining all finite subsets together can be seen as an instance of “second
quantization of algebraic geometry" (Y.I. Manin).

There is no way of making RanpXq into an algebraic variety in a rigorous sense of the
word. However, we can do meaningful algebraic geometry on it: consider sheaves, D-modules,
etc. This is explained in [1, 3, 6].

In particular, a factorization algebra on X is a sheaf (D-module) on RanpXq with natural
identifications

FI\J » FI b FJ .

where FI means the fiber of F at a point I P RanpXq, i.e., a finite subset I Ă X. This
corresponds to the principle of locality in Quantum Field Theory: points which are away
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from each other are “independent”. Tensor multiplication of vector spaces can be seen a
a quantum analog of the usual multiplication of probabilities, something that happens for
independent events.

There are various versions of the notion of a factorization algebra, corresponding to
different meaning of the word “sheaf" that can be defined for RanpXq.

A factorization algebra has a global invariant, the factorization cohomology
ż

X

F “ RΓpRanpXq,DRpFqq.

Here RΓ is the derived functor of global sections, and DR is the de Rham complex of a
D-module.

Example 1.1.Let X “ A1 be the affine line. A translation invariant factorization algebra
F on X is the same as a vertex algebra V which is recovered as the fiber F0 of F at 0.

2 Smooth Manifold version
A different framework for factorization alebras, closer to the Quantum Field Theory intuition,
was given by Lurie [9] and Costello-Gwilliam [2].

Let M be C8-manifold. It is not assumed to be algebraic but can be (in which one can
compare with the previous setting). We consider M with the usual topology (so not Zariski
if M is in fact algebraic).

A factorization algebra on M is a datum A associating:

(1) Any open pU ĂMq ÞÑ ApUq, a cochain complex {k.

(2) Any (U1 \ ¨ ¨ ¨ \ Um Ă U0) ÞÑ multiplication

µ : ApU1q b ¨ ¨ ¨ bApUmq ÝÑ ApU0q, so that:

(3) For U0 equalling U1 \ ¨ ¨ ¨ \ Um, µ is a quasi-isomorphism.

(4) The m “ 1 part of data (pre-co-sheaf) is a cosheaf for a certain class of coverings,
called Weiss coverings.

The condition (3) corresponds to ocality in Quantum Field Theory. A covering V “
Ť

Vi
is called a Weiss covering, if any finite subset I Ă V is contained in one of the Vi. This
may seem counterintuitive, but it simply means that RanpV q is covered by the RanpViq. So
the Weiss topology is simply a means to bring the Ran space into the consideration without
mentioning it explicitly and working on M all along.
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3 Locally constant factorization algebras: topological QFT
A factorization algebra A is called locally constant, if for any two disks U1 Ă U0 the map
µ is a quasi-isomorphism. In the physical jargon this condition means that the de Rham
differential dDR acts “trivially” (in a Q-exact way). In other words, our quantum field theory
is “topological”.

In the flat case M “ Rn it was proved by Lurie that we have a 1:1 correspondence

Locally constant FA AÐÑ En ´ algebras A “ ApRn
q

Here En is the operad of little n-disks. It describes commutativity “up to level n”.

In the curved case (any M with G-structure in the tangent bundle, G Ă Opnq, e.g.,
G “ Updq for d-dim C-mflds) we have the following extension of the above, also due to
Lurie:

Every En-algebra A equipped with a homotopy G-action gives a locally constant fac-
torization algebra AM on M . In particular, we can form the factortization homology
ş

M
pAq :“ AMpMq.

4 Nonabelian Poincaré duality (Salvatore-Lurie)
Suppose that we are given:

Y : a topological space with G-action;
M : an n-manifold with G-structure;
Let YM ÑM be the fibration with fiber Y associated to TM .
Let also A “ C‚pY,kq be the cochain algebra. It is:

• “Commutative”: En for any n.

• Has a homotopy G-action.

One formulation of the Non-Abelian Poincaré duality is as follows: If Y is pn ´ 1q-
connected, then

ż

M

pC‚pY qq “ C‚pSectpYM{Mq,kq.

Here Sect means the space of continuous sections. Statements of such kind goback to the
work of Bott-Segal and Haefligher on cohomology of Lie algebras of vector fields (see bellow),
well before factorization algebras.

Let us explain, roughly, the meaning of this statement. Suppose G acts trivially, so
SectpYM{Mq “ MappM,Y q is the space of maps M Ñ Y .

Approximate statement: if A “ H‚pY q has the form A “ Sym‚
pV q, then

ż

M

pAq “ Sym‚
pV bH‚pMqq.
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How is this related? In such cases typically V ‚ “ pπ‚pY q b kq˚. Expecting the same for
MappM,Y q we reduce to the known fact (Haefligher)

π‚MappM,Y q b k “ H‚
pM,kq b π‚pY q.

How is this related to the usual Poincaré duality? We have an alternative (Koszul
dual) formulation (w.r.t. Koszul self-duality of the En-operad):

Suppose y P Y isG-fixed point. Then YM ÑM has a distinguised section y corresponding
to y. Let also B “ ΩnpY, yq be n-fold loop space, an En-algebra in spaces. Then (as spaces!):

ż

M

pΩn
pY, yqq “ SectcpYM{Mq.

Here Sectc means the space of sections with “compact support”, i.e., sections which coincide
with y outside a compact set. If Y “ Kpπ, nq, then ΩnpY q “ π. Assume G-action trivial.
Then:

ş

M
pπq is the space with homotopy groups being the homology H‚pM,πq, and we get

HipM,πq “ πiMapcpM,Kpπ, nqq “ Hn´i
c pM,πq.

5 Holomorphic FA: vertex algebras
OnM “ C, we can speak about holomorphic factorization algebras A (in which the antiholo-
morphic Dolbeault differential B, rather than the de Rham differential d, acts in a Q-exact
way). As shown in [2], under appropriate assumptions,

Such A 1:1
ÐÑ Vertex Algebras V “ At|z| ă 1u.

Remarks 5.1. (a) The Algebro-Geometric (AG) and and Smooth-Manifold versions are
intuitively equivalent: the important U ’s are

ğ

small disks „ finite sets of points.

(b) Most “outside” applications of AG formalism have been in dimC “ 1 case: Geometric
Langlands etc.

6 Application 1: Gelfand-Fuchs cohomology in AG
Let X{k be smooth algebraic variety. Let g “ T pXq “ RΓpX,T q be the (derived, dg-) Lie
algebra of global vector fields. Usual global vector fields, if X affine. We want to find the
Lie algebra cohomology (with coefficients in k)

H‚
LiepT pXqq “?

This cohomology is important (e.g., H2
Lie „ central extensions) but usually hard to find.

Already here:
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Example 6.1.X “ A1´t0u punctured affine line. In this case T pXq has basis Li “ zi`1d{dz,
i P Z with the well known commutation relations

rLi, Ljs “ pj ´ iqLi`j.

It is known: H‚
Lie “ krβ2, β3s, with β2 “ being the famous Virasoro cocycle. But no direct

purely algebraic proof of this fact is known (!), the classical argument goes through the case
of C8 vector fields on the circle (for k “ R).
Example 6.2.An easier example is obtained for X “ A1, so g “ Derkrzs, with basis only
L´1, L0, L1, ¨ ¨ ¨ . Note: L´1, L0, L1 span an sl2.

Recall: any g acts trivially on its own H‚
Lie. So

C‚Liepgq „ C‚LiepgqL0 (degree 0 wedges).

But this “ C‚Liepsl2q (balanced wedges cannot involve Lě2).
H‚

Liepgq “ H‚
Liepsl2q “ H‚

toppSU2q.

Now SUp2q “ S3 is the 3-sphere, so we get

H‚
Liepgq “ H‚

toppS
3
q “ krβ3s.

Note: for Derkrz, z´1s the degree 0 complex is still very hard to analyze.

7 Classical Gelfand-Fuchs theory
The classical theory (explained in more detail in [4]) addresses the following question. Let
M be C8 manifold, and consider the Lie algebra VectpMq of C8 vector fields. What is its
H‚

Lie? The theory then proceeds in two stages:

Stage 1: formal vector fields. We start with the Lie algebra

Wn “
 

ÿ

fiB{Bzi, fi P Rrrz1, ¨ ¨ ¨ , znss
(

.

For this Lie algebra, Gelfand and Fuchs found that:

H‚
LiepWnq “ H‚

toppYnq

where Yn is the fiber product

Yn

GLnpCq
��

// EGLnpCq “ Stiefel variety

GLnpCq
��

sk2nBGLnpCq // BGLnpCq “ Grpn,C8q

and sk2nBGLnpCq is the 2n-skeleton of the infinite Grassmannian in the cell decomposition
by Schubert cells.

Stage 2: general M : We form the fibration YM
Yn
ÝÑ M , via TM and GLnpRq Ă GLnpCq.

Then the result is:
H‚

LiepVectpMqq » H‚
toppSectpYM{Mqq.
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Example 7.1. Suppose M “ S1 is the circle. In this case:

VectpS1q is a completion of the (LiqiPZ algebra above.

BGL1pCq “ CP8; sk2BGL1pCq “ CP 1
“ S2; Y1

hom.eq.
„ S3.

So we get the statement of Example 6.2. Further, TS1 is trivial, so YS1 „ S1 ˆ S3,

SectpYS1{S1
q „ MappS1, S3

q
S3 is a group
““ S3

ˆ ΩpS3
q,

and the cohomology of this is krβ3s b krβ2s.

8 Algebro-Geometric version

Let now X{C be a smooth algebraic variety, dimCpXq “ n. We then have YX
Yn
ÝÑ X, via

TX and GLnpCq. Note that its fibers are identified with Yn, not Y2n, even though from the
C8-point of view, X is of dimension 2n.

Theorem 8.1 (B. Hennion-M.K.[6] 1). (a) We have a canonical map λ : H‚
LiepT pXqq ÝÑ

H‚
toppSectpYX{Xqq.
(b) If X is affine, λ is an isomorphism.

The proof is based on the theory of factorization algebras (both in the n-dimensional AG
and 2n-dimensional Smooth-Manifold versions). It is straightforward:

D natural (algebro-geometric) FA qC‚ on RanpXq s.t.

H‚
LiepT pXqq »

ż

X

qC‚.

The crucial tool for the next step is the Covariant Verdier Duality of Gaitsgory-Lurie [5]
which can be explained as follows.

The “space” RanpXq is 8-dimensional, union of fin-dim skeleta

X “ Ran1 Ă Ran2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă RanpXq.

Here RanppXq is formed by finite subsets I Ă X of cardinality ď p. Given a FA F on
RanpXq, there is a new FA ψpFq with

ψpFq|Rank
“ RΓRank

pFq (Cohomology with support)

There is always a map

λ :

ż

X

F ÝÑ
ż

X

ψpFq

1Conjectured by B. Feigin in the 80’s.
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Its image consists of classes “supported on a finite-dimensional skeleton”.

In our case the Covariant Verdier Duality allows us to pass from algebro-geometric to
C8 FA. Here are the main points.

Main Point 1: ψpqC‚q is topological (locally constant) while qC‚ itself is holomorphic, related
to the vacuum module (with c “ 0)

V “ Ind
T pPunctured formal diskq
Wn“T pFormal n-diskq C,

which is a vertex algebra (derived (dg), for n ą 1).

Main Point 2: Factorization homology of ψpqC‚q are found topologically, via SectpYX{Xq.
This is done by associating to it a locally constant FA in the C8 sense and applying Non-
Abelian Poincaré Duality.

9 Application 2: Cohomological Hall Algebras for sur-
faces

We recall the classical concept of the Hall Algebra in the following context. Let X be an
algebraic variety over a finite field Fq. Let CohpXq be the category of coherent sheaves on
X with proper support. Then for any two F ,G P CohpXqq all the Ext-groups ExtipF ,Gq are
finite-dimensional Fq-vector spaces, in particular, they are finite sets.

Let H “ FunpCohpXq Ñ Cq be the space of isomorphism invariant functions on objects
of CohpXq. This space carries the Hall Multiplication via the Induction Diagram

t0 Ñ E 1 Ñ E Ñ E2 Ñ 0u
pp1,p2q

tt

p

))
Cohˆ Coh Coh

where on the top we have the category of short exact sequences. The multiplication is defined
by the pullback and pushforward of functions:

H bH “ FunpCohpXq ˆ CohpXqq
p˚˝pp1,p2q˚

ÝÑ FunpCohpXqq “ H.

This makes H into an associative algebra known as the Hall algebra of CohpXq.

Examples 9.1. (a)Suppose that X a smooth projective curve. In this case Coh splits into:

• Vector bundles. They give rise to an algebra HBun formed by unramified automorphic
forms on all the GLn (with r being the rank of the bundle). The multiplication is
given by Eisenstein series, and the resulting algebra is related/similar to quantum
affine algebras [7].
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• Sheaves with 0-dimensional support. They give rise to an algebraH0 formed by classical
Hecke operators. It is commutative. Its multiplication with elements of HBun gives the
classical action of Hecke operators on automorphic forms.

(b) In the case dimpXq ą 1, nothing interesting is known about such algebras. They
have huge size, and it is not clear what are the good questions to ask.

In higher-dimensional case one can follow a different approach, forming the so-called
cohomological Hall algebra, or COHA. For this, we consider X defined over C, not over a
finite field and consider CohpXq as an algebraic stack. Instead of invariant functions on
objects, we consider the stack-theoretic (co)homology of this stack. (roughly, equivariant
(co)homology with respect to the stabilizer groups. Then we want to use the functoriality
of (co)homology to produce a multiplication out of the Induction Diagram. However, the
maps in the diagram are singular, so it is subtle, as we need both types of functorialities,
covariant as well as contravariant, for a single theory (say, homology).

For n “ 1 and 2 it was shown in [8] and [10] that one can define the multiplication using
virtual fundamental classes to account for the singular nature of the maps. More precisely,
we work with HBM

‚ pCoh0pXqq, the Borel-Moore homology of the stack of coherent sheaves
with 0-dimensional support. So the resulting algebra is the analog of the classical algebra of
Hecke operators for curves over a finite field.

Remark 9.2.This construction is related to the concept of COHA for 3-dimensional Calabi-
Yau (CY3) categories, as defined by Kontsevich and Soibelman. This COHA, is defined, in-
tuitively, as the space of vanishing cycles for (holomorphic) Chern-Simons functional. Given
a surface X, one can form the CY3 manifolld TotpKXq (the total space of the canonical
bundle), and the two constructions should match in this case. But there is so far, no ge-
ometric treatment (for CY3 categories associated to manifolds), the examples considered
being related to quivers.

10 Factorization of COHA
Observation (M.K. - E. Vasserot, [8]): HpCoh0q is a factorization algebra on X, in the
Smooth-Manifold sense:

Coh0pU1 \ U2q “ Coh0pU1q ˆ Coh0pU2q.

Further, this factorization algebra is locally constant. Therefore, HpCoh0pXqq found from
the case of the flat space Hflat “ HpCoh0pA2qq by Factorization Homology. Now, a coherent
sheaf F on A2 with 0-dimensional support is the same as a finite-dimensional vector space
V “ H0pFq with action of Crx, ys, i.e., with a pair of commuting operators x, y : V Ñ V .
Therefore the stack Coh0pA2q is identified with a disjoint union of quotient stacks:

Coh0pA2
q “

ğ

ně0

Cn{{GLn, where
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Cn “
 

pA,Bq P gln ˆ gln
ˇ

ˇ rA,Bs “ 0
(

is the commuting variety.

It is known (goes back to the Feit-Fine 1962 formula for |CnpFqq|) that as a bigraded vector
space (by n above and coh. degree),

Hflat » Sym‚
pV q, V “ qtCrq´1, ts, degpqq “ p0,´2q, degptq “ p1, 0q.

Theorem 10.1 ([8]). (a) Hflat » Sym‚
pV q as an algebra, in particular, it is commutative.

(b) (Poincaré-Birkhoff-Witt-type theorem for COHA) For any surface X, we have an
identification as bigraded vector spaces

(10.2) HBM
‚ pCoh0pXq » Sym‚

pHBM
‚ pXq b V 1q.

Here V 1 “ V p0, 4q (shifted grading), so that for X “ A2 with HBM
4 pA2q “ C we have

V “ V 1 bHBM
‚ pA2

q.

(Note that Eq. (10.2) is analogous to the Non-abelian Poincaré Duality. )

This means that we can find the size (graded dimension) of HpCoh0pXqq, and the answer
looks like

H‚
toppSectpFX{Xqq

for a fibraton FX Ñ X with fiber F s.t. H‚
toppF q “ Hflat. So the situation here is formally

similar to Gelfand-Fuchs!
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COMPUTATION OF AUTOMORPHISM GROUPS OF

K3 AND ENRIQUES SURFACES

ICHIRO SHIMADA

Abstract. In virtue of the advances of computer, we can calculate various

geometric data of K3 surfaces and Enriques surfaces by brute-force method.
The lattice theory plays an important role in this method. We give a survey

of the lattice theory used in the computer-aided algebraic geometry of K3

surfaces and Enriques surfaces. In particular, we explain Borcherds’ method
for the calculation of automorphism groups of these surfaces. As an example,

we compute the automorphism groups of Enriques surfaces covered by a general

Jacobian Kummer surface.

1. Introduction

Machine-aided computation has now become a very strong tool in the study of
K3 surfaces and Enriques surfaces. In this survey, we show how far we can go with
computers in the algebraic geometry of these surfaces.

We mainly deal with the automorphism group of a K3 surface or an Enriques
surface. The automorphism group is calculated from the numerical Néron–Severi
lattice and the nef-and-big cone of the surface. Borcherds [2], [3] developed a
computational method to determine the shape of the nef-and-big cone by embedding
the Néron–Severi lattice into an even unimodular hyperbolic lattice II1,25 of rank
26, which is unique up to isomorphism. In this paper, we write L26 for II1,25. The
lattice L26 has many beautiful combinatorial properties related to the Leech lattice,
and these properties are used in the study of geometry of K3 and Enriques surfaces.

We explain Borcherds’ method and its generalization. In particular, we present
our recent result (joint work [4] with Simon Brandhorst) on Borcherds’ method
for Enriques surfaces. As an example, we compute the automorphism groups of
complex Enriques surfaces covered by a general Jacobian Kummer surface.

2. Lattices

First we fix notation and terminologies about lattices. A lattice is a free Z-
module L of finite rank with a non-degenerate symmetric bilinear form

〈 , 〉 : L× L→ Z.

Let e1, . . . , en be a basis of a lattice L of rank n. The Gram matrix of L with
respect to e1, . . . , en is the n × n matrix whose (i, j)-component is 〈ei, ej〉. The
automorphism group of a lattice L is denoted by O(L). The action of O(L) on L is
from the right, and we write the action as v 7→ vg for v ∈ L and g ∈ O(L). A lattice
L is unimodular if the determinant of the Gram matrix is ±1. A lattice L is even
(or of type II ) if 〈x, x〉 ∈ 2Z holds for all x ∈ L. A lattice L of rank n is hyperbolic

For the proceedings of Algebra Symposium, 2019 September, Tohoku University.
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2 ICHIRO SHIMADA

(resp. positive-definite, resp. negative-definite) if the signature of the real quadratic
space L⊗ R is (1, n− 1) (resp. (n, 0), resp. (0, n)).

Let L be an even hyperbolic lattice. A positive cone of L is one of the two
connected components of

{x ∈ L⊗ R | 〈x, x〉 > 0 }.
Let P be a positive cone of L. We put

O(L,P) := { g ∈ O(L) | Pg = P }.
Then we have O(L) = O(L,P)× {±1}. For a vector v ∈ L⊗Q with 〈v, v〉 < 0, we
put

(v)⊥ := {x ∈ P | 〈v, x〉 = 0 },
which is a real hyperplane of P. Let D be a closed subset of P defined by countably
many inequalities of the form

〈x, vi〉 ≥ 0 (vi ∈ L⊗Q).

Suppose that D contains a non-empty open subset of P. A closed subset w of D is
a wall of D if there exists a hyperplane (v)⊥ of P such that w is written as D∩(v)⊥,
that (v)⊥ is disjoint from the interior of D, and that D∩(v)⊥ contains a non-empty
open subset of (v)⊥. Let w be a wall of D. We say that a vector v ∈ L⊗Q defines
the wall w if w = D ∩ (v)⊥ and 〈v, x〉 ≥ 0 holds for all points x of D.

A vector r ∈ L is called a (−2)-vector if 〈r, r〉 = −2. A (−2)-vector r ∈ L defines
the reflection sr ∈ O(L,P) into the mirror (r)⊥, which is given by

sr : x 7→ x+ 〈x, r〉 r.
Let W (L) denote the subgroup of O(L,P) generated by all reflections sr with
respect to (−2)-vectors r. Note that W (L) is a normal subgroup in O(L,P). A
standard fundamental domain of the action of W (L) on P is the closure in P of a
connected component of

P \
⋃

(r)⊥,

where r runs through the set of all (−2)-vectors. Then W (L) acts on the set of stan-
dard fundamental domains simple-transitively. Let N be a standard fundamental
domain. We put

O(L,N) := { g ∈ O(L) | Ng = N }.
Then W (L) is generated by the reflections sr with respect to the (−2)-vectors r
defining walls of N , and we have O(L,P) = W (L) o O(L,N). Therefore, for the
study of O(L), it is important to calculate the walls of a standard fundamental
domain of the action of W (L) on P.

The following is well-known. See, for example, [31, Chapter V].

Theorem 2.1. For a positive integer n with n ≡ 2 mod 8, there exists an even
unimodular hyperbolic lattice Ln of rank n. (A more standard notation is II1,n−1.)
For each n, the lattice Ln is unique up to isomorphism.

We denote by U (instead of L2) the hyperbolic plane, a Gram matrix of which is[
0 1
1 0

]
.

When n = 8m + 2, the lattice Ln is obtained as the orthogonal direct-sum of U
and m copies of the negative-definite root lattice of type E8.
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c
c c c c c c c c c

Figure 2.1. Coxeter graph of W (L10)

Example 2.2. Vinberg [41] proved the following. Let P10 be a positive cone of
L10. A standard fundamental domain of the action of W (L10) on P10 has exactly 10
walls defined by (−2)-vectors that form the dual graph given in Figure 2.1. Hence
W (L10) is the Coxeter group whose Coxeter graph is Figure 2.1. Since this graph
has no non-trivial symmetries, we have O(L10,P10) = W (L10).

3. Geometry of K3 surfaces

For simplicity, we work over the complex number field C.
For a non-singular projective surface Z, we denote by SZ the lattice of numerical

equivalence classes of divisors of Z. For a divisor Γ of Z, let [Γ] ∈ SZ denote the
class of Γ. Note that SZ is hyperbolic by Hodge index theorem. If Z is a K3
surface, then SZ is even. If Z is an Enriques surface, then SZ is isomorphic to L10.
Let PZ be the positive cone of SZ containing an ample class of Z. We put

NZ := {x ∈ PZ | 〈x, [C]〉 ≥ 0 for all curves C on Z },
and call it the nef-and-big cone of Z.

Suppose that X is a complex K3 surface. The following is well-known.

Theorem 3.1. The nef-and-big cone NX of X is a standard fundamental domain
of the action of W (SX) on PX . The mapping C 7→ [C] gives rise to a bijection from
the set of smooth rational curves C on X to the set of (−2)-vectors [C] defining the
walls of NX .

The following is a corollary of Torelli theorem for complex algebraic K3 sur-
faces [29].

Theorem 3.2. The natural homomorphism Aut(X) → O(SX , NX) is an isomor-
phism up to finite kernel and finite cokernel.

Remark 3.3. The kernel and cokernel can be calculated by looking at the period
H2,0(X) of X and the action of Aut(X) on the discriminant form of SX , which is
canonically anti-isomorphic to the discriminant form of the transcendental lattice
of X [23].

Let a ∈ SX be an ample class. Note that a is an interior point of NX . Since
〈a, a〉 > 0, the orthogonal complement of Z a in SX is negative-definite. Therefore,
for integers c and d, we can calculate the finite set

{ v ∈ SX | 〈a, v〉 = c, 〈v, v〉 = d }.
Then we have the following algorithms.

• A vector v ∈ PX ∩ SX is nef (that is, v ∈ NX) if and only if the finite set

{ r ∈ SX | 〈r, r〉 = −2, 〈r, a〉 > 0, 〈r, v〉 < 0 }
is empty. See [32] for the algorithm to calculate this set.
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• Let r ∈ SX be a (−2)-vector such that

d := 〈r, a〉 > 0,

so that r is the class of an effective divisor Γ. Then Γ is irreducible if and
only if 〈r, [C ′]〉 ≥ 0 for all smooth rational curves C ′ with 〈[C ′], a〉 < d.
Hence we can determine whether r is the class of a smooth rational curve
or not by induction on d.

Example 3.4. The Fermat quartic surface

XFQ,p : x4
1 + x4

2 + x4
3 + x4

4 = 0

in characteristic p is a K3 surface if p 6= 2. The complex Fermat quartic surface
XFQ,0 is a singular K3 surface whose transcendental lattice is[

8 0
0 8

]
,

whereas the Fermat quartic surface XFQ,3 in characteristic 3 is a supersingular
K3 surface with Artin invariant 1. Let h4 be the class of a hyperplane section of
XFQ,p. We denote by Rd the set of smooth rational curves C on XFQ,p such that
〈h4, [C]〉 = d. Then the sizes |Rd| of the sets Rd are given as follows:

d 1 2 3 4 5 6 7

p = 0 48 320 1152 15456 136896 743808 3851136
p = 3 112 0 0 18144 0 0 2177280 .

See [37] and [28].

Example 3.5. Suppose that h2 ∈ SX is a nef vector with 〈h2, h2〉 = 2, and L a line
bundle whose class is h2. By [25], the complete linear system |L| is fixed-component
free if and only if the finite set

{ e ∈ SX | 〈e, e〉 = 0, 〈e, h2〉 = 1 }

is empty. Suppose that |L| is fixed-component free. Then |L| is base-point free
by [30], and hence |L| defines a double covering Φ: X → P2. The set of classes of
smooth rational curves contracted by Φ is the fundamental root system in

{ r ∈ SX | 〈r, r〉 = −2, 〈r, h2〉 = 0 }

with respect to the ample class a, and hence we can compute it explicitly. (See, for
example, [11].) The matrix representation of the action of the deck transformation
ι(h2) ∈ Aut(X) of Φ: X → P2 on SX is then calculated from this set of classes of
contracted curves. See [32] or [34]. Calculating vectors h2 with 〈h2, h2〉 = 2 and
〈h2, a〉 = d for small d, we can obtain many involutions ι(h2) ∈ Aut(X).

Remark 3.6. In [19], a generating set of the automorphism group of XFQ,3 is ob-
tained by the method above. In [34], using randomly generated involutions, we
carried out an experiment on the characteristic polynomials of automorphisms of
supersingular K3 surfaces.
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no. R N/〈R〉
1 24A1 (Z/2Z)12
2 A11 +D7 + E6 Z/12Z
3 2A12 Z/13Z
4 A15 +D9 Z/8Z
5 A17 + E7 Z/6Z
6 12A2 (Z/3Z)6
7 A24 Z/5Z
8 8A3 (Z/4Z)4
9 6A4 (Z/5Z)3
10 4A5 +D4 Z/2Z× (Z/6Z)2
11 4A6 (Z/7Z)2
12 2A7 + 2D5 Z/4Z× Z/8Z

no. R N/〈R〉
13 3A8 Z/3Z× Z/9Z
14 2A9 +D6 Z/2Z× Z/10Z
15 D10 + 2E7 (Z/2Z)2
16 2D12 (Z/2Z)2
17 D16 + E8 Z/2Z
18 D24 Z/2Z
19 6D4 (Z/2Z)6
20 4D6 (Z/2Z)4
21 3D8 (Z/2Z)3
22 4E6 (Z/3Z)2
23 3E8 0
24 none Z24

Table 4.1. Niemeier lattices

4. Conway theory

A positive-definite even unimodular lattice of rank 24 is called a Niemeier lat-
tice. Niemeier showed that there exist exactly 24 isomorphism classes of Niemeier
lattices, one of which is the famous Leech lattice Λ. See [8, Chapter 16] or [40]. The
isomorphism classes of Niemeier lattices are described in Table 4.1, where the sec-
ond column is the ADE-type of the set R of vectors r ∈ N with 〈r, r〉 = 2, and the
third column shows the group N/〈R〉, where 〈R〉 is the sublattice of N generated
by R. The Leech lattice Λ (no. 24) is characterized as the unique Niemeier lattice
that does not contain any vectors of square-norm 2.

Recall that L26 is an even unimodular hyperbolic lattice of rank 26, which is
unique up to isomorphism. Note that the lattice L26 is written as

U ⊕N−,

where N is a Niemeier lattice and N− is the negative-definite lattice obtained from
N by multiplying the intersection form by −1. We fix a positive cone P26 of L26,
and let P26 denote the closure of P26 in L26 ⊗ R. We put ∂ P26 := P26 \ P26.

Definition 4.1. A vector w ∈ L26 is called a Weyl vector if w is a non-zero
primitive vector of L26 contained in ∂ P26 (in particular, we have 〈w,w〉 = 0 and
hence Zw ⊂ (Zw)⊥) such that (Zw)⊥/Zw is isomorphic to the negative-definite
Leech lattice Λ−. A (−2)-vector r ∈ L26 is called a Leech root with respect to a
Weyl vector w if 〈w, r〉 = 1.

Let 〈 , 〉Λ denote the intersection form of the (positive-definite) Leech lattice Λ.
Note that every Weyl vector w is written as (1, 0,0) in an orthogonal direct-sum
decomposition

L26 = U ⊕ Λ−,

and, under this decomposition, Leech roots with respect to w are written as

rλ :=

(
〈λ, λ〉Λ

2
− 1, 1, λ

)
, where λ ∈ Λ.
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For a Weyl vector w, we put

N26(w) := {x ∈ P26 | 〈x, r〉 ≥ 0 for all Leech roots r with resepct to w }.

Definition 4.2. A standard fundamental domain of the action of W (L26) on P26

is called a Conway chamber.

Conway [5] proved the following.

Theorem 4.3. The mapping w 7→ N26(w) gives a bijection from the set of Weyl
vectors to the set of Conway chambers.

We fix a Conway chamber N26. Let w0 be the corresponding Weyl vector, and let
L26 = U ⊕Λ− be an orthogonal direct-sum decomposition such that w0 = (1, 0,0).

Corollary 4.4. The group O(L26, N26) = { g ∈ O(L26) |Ng
26 = N26 } is the group

Co∞ of affine isometries of Λ, that is, the group generated by Co0 = O(Λ) and the
affine translations of Λ.

Let N26 be the closure of N26 in L26⊗R. We investigate the rays in N26∩∂ P26.
Suppose that

v := (a, b, x) ∈ L26 ⊗ R
be a non-zero vector in N26 ∩ ∂ P26, where (a, b) ∈ U ⊗R and x ∈ Λ⊗R. Then we
have

〈v, v〉 = 2ab− 〈x, x〉Λ = 0,

and, for every λ ∈ Λ, we have

(4.1) 〈v, rλ〉 = a+ b

(
〈λ, λ〉Λ

2
− 1

)
− 〈x, λ〉Λ ≥ 0.

Considering the limit of 〈v, rλ〉 when 〈λ, λ〉Λ → ∞, we see that b ≥ 0. If b = 0,
then we have x = 0 and a > 0. Hence the ray R≥0v is equal to R≥0w0. Suppose
that b > 0. We can assume that b = 1 without changing R≥0v. Then we have
a = 〈x, x〉Λ/2 and hence

(4.2) 〈v, rλ〉 =
1

2
〈x− λ, x− λ〉Λ − 1.

Therefore we have 〈x− λ, x− λ〉Λ ≥ 2 for all λ ∈ Λ, which means that x ∈ Λ⊗ R
is a deep hole of the Leech lattice [6]. In particular, we have x ∈ Λ ⊗ Q and
a ∈ Q, and hence there exists a primitive vector f ∈ L26 with 〈f, f〉 = 0 such that
R≥0v = R≥0f . Thus we obtain the following:

Proposition 4.5. The intersection N26∩∂ P26 consists of countably many rational
rays. One of them is R≥0w0, and the other rays are in one-to-one correspondence
with the deep holes of Λ.

Let f ∈ L26 be as above, and let xf ∈ Λ ⊗ Q be the corresponding deep hole.
Since f is primitive and L26 is unimodular, we have a vector z ∈ L26 such that
〈f, z〉 = 1 and 〈z, z〉 = −2. Let Uf,z ⊂ L26 be the hyperbolic plane generated
by f and z, and let N−f,z be the orthogonal complement of Uf,z in L26, which is
obtained from a Niemeier lattice Nf,z by changing the sign of the intersection form.
By (4.2), the mapping λ 7→ rλ gives a bijection from the set of vectors λ ∈ Λ with
〈xf − λ, xf − λ〉Λ = 2 to the set

Rf := { r ∈ L26 | 〈r, r〉 = −2, 〈r,w0〉 = 1, 〈r, f〉 = 0 }
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of Leech roots r with 〈r, f〉 = 0. By [6] and [7], we see that Rf form a Dynkin
diagram whose ADE-type is the ADE-type of the Niemeier lattice Nf,z given in
Table 4.1, and we obtain one-to-one correspondences between the following three
sets:

• the set of deep holes of Λ modulo the action of Co∞,
• the set of rays in N26 ∩ ∂ P26 other than R≥0w0 modulo the action of

O(L26, N26) = Co∞, and
• the isomorphism classes of Niemeier lattices other than the Leech lattice.

Remark 4.6. Let X26 be a K3 surface such that the Néron–Severi lattice of X26 is
isomorphic to L26. Of course, such a K3 surface X26 does not exist. We introduce
X26 only for heuristic purpose: Using this non-existing “K3 surface” X26, we can
state results about the lattice L26 as results about geometry of X26. Note that the
nef-and-big cone of X26 can be identified with the Conway chamber N26.

“Theorem”. The smooth rational curves Cλ on X26 are indexed by vectors λ ∈ Λ
in such a way that [Cλ] = rλ, and Aut(X26) is isomorphic to Co∞ up to finite
kernel and finite cokernel in such a way that the action of Aut(X26) on the set of
smooth rational curves on X26 and the action of Co∞ on Λ are compatible under
the correspondence Cλ ↔ λ.

Using the theory of elliptic K3 surfaces (see, for example, [39]), the classical
result of Niemeier can also be regarded as a “theorem” on the elliptic fibrations of
the “K3 surface” X26.

“Theorem”. Modulo the action of Co∞, there exist exactly 24 elliptic fibrations
on X26. Each of them has a zero section. The ADE-type of singular fibers and
the Mordell–Weil group of each of these elliptic fibrations are given in Table 4.1.
In particular, the Leech lattice is realized as the Mordell–Weil lattice of a Jacobian
fibration of X26.

5. Borcherds’ method

Let X be a K3 surface. Suppose that we have a primitive embedding

SX ↪→ L26.

By this embedding, we regard the positive cone PX of SX as a subspace of a
positive cone P26 of L26. Recall that the positive cone P26 is tessellated by Conway
chambers N26(w).

Definition 5.1. An induced chamber is a closed subset D of PX that contains a
non-empty open subset of PX and is obtained as the intersection PX ∩N26(w) of
PX with a Conway chamber N26(w). The tessellation of P26 by Conway chambers
induces a tessellation of PX by the induced chambers, which we call the induced
tessellation of PX .

Since the nef-and-big cone NX is bounded by hyperplanes (r)⊥ defined by (−2)-
vectors r ∈ SX , and a (−2)-vector r of SX is a (−2)-vector of L26, the cone NX is
also tessellated by induced chambers.

We assume the following mild assumption:

Assumption 5.2. The orthogonal complement of SX in L26 contains at least one
(−2)-vector.
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Then any induced chamber D = PX ∩N26(w) of PX has only finite number of
walls, and these walls can be calculated explicitly from the Weyl vector w of the
Conway chamber N26(w) inducing D. See [33] for the detail. A linear programming
plays an important role in this algorithm.

Definition 5.3. We say that the induced tessellation of PX is simple if the induced
chambers are congruent to each other by the action of O(SX ,PX).

When the induced tessellation of PX is simple, we can calculate the shape of NX
by means of this tessellation. This method was contrived by Borcherds [2], [3], and
the automorphism groups Aut(X) of many K3 surfaces X have been calculated by
this method.

Remark 5.4. Borcherds’ method is regarded as a calculation of Aut(X) by a gener-
alization of “the K3 surface” X26 to X, that is, we regard the embedding SX ↪→ L26

as the embedding induced by a “specialization” of X to X26.

5.1. Jacobian Kummer surface. Let

X := Km(Jac(C))

be the Kummer surface associated with the Jacobian variety Jac(C) of a complex
general genus 2 curve

C : y2 = (x− λ1) · · · (x− λ6).

The K3 surface X has three famous projective models.

• The K3 surface X is embedded into P3 as a quartic surface X4 ⊂ P3 with
16 ordinary nodes corresponding to the points of the 2-torsion subgroup of
Jac(C). This quartic surface is called the Kummer quartic surface.
• The dual X∨4 ⊂ (P3)∨ of the Kummer quartic surface X4 ⊂ P3 is also a

quartic surface with 16 ordinary nodes.
• The K3 surface X is embedded into P5 as a smooth (2, 2, 2)-complete in-

tersection X2,2,2 defined by

(5.1)

6∑
i=1

x2
i =

6∑
i=1

λix
2
i =

6∑
i=1

λ2
ix

2
i = 0.

The surface X2,2,2 contains 32 lines, which are the exceptional curves over
the ordinary nodes of X4 and of X∨4 .

The Néron–Severi lattice SX of X is of rank 17. Kondo [18] found a primitive
embedding SX ↪→ L26 such that PX is simply tessellated by induced chambers,
and using this embedding, he obtained the following:

Theorem 5.5. Every induced chamber D has 32 + 60 + 32 + 192 walls.
There exists a unique induced chamber D0 that contains the class h8 of a hyper-

plane section of X2,2,2 ⊂ P5. Then the 32 walls of D0 are defined by the classes of
the 32 lines on X2,2,2, and the group

Aut(X,D0) := { g ∈ Aut(X) | Dg
0 = D0 }

is equal to the projective automorphism group

Aut(X2,2,2) = { g ∈ Aut(X) | hg8 = h8 } ∼= (Z/2Z)5

of X2,2,2. For each of the other 60+32+192 walls w of D0, there exists an involution
gw ∈ Aut(X) that maps D0 to the induced chamber adjacent to D0 across the wall
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w. These automorphisms gw are classically known and described geometrically as
follows.

(a) 60 involutions are obtained as Hutchinson–Göpel involutions. See Hutchin-
son [13] and [14].

(b) 32 = 16 + 16 involutions are obtained as the deck-transformation of the double
covering X → P2 given by the projection with the center being an ordinary node
of X4 or of X∨4 .

(c) 192 involutions are obtained as Hutchinson–Weber involutions. See Hutchin-
son [15].

Corollary 5.6. The group Aut(X) is generated by Aut(X2,2,2) ∼= (Z/2Z)5 and
60 + 32 + 192 involutions described above.

Remark 5.7. The fact that the 192 involutions above are Hutchinson–Weber invo-
lutions was proved by Ohashi [27].

5.2. Fifteen nodal quartic surface. As is expected from Remark 5.4, Borcherds’
method is especially suitable for the analysis of the change of automorphism group
under generalization/specialization of K3 surfaces.

The surface X = Km(Jac(C)) is obtained as the minimal resolution of a quartic
surface X4 ⊂ P3 with 16 ordinary nodes (Kummer quartic surface), and it is clas-
sically known (see, for example, [12, Chapter 6]) that a Kummer quartic surface is
related to the line congruence of type (2, 2) in Grass(P1,P3). We generalize X to a
K3 surface X ′ that is the minimal resolution of a general quartic surface X ′4 with
15 ordinary nodes. This surface was investigated by Dolgachev [9] in the relation to
the line congruence of type (2, 3) in Grass(P1,P3). Using this result, we determined
Aut(X ′) in [10].

Compositing Kondo’s embedding SX ↪→ L26 with the primitive embedding
SX′ ↪→ SX induced by the specialization of X ′ to X, we obtain a primitive embed-
ding SX′ ↪→ L26. It turns out that this embedding also induces a simple tessellation
of PX′ , and we obtain the following:

Theorem 5.8. The automorphism group of X ′ is generated by

6 + 45 + 6 + 15 + 120 + 72

automorphisms, each of which is described explicitly and geometrically.

Example 5.9. Let p1, . . . , p5 be distinct ordinary nodes of the 15-nodal quartic
surface X ′4, no four of them are coplanar. Then we obtain a birational involution
g of X ′4 defined as follows. Let q be a general point of X ′4. There exists a unique
twisted cubic curve Γ in P3 passing through p1, . . . , p5 and q. Let q′ be the point
such that Γ ∩ X ′4 = {p1, . . . , p5, q, q

′}. Then the involution g interchanges q and
q′. Choosing suitable 5-tuples p1, . . . , p5 of ordinary nodes of X ′4, we obtain 72
generators of Aut(X ′) in Theorem 5.8.

Remark 5.10. Enumerating the faces of an induced chamber with codimension 2, we
also obtained a set of defining relations of Aut(X ′) with respect to the generators
given in Theorem 5.8.

Remark 5.11. In [35], we calculated the automorphism group Aut(X/R) of a certain
K3 surface X defined over a complete discrete valuation ring R of mixed character-
istics by comparing the automorphism groups of the special fiber and of the generic
fiber.
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5.3. Non-simple tessellation. For every complex K3 surface X, we can embed
SX into L26 primitively. Usually, however, the induced tessellation of PX is not
simple. In [33], Borcheds’ method is generalized for the case where the induced
tessellation of PX is not simple.

Let X be a singular K3 surface whose transcendental lattice is[
2 1
1 6

]
.

Then we have 1098 distinct types of induced chambers, and obtain a generating set
of Aut(X) consisting of 764 elements.

Recall that XFQ,0 is the complex Fermat quartic surface. We have observed that,
for XFQ,0, there exist more than 105 types of induced chambers, and we have not
yet obtained a generating set of Aut(XFQ,0).

6. Borcherds method for Enriques surfaces

We work over C. An involution ε of a K3 surface X is called an Enriques
involution if ε is fixed-point free, or equivalently, if the quotient surface Y := X/〈ε〉
is an Enriques surface. Ohashi [26] showed that the set of Enriques involutions of
a K3 surface X is a union of finitely many conjugacy classes of Aut(X).

Example 6.1. The Hutchinson–Göpel involutions and the Hutchinson–Weber in-
volutions on Km(Jac(C)) are Enriques involutions.

Let π : X → Y be the universal covering of an Enriques surface Y = X/〈ε〉.
Then the pull-back by π gives a primitive embedding

π∗ : SY (2) ∼= L10(2) ↪→ SX ,

where SY (2) is the lattice with the same underlying Z-module as SY and with the
intersection form being that of SY multiplied by 2. The image of π∗ is equal to the
invariant part { v ∈ SX | vε = v } of the action of the Enriques involution ε on SX .
Since π is étale, the orthogonal complement of the image of π∗ does not contain
any (−2)-vector. The following is due to Keum [16].

Theorem 6.2. An involution ε of a K3 surface X is an Enriques involution if and
only if the fixed sublattice { v ∈ SX | vε = v } of SX is isomorphic to L10(2) and its
orthogonal complement in SX contains no (−2)-vectors.

In a joint work with S. Brandhorst [4], we have classified all primitive embeddings
of L10(2) into L26.

Theorem 6.3. Up to the action of O(L10) and O(L26), there exist exactly 17
primitive embeddings

12A, 12B, 20A, . . . , 20F, 40A, . . . , 40E, 96A, 96B, 96C, infty

of L10(2) into L26.

Recall that the positive cone P26 of L26 is tessellated by Conway chambers. A
primitive embedding L10(2) ↪→ L26 induces a tessellation of the positive cone P10

of L10 that is mapped into P26 by L10(2) ↪→ L26. The following theorem is very
useful in the calculation of the automorphism group of an Enriques surface.

Theorem 6.4. Except for the embedding of type infty, the following hold.

(i) The induced tessellation on P10 is simple.
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No. name rt m4 og

1 12A D8 1376 229 · 37 · 53 · 72

2 12B A7 1824 223 · 36 · 52 · 72

3 20A D4 +D5 1760 225 · 37 · 52 · 7
4 20B 2D4 1888 229 · 34 · 5 · 7
5 20C 10A1 +D6 1632 228 · 36 · 53 · 7
6 20D A3 +A4 2016 216 · 36 · 53 · 7
7 20E 5A1 +A5 1952 220 · 37 · 53

8 20F 2A3 2080 223 · 34 · 52

9 40A 4A1 + 2A3 2016 225 · 35 · 5
10 40B 8A1 + 2D4 1760 230 · 36 · 5 · 7
11 40C 6A1 +A3 2080 220 · 35 · 5 · 7
12 40D 12A1 +D4 1888 228 · 35 · 52

13 40E 2A1 + 2A2 2144 216 · 36 · 52

14 96A 8A1 2144 228 · 33

15 96B 16A1 2016 231 · 35

16 96C 4A1 2208 222 · 35

17 infty 2272 226 · 32 · 5 · 7

Table 6.1. Primitive embeddings of L10(2) into L26

(ii) Each wall of every induced chamber is defined by a (−2)-vector r of L10.
(iii) For each wall D∩(r)⊥ of an induced chamber D with 〈r, r〉 = −2, the reflection

sr maps D to the induced chamber adjacent to D across the wall D ∩ (r)⊥.

Table 6.1 shows the 17 primitive embeddings of L10(2) into L26, and Table 6.2
shows properties of induced chambers.

• The name of the primitive embedding indicates the number of walls of an
induced chamber. For example, each induced chamber of the embedding
96A has 96 walls.

• The column rt in Table 6.1 shows the ADE-type of the set of (−2)-vectors
in the orthogonal complement ι⊥ of the image of the primitive embedding
ι : L10(2) ↪→ L26. For the embedding infty, the orthogonal complement
ι⊥ contains no (−2)-vectors (that is, Assumption 5.2 is not satisfied), and
the induced chamber has infinitely many walls.

• The column m4 in Table 6.1 shows the number of vectors v with 〈v, v〉 = −4
in the orthogonal complement ι⊥, and the column og gives the order of the
orthogonal group O(ι⊥) of ι⊥.

• Recall that the standard fundamental domain of the action of W (L10) on
P10 is bounded by 10 walls defined by (−2)-vectors that form the dual graph
in Figure 2.1. Since every wall of an induced chamber is defined by a (−2)-
vector, each induced chamber is a union of standard fundamental domains.
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No. name volume |aut| isom NK

1 12A 269824 22 I

2 12B 12142080 23 · 3 II

3 20A 64757760 23 · 3 V

4 20B 145704960 26 III

5 20C 777093120 23 · 3 · 5 20D VII

6 20D 777093120 23 · 3 · 5 20C VII

7 20E 906608640 23 · 3 · 5 VI

8 20F 2039869440 26 · 5 IV

9 40A 8159477760 27 · 3
10 40B 18650234880 27 · 32 40C

11 40C 18650234880 27 · 32 40B

12 40D 32637911040 25 · 32 · 5 40E

13 40E 32637911040 25 · 32 · 5 40D

14 96A 163189555200 213 · 3
15 96B 652758220800 212 · 33 96C

16 96C 652758220800 212 · 33 96B

17 infty ∞

Table 6.2. Induced chambers of P10

The column volume in Table 6.2 shows how many standard fundamental
domains are contained in an induced chamber.
• The column |aut| in Table 6.2 shows the order of the automorphism group

O(L10, D) := { g ∈ O(L10) | Dg = D }

of an induced chamber D in O(L10).
• Distinct embeddings can produce congruent induced chambers. The column
isom in Table 6.2 shows that, for example, two embeddings 20C and 20D

yield congruent induced chambers.
• Nikulin [24] and Kondo [17] classified Enriques surfaces Y with finite au-

tomorphism group. If Aut(Y ) is finite, then Y contains only finite number
of smooth rational curves. By the configuration of these smooth rational
curves, Enriques surfaces with finite automorphism group are divided into
7 classes I, II, . . . ,VII. These 7 configurations appear as the configurations
of (−2)-vectors defining walls of an induced chamber of P10. The column
NK in Table 6.2 shows this correspondence.

The induced chambers are much bigger than the standard fundamental domain ∆
of the action of W (L10) on P10, and hence we need only small number of copies
of chambers to describe the nef-and-big cone NY of an Enriques surface Y . For
example, let Y be a complex generic Enriques surface. We have NY = PY . By
Barth–Peters [1], the fundamental domain F of the action of Aut(Y ) on NY = PY
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number ε name

6 Hutchinson–Weber 20E

15 Hutchinson–Göpel 40A

10 in Aut(X2,2,2) 40C .

Table 7.1. Conjugacy classes of Enriques involutions

is a union of

|O(L10 ⊗ F2)| = 221 · 35 · 52 · 7 · 17 · 31 = 46998591897600

copies of ∆. If we use induced chambers of the embedding 96C, we can express F
as a union of

46998591897600

652758220800
= 72

copies of induced chambers.

7. Enriques surfaces covered by a Jacobian Kummer surface

We illustrate Borcherds’ method for Enriques surfaces by applying it to Enriques
surfaces covered by the Kummer surface

X = Km(Jac(C))

associated with the Jacobian variety Jac(C) of a general curve C of genus 2. Re-
call that Aut(X) was calculated by Kondo [18], as was explained in Section 5.1.
Ohashi [27] gave the complete classification of conjugacy classes of Enriques invo-
lutions in Aut(X), which had been conjectured by Mukai [21].

Theorem 7.1. There exist exactly 6 + 15 + 10 conjugacy classes of Enriques invo-
lutions in Aut(X). A representative of each conjugacy class is given in Table 7.1.

Remark 7.2. A representative of the conjugacy class in the third line of Table 7.1
is given as follows. The projective automorphism group Aut(X2,2,2) ∼= (Z/2Z)5

of the (2, 2, 2)-complete intersection X2,2,2 in P5 defined by (5.1) consists of the
involutions

(x1 : x2 : · · · : x6) 7→ (±x1 : ±x2 : · · · : ±x6).

This involution is fixed-point free if and only if there exist exactly three minuses in
(±x1 : ±x2 : · · · : ±x6), and hence there exist exactly ten Enriques involutions in
Aut(X2,2,2).

Kondo [18] used a primitive embedding ιX : SX ↪→ L26 to calculate Aut(X). Let
ε be an Enriques involution of X with the quotient morphism

π : X → Y = X/〈ε〉.
Then the composite of π∗ : SY (2) ↪→ SX and ιX : SX ↪→ L26 gives a primitive
embedding

ιY : SY (2) ∼= L10(2) ↪→ L26.

The type of this primitive embedding is given in Table 7.1. We investigate the
automorphism groups of these Enriques surfaces Y = X/〈ε〉. We have a canonical
isomorphism

Aut(Y ) ∼= Cen(ε)/〈ε〉,
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where Cen(ε) is the centralizer of ε in Aut(X). Therefore, to calculate Aut(Y ), it
is enough to calculate Cen(ε).

Remark 7.3. Mukai and Ohashi [22] investigated automorphisms of an Enriques
surface in the conjugacy class of of type 40A (an Enriques surface of Hutchinson–
Göpel type). See also [20].

Recall that h8 ∈ SX is the class of a hyperplane section of X2,2,2 ⊂ P5. Let DX

be the induced chamber in PX containing h8. (This induced chamber was denoted
by D0 in Section 5.1.) Let ε and π : X → Y = X/〈ε〉 be as above. We identify SY
(resp. PY ) with the invariant part of the action of ε on SX (resp. on PX). Then
the nef-and-big cone NY of Y is equal to the intersection PY ∩NX . Suppose that
ε′ = g−1εg is a conjugate of ε, where g ∈ Aut(X), and let π′ : X → Y ′ = X/〈ε′〉 be
the corresponding covering morphism. Then we have PY ′ = PgY . Recall that NX is
tessellated by the induced chambers Dg

X , where g runs through Aut(X). Therefore,
replacing ε with a conjugate of ε, we can and will assume that

DY := PY ∩DX

contains a non-empty open subset of PY , and hence DY is an induced chamber of
the primitive embedding ιY : SY (2) ↪→ L26. We put

Cen(ε,DY ) := { g ∈ Cen(ε) | Dg
Y = DY },

which is a finite subgroup of Cen(ε). We then put

Cen(ε,DY )|PY := { g|PY | g ∈ Cen(ε,DY ) },

where g|PY is the restriction of g to PY .

Definition 7.4. Let w = DY ∩ (r)⊥ be a wall of DY , and let r be the (−2)-vector
defining w. We say that w is an outer wall if the following mutually equivalent
conditions are satisfied.

• w is contained in a wall of NY ,
• the induced chamber of PY adjacent to DY across the wall w is not con-

tained in NY ,
• the (−2)-vector r is the class of a smooth rational curve on Y , and
• there exists a smooth rational curve C of X such that π∗(r) = [C] + [ε(C)].

Otherwise we say that w is an inner wall.

Definition 7.5. We say that a wall DX ∩ (v)⊥ of DX is perpendicular to DY if
the vector v ∈ SX ⊗Q defining DX ∩ (v)⊥ belongs to SY ⊗Q.

In the following, a configuration of (−2)-vectors in L10 is described by a pair
(Γ, µ), where Γ is a set of indexes γ of (−2)-vectors rγ , and µ : Γ × Γ → Z gives
the intersection pairing µ(γ, γ′) = 〈rγ , rγ′〉. The configuration of type τ means the
configuration of (−2)-vectors defining the walls of an induced chamber obtained by
the primitive embedding L10(2) ↪→ L26 of type τ .

7.1. An Enriques surface in the conjugacy class of type 20E. First we de-
scribe the configuration of type 20E. This configuration is isomorphic to the config-
uration of Nikulin–Kondo type VI (Fig. 6.4 of [17]). The description below of this
configuration was obtained in [36]. Let A be the set of subsets a of {1, . . . , 5} with
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|a| = 3. Let A1 and A2 be two copies of A with the natural bijection to A denoted
by a 7→ ā. We then put

Γ := A1 tA2,

and define a symmetric function µ : Γ × Γ → Z with µ(a, a) = −2 for all a ∈ Γ as
follows.

• Suppose that a, a′ ∈ A1 with a 6= a′. Then

µ(a, a′) =

{
1 if |a ∩ a′| = 1,

0 otherwise.

• Suppose that a, a′ ∈ A2 with a 6= a′. Then

µ(a, a′) =

{
1 if |a ∩ a′| = 2,

0 otherwise.

• Suppose that a ∈ A1 and a′ ∈ A2. Then

µ(a, a′) =

{
2 if ā = ā′,

0 otherwise.

Then (Γ, µ) defines the configuration of type 20E.

Remark 7.6. The sub-configuration (A1, µ|A1) of (Γ, µ) is isomorphic to the famous
Petersen graph, and the sub-configuration (A2, µ|A2) is isomorphic to the comple-
ment of the Petersen graph. The automorphism group of (Γ, µ) is equal to the
automorphism group of the Petersen graph, which is isomorphic to S5.

Let ε be a Hutchinson–Weber involution of X. Calculating the ADE-type of the
set of (−2)-vectors in the orthogonal complement ι⊥Y of the image of ιY , we see that
ιY is of type 20E. We assume that ε is the involution that maps DX to the induced
chamber of PX adjacent to DX , and let w := DX∩(vε)

⊥ be the wall of DX between
DX and Dε

X , that is, w is the wall in Theorem 5.5 (c). Then DY := PY ∩DX is
contained in w, andDY contains an interior point of w (as a subset of the hyperplane
(vε)

⊥). The group Cen(ε,DY ) is contained in Aut(X2,2,2)∪Aut(X2,2,2)ε. Looking
at all 32 + 32 elements of this set, we see that Cen(ε,DY ) is equal to {1, ε}, and
hence Cen(ε,DY )|PY is trivial.

In 20 walls of DY , 10 are outer and 10 are inner. There exists an indexing γ 7→ rγ
of the (−2)-vectors defining the walls DY ∩ (rγ)⊥ of DY by the set Γ = A1 t A2

above with the following properties.

• Suppose that γ ∈ A1. Then the wall DY ∩ (rγ)⊥ of DY is outer. There
exists a unique pair of lines C, ε(C) of X2,2,2 such that DY ∩ (rγ)⊥ is equal
to PY ∩DX ∩ ([C])⊥, and we have π∗(r) = [C] + [ε(C)].

• Suppose that γ ∈ A2. Then the wall DY ∩ (rγ)⊥ of DY is inner. There
exists a unique wall DX ∩(vγ)⊥ of DX such that the wall DY ∩(rγ)⊥ of DY

is equal to PY ∩DX ∩ (vγ)⊥. The wall DX ∩ (vγ)⊥ is perpendicular to DY ,
and corresponds to a Hutchinson–Göpel involution gγ of X (Theorem 5.5
(a)). The defining vector vγ is perpendicular to the defining vector vε of the
wall w. There exists exactly one element hγ in Aut(X2,2,2) = Aut(X,DX)
such that hγgγ commutes with ε. Then the restriction hγgγ |PY of hγgγ
to PY maps DY to the induced chamber adjacent to DY across the wall
DY ∩ (rγ)⊥. The automorphism hγgγ is of order 2, and the eigenvalues of
hγgγ |PY are 16(−1)4.
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Therefore the group Cen(ε) is generated by ε and 10 involutions hγgγ , where γ runs
through A2.

7.2. An Enriques surface in the conjugacy class of type 40A. We describe
the configuration of type 40A. Let C+ and C− be two copies of the cube I3 ⊂ R3,
where I = [0, 1] ⊂ R is the unit interval. Let σ be + or −. A vertex of Cσ is
written as ((ax, ay, az), σ), where ax, ay, az ∈ {0, 1}, and a face of Cσ is written
as (w = a, σ), where w ∈ {x, y, z} and a ∈ {0, 1}. Let V be the set of vertices
of C±, and let F be the set of faces of C±. Let P be the set of pairs of a face
f+ = (w = a+) of C+ and a face f− = (w = a−) of C− that are parallel. Each
element of P is written as (w = a+, w = a−), where w ∈ {x, y, z} and a± ∈ {0, 1}.
We have |V | = 16, |F | = 12, |P | = 12. We put

Γ := V t F t P,

and define a symmetric function µ : Γ × Γ → Z with µ(a, a) = −2 for all a ∈ Γ as
follows.

• Suppose that v1, v2 ∈ V with v1 6= v2. Then

µ(v1, v2) =


0 if v1v2 is an edge of C+ or C−,

4 if v1v2 is a diagonal of C+ or C−,

2 otherwise.

• Suppose that v ∈ V and f ∈ F . Then

µ(v, f) =

{
2 if v ∈ f ,

0 otherwise.

• Suppose that v ∈ V and p = (f+, f−) ∈ P . Then

µ(v, p) =

{
2 if v ∈ f+ ∪ f−,

0 otherwise.

• Suppose that f1, f2 ∈ F with f1 6= f2. Let fi be (wi = ai, σi), where
wi ∈ {x, y, z}, ai ∈ {0, 1}, and σi ∈ {+,−}. Then

µ(f1, f2) =

{
1 if σ1 6= σ2 and w1 6= w2,

0 otherwise.

• Suppose that f = (w = a, σ) ∈ F and p = (f ′+, f
′
−) ∈ P . Let f̄ be the

unique face of Cσ that is disjoint from f . Then

µ(f, p) =

{
2 if f̄ = f ′+ or f̄ = f ′−,

0 otherwise.

• Suppose that p1, p2 ∈ P with p1 6= p2. Let faces(pi) denote the set of 2
faces contained in pi, and let verts(pi) denote the set of 8 vertices contained
in the two faces of pi.

µ(p1, p2) =


2 if verts(p1) ∩ verts(p2) = ∅,
0 if faces(p1) ∩ faces(p2) 6= ∅,
1 otherwise.

Then (Γ, µ) defines the configuration of type 40A.
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Remark 7.7. The automorphism group Aut(Γ, µ) is of order 768, and V, F, P are
the orbits of the action of Aut(Γ, µ) on Γ. Let V+ and V− be the set of vertices of
C+ and of C−, respectively. We regard each of V± as a graph with edges being the
edges of the cube. The automorphism group Aut(V+) of the graph V+ is of order
48. The stabilizer subgroup Stab(V+) of V+ in Aut(Γ, µ) is of index 2, the natural
homomorphism Stab(V+) → Aut(V+) is surjective, and its kernel is isomorphic to
(Z/2Z)3 acting on V− as ((ax, ay, az),−) 7→ ((±ax,±ay,±az),−).

Let ε be a Hutchinson–Göpel involution of X. Calculating the ADE-type of
the set of (−2)-vectors in ι⊥Y , we see that ιY is of type 40A. As in the previous
section, we assume that ε maps DX to the induced chamber of PX adjacent to DX

across the wall w := DX ∩ (vε)
⊥, that is, w is a wall in Theorem 5.5 (a). Then

DY := PY ∩DX is an induced chamber of PY , and DY is contained in w. Moreover
DY contains an interior point of w (as a subspace of the hyperplane (vε)

⊥).
The group Cen(ε,DY ), which is a subset of Aut(X2,2,2) ∪ Aut(X2,2,2)ε, is iso-

morphic to (Z/2Z)4, and the group Cen(ε,DY )|PY is isomorphic to (Z/2Z)3. The
eigenvalues of a non-trivial element of Cen(ε,DY )|PY are 16(−1)4.

Remark 7.8. In [22], it was shown that the action of Cen(ε,DY )|PY ∼= (Z/2Z)3

characterizes the Enriques surfaces of Hutchinson–Göpel type.

In the 40 walls of DY , 20 are outer and 20 are inner. There exists an indexing
γ 7→ rγ of the (−2)-vectors defining the walls of DY by the set Γ = V tF tP above
with the following properties. Let V0 (resp. V1) be the subset of V consisting of
((ax, ay, az),±) such that ax + ay + az is even (resp. odd).

• Suppose that γ ∈ V0. Then the wall DY ∩ (rγ)⊥ is inner. There exists a
unique wall DX ∩ (vγ)⊥ of DX such that DY ∩ (rγ)⊥ = PY ∩DX ∩ (vγ)⊥.
We have 〈vε, vγ〉 = 0. This wall DX ∩ (vγ)⊥ is perpendicular to DY , and
corresponds to an involution gγ ∈ Aut(X) obtained by the projection from
an ordinary node of X4 or of X∨4 (Theorem 5.5 (b)). The involution gγ
commutes with ε, and its restriction gγ |PY to PY maps DY to the induced
chamber adjacent to DY across the wall DY ∩ (rγ)⊥. The eigenvalues of
gγ |PY are 19(−1)1. Hence gγ ∈ Cen(ε) induces a numerically reflective
involution [21] on Y .

• Suppose that γ ∈ V1. Then the wall DY ∩ (rγ)⊥ is outer. There exists
a unique line C of X2,2,2 such that DY ∩ (rγ)⊥ = PY ∩ DX ∩ ([C])⊥ and
π∗(r) = [C] + [ε(C)]. The curve ε(C) is of degree 5 with respect to h8.

• Suppose that γ ∈ F . Then DY ∩ (rγ)⊥ is outer. There exists a unique pair
of lines C, ε(C) of X2,2,2 such that DY ∩(rγ)⊥ is equal to PY ∩DX∩([C])⊥,
and we have π∗(r) = [C] + [ε(C)].

• Suppose that γ ∈ P . Then DY ∩ (rγ)⊥ is inner. There exists a unique wall
DX ∩ (vγ)⊥ of DX such that DY ∩ (rγ)⊥ = PY ∩ DX ∩ (vγ)⊥. We have
〈vε, vγ〉 = 0. This wall DX∩(vγ)⊥ is perpendicular to DY , and corresponds
to a Hutchinson–Göpel involution gγ (Theorem 5.5 (a)). The involution gγ
commutes with ε, and gγ |PY maps DY to the induced chamber adjacent
to DY across DY ∩ (rγ)⊥. The eigenvalues of gγ |PY are 16(−1)4.

Therefore Cen(ε) is generated by a subgroup of Aut(X2,2,2) of order 24, eight in-
volutions associated with projections from ordinary nodes of X4 or of X∨4 , and 12
Hutchinson–Göpel involutions.
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7.3. An Enriques surface in the conjugacy class of type 40C. We describe
the configuration of type 40C. We put F := {1, 2, 3, 4}. Let P be the set F×F with
the projections pr1 : P → F and pr2 : P → F , and let B be the set of bijections
f : F → F . We put

Γ := P tB.
We define a symmetric function µ : Γ × Γ → Z with µ(a, a) = −2 for all a ∈ Γ as
follows.

• Suppose that p, p′ ∈ P with p 6= p′. Then

µ(p, p′) =

{
1 if pr1(p) = pr1(p′) or pr2(p) = pr2(p′),

0 otherwise.

• Suppose that p ∈ P and f ∈ B. Then

µ(p, f) =

{
2 if f(pr1(p)) = pr2(p),

0 otherwise.

• Suppose that f, f ′ ∈ B with f 6= f ′. Then γ := ff ′−1 is a permutation
of F . Let τ(γ) denote the lengths of cycles in the cycle decomposition of
γ ∈ S4. Then

µ(f, f ′) =


2 if τ(γ) = (4),

2 if τ(γ) = (2, 2),

1 if τ(γ) = (3, 1),

0 if τ(γ) = (2, 1, 1).

Remark 7.9. The group Aut(Γ, µ) is isomorphic to (S4 ×S4) oC2, which acts on
P in the natural way.

Let ε be an Enriques involution belonging to Aut(X2,2,2) = Aut(X,DX) (see
Remark 7.2). Then DY := PY ∩ DX is an induced chamber of ιY , and since
hε8 = h8, the class h8 is an interior point of DY . The group Cen(ε,DY ) is equal
to Aut(X2,2,2), and Cen(ε,DY )|PY is isomorphic to (Z/2Z)4. The eigenvalues of 6
elements of Cen(ε,DY )|PY are 14(−1)6, whereas the eigenvalues of 9 elements of
Cen(ε,DY )|PY are 16(−1)4.

In the 40 walls of DY , 16 are outer and 24 are inner. There exists an indexing
γ 7→ rγ of the (−2)-vectors defining the walls of DY by the set Γ = P t B above
with the following properties.

• Suppose that γ ∈ P . Then DY ∩ (rγ)⊥ is outer. There exists a unique pair
of lines C, ε(C) of X2,2,2 such that DY ∩ (rγ)⊥ = PY ∩DX ∩ ([C])⊥, and
we have π∗(r) = [C] + [ε(C)].

• Suppose that γ ∈ B. Then DY ∩ (rγ)⊥ is inner. There exists a unique wall
DX ∩ (vγ)⊥ of DX such that DY ∩ (rγ)⊥ = PY ∩ DX ∩ (vγ)⊥. This wall
DX∩(vγ)⊥ is perpendicular to DY , and corresponds to a Hutchinson–Göpel
involution gγ (Theorem 5.5 (a)). The involution gγ commutes with ε, and
gγ |PY maps DY to the induced chamber adjacent to DY across DY ∩(rγ)⊥.
The eigenvalues of gγ |PY are 16(−1)4.

Therefore the group Cen(ε) is generated by Aut(X2,2,2) and 24 Hutchinson–Göpel
involutions.
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Remark 7.10. In [38], we have determined conjugacy classes of Enriques involutions
of singular K3 surfaces whose transcendental lattice is of discriminant ≤ 36.
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ULRICH MODULE と正標数の不変量

吉田健一

1. 導入

本研究は, 渡辺敬一氏（日本大学文理学部/明治大学）, 中嶋祐介氏（東京大学カブリ
数物連携宇宙研究機構）及び Ilya Smirnov 氏 (ストックホルム大学）との共同研究の成
果をベースにした内容である.

この講演を通して, 特に断らない限り, A を可換ネーター局所環で, 素数標数 p > 0
の完全体を含むと仮定する. A のただ１つの極大イデアルを m とし, その剰余体を
k = A/m とおく.
A から自分自身への環準同型 F : A→ A (a 7→ ap) を Frobenius 射と呼ぶ. 自然数

e とA-加群 M に対して, F e を通して M を A-加群とみなしたものを F e
∗ (M) と書き,

M のFrobenius 押し出し (pushforward) と呼ぶ. 特に,

(1) 任意の自然数 e ≥ 1 に対して, F e : A → F e
∗ (A) は A-線型射とみなすことがで

きる.
(2) 任意の自然数 e ≥ 1 に対して, F e

∗ (A) は有限生成 A-加群 (i.e. A は F -有限)で
ある.

(3) A は優秀 (excellent) で, Gorenstein 局所環の準同型像である. 特に, 標準加群
ωA が存在する.

正標数の可換環論において, F e
∗ (A)

∼= A1/pe の A-加群としての構造を知ることは重
要な課題であるが, その問を定量的に捉えて, 次の２つの不変量を調べることが多くの
研究者によってなされてきた ([AE08, AE13, BE04, ES05, GM10, HM93, Han03, HL02,
HY02, Mon83, Sin05, Tuc12, Von12, WY00, WY01, WY04, WY05, Yao05a, Yao05b]
など).

定義 1.1 (Hilbert-Kunz 重複度, F-記号). A-加群 M に対して, µA(M) により M の
極小生成系の個数, frankA(M) を M に含まれる自由加群 A の直和因子の個数を表す
ものとする. このとき,

(1) eHK(A) = lim
q→∞

µA(F
e
∗ (A))

ped

を A の Hilbert-Kunz 重複度 (Hilbert-Kunz multiplicity)と言う.

(2) s(A) = lim
q→∞

frankA(F
e
∗ (A))

ped
を A の F -記号（F -signature) と言う.

本研究は、科研費基盤研究 (C)19K034030の支援を受けている.
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Hilbert-Kunz 重複度は, Kunz [Ku69] の研究に端を発し, [Mon83] により定義と存在
証明が与えられた概念である. 後に, [HH90] が密着閉包 （tight closure) の判定法とし
て重複度との類似性に注目して, 環論的研究が始まった.

一方, F -記号は [SmVa97] に現れているが, 公式には, [HL02] により定義された. 一
方, [WY04] は Hilbert-Kunz 重複度の差の「最小値」として, 極小相対的 Hilbert-Kunz
重複度 (minimal relative Hilbert-Kunz multiplicity) の概念を導入した. 後に, [Tuc12]
が F -記号の存在証明を与え, これらの概念の関係を明確にした. F -記号 が「１組の」
イデアルの Hilbert-Kunz 重複度の差として表現できるかどうかという問は, 未解決問
題「弱F 正則＝強F 正則」の肯定的な解決を導く重要な問であることが知られている.

本講演で用いられる可換環論の基本的な概念を思い出しておこう.

定義 1.2. ネーター局所環 A の完備化 Â が k[[x1, . . . , xd]] に同型であるとき, A は正則
局所環 (regular local ring)であると言う.

一般に, µA(m) ≥ dimA であるが, A が正則局所環であることと, 等号が成立するこ
ととは同値である. さらに, 正標数の場合の著しい結果として, 次の Kunz の定理が知
られている.

定理 1.3 ([Ku69]). A が正則局所環であることと, 任意の e ≥ 1 (または, ある e ≥ 1)
に対して F e

∗ (A) が自由 A-加群であることとは同値である.

Kunz の定理は Hilbert-Kunz 関数 HK(e) = ℓA(A/m
[q]) を用いて, 述べ直すことがで

きる.

定理 1.4 ([Ku69]). 任意の q = pe に対して, m[q] = (aq | a ∈ m) とおく.

(1) ℓA(A/m
[q]) ≥ qd である. 特に, eHK(A) ≥ 1 が成り立つ.

(2) A が正則局所環であることと, ℓA(A/m
[q]) = qd (∃q = pe, e ≥ 1) が成り立つこと

とは同値である. また, このとき, 任意の e ≥ 1 に対して, ℓA(A/m
[q]) = qd が成

り立つ.

系 1.5. A が正則局所環ならば, eHK(A) = 1 である.

以下, この節の残りでは, (A,m) を任意標数のネーター局所環 (d = dimA)とし, M
を有限生成 A-加群とする.

定義 1.6. e(A) = lim
n→∞

ℓA(A/m
n+1)

nd
× d! を A の重複度という.

(注) e(A) は非負整数である.

事実 1.7 (永田). A が正則局所環であることと, A が清純 (unmixed) で, e(A) = 1 であ
ることとは同値である. ただし, Ass(Â) = Assh(Â) が成り立つとき, A は清純であると
いう.

定義 1.8. depthM = inf{i ∈ Z |ExtiA(k,M) = 0} を M の 深さ (depth) という.

一般に, depthM ≤ dimM である.
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定義 1.9. depthM = dimM = dimA が成り立つとき, M はMCM A-加群であると
言う. 特に, A 自身がMCM A-加群のとき, A を Cohen-Macaulay 局所環という.

定義 1.10. A を Cohen-Macaulay 局所環とし, ωA をその標準加群とする. type(A) =
µA(ωA) を A のCM型という. type(A) = 1 の Cohen-Macaulay局所環を Gorenstein
局所環という.

一般に, A が Cohen-Macaulay 局所環のとき, µA(m) ≤ e(A) + dimA− 1 が成り立つ
(Sally の不等式). 等号が成立するとき, A は極小重複度を持つ と言う. さらに, このと
き, A が正則でなければ, µA(ωA) = e(A)− 1 が成り立つ.

2. Lower bound of Hilbert-Kunz multiplicities

以下, この節では, (A,m) をネーター局所環 (d = dimA ≥ 1) とし, I を m-準素イデ
アルとする.

定義 2.1. e(I) = lim
n→∞

ℓA(A/I
n+1)

nd
× d! を I の重複度という. (注意) e(A) = e(m) で

ある.

さらに, A を標数 p > 0 とし, q = pe に対して, I [q] = (aq | a ∈ I) とおく.

定義 2.2 ([Mon83]). eHK(I) = lim
q→∞

ℓA(A/I
[q])

qd
を I の Hilbert-Kunz 重複度という.

次の不等式について, 高次元の場合に精密化を与えたい.

命題 2.3 (cf. [Hun96B, Han03]). 次の不等式が成り立つ :

e(I)

d!
≤ eHK(I) ≤ e(I).

さらに, d > 2 ならば,
e(I)

d!
< eHK(I) が成り立つ.

命題 2.4. I がパラメーターイデアルならば, eHK(I) = e(I) である.

次の定理は正標数の正則局所環の特徴づけを与える (Kunz の定理, 永田の定理参照).

定理 2.5 ([WY00]). A が正則局所環であることと, A が清純で, eHK(A) = 1 であるこ
ととは同値である.

定理 2.6 ([WY01]). (A,m) を２次元の Cohen-Macaulay 局所環とし, e = e(A) とおく.
I を m-準素イデアルとするとき,

(1) eHK(A) ≥
e+ 1

2
が成り立つ. 同様に, eHK(I) ≥

e(I) + 1

2
.

(2) eHK(A) =
e+ 1

2
が成り立つことと, grm(A)

∼= K[X, Y ](e) とは同値である. ここ

で, grm(A) = ⊕n∈Zmn/mn+1 はm に付随する次数付き環を表す.
3



特に, A が正則でなければ, eHK(A) ≥
3

2
が成立する.

次の定理はこの節の主結果である.

定理 2.7. (A,m) を Cohen-Macaulay 局所環とし, d = dimA ≥ 3 と仮定する.

このとき, 任意の m-準素イデアル I に対して,

eHK(I) >
e(I) + d

d!

が成り立つ.

以下, この定理を証明しよう.

• 任意の実数 s ≥ 0 に対して, {(x1, . . . , xd) ∈ [0, 1]d |
∑d

i=1 xi ≤ s}
の体積は次の式で与えられる ([CL91, (16), p.233]):

vs =

⌊s⌋∑
n=0

(−1)n (s− n)d

(d− n)!n!
.

• イデアル J の 密着閉包 (tight closure) J∗ は次で与えられる (cf. [HH90]):

z ∈ J∗
def⇐⇒ ∃c ∈ A \ ∪P∈Min(A)P s.t. czq ∈ J [q] (q = pe, e≫ 0)

• m-準素イデアル I に含まれるパラメータイデアル J が十分大きな整数 n に対して
In+1 = JIn をみたすとき, J を I の極小還元（minimal reduction)と呼ぶ.

補題 2.8. A が Cohen-Macaulay ならば, e(I) = e(J) = ℓA(A/J) が成り立つ.

命題 2.9 ([AE13] (cf. [WY05])). A は清純かつ Â は被約 (reduced) と仮定する. J を
I = I∗ の極小還元とするとき, r ≥ µA(I/J

∗) とすれば, 任意の s ≥ 0 に対して,

eHK(I) ≥ e(I)(vs − r · vs−1)

が成り立つ.

例えば, ⌊s⌋ = 1 ならば,

vs =
sd

d!
− (s− 1)d

(d− 1)!
, vs−1 =

(s− 1)d

d!
.

• eHK(I) = eHK(I
∗) 及び e(I) = e(I∗) なので, I を I∗ と置き換えることにより,

I = I∗ としてよい. また, e(I) = 1 ならば, I = m, A は正則となることが容易にわかる
ので, e = e(I) ≥ 2 としてよい.

Case 1. I2 ̸⊂ J (特に, mI ̸⊂ J)の場合.
4



µA(I/J
∗) ≤ µA(I/J) = ℓA(I/J + mI) ≤ ℓA(I/J) − 1 ≤ e(I) − 2 = e − 2 だから,

r = e− 2 かつ s = 1 +
1

e
として, 上の命題を適用できる. このとき, ⌊s⌋ = 1 なので,

d! · ed(vs − r · vs−1) = (e+ 1)d − d− (e− 2) > ed−1(e+ d).

ゆえに, eHK(I) ≥ e(vs − r · vs−1) >
e+ d

d!
.

Case 2. I2 ⊂ J の場合.

次の命題を利用する.

命題 2.10 (cf. [AE08]). A は Cohen-Macaulay と仮定する. I の極小還元 J で I2 ⊂ J

なるものがあれば,

eHK(I) ≥
e(I)

2
が成り立つ.

d ≥ 3 で e(I) ≥ 2 ならば, 容易に eHK(I) ≥
e(I)

2
>

e(I) + d

d!
を得る. (証明終)

d = 3 の場合, より sharp な不等式を得る.

定理 2.11. (A,m) が３次元 Cohen-Macaulay 被約な局所環ならば,

eHK(A) ≥
e(A)

6
+ 1.

さらに, A/m が代数的閉体で, p が奇素数のとき, 等号が成立するのは, 次の場合に
限る : Â ∼= K[[X, Y, Z,W ]]/(XW − Y Z). このとき,

eHK(A) =
4

3
.

事実 2.12 ([WY05]). d = 3, A/m が代数的閉体で, p が奇素数のとき,

eHK(A) =
4

3
⇐⇒ grm(A)

∼= K[X, Y, Z,W ]/(XW − Y Z).

以下では, (A,m) を標数 p のネーター局所環 (d = dimA)とし, A/m は代数的閉体
と仮定する.

問 2.13. A が非正則局所環のとき, eHK(A) の下限は?

(1) dimA = 0, 1 のとき, eHK(A) ≥ 2.

(2) dimA = 2 のとき, eHK(A) ≥
3

2
.

(3) dimA = 3 のとき, eHK(A) ≥
4

3
.

(4) dimA = 4 のとき, eHK(A) ≥
29

24
.

5



実際, eHK(Ap,4) =
29p2 + 15

24p2 + 12
.

予想 2.14 ([WY05]). (A,m) を清純な完備な非正則局所環とし, p = charA ≥ 3, d =
dimA ≥ 1 と仮定する. このとき,

(1) eHK(A) ≥ 1 +
cd
d!
.

(2) eHK(A) < 1 +
cd + 1

d!
⇐⇒ A ∼= Ap,d (d ≥ 4)

ここで,

secx+ tan x =
∞∑
d=0

cd
d!
xd
(
|x| < π

2

)
,

及び, Ap,d = k[[x0, x1, . . . , xd]]/(x
2
0 + x2

1 + · · ·+ x2
d).

渡辺・吉田予想は次の場合には肯定的に解かれている：

(1) dimA = 2 の場合 [WY01]
(2) dimA = 3, 4 の場合 [WY05]
(3) dimA = 5, 6 の場合 [AE13]
(4) A が完全交叉の場合 [ES05]

定理 2.15 ([GM10]).

lim
p→∞

eHK(Ap,d) = 1 +
cd
d!
.

さらに, 標数２の場合の値を考慮して, 次の予想を新たに提出する.

予想 2.16. (A,m) を清純な完備非正則局所環で, p = charA ≥ 2, d = dimA ≥ 1 とす
る. さらに, A は Ap,d に同型でないと仮定すると,

(1) d = 2m− 1 のとき, eHK(A) ≥
2m

2m − 1
.

(2) d = 2m のとき, eHK(A) ≥
2m + 1

2m
.

d = 1 のとき, 右辺= 2, d = 2 のとき, 右辺=
3

2
.

d = 3 のとき, 右辺=
4

3
, d = 4 のとき, 右辺=

5

4
=

30

24
>

29

24
.

d = 5 のとき, 右辺=
8

7
>

17

15
= 1 +

c5
5!
.
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3. Maximal F -signature

以下, A を正標数の F 有限な Cohen-Macaulay 局所整域とする.

定義 3.1 ([HH94]). 任意の c ̸= 0 に対して, q = pe, e ≥ 1 が存在して, A ↪→ A1/q (1 7→
c1/q) が A-線型射として分裂するとき, A は強 F 正則 (strongly F -regular) であると
いう.

• 強 F 正則環は 整閉整域である.

• Q-Gorenstein な強 F 正則性は, 対数的端末 (log-terminal) 特異点に対応する概念
である.

• Toric 特異点, 商特異点などは強 F 正則性を持つ.

定義 3.2 ([HL02]). 各 q = pe に対して,

F e
∗ (A) = A1/q ∼= Aaq ⊕Mq

となる aq ∈ Z と frankAMq = 0 のMCM A-加群 Mq がとれる. このとき,

s(A) = lim
q→∞

aq
qd

を A の F -記号 (F -signature) という.

強 F 正則性は, F -記号 s(A) のふるまいにより特徴づけられる.

定理 3.3 ([AE05]). (1) 0 ≤ s(A) ≤ 1.
(2) A が強 F -正則であることと, s(A) > 0 であることとは同値である.
(3) A が正則であることと, s(A) = 1 であることとは同値である.

F 有理性を特徴づける概念として, Dual F -signature という概念が定義されている
(三内 [San15]).

例 3.4 ([WY05]). A = k[[x1, . . . , xd]]
G, ただし, G は有限群で, (|G|, p) = 1 をみたすと

き, A は商特異点であるという. このとき, s(A) =
1

|G|
が成りたつ.

2次元の F -正則局所環は本質的に商特異点であるので, A が正則でなければ,

s(A) =
1

|G|
≤ 1

2

である. このような考察から, 次の問いを考えたい.

問 3.5. A が d-次元の非正則な強 F 正則局所環のとき, s(A) の上限は何か？

この問いを考える前に, Ulrich 加群の概念を思い出しておこう.

定義 3.6. M を MCM A-加群とするとき, µA(M) ≤ eA(M) = e(A) · rankAM が成立
する. さらに, 等号が成立するとき, M は Ulrich A-加群であるという.

7



一般の Cohen-Macaulay 局所環上に Ulrich A-加群が存在するかどうか（Ulrich の予
想）は未解決問題である. 下の命題からもわかるように, 特定の MCM加群が Ulrich 加
群になるのは環に強い制限を与える.

命題 3.7 (cf. [BHU87]). (A,m) を Cohen-Macaulay 局所整域とする.

(1) 次の３条件は同値である :
(a) A は Ulrich A-加群である.
(b) ωA は Ulrich A-加群である.
(c) A は正則局所環である.

(2) k = A/m の dth シジジー加群 SyzdA(A/m) が Ulrich A-加群になるための必要
十分条件は, A が極小重複度を持つことである.

また, 重複度が２の場合には, s(A) と eHK(A) が強い関係にある.

命題 3.8. A を重複度 2 の Cohen-Macaulay 局所整域とする. このとき,

(1) A は超曲面である.
(2) A は Gorenstein, かつ, 極小重複度を持つ.
(3) s(A) = 2− eHK(A).
(4) F e

∗ (A) は A と Ulrich A-加群のいくつかの直和で表される.

この講演では, 次の問についても考えたい.

問 3.9. (1) F e
∗ (A) が単純な構造をもつとき, s(A) と eHK(A) の関係を求めよ.

(2) s(A) の上限 (上界)を求めよ.

予想 3.10. A を正則でない d 次元の Cohen-Macaulay 局所整域とするとき,

(1) 「s(A) が上限を取る」 ⇐⇒ 「eHK(A) が下限を取る」
(2) m を自然数として,

d = 2m− 1 =⇒ s(A) ≤ 2m − 2

2m − 1
,

d = 2m =⇒ s(A) ≤ 2m − 1

2m
.

次の命題は, Gorenstein でない Cohen-Macaulay 局所整域の F -記号の上限を与える.

命題 3.11. A は完全体を含む (F 有限な ) Cohen-Macaulay 局所整域とする. もし, A
が Gorenstein でないならば, 次の不等式を得る.

(1) s(A) ≤ 1/2.
(2) eHK(A) ≤ s(A)(type(A) + 1) + 2 · e(A) {1/2− s(A)}.

(証明 ). 各 e ≥ 1 に対して, F e
∗A = A⊕ae ⊕ ω⊕beA ⊕Me と書ける. このとき,

F e
∗ωA
∼= HomA(F

e
∗ (A), ωA)

∼= ω⊕aeA ⊕ A⊕be ⊕ HomA(Me, ωA)

ただし, frankMe = frankHomA(Me, ωA) = 0 と書ける.
8



ℓA(A/m
[q]) = µA(F

e
∗ (A)) = ae + be · type(A) + µA(Me)

≤ ae + be · type(A) + eA(Me)

= ae + be · type(A) + e(A) · (qd − ae − be).

さらに, [San15] の考察によれば, s(A) = lim
e→∞

ae
ped

= lim
e→∞

be
ped
だから,

両辺を qd で割って, limit を取れば求める不等式を得る. また, rankAMe ≥ 0 だから,
1− 2 · s(A) ≥ 0 である. □

定義 3.12. A を F -有限な完備局所環とする. ある有限個の加群 {M0,M1, . . . ,Mn} が
存在して, 任意の e ≥ 1 に対して,

F e
∗ (A)

∼= M
c0,e
0 ⊕M

c1,e
1 ⊕ · · · ⊕M cn,e

n

が成立するとき, A は FFRT (finite F -representation type)であるという. 特に,
Mi がある分解に実際に現れるとき, {M0,M1, . . . ,Mn} は A の FFRT system であると
いう.

例えば, Cohen-Macaulay 有限表現型は FFRT である. また, 任意のアフィン toric 特
異点も FFRT である.
さて, 先の上限の等号成立を F e

∗ (A) の言葉で特徴づけよう.

定理 3.13. A を Gorenstein でない Cohen-Macaulay 整閉整域とする. このとき, 次
は同値である :

(1) s(A) = 1/2.
(2) A は強 F 正則で, {A,ωA} を FFRT system に持つ FFRTである.
すなわち, s(A) > 0 で, 任意の e ≥ 1 に対して, F e

∗ (A) は A と ωA のみの有限
直和である.

また, このとき, eHK(A) =
type(A) + 1

2
が成り立つ.

前の結果の類似として, F e
∗ (A) が「３種類」の加群を system に持つ場合も特徴づけ

できる. s(A) = 1/2 もこの場合に含まれる.

定理 3.14. A を Gorenstein でない Cohen-Macaulay 整閉整域とする.
このとき, 次は同値である :

(1) eHK(A) = s(A)(type(A) + 1) + 2 · e(A)
{

1
2
− s(A)

}
が成りたつ.

(2) A は強 F 正則で, 任意の e ≥ 1 に対して, F e
∗ (A) は A, ωA, 及び直既約 Ulrich

A-加群の有限直和で書ける.

例 3.15. A = k[[x3, x2y, xy2, y3]] = k[[x, y]](3) は上の条件をみたす. 実際, type(A) = 2,
s(A) = 1/3, e(A) = 3, 及び eHK(A) = 2 である.

A が非正則で, 極小重複度を持つとき, type(A) = e(A)− 1 である.
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系 3.16. A が極小重複度を持つ Cohen-Macaulay 局所環で, e(A) ≥ 3 ならば,

e(A)

2
≤ eHK(A) ≤ (1− s(A))e(A).

特に, s(A) = 1/2 のとき, eHK(A) =
e(A)

2
.

例 3.17. A = K[[X,Y, Z]](2) を K[X,Y, Z]の２次の Veronese部分環の完備化とすると

き, これは type(A) = 3の極小重複度をもつCM局所環である. また, eHK(A) =
e(A)

2
=

2 である.

A = k[σ∨ ∩M ] を (アフィン) toric 環とする. さらに, A の class group Cl(A) に
トーション元で, その位数が p と互いに素なるものが存在すると仮定する. このとき,
s(A) = 1/2 はさらなる特徴づけをもつ.

定理 3.18. A を上記のような toric 環とし, Gorenstein でないと仮定する. このとき,
次は同値である :

(1) s(A) = 1/2.
(2) ある A-加群 M ̸∼= A が存在して, A は {A,M} を sytem に持つ FFRT である.
(3) A ∼= k[[x1, . . . , xd]]

(2).
(4) A は {A,ωA} を FFRT system にもつ.

A をQ-Gorenstein局所整閉整域 とし, ωA を標準加群とする. このとき, ω
(r)
A が単

項イデアルになるような正の整数の最小値を index(A) と定める.

B = A⊕ ωA ⊕ ω
(2)
A · · · ⊕ ω

(r−1)
A

に適当な環構造を入れたものを A の 標準被覆 (canonical cover) と呼ぶ.

事実 3.19 (cf. [Von12]). A を強 F 正則な Q-Gorenstein 局所整域とし, Gorenstein で
ないと仮定する. r = index(A) s.t. (r, p) = 1 とし, B をその標準被覆とすると, A ↪→ B
は etale in codimension 1 であり,

s(A) =
s(B)

r
=

s(B)

[Q(B) : Q(A)]

が成り立つ.

定理 3.20. A を F 有限な Q-Gorenstein 局所整域とし, r = index(A) とおくとき,
(r, p) = 1 と仮定する. このとき, 次は同値である:

(1) s(A) = 1/2.
(2) A の標準被覆 B は正則で, r = 2 である.

３次元の場合は, Matlis duality などを用いて, より精密な評価が得られる.
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定理 3.21. A を３次元の Gorenstein 局所整域とし, e ≥ 3 と仮定すると,

s(A) ≤ e(A)

24

が成り立つ.

これはベストポッシブルである.

例 3.22. A = K[[X, Y, Z,W ]]/(X3 + Y 3 + Z3 +W 3) とすると, s(A) = 1
8
= e(A)

24
.

例 3.23. A を R = K[X,Y, Z,W ]/(XW − Y Z) の２次の Veronese 部分環の自然な完
備化とすれば, A は３次元 Gorenstein 局所環で,

e(A) = µ(m)− d+ 2 = 9− 3 + 2 = 8

だから,

s(A) =
s(R)

2
=

1

3
=

e(A)

24
.

注意 3.24. A が３次元 Gorenstein F 正則ならば, e(A) = 2 の超曲面であるか, µ(m) =
e(A) + 3− 2 = e(A) + 1 をみたす.

Gorenstein case も次のような不等式が成り立つ.

命題 3.25. A を完備な Gorenstein 局所整域とする. このとき,

(1) eHK(A) ≤ s(A) + (1− s(A))e(A).
(2) s(A) > 0 と仮定する. このとき, (1)で等号が成立 ⇐⇒ F e

∗ (A) は A と Ulrich
A加群の直和で書ける.

e(A) = 2 の場合もこの条件をみたす.

命題 3.26. A が３次元CM局所環ならば, s(A) < 5
6

(予想は s(A) ≤ 2
3
である ).

Proof. A は F 正則, Gorenstein としてよい. このとき, eHK(A) ≥
e(A)

6
+ 1.

また, eHK(A) ≤ s(A) + e(A)(1− s(A)).

合わせると,
e(A)

6
+ 1 ≤ eHK(A) ≤ s(A) + e(A)(1− s(A)).

ゆえに,

e(A)

(
s(A)− 5

6

)
≤ s(A)− 1 ≤ 0

となり, s(A) <
5

6
を得る. □

問 3.27 (Schwede). s(A) = 2
3
ならば, terminal 特異点であるか?
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自明拡大環の岩永-Gorenstein性と三角圏

山浦 浩太

1 はじめに
環の表現論の目標の 1つは環上の加群や準同型写像を分類し, 加群圏を始めとする様々な圏の構造を明らかにするこ
とである. 圏を調べるときに重要となる道具が圏同値を扱う理論である. 代表的なものとして, 加群圏の間の圏同値を
扱った森田理論 [1, 第 5章]が挙げられる. 2つの環 Λと Γに対してModΛ ≃ ModΓとなるとき, Λと Γは森田同値で
あるという. このとき Λと Γは非常に多くの性質を共有し, 特に加群に関する議論は両者の間で全く等価になる. 従っ
て Λ加群に関する様々な問題を Γ加群に関する問題に書き換えて考察することが可能となる.

環 Λと森田同値になる環は, 有限生成射影 Λ加群の準同型環として特徴付けられている. これを用いると, 例えば体
K 上の n次全行列環Mn(K)は K と森田同値となることが直ちにわかる. つまり圏同値 ModMn(K) ≃ ModK が存
在する. これによりMn(K)加群とその準同型写像の分類はK 上のベクトル空間と線形写像の分類に帰着される.

環の表現論において力を発揮している圏同値をもう 1つ挙げる. K を代数的閉体とし, Λを K 上の有限次元多元環
とする. このとき Λはあるクイバー Qの道多元環KQの剰余環KQ/I と森田同値となる (Gabrielの定理). KQ/I 加
群の圏は QのK 線形表現のなす圏 RepK(Q, I)と圏同値となるため, ModΛ ≃ ModKQ/I ≃ RepK(Q, I)が成り立つ.

この圏同値からK 上の線形代数を利用した Λ加群の種々の計算・研究が可能となる ([3]参照).

他にも加群圏の部分圏の間の圏同値や, 加群の導来圏の間の圏同値を扱う傾斜理論が 1980年頃に生み出されてから大
きく発展を遂げ, 現在の環の表現論における主要な道具となっている ([3, 2, 13, 27]). また, 傾斜理論は代数的三角圏と
環上の加群の導来圏との間の圏同値を扱う理論 [18]に拡張され, 適用範囲を拡大しており, 代数幾何学やミラー対称性
等の研究と環の表現論を結びつける大事な役割を果たしている.

このように環の表現論では重要な圏同値が数多く存在する. 本報告書では 1980年後半に Happelによって発見された
圏同値に焦点をあてる. それは異なる三角圏である導来圏と安定圏を繋げる興味深い圏同値であり, 両者の間に見られ
る類似性や関係性を俯瞰で理解することを可能とする ([13]). 本稿では Happelの圏同値と応用例を紹介した後, 源氏と
の共同研究 [23]で得られた Happelの圏同値の拡張に関する最近の研究結果を概説する.

記号など. 本稿で多元環というときは, 体K 上の有限次元多元環を意味するものとする. また環上の加群はすべて右加
群を考えているものとする.

• Λを環とする. このとき ModΛを Λ加群の圏とする. また modΛを有限生成 Λ加群の圏, projΛを有限生成射
影 Λ加群の圏, InjΛを入射 Λ加群の圏とする.

• Λを環とする. Λ加群M の射影次元を pdMΛ, 入射次元を idMΛ で表す. また Λの大域次元を gl.dim Λで表す.

• 環 Λの反転環を Λop で表す.

• K 双対を D := HomK(−,K)と表す.

• 加法圏 A に対して, A 上の有界複体のなすホモトピー圏を Kb(A )と表す. アーベル圏B に対して, B の導来
圏を D(B), 有界導来圏を D(B)と表す. ホモトピー圏や導来圏については [19, 32]などを参照されたい.

• 本稿では次数付き環が登場する. 次数付き環というときは正次数付き環を意味するものとする.

次数付き環 A =
⊕

i≥0Ai に対して, 次数付き A加群の圏ModZAを次で定める.

– 対象は次数付き A加群M =
⊕

∈ZMi.
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– 次数付き A加群M,N に対して, M から N への射の集合は次で定める.

HomZ
A(M,N) = {f ∈ HomA(M,N) | ∀ i ∈ Z, f(Mi) ⊂ Ni}

通常の加群圏と同様に, modZA, projZA, InjZAを定める. 次数付き Artin多元環の表現論の基本事項について,

例えば [11, 12]を参照されたい.

• Aを次数付き環とし, k を整数とする. 次数付き A加群M =
⊕

i∈ZMi に対して, 次数付き A加群M(k)を次で
定める.

M(k) := M, M(k)i = Mi+k (i ∈ Z)

これにより次数 shift関手 (k) : ModZA→ ModZAが定まる.

• A を加法圏とする. A の任意の対象M に対して, EndA (Mi)が局所環である A の対象M1, · · · ,Mn が存在し

M ≃M1 ⊕M2 ⊕ · · ·Mn

となるとき, A を Krull-Schmidt圏という. EndA(Mi)は局所環なのでMi は直既約対象であり, 上記の直和分
解は M の唯一つの直既約分解となる. Krull-Schmidt 圏 A に対して, その直既約対象の同型類全体の集合を
ind(A )と表す.

例えば Λを有限次元多元環とするとき modΛや Db(modΛ)は Krull-Schmidt圏であり, ind(modΛ)は直既約
Λ加群の同型類全体の集合を意味する.

• D を三角圏とする. D の直和因子で閉じた三角部分圏を D の thick部分圏という. M ∈ D に対して, M を含む
最小の thick部分圏を thickM と表す.

2 Happelによる三角圏同値
環の表現論で扱われる主要な三角圏として導来圏と安定圏が挙げられる.

アーベル圏 A の導来圏 D(A )は Grothendieckと Verdierによって導入され, 三角圏の構造をもつことが示されてい
る. この導来圏の中では A のホモロジー代数を快適に行うことができる. そのため環上の加群圏の導来圏 D(ModΛ)は
環のホモロジー代数的研究において強力な道具となっている.

一方で 1980年後半, Happelは Frobenius圏の安定圏に自然な三角圏構造が入ることを示した. Frobenius圏の典型
的な例が自己入射多元環 Aの加群圏 modAであり, その安定圏 modAは三角圏となる. これにより自己入射多元環を
三角圏の一般論を用いて研究することが可能となった.

同時期に Happelは導来圏と安定圏の間に深い関係があることを示した. 多元環 Λに対して, 自明拡大環をとる操作
により次数付き自己入射多元環 T (Λ) が構成される. このとき次数付き T (Λ) 加群の安定圏 modZA は三角圏となる.

Happelは導来圏から安定圏への三角関手 F : Db(modΛ)→ modZAを具体的に構成し, ある条件下では F が三角圏同
値になることを証明した.

本章では, この三角圏同値を与えた Happelの定理を紹介し, 関連する話題をほんの少しお話しする. 2.1節で自明拡
大環の定義を復習し, T (Λ)を定義する. そして Λと T (Λ)の間の興味深い表現論的対応を紹介する. 2.2節では Happel

の定理を述べ, 2.1節で紹介する Λと T (Λ)の表現論的対応が Happelの圏同値から俯瞰的に観察できることを説明す
る. 2.3節では Happelの圏同値の拡張に向けて, 少しの準備を行う.

2.1 自明拡大環

本節では自明拡大環の定義を復習し, その表現論に関する定理を紹介する.

定義 2.1. 環 Λと Λ-両側加群 C に対して, 加法群 A = Λ⊕ C を考える. Aの元 (λ1, c1), (λ2, c2)の積を

(λ1, c1) · (λ2, c2) := (λ1λ2, λ1c2 + c1λ2)
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と定める. これにより Aは環となる. この環 Aを Λの C による自明拡大環という. 明らかに Λは Aの部分環である.

また C は Aの両側イデアルであり Λ ≃ A/C であるから, Λは Aの剰余環とみなすことができる.

自明拡大環を取る操作は自己入射多元環を豊富に構成する方法を提供する.

命題 2.1. Λを多元環とする. Λの DΛによる自明拡大環 T (Λ) := Λ⊕DΛは自己入射多元環である.

この構成を利用した自己入射多元環の研究が数多く行われている ([29]). その中で Λと T (Λ)の表現論的対応を調べ
るといった研究がなされている ([13, Chapter III, V], [30, X. 7]). 例えば次の定理が知られている.

定理 2.2. [31, Proposition 1.3, Theorem 1.4] Λを大域次元 1以下の多元環とする.

(1) 射影的でない直既約 T (Λ)加群の同型類の完全系は次で与えられる.

ind(modΛ) ∪
{

Ω−1
A (M) | M ∈ ind(modΛ)− ind(injΛ)

}
(2) (1)より次の式が成立する.

# ind(modT (Λ)) = 2×# ind(modΛ)

特に

Λが有限表現型 ⇔ T (Λ)が有限表現型

である.

定理 2.2 (1)を例で確認してみよう.

例 2.1. Λを次のクイバー Qにより定まる道多元環 Λ = KQとする.

Q = 1
α // 2

β // 3

Qの各頂点に対応して 3つの単純 Λ加群が存在し, それぞれ次の QのK 線形表現で表される.

(K → 0→ 0 ), ( 0→ K → 0 ), ( 0→ 0→ K )

これらを順に 1 , 2 , 3 と表し, 一般の Λ 加群を Loewy 列によって表す. このとき modΛ の Auslander-Reiten クイ
バーは次のようになる.

1
2
3

��?
??

??

2
3

??�����

��?
??

??
1
2

��?
??

??
oo

3

??�����
2

??�����oo 1oo

次に T (Λ)は次のクイバーと関係式で定まる多元環となる.

1
α

// 2
β

// 3

γ

||
αβγ = βγα = γαβ = 0

modAの Auslander-Reitenクイバーは次である.

1
2
3
1

��?
??

??

3
1
2
3

��?
??

??

2
3
1
2

��?
??

??

2
3
1

��?
??

??

??����� 1
2
3

��?
??

??

??�����
oo 3

1
2

��?
??

??

??�����
oo 2

3
1

oo

2
3

??�����

��?
??

??
1
2

��?
??

??

??�����
oo 3

1

��?
??

??

??�����
oo oo

3

??�����
2

??�����oo 1

??�����oo 3oo
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直既約射影 A加群は一番上の行にある加群であり, それを除外すると

2
3
1

��?
??

??
1
2
3

��?
??

??
oo 3

1
2

��?
??

??
oo 2

3
1

oo

2
3

??�����

��?
??

??
1
2

��?
??

??

??�����
oo 3

1

��?
??

??

??�����
oo oo

3

??�����
2

??�����oo 1

??�����oo 3oo

となる. これを見ると定理 2.2 (1)の通りになっていることを観察できる.

{Ω−1
A (M) | M ∈ modΛ− injΛ}

1
2
3

��?
??

??
3
1
2

��?
??

??
2
3
1

oo

2
3

??�����

��?
??

??
1
2

��?
??

??
oo 3

1

??�����

3

??�����
2

??�����oo 1oo

modΛ

定理 2.2 (1)は T (Λ)加群の標準表現を詳細に調べることにより証明されている. 標準表現とは, 与えられた T (Λ)加
群の構造を Λ加群の準同型写像を用いて表示する方法のことである. 他方, 定理 2.2 (1)は Happelによる圏同値の帰結
として理解できる. このことを次節で説明する.

2.2 Happelの圏同値

本節では Happelの圏同値を述べる. それを用いて定理 2.2 (1)の説明を与える.

定義 2.2. Λを環とし, C を Λ-両側加群とする. 自明拡大環 A = Λ⊕ C について

A =
⊕
i≥0

Ai, Ai =


Λ (i = 0)

C (i = 1)

0 (otherwise)

とする. このとき Aは次数付き環となる.

Λは Aの次数付き剰余環であるから, Λ加群は次数付き A加群とみなすことができる. これにより忠実充満な関手

modΛ ↪→ modZ T (Λ)

が定まる.

定義 2.3. Aを多元環とする. このとき modAの安定圏 modAを次で定める.

• 対象は有限生成 A加群とする.

• 次数付き A加群M,N に対して

HomA(M,N) = HomA(M,N)/{射影加群を通過する射 }

と定める.

安定圏 modAは Krull-Schmidt圏であり

ind(modA) = ind(modA)− ind(projA) (2.1)

が成り立つ.
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今 Aが自己入射多元環であるとする. このとき modAは Frobenius圏となり, 安定圏 modAには三角圏構造が入る
[13, Chapter I.2.]. 三角圏 modAの shift関手 [1]は cosyzygy関手 Ω−1

A である.

[1] = Ω−1
A : modA→ modA

Aが次数付き多元環のとき, 上と同様に modZAの安定圏 modZAが定義される. また Aが次数付き自己入射多元環
のとき, modZAには三角圏の構造が入る.

特に多元環 Λに対して T (Λ)は次数付き自己入射多元環であり, 安定圏 modZ T (Λ)は三角圏となる. このとき元の多
元環 Λの導来圏 Db(modΛ)と modZ T (Λ)との関係が次の定理によって与えられた.

定理 2.3 (Happel [13]). Λを多元環とする. 以下の主張が成立する.

(1) ある忠実充満な三角関手 F : Db(modΛ)→ modZ T (Λ)で, 次の図式を可換にするものが存在する.

modΛ � � /� _

inc.

�

modZ T (Λ)

nat.

��
Db(modΛ)

F
// modZ T (Λ)

また次の可換図式が存在する.

Db(modΛ)
F //

−
L
⊗ΛDΛ[1]

��

modZ T (Λ)

(1)

��
Db(modΛ)

F
// modZ T (Λ)

(2) F が圏同値となる必要十分条件は gl.dim Λ <∞である.

注意 2.1. 三角関手 F の構成は具体的に与えられているが, やや複雑であるため, ここでは省略する. 後に別の形で F
を与える (定義 3.1).

定理 2.3を用いて定理 2.2 (1)を説明する. Λを大域次元 1以下の多元環とし, G = −
L
⊗Λ DΛ[1]とおく. (2.1)より

定理 2.2 (1)の主張は

ind(modT (Λ)) = ind(modΛ) ∪
{

Ω−1
A (M) | M ∈ ind(modΛ)− ind(injΛ)

}
と言い換えることができる. この式を導いてみよう.

まず [31] の中で, すべての T (Λ) 加群は次数付き T (Λ) 加群であることが示されている. 従って modT (Λ) ≃
modZ T (Λ)/(1)である. これと定理 2.3より次の可換図式を得る.

Db(modΛ)
F
≃

//

nat.
��

modZ T (Λ)

forget

� �
Db(modΛ)/G

≃ // modT (Λ)

よって ind(modT (Λ))を調べることは ind(Db(modΛ)/G)を調べることに置き換わる. Db(modΛ)の構造は良く調べ
られており, Db(modΛ) は modΛ の shift の “張り合わせ” になっていることが知られている ([13, Chapter I] 参照).

特に
ind(Db(modΛ)) = {M [n] | M ∈ ind(modΛ), n ∈ Z}

であり, この G軌道の代表系は

ind(Db(modΛ)/G) = ind(modΛ) ∪ {M [1] | M ∈ ind(modΛ)− ind(injΛ)}
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により与えられる. この式を F を通して modT (Λ)の情報に書き換えると

ind(modT (Λ)) = ind(modZ T (Λ)/(1)) = ind(modΛ) ∪ {Ω−1
A (M) | M ∈ ind(modΛ)− ind(injΛ)}

であることがわかる. ここで modZAの shift関手は [1] = Ω−1
A であることを用いた. 以上で定理 2.2 (1)が得られた.

例 2.2. 例 2.1を Happelの圏同値から見てみよう. Db(modΛ)の Auslander-Reitenクイバーは次のようになる.

2 [−1]

��?
??

?
1 [−1]

��?
??

??
oo 1

2
3

��?
??

??
oo 3 [1]

��?
??

?
oo 2 [1]

��?
??

?
oo 1 [1]

��?
??

?
oo 1

2
3

[2]oo

· · · 1
2 [−1]

��?
??

??

??����
2
3

��?
??

??

??�����
oo 1

2

��?
??

??

??�����
oo 2

3 [1]

��?
??

??����
oo 1

2 [1]

��?
??

?

??����
oo 2

3 [2]

��?
??

?

??���
oo · · ·

1
2
3

[−1]

??���
3

??�����oo 2

??�����oo 1

??�����oo 1
2
3

[1]

??���
oo 3 [2]

??����
oo 2 [2]oo

T (Λ)の次数付けはクイバーと関係式による表示において degα = degαβ = 0, deg γ = 1として定まる次数付けと一致
する. modZ T (Λ)の Auslander-Reitenクイバーは次のようになる.

3
1
2

��?
??

??
2
3
1

��?
??

??
oo 1

2
3

��?
??

??
oo 3

1
2

(1)

��?
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oo 2
3
1

(1)

��?
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oo 1
2
3

(1)

��?
??

oo 3
1
2

(2)oo

· · · 3
1
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??

??�����
2
3

��?
??

??

??�����
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2

��?
??

??

??����
oo 3

1 (1)

��?
??

?

??���
oo 2

3 (1)

��?
??

?

??���
oo 1

2 (1)

��?
??

?

??���
oo · · ·

1 (−1)

??�����
3

??�����oo 2

??�����oo 1

??�����oo 3 (1)

??����
oo 2 (1)

??����
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Db(modΛ)と modZ T (Λ)の Auslander-Reitenクイバーは一致しており, 定理 2.3の圏同値 Db(modΛ) ≃ modZ T (Λ)

が視覚的に確認できる. Db(modΛ)の Auslander-Reitenクイバーの G軌道の代表系をとると次のようになる.

1
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��?
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??
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��?
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?
oo 2 [1]

��?
??

??
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oo

2
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??�����

��?
??

??
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��?
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??

??�����
oo 2

3 [1]

??����

��?
??

??
oo 2

3

??�����
oo

3

??�����
2

??�����oo 1

??�����oo 3

??�����oo

これは modA ≃ modZA/(1)の Auslander-Reitenクイバーと一致する.

1
2
3

��?
??

??
3
1
2

��?
??

??
oo 2

3
1

��?
??

??
oo 1

2
3

oo

2
3

??�����

��?
??

??
1
2

��?
??

??

??�����
oo 3

1

??�����

��?
??

??
oo 2

3

??�����
oo

3

??�����
2

??�����oo 1

??�����oo 3

??�����oo

以上より, Happelの圏同値を通して例 2.1と同じ観察が得られた.

このように定理 2.3の三角圏同値や既知である導来圏の構造を用いて, 定理 2.2を見通し良く理解することができる.

安定圏と導来圏の比較研究を行い, 定理 2.3と類似の圏同値を構成することができれば, 環の表現論において有用な道具
となる. この理由から定理 2.3の拡張となる理論の構築が重要な課題であると思われる. 次節では岩永-Gorenstein環と
Cohen-Macaulay加群の定義を復習し, 定理 2.3の拡張に関する問題を述べる.

2.3 岩永-Gorenstein環, Cohen-Macaulay加群

この節では自己入射多元環の一般化である岩永-Gorensetin環の定義と, 岩永-Gorenstein環の表現論において主要な
研究対象である Cohen-Macaulay加群の定義を述べる.
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定義 2.4. [16] 両側 Noether環 Aが
idAA <∞ かつ idAA <∞

を満たすとき, Aを岩永-Gorenstein環という.

例 2.3. (1) 自己入射多元環 Aは idAA = idAA = 0の岩永-Gorenstein多元環である.

(2) 可換 Gorenstein環は岩永-Gorenstein環である.

(3) 大域次元が有限である両側 Noether環は岩永-Gorenstein環である.

例 2.3 (1) (2)からわかるように, 岩永-Gorenstein環は自己入射多元環と可換 Gorenstein環の共通の一般化である.

次に Cohen-Macaulay加群の定義を述べる.

定義 2.5. A を岩永-Gorenstein 環とする. M ∈ modA が ExtiA(M,A) = 0 (i > 0) を満たすとき, M を Cohen-

Macaulay加群という. Cohen-Macaulay加群のなす modAの充満部分圏を

CMA := {M ∈ modA | ∀ i > 0, ExtiA(M,A) = 0}

と表す. また Aが次数付き岩永-Gorenstein環のとき, 次数付き Cohen-Macaulay加群のなす modZAの充満部分圏を

CMZA := {M ∈ modZA | ∀ i > 0, ExtiA(M,A) = 0}

と表す. これらの圏は Frobenius圏であり, 安定圏 CMA, CMZAには三角圏の構造が入る [13, Chapter I.2.].

注意 2.2. Aが自己入射多元環のとき, CMA = modAである.

安定圏 CMZAは次に定義する安定導来圏と三角圏同値になる.

定義 2.6. [7, 25] A を次数付き両側 Noether 環とする. Db(modZA) は Kb(projZA) を thick 部分圏として含む.

Db(modZA)の Kb(projZA)による Verdier商

SingZ(A) := Db(modZA)/Kb(projZA)

を安定導来圏（または特異導来圏）という. 自然な商関手を

Q : Db(modZA)→ SingZ(A)

と表す.

定理 2.4. [7, 14, 28] Aを次数付き岩永-Gorenstein環とする. このとき次の図式を可換にする自然な三角圏同値 β が
存在する.

CMZA
� � inc. /

nat.

��

modZA � � inc. / Db(modZA)

Q
��

CMZA
β

≃ // SingZ(A)

定理 2.3の拡張について次の問題が挙げられる.

問題 2.1. 定理 2.3は多元環 Λに対して, Λ-両側加群DΛによる自明拡大環を考えている. このDΛを別の Λ-両側加群
に取り替えたとき, 類似の主張が成り立つだろうか. すなわち自明拡大環 A = Λ⊕ C が岩永-Gorenstein多元環となる
ように, Λ-両側加群 C を取る. このとき適当な仮定の下で, Db(modΛ)と CMZAの間に圏同値が成り立つなどの関係
があるだろうか.
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問題 2.2. 定理 2.3は多元環 Λからスタートして, 次数付き自己入射多元環 T (Λ)を構成し, 三角圏同値 Db(modΛ) ≃
CMZAを示している. これと順序を逆にして次数付き岩永-Gorenstien環 Aからスタートし, 三角圏同値

CMZA ≃ Db(modΓ)

が成り立つような環 Γを構成することができるだろうか. この問いに対して答えが YESである（または NOである）
次数付き岩永-Gorentein環のクラスとして, どんなものがあるだろうか.

次章では問題 2.1に関する研究結果を説明する. 問題 2.2は環の表現論に限らず代数幾何学やミラー対称性などの多
様な動機から研究が行われており, 非常に多くの結果が報告されている. これについては [17]を参照されたい.

3 岩永-Gorenstein性と三角圏
本章では源氏との一連の共同研究 [21, 22, 23]によって得られた, 定理 2.3の拡張について概説する. この章では断ら
ない限り Λを有限次元多元環とし, C を有限次元 Λ-両側加群とする. また Λの C による自明拡大環を A = Λ ⊕ C で
表す. Aも有限次元多元環である.

Aが岩永-Gorenstein多元環のとき, 導来圏 Db(modΛ)から安定圏 CMZAへの三角関手Hが常に構成できる.

定義 3.1. Λは Aの次数付き剰余環であり, 忠実充満な三角関手

Db(modΛ) ↪→ Db(modZA)

が存在した. これと Qの合成により三角関手

ϖ : Db(modΛ) ↪→ Db(modZA)
Q−→ SingZ(A)

を得る. Aが岩永-Gorenstient環のとき, 定理 2.4により三角関手

H : Db(modΛ) ↪→ Db(modZA)
Q−→ SingZ(A)

≃−→ CMZA

が得られる. ここで A = T (Λ)のとき Hは定理 2.3の F と同型であるので, Hは F の一般化と捉えられる. そこで H
を Happel関手と呼ぶことにする.

Hを通して Db(modΛ)と CMZAの関係を明らかにすることが本章の目標である. そのために以下の節では次の問題
を順に考える.

問題 3.1.

(A) そもそも idAA <∞かつ idAA <∞となるための必要十分条件は何だろうか.

(B) A が岩永-Gorenstein 多元環であるとき, 適当な仮定の下で H が圏同値になるだろうか. あるいは CMZA と
Db(modΛ)の三角部分圏や Verdier商との圏同値をHが誘導しないだろうか.

後でわかることだが, 問題 3.1 (A)で与えた解答が問題 3.1 (B)の解決に深く関係してくる.

記号. 整数 n ≥ 0に対して, 次の記号を定める.

RHomΛ(Cn,−) :=

{
RHomΛ(C,−) ◦ · · · ◦ RHomΛ(C,−) (n-times) (n ≥ 1)

RHomΛ(Λ,−) (n = 0)

Cn :=

{
C

L
⊗Λ C

L
⊗Λ · · ·

L
⊗Λ C (n-times) (n ≥ 1)

Λ (n = 0)
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3.1 問題 (A)

本節に限り Λを一般の環とし, C を一般の Λ-両側加群とする. また A = Λ⊕ C は自明拡大環とする. この設定の下,

問題 3.1 (A)について述べる. 最初に idAA <∞となる C に名前を付けておく.

定義 3.2. idAA <∞であるとき, C を右 asid加群*1という. 同様に idAA <∞であるとき, C を左 asid加群という.

また C が右 asid加群かつ左 asid加群であるとき, C は asid加群であるという.

注意 3.1. Aの次数付き構造を用いると, idAA <∞ならば idCΛ <∞であることが証明できる. 従って idCΛ の有限
性は C が右 asid加群であるための必要条件である.

asid加群の例を挙げる.

例 3.1.

(1) Λが岩永-Gorenstein環のとき, Λは asid加群である.

(2) (R,m)を可換局所環とする. このとき E(R/m)は asid加群である [26, (5) Proposition].

(3) Rを可換 Cohen-Macaulay局所環とする. このとき標準加群は asid加群である [10, 26].

(4) Λの大域次元が有限であるとする. このとき次が成り立つ [9, Theorem 4.14].

gl.dimA <∞ ⇔ ∃n ≥ 0; Cn = 0.

特にこのとき C は asid加群である.

上で紹介した例 (1) (2) (3)は次の命題に含まれる.

定理 3.1. [9, Theorem 4.34] Λを環とし, C を次の条件を満たす Λ-両側加群とする.

(FGR1) ExtiΛ(C,C) = 0 (i > 0).

(FGR2) Λ加群の準同型 λ̃r : Λ→ HomΛ(C,C), λ̃r(a)(c) = acは同型である.

このとき idAA = idCΛ が成り立つ. 特に idCΛ <∞のとき, C は右 asid加群である.

証明の概略. (FGR1), (FGR2)を仮定すると, C の入射分解から Aの入射分解を構成できる. C の入射分解

0→ CΛ → E0 → E1 → · · · → En → · · ·

に対して HomΛ(A,−)を適用すると, A加群の複体

0→ HomΛ(A,C)A → HomΛ(A,E0)→ HomΛ(A,E1)→ · · · → HomΛ(A,En)→ · · · (3.1)

が得られる. ここで各 HomΛ(A,Ei)は入射 A加群となる. (FGR1)から (3.1)は完全列であることが従う. また (FGR2)

から A加群の準同型写像
φ̃r : AA → HomΛ(A,C)A, φ̃r(a)(c) = ac

が同型であることがわかる. よって (3.1)は Aの入射分解である. この構成から idAA = idCΛ である.

以下では Λと C に何も仮定せず, idAA の有限性を調べる. idAA の有限性を調べるときは導来圏で考えると都合が
良い. Aを D(ModA)の対象とみなすと

idAA <∞ ⇔ A ∈ Kb(InjA)

である.

*1 asidは attaching self-injective dimensionの略である・・・.
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考察の指針を見つけるために定理 3.1証明中の CΛ の入射分解から AA の入射分解を構成する部分を見直し, それを導
来圏の言葉に翻訳してみる. まず関手 HomΛ(A,−) : ModΛ→ ModAの制限として HomΛ(A,−) : InjΛ→ InjAを得
る. よって導来関手 RHomΛ(A,−) : D(ModΛ) → D(ModA)の制限として HomΛ(A,−) : K−,b(InjΛ) → K−,b(InjA)

が得られる. 次に仮定 (FGR1)と (FGR2)の下では複体の射

φr : A
φ̃r−−→ HomΛ(A,C)

nat.−−→ RHomΛ(A,C) (≃ HomΛ(A,E•) )

が導来圏 D(ModA) において同型となり, RHomΛ(A,C) が A の入射分解を与える. このように翻訳される. 特に
idCΛ <∞のとき A ≃ RHomΛ(A,C) ∈ Kb(InjA)となる.

もちろん一般の場合に φr は同型ではなく, Aと RHomΛ(A,C)の間にズレが生じる. そのズレを見るために φr の写
像錐 cn(φr)に注目する. 今 D(ModA)の三角

A
φr−−→ RHomΛ(A,C)→ cn(φr)→ A[1]

を取る. λr を次で定まる D(ModΛ)の射とする.

λr : Λ
λ̃r−→ HomΛ(C,C)

nat.−−→ RHomΛ(C,C)

このとき可換図式
C

≃ //� _

�

RHomΛ(Λ, C)� _

�

// 0 //

��

C[1]� _

�
A

φr //

����

RHomΛ(A,C) //

����

cn(φr) //

≃
��

A[1]

����
Λ

λr

// RHomΛ(C,C) // cn(λr) // Λ[1]

が存在する. ただし, 図式の各行は D(ModA) の三角, 各列は自然な分裂完全列である. 従って cn(φr) ≃ cn(λr) であ
り, D(ModA)の三角

A
φr−−→ RHomΛ(A,C)→ cn(λr)→ A[1]

が存在する. この三角と注意 3.1より

idAA <∞ ⇔ A ∈ Kb(InjA) ⇔ idCΛ <∞ かつ cn(λr) ∈ Kb(InjA)

が成立する. よって cn(λr) ∈ D(ModΛ) が cn(λr) ∈ Kb(InjA) となる必要十分条件が分かれば良い. ここで
M ∈ D(ModΛ)がM ∈ Kb(InjA)となる必要十分条件を Λ加群の言葉で書き下すと

(1) ∀m ≥ 0, RHomΛ(Cm, X) ∈ Kb(InjΛ).

(2) ∃n ≥ 0; RHomΛ(Cn, X) = 0.

となる (証明には Aの次数付き入射加群の複体の構造 [21]を用いる).

以上の話をまとめると, 問題 3.1 (A)の解答となる次の定理を得る.

定理 3.2. [21] Λを環とし, C を Λ-両側加群とする.

(1) C が右 asid加群である必要十分条件は C が次の 3つの条件を満たすことである.

(右 ASID1) idCΛ <∞.

(右 ASID2) ∀m ≥ 0, RHomΛ(Cm, cn(λr)) ∈ Kb(projΛ).

(右 ASID3) ∃n ≥ 0; RHomΛ(Cn, cn(λr)) = 0.

(2) Λop 加群の準同型 λ̃ℓ : Λ→ HomΛop(C,C), λ̃ℓ(a)(c) = caを用いて Db(modΛop)の射 λℓ を次のように定める.

λℓ : Λ
λ̃ℓ−→ HomΛop(C,C)

nat.−−→ RHomΛop(C,C)

このとき C が右 asid加群である必要十分条件は C が次の 3つの条件を満たすことである.
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(左 ASID1) id ΛC <∞.

(左 ASID2) ∀m ≥ 0, RHomΛop(Cm, cn(λℓ)) ∈ Kb(projΛop).

(左 ASID3) ∃n ≥ 0; RHomΛop(Cn, cn(λℓ)) = 0.

(3) Λが有限次元多元環であり, C が有限次元 Λ-両側加群であるとする. このとき Aが岩永-Gorenstein多元環である
必要十分条件は, C が (左右 ASID 1) (左右 ASID 2) (左右 ASID 3)を満たすことである.

定義 3.3. C が右 asid加群であるとき

αr := min{n ≥ 0 | RHomΛ(Cn, cn(λr)) = 0}

を C の右 asid数という. αr = 0ということは, C が (FGR1), (FGR2)を満たすということである.

同様に左 asid加群に対して左 asid数 αℓ を定義する.

3.2 問題 (B)

本節では Happel関手Hの性質に触れながら, 問題 3.1 (B)の解答を与える. この節では簡単のために, 多くの定理に
おいて Λの大域次元が有限であることを仮定する*2. この仮定の下では次のことが成立する.

• Db(modΛ) = Kb(projΛ)である.

• C の導来テンソル関手は Db(modΛ)の自己関手を導く.

−
L
⊗Λ C : Db(modΛ)→ Db(modΛ)

• C は (左右 ASID1)と (左右 ASID2)を満たす. よって C は asid加群である必要十分条件は, C が (左右 ASID3)

を満たすことである.

まず最初にHが忠実充満, または圏同値となる必要十分条件を述べる.

定理 3.3. [22] Λを多元環とし, C を有限次元 Λ-両側加群とする. 以下の条件は同値である.

(a) Hは忠実充満である.

(b) KerH = 0である.

(c) C は αr = αℓ = 0を満たす asid加群である. すなわち C は次の条件を満たす.

(1) idCΛ <∞ かつ id ΛC <∞.

(2) λr と λℓ は同型である.

この同値条件が成り立つとき, Hが圏同値になる必要十分条件は gl.dim Λ <∞である.

上記の定理が示すように KerH = 0のときは良い状況になっている. このことから KerH が重要ではないかと思わ
れる. ところで KerHは一体どんな対象で構成されているのだろうか. KerQ = Kb(projZA)であるから

KerH = Db(modΛ) ∩ Kb(projZA)

である. ここでM ∈ Db(modΛ)がM ∈ Kb(projZA)である必要十分条件を Λ加群の言葉で書き下すと

M ∈ Kb(projZA) ⇔

∀m ≥ 0, M
L
⊗Λ C

m ∈ Kb(projΛ)

∃n ≥ 0; M
L
⊗Λ C

n = 0

となる (証明には Aの次数付き射影加群の複体の構造 [21]を用いる). これより次の定理を得る.

*2 Λの大域次元が有限であるという仮定を, Λが岩永-Gorenstein多元環であるという仮定に置き換えても, この節で述べる定理と同様の結果が
得られる. ただし, 定理の主張に適切な修正が必要となる. 詳細は [23]を参照されたい.
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定理 3.4. [21] Λを大域次元有限な多元環とし, C を有限次元 Λ-両側加群とする. このとき次の等式が成り立つ.

KerH =
∪
n≥0

Ker
(
−

L
⊗Λ C

n
)
.

定理 3.4で得た KerHの記述では Db(modΛ)の三角部分圏の上昇列

Ker
(
−

L
⊗Λ C

)
⊂ Ker

(
−

L
⊗Λ C

2
)
⊂ · · · ⊂ Ker

(
−

L
⊗Λ C

n
)
⊂ · · · (3.2)

の合併が現れている. この対として Db(modΛop)の部分圏の下降列

thick ΛC ⊃ thick Λ

(
C2
)
⊃ · · · ⊃ thick Λ

(
Cn
)
⊃ · · · (3.3)

も考えられる. ある条件の下で, これらの上昇および下降が止まる.

補題 3.5. [23] Λを大域次元有限な多元環とし, C を有限次元 Λ-両側加群とする.

(1) C が (右 ASID3)を満たすとき, n ≥ αr に対して次が成り立つ.

(i) thick Λ(Cn) = thick Λ(Cn+1).

(ii) Ker
(
−

L
⊗Λ C

n
)

= Ker
(
−

L
⊗Λ C

n+1
)
.

(iii) KerH = Ker
(
−

L
⊗Λ C

n
)
.

(2) C が (左 ASID3)を満たすとき, n ≥ αℓ に対して次が成り立つ.

(i) thick(Cn)Λ = thick(Cn+1)Λ.

(ii) Ker
(
Cn

L
⊗Λ −

)
= Ker

(
Cn+1

L
⊗Λ −

)
.

この補題より, C に (左右 ASID3)を課して α := max{αℓ, αr}とおくと, (3.2)が Ker
(
−

L
⊗Λ C

α
)
で止まり, (3.3)の

右作用版が thick
(
Cα
)
Λ
で止まる. この 2対の圏 KerH = Ker

(
−

L
⊗Λ Cα

)
と thick

(
Cα
)
Λ
は Db(modΛ)の半直交分

解をなす.

定義 3.4. [5] D を三角圏とする.

• D の三角部分圏 T に対して, その右直交圏 T ⊥ を

T ⊥ := {M ∈ D | HomD(T ,M) = 0}

と定める.

• D の三角部分圏 T ,U について次の条件が成り立つとき, D は半直交分解 D = T ⊥ U をもつという.

(1) T ⊥ = U .

(2) ∀M ∈ D , ∃ 三角 T →M → U → T [1]; T ∈ T かつ U ∈ U .

このとき T を D の右許容部分圏, U を D の左許容部分圏という.

• D の三角部分圏 T が右許容部分圏かつ左許容部分圏であるとき, T を D の許容部分圏という.

定理 3.6. [23] Λ を大域次元有限な多元環とし, C を有限次元 asid 加群とする. また α = max{αℓ, αr} とおき,

T := thickCα とする. このとき Tは Db(modΛ)の許容部分圏であり, 特に半直交分解

Db(modΛ) = T ⊥ KerH

が存在する. ここで T⊥ = KerHである. さらに半直交分解は次の性質を満たす.

(1) −⊗L
Λ C は Tに圏同値として作用する. つまり −⊗L

Λ C の Tへの制限は圏同値(
−⊗L

ΛC
)∣∣

T
: T

≃−→ T

を引き起こす.

12



(2) −⊗L
Λ C は T⊥ に冪零に作用する. つまり −⊗L

Λ C の T⊥ への制限は自己関手(
−⊗L

ΛC
)∣∣

T⊥ : T⊥ → T⊥

を引き起こし, また (T⊥)
L
⊗Λ C

α = 0が成り立つ.

この定理の半直交分解から想像されるように次の定理が成り立つ.

定理 3.7. [23] Λ を大域次元有限な多元環とし, C を有限次元 asid 加群とする. また α = max{αℓ, αr} とおき,

T := thickCα とする. このときH : Db(modΛ)→ CMZAの制限により次の三角圏同値を得る.

H|T : T
≃−→ CMZA

従って安定圏 CMZAは導来圏 Db(modΛ)の許容部分圏として実現される. また次の可換図式が存在する.

T
H|T //

−
L
⊗ΛC[1]

��

CMZA

(1)
��

T
H|T

// CMZA

以上で問題 3.1 (B)の解答が与えられた.

3.3 岩永-Gorenstein性と三角圏構造（再び問題（A)）

定理 3.6の中で Aの岩永-Gorenstein性が Db(modΛ)の半直交分解を導くことを述べた. 逆に Db(modΛ)のある半
直交分解の存在が Aの岩永-Gorenstein性を導く.

定理 3.8. [23] Λを大域次元有限な多元環とする. 有限次元 Λ-両側加群 C に対して, 次の条件は同値である.

(a) C は asid加群である.

(b) Db(modΛ)の許容部分圏 Tで, 以下を満たすものが存在する.

(1) −⊗L
Λ C は Tに同型に作用する.

(2) −⊗L
Λ C は T⊥ に冪零に作用する.

これらの条件が成立するとき, T = thick(Cα)Λ が成り立つ.

この定理を応用すると, ある岩永-Gorenstein環のクラスの分類が可能となる.

例 3.2. 次のクイバー Qの道代数を Λ = KQとおく.

Q = 1
α−→ 2

このとき gl.dim Λ = 1である. 以下では Λの asid加群を分類し, Λの自明拡大環として構成される岩永-Gorenstein環
の分類を与えよう. asid加群の分類は 2つの段階からなる.

Step 1. Db(modΛ)の許容部分圏 Tを分類する. Qの頂点 1, 2に対応する Λの原始冪等元をそれぞれ e1, e2 とし, Λ

加群M を次のクイバー表現で表す.
Me1

·α−→Me2

直既約 Λ加群の同型類の完全代表系は

M1 = ( 0→ K ), M2 = (K
1−→ K ), M3 = (K → 0 )

13



である. Db(modΛ)の Auslander-Reitenクイバーは次で与えられる.

M1[−1]

��?
??

?
M3[−1]

��?
??

?
oo M2

��?
??

??
o o M1[1]

��?
??

?
oo M3[1]oo

��?
??

?
M2[2]oo

��?
??

?

M2[−1]

??����
M1

??�����
oo M3

??����
oo M2[1]oo

??����
M1[2]oo

??����
M3[2]oo

Db(modΛ)の thick部分圏は分類されており ([6, Theorem 5.1], [15, Theorem 1.1]), それを用いると許容部分圏 Tは
次の 5つであることがわかる.

T T⊥

(i) Db(modΛ) 0

(ii) thickM1 thickM3

(iii) thickM2 thickM1

(iv) thickM3 thickM2

(v) 0 Db(modΛ)

Step 2. Db(modΛ)の許容部分圏 Tに対して, 定理 3.8 (b)の (1)(2)を満たす Λ-両側加群 C を分類する. Λ-両側加
群 C を次のクイバー表現で表す.

e1Ce1
·α // e1Ce2

e2Ce1 ·α
//

α·
OO

e2Ce2

α·
OO

(i)から (v)の許容部分圏に対して, C の分類は以下で与えられる. 詳細な計算方法は [23]を参照されたい.

(i) (1) K // K

0

OO

// K

OO (2) K // 0

K

OO

// K

OO

(ii) (1) 0 // K

0

OO

// K

OO

(iii) (1) K // K

0

OO

// 0

OO

(iv) (1) 0 // 0

K

OO

// 0

OO

(v) (1) 0 // Kn

0

OO

// 0

OO (2) 0 // 0

Kn

OO

// Kn

OO (3) Kn // 0

Kn

OO

// 0

OO

上に挙げた Λ-両側加群のリストが asid加群 C のリストである. これを元に Λの C による自明拡大環として構成さ
れる岩永-Gorenstein多元環 A = Λ⊕ C のリストが得られる.

(i) Aのクイバーと関係式は以下である. このとき CMZA ≃ Db(modΛ)である.

(1) 1
α //β :: 2 γdd βα = αγ, β2 = 0, γ2 = 0. (2) 1

α // 2

β

cc αβα = 0, βαβ = 0.

14



(ii) Aのクイバーと関係式は以下である. このとき CMZA ≃ thickM1 ≃ Db(modK)である.

(1) 1
α // 2 βdd β2 = 0.

(iii) Aのクイバーと関係式は以下である. このとき CMZA ≃ thickM2 ≃ Db(modK)である.

(1) 1
α //β :: 2 β2 = 0.

(iv) Aのクイバーと関係式は以下である. このとき CMZA ≃ thickM3 ≃ Db(modK)である.

(1) 1
α //β :: 2 β2 = 0, βα = 0.

(v) Aのクイバーと関係式は以下である. このとき gl.dimA <∞であり, CMZA ≃ 0である.

(1) 1
α //
β1

;;

βn

...

EE2

(2) 1
α // 2
β1

cc

βn

...

YY αβi = 0 (1 ≤ i ≤ n). (3) 1
α // 2
β1

cc

βn

...

YY βiα = 0 (1 ≤ i ≤ n).
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向井対の分類とその応用について

金光 秋博 ∗

向井対 (X, E)とは, Fano多様体X とその上のベクトル束 E の対であって, 第一 Chern類に関する, ある条

件を満たすものの事を言う. このような対 (X, E)は 1988年に向井によって, Fano多様体のある種の一般化

として導入されていた [13]. ここでは, 代数学シンポジウムでの講演に沿って, 向井対の分類問題とその応用

について報告する. 証明や細部については, 論文 [5–7]を参照していただきたいが, 本報告では主に単純向井対

と単純 K 同値射の関連を中心に説明したい. そこで, 本稿ではまず向井対, 単純向井対の定義を与えた後, 向

井対の分類問題を単純向井対の場合を中心に扱う. その後に応用として, Duo Li によって導入された単純 K

同値射という概念と単純向井対との関連について扱う.

1 向井対

Fano多様体 X とは, 滑らかな射影代数多様体 X であって, その反標準因子 −KX = c1(X)が豊富である

もののことをいう. ここで, −KX = c1(X)は接束の行列式束 det(TX)に対応する因子である. 線束が豊富で

あることの定義は復習しないが, その概念はベクトル束にも一般化される. 本稿では, Hartshorneによる豊富

性の定義を用いる: すなわち, ベクトル束 E が豊富であるとは, その射影化 P(E)の上の普遍商線束 OP(E)(1)

が豊富であるときを言う.

向井対 (X, E)の定義は次で与えられる:

定義 1.1 ([13]). 向井対 (X, E) とは, Fano 多様体 X とその上の豊富ベクトル束 E の対であって, c1(X) =

c1(E) を満たすもののことである.

向井対の次元とは dimX のこととして定め, その階数とは rank E のこととして定める.

言い換えれば, 向井対とは, その第一 Chern類 c1(X)が豊富ベクトル束 E の第一 Chern類で表されている

ような Fano多様体のことである. 一般に, 豊富ベクトル束が与えられたとき, そのベクトル束の階数 rank E
が大きいほど, それに伴って, その行列式束, あるいは第一 Chern類 c1(E)も大きくなる. したがって, 向井対

の階数 rank(E)は, その反標準束の大きさを図る一つの不変量と考えることができる.

注意 1.2. 一般偏極多様体とは, 多様体とその上の豊富ベクトル束の対 (X, E)のことをいい, そのログ標準因

子とは, KX + c1(E)のことを指す. すると, 向井対とは, 一般偏極多様体 (X, E)であって, ログ Calabi-Yau

条件 ”KX + c1(E) = 0”を満たすものと言いかえることができる.

向井対の簡単な, しかし基本的である例は, Fano多様体とその基本因子と呼ばれるものを用いて与えられる:

第 64回代数学シンポジウム 報告.

The author is a JSPS Research Fellow and supported by the Grant-in-Aid for JSPS fellows (JSPS KAKENHI Grant

Number 18J00681).
∗ 京都大学理学研究科, kanemitu@math.kyoto-u.ac.jp



例 1.3. Fano多様体M の, 指数 rM とは, PicM 内で −KM を割り切る正の整数の最大値のことである:

rM := { a ∈ Z>0 | ある Cartier 因子 H があって −KM = aH }.

定義より, ある因子HM が存在して, −KM = rM ·HM と書ける. Fano多様体の Picard群には捻れがない

ことから, このような因子 HM は一意的に定まる. この因子 HM を Fano多様体M の基本因子と呼ぶ.

さてM を任意の n次元 Fano多様体とすると (M,O(HM )⊕rM )は次元が nで階数が rM である向井対を

与える.

上記の例 1.3では, 指数 rM の Fano多様体M から, 階数 rM の向井対が得られていた. したがって向井対

は Fano多様体の一般化とみなすことができ, “階数”は “指数”の一般化に相当する.

さて, 例 1.3で与えた向井対のベクトル束 E は直線束の直和であった. 一般の向井対については, もちろん

これは正しくない. 次が典型的な例である:

例 1.4. 射影空間 Pn とその接束 TPn の対 (Pn, TPn) は向井対の一つである. 実際, 射影空間上の Euler 完

全列
0→ OPn(−1)→ On+1

Pn → TPn(−1)→ 0

(に OPn(1)をテンソルすること) により, TPn は豊富であることがわかる. また第一 Chern類に関する条件

“c1(X) = c1(E)”は定義に他ならない. n ≥ 2のとき TPn は, 線束の直和には分裂しない.

例 1.4に挙げた向井対は, 本稿の後半において論ずる単純K 同値射とも深い関係にある. その準備のために

(Pn, TPn)の幾何をもう少し詳しく見よう:

Pn とは, あるベクトル空間W := Cn+1 を決めたときに, その超平面をパラメーターづける多様体である:

Pn = {Vn ⊂W | Vn は n次元部分空間 }.

また, 上述の Euler 完全列の双対は, パラメーター空間 Pn 上の普遍商束や普遍部分束を与える完全系列で

ある.

一般にベクトル束 E の射影化は, 各点ごとには E の超平面のパラメーター空間を与える. したがって,

P(TPn)は, 一次元部分空間 V1 と n次元部分空間 Vn の旗 (V1 ⊂ Vn)のパラメーター空間になる:

P(TPn) = Fl(1, n;W ) = { (V1 ⊂ Vn) | V1 は一次元部分空間, Vn は n次元部分空間 }.

また, 射影化 P(TPn)からの自然な射影 p1 : P(TPn)→ Pn は, 旗 (V1 ⊂ Vn)を [Vn] ∈ Pn に送ることで与え

られる.

ここまででは, Pn を超平面のパラメーター空間と考えていたが, 元のベクトル空間の双対W∨ の射影化を

考えれば, 一次元部分空間のパラメーター空間が得られる:

P̌n = {Vn ⊂W∨ | Vn は n次元部分空間 } = {V1 ⊂W | V1 は 1次元部分空間 }.

対称性から, 自然に PPn(TPn) ≃ Fl(1, n;W ) ≃ PP̌n(TP̌n)であり, 次の図式が得られる:

PPn(TPn) = Fl(1, n;W ) = PP̌n(TP̌n)

p1

ttjjjj
jjjj

jjjj
jjjj

jj
p2

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTT

Pn P̌n

(1.1)



新しく現れた射 p2 は, 自然な射影 p2 : PP̌n(TP̌n) → P̌n である. したがって P(TPn) は Picard 数が 2 の

Fano多様体であり, 2つの射影空間束の構造 p1 と p2 を持つ.

このように射影化が 2つの射影空間束の構造をもつ向井対を単純向井対といい, その射影化をここでは笠と

呼ぶ. 正確には, 次で定義される:

定義 1.5 (単純向井対と笠).

• 階数 r の単純向井対とは, 階数 r の向井対 (X, E) であって, 以下の条件を満たすもののことを言う:

(1) ρX = 1;

(2) P(E) は別の Pr−1 束の構造を持つ.

• 笠 (論文 [5]では roof と呼んでいる) とは単純向井対の射影化として得られる多様体W のことである.

注意 1.6. 定義から, (X1, E1)を単純向井対とすると, その射影化W = P(E1)が笠であり, 別の Pr−1 束の構

造 p2 : W → X2 をもつ:

P(E1) = W

p1

xxqqq
qqq

qqq
q

p2

%%KK
KKK

KKK
KK

(X1, E1) X2.

したがって, W は

(R1) Picard数が 2の Fano多様体であり;

(R2) 2つの Pr−1 束の構造 p1 と p2 を持つ.

一方で, この 2つの条件が笠を特徴づけるかどうかは, 未解決である. 現状では, 笠を特徴づけるのにもう一つ

次の条件が必要である [5, Proposition 1.5]:

(R3) rW = r.

さて, W が笠である場合には, rW = r であり, 特にW の基本因子 HW は各 pi ファイバー Pr−1 上の超平

面因子に制限される. このとき E1 = (p1)∗O(HW )である. また, E2 := (p2)∗O(HW )とおくと, (X2, E2)は向

井対となる [16, Proposition 3.3]. とくに (X2, E2)も単純向井対となる.

2 向井対の分類

Fano 多様体研究の一つの究極目標は, その分類であるが, 一般状況での完全な分類は望めない. それでも,

指数の大きい Fano多様体は比較的簡単な構造を持っていることが知られており, 実際M を Fano多様体とし

たとき, 次が知られている:

(1) rM ≥ dimM であれば, M ≃ Pn あるいはQn となる [9].

(2) 藤田は rM = dimM − 1となる Fano多様体を分類していた [2, 3].

(3) また, 向井は rM = dimM − 2 となる Fano 多様体を分類していた [14]. 正確には向井は基本因子に

関する条件を一つ仮定し, その仮定の元で分類を与えている. 後に, その仮定は勝手に成り立つことが

[1, 11]で示されている.



すでに見たように, 向井対の階数は Fano多様体の指数の一般化とみなす事ができるのであった. 以上の観

察をもとに, 向井は “階数の大きい向井対の分類問題”を提示していた. より正確には rank E ≥ dimX を満た

す向井対の詳細な分類を予想していた [13]. この予想は, 向井対の分類問題における小林・落合の定理の対応

物であり, 藤田, Peternell, Ye-Zhangらによって解決されている:

定理 2.1 ([4, 21, 22,26]). 向井対 (X, E) であって rank E ≥ dimX を満たすものは次に限る:

(1) (Pn,O(1)⊕n+1);

(2) (Pn, TPn);

(3) (Pn,O(2)⊕O(1)⊕n−1);

(4) (Qn,O(1)⊕n).

注意 2.2. 定理 2.1に現れる対のうち, (1)と (2)は単純向井対であり, ほかは単純ではない.

さて, 上記の分類をすすめて, 階数がもうすこし小さい場合にも分類したいと考えるのは, ごく当然の発想

で, 現在までに rank E ≥ dimX − 2を満たす場合には, 分類が与えられている. この節の残りでは, これらの

分類を紹介したいが, その前にいくつか注意を述べたい.

■Picard 数に関する注意 向井対 (X, E) を分類することを考える際には, その様子は ρX = 1 の場合と

ρX > 1の場合とで, 大きく異る. 乱暴に言えば, Picard数が大きいほど, 底空間 X や射影化 P(E)は多くの

端射線収縮をもち, そのために生じる制限から構造を決定しやすい. この場合には, 結果として現れる対の種

類は多いものの, それらの構造は比較的簡単である. 他方で ρX = 1 の場合には, その構造を調べる際により

詳細な情報を取り出す必要があり, また現れる対 (X, E)たちも様々な幾何, とくに等質空間やその上の等質ベ

クトル束の幾何と深く関連するものが多く, 大変興味深い. 本稿の残りでは, 筆者が主に携わった場合である,

ρX = 1の場合に焦点を絞ることにする. ρX > 1の場合については, 各所で参考文献を挙げるに留める.

■ベクトル束が分裂する場合に関する注意 定理 2.1 において, ベクトル束 E が直線束の直和に分解しない
のは, (2) の場合のみであることに注意されたい. 一般に, 向井対 (X, E) が与えられたとする. ρX = 1 は仮

定しよう. すると, Pic(X)は基本因子 HX に対応する直線束 OX(1)によって生成されている. ベクトル束 E
が直線束の直和に分解する場合 (分裂型向井対と呼ぶ)には E ≃

⊕rank E
i=1 O(ai) と正の整数 ai を用いて書け,∑

ai = rX を満たす事がわかる. したがって, rX =
∑
ai ≥ rank E となる.

例えば rank E = dimX − 2となる分裂型向井対を考えると, rX ≥ dimX − 2となる. したがって底空間

X は指数の大きい Fano多様体の分類からよく分かる. またベクトル束も明示的に書けているので, この場合

には分類は完了している. つまり階数の大きい向井対の分類問題において, 本質的なのは非分裂型の向井対を

分類することである. そこで, 以下では E が分裂しない場合に主に焦点を絞る.

■余階数 2の向井対 rank E = dimX − 1となる向井対は, 1990年頃までに分類されている:

定理 2.3 (Wísniewski [25]; Peternell-Szurek-Wísniewski [23] (cf. Occhetta [17])). 向井対 (X, E)であって

rankE = dimX − 1 を満たすものの完全な分類があり, そのうち ρX = 1 かつ非分裂型であるものは, 次に

限る:

(1)
(
P3,N (2)

)
, ここで N は null correlation 束と呼ばれる P3 上のベクトル束 [18].

(2)
(
Q4,S∗Q(1)⊕OQ(1)

)
. ここで SQ は二次超曲面上のスピノル束 [19].



(3)
(
Q3,S∗Q(1)

)
.

注意 2.4. (1) と (3) は単純向井対である. より詳しく, 両者はその射影化を通じてお互いに関連しており,

PP3(N (2)) ≃ PQ3(S∗Q(1))が成り立ち, したがって次の図式がある:

PP3(N (2)) = PQ3(S∗Q(1))

p1

vvmmm
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mm
p2
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QQQ

QQQ
QQQ

QQQ

P3 Q3

ここで, p1, p2 はそれぞれの射影化に対応する P1 束である. また, この多様体 PP3(N (2)) ≃ PQ3(S∗Q(1))

は, Dynkin図形が B2 = C2 となる単純代数群 Gの Borel群による商 G/B である.

■余階数 3の向井対 さて, 次に紹介したいのは, 階数 rank E が dimX − 2となる向井対の分類である. この

場合には, Novelli-Occhetta [16] によって, dimX = 4 かつ ρX ≥ 2 の場合が調べられていた. 残りの場合に

ついては [6,7] において完全に分類された. ここでは主に, 単純向井対に焦点を絞ることにする. それ以外の場

合については元の論文を参照されたい.

定理 2.5. rank E = dimX − 2を満たす向井対の同型類は完全に決定でき, 次が成り立つ:

• rank E = dimX − 2 かつ ρX = 1を満たす非分裂型向井対は, ちょうど 9個ある.

• そのうち単純向井対は次の 2つ:

(1)
(
Q6,S∗Q(1)

)
, ここで SQ はスピノル束;

(2)
(
Q5,GQ(1)

)
, ここで GQ は, Ottaviani束と呼ばれるベクトル束である.

詳しい性質やその幾何等は, [8, 19,20]等に譲るが, GQ は階数 3の安定束で, (c1, c2, c3) = (2, 2, 2)を満たす

ものとして, 特徴づけられている. また, この 2つの単純向井対はその射影化が笠を与えるが, その構造は次の

ようになる:

まず対
(
Q6,S∗Q(1)

)
を考えよう. 区別のために, この底空間Q6 を X1 と書く. また射影化をW と書く. こ

の射影化W は, 自然な射影 p1 : W → X1 を持つ. また単純向井対の定義にあるように別の射影空間束の構造

p2 : W → X2 ももつ. この 2つの射影空間束の構造は対称である. すなわち X2 ≃ Q6 が成り立ち, p2 に対応

するベクトル束は X2 上のベクトル束 S∗Q(1)で与えられる:

PX1
(S∗Q(1)) = W = PX2

(S∗Q(1))

p1
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X1 ≃ Q6 X2 ≃ Q6.

似たような対称性を対
(
Q5,GQ(1)

)
も持っている: 同様に底空間をX ′

1 と書こう. また射影化をW ′ と書く.

この射影化W ′ のもつ別の射影空間束の構造 p′2 : W ′ → X ′
2 を考えると, X ′

2 ≃ Q5 であり, p′2 に対応するベク

トル束は X ′
2 上のベクトル束 GQ(1)で与えられる:

PX′
1
(GQ(1)) = W ′ = PX′

2
(GQ(1))

p′1

ttjjjj
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jjjj p′2

**TTT
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T

X ′
1 ≃ Q5 X ′

2 ≃ Q5.



W = PQ6(S∗Q(1))は等質空間である: ベクトル空間 C8 とその上の非退化対称二次形式 q を考える. する

と, その上の 3次元等方的部分空間のパラメーター空間 OG(3, 8)は等質空間であり, W と同型である. 3次元

等方的部分空間 V3 を一つ固定する. すると [V3]は OG(3, 8)の点を与える. この V3 に対して, ちょうど二つ

の 4次元等方的部分空間 V +
4 と V −

4 とが存在して V +
4 ∩ V

−
4 = V3 となる. 4次元等方的部分空間のパラメー

ター空間 OG(4, 8)は二つの連結成分 OG(4, 8)+ と OG(4, 8)− をもち

• (順番を適当に入れ替えれば) [V +
4 ] ∈ OG(4, 8)+, [V −

4 ] ∈ OG(4, 8)− であり;

• 各連結成分 OG(4, 8)+, OG(4, 8)− はQ6 と同型である.

したがって, 各点 [V3] ∈ OG(3, 8) に対して, [V +
4 ] ∈ OG(4, 8)+ と [V −

4 ] ∈ OG(4, 8)− を対応させることで

OG(3, 8)→ OG(4, 8)± なる写像が定義される. この写像が p1 や p2 である.

一方で, W ′ は等質ではない. 二次超曲面Q5 と同型である X ′
1 や X ′

2 は自然に P6 に埋め込まれるが, この

射影空間は八元数の純虚部分 ImOの射影化に対応している. また W ′ は P(ImO) ×P(ImO)内で Cayley

積を用いて定義される. このことから G2 型の代数群である Aut(O) がW ′ に作用することはわかるが, しか

しW は (どんな代数群の作用についても)等質空間とはならない. 詳細は [8, 19,20]を参考にされたい.

3 単純K 同値

単純 K 同値射とは, Duo Li によって, ごく最近に導入された概念であり, Atiyah フロップや, この後に紹

介する向井フロップの一般化に相当する概念である [10]. 定義は次で与えられる:

定義 3.1 (単純K 同値射 [10]). 単純K 同値射とは 2つの滑らかな射影代数多様体の間の双有理射 χ : Z1 99K
Z2 であって, 次の条件を満たす不確定点解消 Z1

f1←− Z̃ f2−→ Z2 が存在するもののことをいう:

(1) 各射 fi : Z̃ → Zi は滑らかな連結部分多様体 Yi に沿う爆発である;

(2) χ は標準因子を保つ, すなわち f∗1KZ1
= f∗2KZ2

が成り立つ.

したがって次の図式がある:
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ここで Ei は fi の例外因子である. 爆発に関する標準因子公式

KZ̃ = f∗i KZi
+ (codimYi − 1)Ei

および f∗1KZ1 = f∗2KZ2 という仮定から, E1 = E2 であり codimY1 = codimY2 となることがわかる

[10, Lemma 2.1]. そこで, 以下では単に E と書いて例外因子 Ei を表す:
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(3.1)

例 3.2 (向井フロップ). 単純 K 同値射の典型例の一つは, 向井フロップである. この射は次の仮定の元, 構成

される射 χ : Z1 99K Z2 のことである:

条件 3.3.

• Z1 は滑らかな射影代数多様体, Y1 ⊂ Z1 はその滑らかな連結部分多様体.

• h1 : Y1 → M は 滑らかな射であって, 各ファイバー F1 について, (F1, CY1/Z1
|F1

) ≃ (Pn, TPn)が成り

立つ. ここで CY1/Z1
は余法束である.

さて, その構成を [12] に基づいて復習しよう: まず, Z1 を Y1 に沿って爆発し, 次の図式を考える.
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すると, 射 E → M の各ファイバーは, P(TPn)と同型である. またこの多様体 P(TPn)は 2つ目の Pn−1

束の構造を持っているのであった (1.1). このことから, 別の Pn−1 束 g2 : E → Y2 と Pn ファイブレーショ

ン h2 : Y2 →M であって, 次の図式が可換になるものを見つけることができる:
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ここで, Pr 束とはベクトル束の射影化 (に対応する射)を指し, Pr ファイブレーションで, より一般に滑らか

な射であってすべてのファイバーが Pr と同型であるものを指す.



さて, 標準因子を追いかけることで, 勝手な g2 ファイバー Pn−1 の上で, −E|E = OPn−1(1)となることが

わかる. したがって, 中野・藤木判定法を用いることで, 複素多様体 Z2 と収縮 Z̃ → Z2 をうまく見つけて, 多

様体 Z̃ を g2 に沿って潰すことができる. すなわち, Z2 は Y2 を部分多様体として含むような多様体であり

• Z̃ = BlY2
Z2 が成り立ち, その爆発 Z̃ → Z2 を f2 とすると,

• E は f2 の例外因子であり, f2|E = g2 となるものが存在する:
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まとめると, 条件 3.3のもと, 次の図式を構成できる:
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ここで得られた写像 χ が向井フロップと呼ばれる写像である. 標準因子を追いかけることで, χが標準因子を

保つ, すなわち
f∗1 (KZ1

) = f∗2 (KZ2
)

を満たすことがわかる. したがって χは (射影的とは限らない Z2 への)単純K 同値射となる.

4 単純K 同値射の構造定理およびその応用

さて, 上記の向井フロップの構成で肝要であったのは, 対 (Pn, TPn)が単純向井対であるという事実であり,

実際に同様の構成で次が証明できる:

命題 4.1 ([5, Proposition 4.2]). 次の二条件が成り立つとしよう:

• Z1 は滑らかな射影多様体, Y1 ⊂ Z1 はその滑らかな部分多様体である;

• h1 : Y1 → M は滑らかな射であって, 勝手なファイバー F1 に対して (F1, CY1/Z1
|F1

) が単純向井対で

ある.

すると (複素多様体) Z2 への単純 K 同値射 Z1 99K Z2 でその中心が Y1 となるものが作れる.



上記の命題では, 単純向井対から単純 K 同値射を構成している. 実際には, この逆が成り立ち, 単純K 同値

射はすべて単純向井対から得られる:

定理 4.2 ([5, Theorem 0.1]). 勝手な単純 K 同値射は命題 4.1のようにして得られる. より正確には, 次が成

り立つ: χ : Z1 99K Z2 を単純K 同値射とし, 図式 (3.1)を考えよう:
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すると滑らかな射 hi : Yi →M であって, h1 ◦ g1 = h2 ◦ g2 がなりたち, さらに各 hi ファイバー Fi に対し

て (Fi, CYi/Zi
|Fi) が単純向井対となるものがある:
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言い換えれば, 単純K 同値射は, 単純向井対が定める双有理射の族になっている.

■単純 K 同値射の分類問題への応用 さて, 定理 4.2より, 単純 K 同値射に対して, 図式 (4.1)が得られる.

射 E → M のファイバーは単純向井対の射影化, すなわち笠である. また, 射 χ は局所的には単純向井対

(Fi, CYi/Zi
|Fi) の定めるK 同値射になっており, とくに, 単純K 同値射の分類問題と単純向井対の分類問題と

は (程度によるが)同値となる. では, 単純向井対 (Fi, CYi/Zi
|Fi

)はどのぐらいあるか? 現在までに知られてい

る例は 8つある. 詳細については, 論文 [5]を参照して頂きたいが, 次の表に, 簡単にまとめておく:

型 笠 W

Ar−1 ×Ar−1 Pr−1 ×Pr−1

AMr P(TPr ) = Fl(1, r;Cr+1)

AG2r−2 Fl(r − 1, r;C2r−1)

C 3r
2 −1 (r は偶数) SFl(r − 1, r;C3r−2)

Dr OG(r − 1;C2r)

F4 (r = 3) 例外型代数群 F4 に関する 22次元等質多様体

G2 (r = 2) 例外型代数群 G2 の Borel群 B による商 G2/B

G†
2 (r = 3) PQ5(G) (Ottaviani 束 G の射影化)



ここで, 一番左の列には, その笠を識別するための名前 (型と呼んでいる)が書いてあり, 右の列には “笠W

の同型類” が記してある. おおまかに言えば, 型にはW の自己同型群に対応する Dynkin 図形が対応してお

り, 場合によっては, 右肩に区別するための記号がついている.

また右の列で用いた記号は次のとおりである:

• Fl(i, j;Cn)は, ベクトル空間Cn内の i次元部分空間と j 次元部分空間から成る旗のパラメーター空間;

• SFl(i, j;C2n)は, 斜交ベクトル空間 C2n 内の i次元等方的部分空間と j 次元等方的部分空間からなる

旗のパラメーター空間;

• OG(k,C2n) は, 非退化対称二次形式をもつベクトル空間 C2n 内の k 次元等方的部分空間のパラメー

ター空間.

また, これまでに現れた単純向井対との関係を記しておくと, 次のようになる

• Ar−1 ×Ar−1 は単純向井対 (Pr−1,O(1)⊕r)に対応する.

• AMr は単純向井対 (Pr, TPr )に対応する.

• C2 は単純向井対 (P3,N (2)) あるいは (Q3,S∗Q(1))に対応する.

• D4 は単純向井対 (Q6,S∗Q(1))に対応する.

• G†
2 は単純向井対 (Q5,G(1))に対応する.

D を 8 つの型のいずれかとしたとき, 単純 K 同値射が “型 D を持つ” ということを 図式 4.1 において,

E → M のすべてのファイバーが型 D の笠と同型であるときを言うことにする. すると, 向井対の分類及び 2

つの P1 束の構造を持つ Fano多様体の分類 [15,24]の応用として, 次を得る:

系 4.3 ([5, Theorem 0.3]). χ : Z1 99K Z2 を単純K 同値射とする. すると次が成り立つ:

(1) codimYi ≥ dimFi − 2であれば, χの型は Ar−1 ×Ar−1, AMr , C2 , D4, G†
2 のいずれかである.

(2) dimZi ≤ 8 であれば, χ の型は Ar−1 × Ar−1 (r ≤ 3), AMr (r ≤ 3), C2, D4, G2, G†
2 のいずれかで

ある.

系 4.3 (2)は, Duo Li による 5次元以下の分類の一般化を与える [10].

注意 4.4. 以上の系では低次元, あるいは余次元の大きいときに, 単純 K 同値射の分類が与えられており, こ

の場合には, その型はこれまでに知られている笠の例 (8つ)のいずれかに対応する場合となった. また現在知

られている例はこの 8つに対応する場合のみである.

単純 K 同値や単純向井対, 笠の例がこれらで尽くされるかどうかは, 現状わかっておらず, 今後の課題の一

つである. これらの 8つの笠の例を考えると, 最後の例 G†
2 を除いてはすべて等質空間になっている. 一方で

最後の例 G†
2 に対応する笠W は, G2 型の代数群の作用を持つ多様体ではあるが, 等質空間にはならない. こ

のような笠の例が他にも存在するかどうかは, 著者が非常に興味を持っている問題の一つである.
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TOWARD CRITERIA FOR K-STABILITY OF LOG
FANO PAIRS

KENTO FUJITA

Abstract. This is my proceedings of “64th Algebra Symposium”
at Tohoku university. In the proceedings, we give a simplification
for the proof of “a valuative criterion” for the uniform K-stability
of log Fano pairs.
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1. K-stability of log Fano pairs

We work over an arbitrary algebraically closed field k of characteristic
zero. Throughout this proceedings, we always assume that (X,∆) is an
n-dimensional log Fano pair, that is, X is a normal projective variety
over k and ∆ is an effective Q-Weil divisor with (X,∆) a klt pair and
L := −(KX+∆) an ample Q-divisor. (For the theory of minimal model
program, we refer the readers to [KM98].) We recall the K-semistability
and the uniform K-stability of (X,∆).

Definition 1.1 (see, e.g., [Tia97, Don02]). (1) The following data
• a normal projective variety X and a surjective morphism
p : X → P1,
• a p-semiample Q-line bundle L on X ,
• a Gm-action Gm y (X ,L) commuting with the action
Gm y P1

t with (a, t) 7→ at,
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Key words and phrases. Fano varieties, K-stability, Minimal model program.
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2 KENTO FUJITA

• a Gm-equivariant isomorphism(
X \ X0,L|X\X0

)
≃
(
X × (P1 \ {0}), p∗1L

)
,

where X0 is the fiber of p at 0 ∈ P1,
is said to be a test configuration of (X,L). We simply say
that “(X ,L)/P1 is a test configuration of (X,L)”. For a test
configuration (X ,L)/P1 of (X,L), let ∆X be the Q-Weil divisor
on X defined by the closure of ∆× (P1 \ {0}).

(2) A test configuration (X ,L)/P1 of (X,L) is said to be trivial if
the ample model of L over P1 is Gm-equivariantly isomorphic
to (X × P1, p∗1L).

(3) (see [LX14]) A test configuration (X ,L)/P1 of (X,L) is said to
be special if L is ample over P1 and the pair (X ,∆X +X0) is a
plt pair.

(4) (see [Wan12, Oda13]) For a test configuration (X ,L)/P1 of
(X,L), theDonaldson-Futaki invariant DF∆(X ,L) of (X ,L)/P1

is defined as follows:

DF∆(X ,L) :=
n

n+ 1
· (L

·n+1)

(L·n)
+

(L·n · (KX/P1 +∆X ))

(L·n)
,

where KX/P1 := KX − p∗KP1 .

In the paper [Fuj19a], the Ding invariant, introduced by [Ber16] (see
also [Fuj18]), plays an important role.

Definition 1.2 (see [Ber16, Fuj18]). For a test configuration (X ,L)/P1

of (X,L), the Ding invariant Ding∆(X ,L) of (X ,L)/P1 is defined as
follows:

Ding∆(X ,L) := −
(L·n+1)

(n+ 1)(L·n)
− 1 + lct

(
X ,∆X +D((X ,∆X ),L);X0

)
,

where D((X ,∆X ),L) is the Q-Weil divisor on X supported on X0 with

D((X ,∆X ),L) ∼Q −(KX/P1 +∆X )− L,
and lct is the log canonical threshold, that is,

lct
(
X ,∆X +D((X ,∆X ),L);X0

)
:= max{c ∈ R |

(
X ,∆X +D((X ,∆X ),L) + cX0

)
is a sub-lc pair}.

Definition 1.3. A log Fano pair (X,∆) is said to be K-semistable
(resp., Ding semistable) if DF∆(X ,L) ≥ 0 (resp., Ding∆(X ,L) ≥ 0)
holds for any test configuration (X ,L)/P1 of (X,L).

In the papers [Der16, BHJ17], they systematically treat the norm of
test configurations.
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Definition 1.4 (see [Der16, BHJ17]). For a test configuration (X ,L)/P1

of (X,L), let us consider the normalization of the graph

Y
Π

{{ww
ww

ww
ww

w
Θ

��?
??

??
??

X × P1 X

of the rational map X × P1 99K X . The minimal norm (resp., the
non-archimedean J-norm) ∥(X ,L)∥m (resp., JNA(X ,L)) of (X ,L)/P1

is defined as follows:

∥(X ,L)∥m :=
(Π∗p∗1L ·Θ∗L·n)

(L·n)
− n(L·n+1)

(n+ 1)(L·n)
,

JNA(X ,L) :=
(Π∗p∗1L

·n ·Θ∗L)
(L·n)

− (L·n+1)

(n+ 1)(L·n)
.

Remark 1.5. (1) The definition of test configurations in [Fuj19a]
and the above definition differs. In [Fuj19a], we consider (X ,L)
over A1. If we canonically compactify (X ,L)/A1 over P1, then
we get the same notion.

(2) In [Fuj19a] and [BBJ15], we focused on JNA(X ,L). Recently, I
recognized that considering ∥(X ,L)∥m is more natural in order
to prove a “valuative criterion” for K-stability of log Fano pairs.
It is the purpose of the proceedings explaining this observation.

Definition 1.6. A log Fano pair (X,∆) is said to be uniformly K-
stable (resp., unifomrly Ding stable) if there exists δ ∈ (0, 1) such that
DF∆(X ,L) ≥ δ ·JNA(X ,L) (resp., Ding∆(X ,L) ≥ δ ·JNA(X ,L)) holds
for any test configuration (X ,L)/P1 of (X,L).

We recall basic results:

Proposition 1.7. Let (X ,L)/P1 be a test configuration of (X,L) with
L ample over P1.

(1) We have the inequalities

1

n
· JNA(X ,L) ≤ ∥(X ,L)∥m ≤ n · JNA(X ,L).

(2) We have ∥(X ,L)∥m ≥ 0, and equality holds if and only if
(X ,L)/P1 is trivial.

(3) We have DF∆(X ,L) ≥ Ding∆(X ,L), and equality holds if and
only if L ∼Q,P1 −(KX/P1 + ∆X ) and the pair (X ,∆X + X0) is
an lc pair. (In particular, we have DF∆(X ,L) = Ding∆(X ,L)
for any special test configuration.)
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Proof. (1) See [BHJ17, Proposition 7.8 and Remark 7.12].
(2) See [BHJ17] or [Der16].
(3) See [Ber16] or [Fuj18]. �

2. A valuative criterion and the purpose of this
proceedings

We recall “a valuative criterion” for the K-stability of log Fano pairs
introduced in [Li17] and [Fuj19a] independently.

Definition 2.1. Let F be a prime divisor over X, that is, there exists
a log resolution σ : X̃ → X of (X,∆) such that F is a prime divisor on
X̃. (The following definitions does not depend on the choice of σ.)

(1) Let A(F ) be the log discrepancy of (X,∆) along F , that is,
A(F ) := 1 + ordF (KX̃ − σ∗(KX +∆)).

(2) The divisor F is said to be dreamy if the graded k-algebra⊕
k,j≥0

H0(X̃, σ∗(krL)− jF )

is finitely generated, where r is some (hence, any) positive in-
teger with rL Cartier.

(3) For any x ∈ R≥0, let us set

vol(L− xF ) := volX̃(σ
∗L− xF )

(see [Laz04a, Laz04b]). We define

τ(F ) := min{τ ∈ R>0 | vol(L− τF ) = 0}.

(4) (see [BJ17]) We set

S(F ) :=
1

(L·n)

∫ ∞
0

vol(L− xF )dx.

(5) (see [Fuj19a, Li17]) We set

β(F ) := (L·n)(A(F )− S(F )),

j(F ) := (L·n)(τ(F )− S(F )).

(6) (see [Fuj19b]) We set

β̂(F ) :=
β(F )

A(F )(L·n)
= 1−

(
A(F )

S(F )

)−1
.

More generally, for a divisorial valuation v = c · ordF with c ∈ Q>0, we
naturally define A(v) := c ·A(F ), τ(v) := c · τ(F ) S(v) := c ·S(F ), etc.
See [Fuj19a] for detail.
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In [Fuj19a], I proved the following “valuative criterion” for the uni-
form K-stability of (X,∆). For the K-semistability, the result was
proved by [Li17] and [Fuj19a] independently.

Theorem 2.2 (see [Fuj19a]). The following are equivalent:

(1) (X,∆) is uniformly K-stable.
(2) There exists δ ∈ (0, 1) such that β(F ) ≥ δ · j(F ) holds for any

prime divisor F over X.
(3) There exists δ ∈ (0, 1) such that β(F ) ≥ δ · j(F ) holds for any

prime divisor F over X which is dreamy.

Nowadays, it has been known that the invariant β̂(F ), more precisely,
the invariant

A(F )

S(F )
,

is more important than β(F ) and j(F ). See, for example, [FO18, BJ17].
Actually, I proved the following result in [Fuj19b]:

Theorem 2.3 (see [Fuj19b]). The following are equivalent:

(1) (X,∆) is uniformly K-stable.

(2) There exists ε ∈ (0, 1) such that β̂(F ) ≥ ε holds for any prime
divisor F over X.

(3) There exists ε ∈ (0, 1) such that β̂(F ) ≥ ε holds for any prime
divisor F over X which is dreamy.

The purpose of this proceedings is to prove Theorem 2.3 directly, by
changing the original proof of Theorem 2.2 a bit.

Remark 2.4. It is more convenient in many situations that considering
not only divisorial valuations but also all valuations in order to consider
K-stability of (X,∆). Actually, in [BJ17], they showed that the uniform
K-stability of (X,∆) is equivalent to

inf
v

A(v)

S(v)
> 1,

where v runs through all valuations on X with A(v) < +∞. See [BJ17]
in detail.

3. From test configurations to β̂

Let (X ,L)/P1 be a test configuration of (X,L) with L ample over
P1 and X0 integral. As we have seen in [Fuj19a, Proposition 2.10], we
can naturally get the divisorial valuation vX0 on X obtained by the
restriction of the valuation ordX0 . The following theorem is important
in [Fuj19a].
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Theorem 3.1 (see [Fuj19a, Theorem 5.1]). We have

DF∆(X ,L) = A(vX0) · β̂(vX0) = A(vX0)− S(vX0).

The following theorem is important in this proceedings.

Theorem 3.2. We have

∥(X ,L)∥m = A(vX0) ·
(
1− β̂(vX0)

)
= S(vX0).

Proof. The proof is similar to the proof of [Fuj19a, Theorem 5.1]. Since
X0 is integral, we may assume that L = −(KX/P1 +∆X ). Let

Y
Π
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X × P1 X
be the normalization of the graph. Set

B := KY/P1 +∆Y − Π∗(KX×P1/P1 +∆X×P1)

−
(
KY/P1 +∆Y −Θ∗(KX/P1 +∆X )

)
,

where ∆Y and ∆X×P1 are the strict transforms of ∆X . By [BHJ17,
Proposition 4.11], we get

ordX0 B = ordX0

(
KY/P1 +∆Y − Π∗(KX×P1/P1 +∆X×P1)

)
= A(vX0).

Therefore, we have

∥(X ,L)∥m = =
1

(L·n)

(
1

n+ 1
(L·n+1) + (Θ∗L·n · (Π∗p∗1L−Θ∗L))

)
= −DF∆(X ,L) +

1

(L·n)
(L·n ·Θ∗B)

= −A(vX0) · β̂(vX0) +
1

(L·n)
(L·n · A(vX0)X0)

= A(vX0) ·
(
1− β̂(vX0)

)
by Theorem 3.1. �
Remark 3.3. In [Fuj19a], I showed the equality

JNA(X ,L) = 1

(L·n)
· j(vX0).

Thanks to Theorem 3.2, it is more natural to focus on ∥(X ,L)∥m than

to focus on JNA(X ,L) in order to evaluate β̂(F ).
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4. The uniform K-stability and the uniform Ding stability

Let (X ,L)/P1 be a test configuration of (X,L) with L ample over
P1. In [Fuj19a, Section 3], I considered the behavior of the invariant

Ding∆(X ,L)− δ · JNA(X ,L),

under the processes of certain minimal model programs (MMP, in
short) achieved in the important paper [LX14]. In the proceedings,
we consider the behavior of the invariant

Ding∆(X ,L)− δ · ∥(X ,L)∥m.

Actually, the invariant also non-increases under the processes of certain
MMP in [LX14]. We briefly see the proof. The proof is more or less
same as the argument in [Fuj19a, Section 3].

Theorem 4.1 (cf., [Fuj19a, Theorem 3.1]). Let π : X lc → X be the log
canonical modification of (X ,∆X+X0), that is, the pair (X lc,∆X lc+X lc

0 )
is lc and KX lc/P1 + ∆X lc + X lc

0 is π-ample. Let E be the Q-divisor

supported on X lc
0 with

E ∼Q KX lc/P1 +∆X lc + π∗L.

(Of course, E is π-ample.) For any 0 < t ≪ 1 with t ∈ Q, let us set
the ample Q-line bundle

Lt := π∗L+ tE.

Then, for any δ ∈ [0, 1/n], we have

Ding∆(X ,L)− δ · ∥(X ,L)∥m ≥ Ding∆(X lc,Llc
t )− δ · ∥(X lc,Llc

t )∥m.

Proof. From the definition of E, we have

Dt := D((X lc,∆X lc ),Llct ) = −(1 + t)E.

Let X lc
0 =

∑p
i=1Ei be the irreducible decomposition and let us set

E =
∑p

i=1 eiEi. We may assume that e1 ≤ · · · ≤ ep. Under the setting,
we have

lct
(
X lc,∆X lc +Dt;X lc

0

)
= 1 + (1 + t)e1.

Let

Y
Π

{{ww
ww

ww
ww
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X × P1 X lc
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be the normalization of the graph. Moreover, let us set ϕt := Θ∗Llc
t

and ϕtriv := Π∗p∗1L. Then we have

Ding∆(ϕt) = − (ϕ·n+1
t )

(n+ 1)(L·n)
+ (1 + t)e1,

∥ϕt∥m =
1

(L·n)

(
(ϕtriv · ϕ·nt )−

n

n+ 1
(ϕ·n+1

t )

)
.

Thus we get

(n+ 1)(L·n) ((Ding∆(ϕ0)− δ · ∥ϕ0∥m)− (Ding∆(ϕt)− δ · ∥ϕt∥m))
= −(ϕ·n+1

0 ) + (n+ 1)e1(L
·n)− δ(n+ 1)(ϕtriv · ϕ·n0 ) + δn(ϕ·n+1

0 )

−
(
−(ϕ·n+1

t ) + (n+ 1)(1 + t)e1(L
·n)− δ(n+ 1)(ϕtriv · ϕ·nt ) + δn(ϕ·n+1

t )
)

= (1− δn)
(
(ϕ·n+1

t )− (ϕ·n+1
0 )

)
− t(n+ 1)e1(L

·n)

+ δ(n+ 1)(ϕtriv · (ϕ·nt − ϕ·n0 ))

= (1− δn)
n∑
j=0

(
(ϕ·j+1

t · ϕ·n−j0 )− (ϕ·jt · ϕ
·n+1−j
0 )− te1(L

·n)
)

+ δ(n+ 1)
n−1∑
j=0

(
(ϕtriv · ϕ·j+1

t · ϕ·n−1−j0 )− (ϕtriv · ϕ·jt · ϕ
·n−j
0 )− te1(L

·n)
)

= (1− δn)t
n∑
j=0

(
ϕ·jt · ϕ

·n−j
0 ·Θ∗(E − e1X lc

0 )
)

+ δ(n+ 1)t
n−1∑
j=0

(
ϕtriv · ϕ·jt · ϕ

·n−1−j
0 ·Θ∗(E − e1X lc

0 )
)

≥ 0.

This completes the proof. �
Theorem 4.2 (cf. [Fuj19a, Theorem 3.2]). Assume that (X ,∆X+X0) is
lc. Let σ : X 0 → X be a Gm-equivariant small Q-factorial modification.
Fix l≫ 0 such that

H0 :=
1

l + 1

(
lL0 − (KX 0/P1 +∆X 0)

)
is semiample and big over P1, where L0 := σ∗L. As in [LX14, Theorem
3], let us consider a (KX 0/P1 +∆X 0)-MMP

X 0 99K X 1 99K · · · 99K X k

over P1 with scaling H0. Set λ0 := l + 1 and

λj+1 := min{λ | KX j/P1 +∆X j + λHj is nef over P1},
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where Hj is the strict transform of H0 on X j. Then we get

l + 1 = λ0 > λ1 ≥ · · · ≥ λk > λk+1 = 1

(see [LX14, Theorem 3]). For any 0 ≤ j ≤ k−1 and λ ∈ [λj+1, λj]∩Q,
let us set

Ljλ :=
1

λ− 1

(
KX j/P1 +∆X j + λHj

)
.

Moreover, let (X ac,Lac)/P1 be the ample model of (X k,Lkλk) over P1.
Then, for any δ ∈ [0, 1/n], we have

Ding∆(X ,L)− δ · ∥(X ,L)∥m ≥ Ding∆(X ac,Lac)− δ · ∥(X ac,Lac)∥m.

Proof. Let E be the Q-divisor on X 0 supported on X 0
0 such that E ∼Q

KX 0/P1 +∆X 0 +H0. Then we have

Dλ := D((X j ,∆Xj ),Ljλ)
= − λ

λ− 1
Ej,

where Ej is the strict transform of E on X j. In order to prove Theorem
4.2, it is enough to show the inequality

Ding∆(X j,Ljλj)−δ·∥(X
j,Ljλj)∥m ≥ Ding∆(X j,Ljλj+1

)−δ·∥(X j,Ljλj+1
)∥m

for any 0 ≤ j ≤ k − 1. Let

Y
Π

{{ww
ww

ww
ww

w
Θ

  @
@@

@@
@@

X × P1 X j

be the normalization of the graph. Let Ej =
∑p

i=1Ei be the irreducible
decomposition and let us set Ej =

∑p
i=1 eiEi. We may assume that

e1 ≤ · · · ≤ ep. Moreover, let us set ϕλ := Θ∗Ljλ and ϕtriv := Π∗p∗1L.
Then we have

Ding∆(ϕλ) = −
(ϕ·n+1

λ )

(n+ 1)(L·n)
+

λ

λ− 1
e1.

Note that

ϕλj+1
− ϕλj = −Dλj+1

+Dλj =

(
λj+1

λj+1 − 1
− λj

λj − 1

)
Ej.
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Thus we have

(n+ 1)(L·n)
((
Ding∆(ϕλj)− δ · ∥ϕλj∥m

)
−
(
Ding∆(ϕλj+1

)− δ · ∥ϕλj+1
∥m
))

= −(ϕ·n+1
λj

) +
λj

λj − 1
(n+ 1)e1(L

·n)− δ(n+ 1)(ϕtriv · ϕ·nλj) + δn(ϕ·n+1
λj

)

−
(
−(ϕ·n+1

λj+1
) +

λj+1

λj+1 − 1
(n+ 1)e1(L

·n)− δ(n+ 1)(ϕtriv · ϕ·nλj+1
) + δn(ϕ·n+1

λj+1
)

)
= (1− δn)

(
(ϕ·n+1

λj+1
)− (ϕ·n+1

λj
)
)
−
(

λj+1

λj+1 − 1
− λj

λj − 1

)
(n+ 1)e1(L

·n)

+ δ(n+ 1)(ϕtriv · (ϕ·nλj+1
− ϕ·nλj))

=

(
λj+1

λj+1 − 1
− λj

λj − 1

)(
(1− δn)

n∑
j=0

(
ϕ·jλj+1

· ϕ·n−jλj
·Θ∗(E − e1X j

0 )
)

+ δ(n+ 1)
n−1∑
j=0

(
ϕtriv · ϕ·jλj+1

· ϕ·n−1−jλj
·Θ∗(E − e1X j

0 )
))

≥ 0.

This completes the proof. �

Theorem 4.3 (cf. [Fuj19a, Theorem 3.3]). Assume that (X ,∆X +X0)
is lc and L = −(KX/P1+∆X ). Assume also that there exists a birational
map

X 99K X s

over P1 such that (X s,−(KX s/P1 +∆X s))/P1 is a special test configura-
tion and the discrepancy of (X ,∆X ) along X s

0 is equal to zero. (By
[LX14, Theorem 4], such birational map always exists after a base
change of X over P1.) Then, for any δ ∈ [0, 1/n], we have

Ding∆(X ,L)− δ · ∥(X ,L)∥m ≥ Ding∆(X s,Ls)− δ · ∥(X s,Ls)∥m.

Proof. There exists the extraction π : X ′ → X of X s
0 and we have

KX ′/P1 +∆X ′ = π∗(KX/P1 +∆X ). Let

X × P1 YΠoo

Θ
��

Ξ // X s

X ′

be a common resolution of the base locus of birational maps. Set ϕ0 :=
Θ∗(−(KX ′/P1 +∆X ′)), ϕ1 := Ξ∗(−(KX s/P1 +∆X s)) and ϕtriv := Π∗p∗1L.
Let E be the Q-divisor on Y supported on Y0 with E ∼Q ϕ1−ϕ0. Since
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−E is Ξ-nef and Ξ-exceptional, E is effective by negativity lemma.
Therefore, we have

(n+ 1)(L·n) ((Ding∆(ϕ0)− δ · ∥ϕ0∥m)− (Ding∆(ϕ1)− δ · ∥ϕ1∥m))
= −(ϕ·n+1

0 )− δ(n+ 1)(ϕtriv · ϕ·n0 ) + δn(ϕ·n+1
0 )

−
(
−(ϕ·n+1

1 )− δ(n+ 1)(ϕtriv · ϕ·n1 ) + δn(ϕ·n+1
1 )

)
= (1− δn)

(
(ϕ·n+1

1 )− (ϕ·n+1
0 )

)
+ δ(n+ 1)(ϕtriv · (ϕ·n1 − ϕ·n0 ))

= (1− δn)
n∑
j=0

(
ϕ·j1 · ϕ

·n−j
0 · E

)
+ δ(n+ 1)

n−1∑
j=0

(
ϕtriv · ϕ·j1 · ϕ

·n−1−j
0 · E

)
≥ 0.

This completes the proof. �

Corollary 4.4 (cf. [Fuj19a, Corollary 3.4]). Take any δ ∈ [0, 1/n].
The following are equivalent:

(1) For any test configuration (X ,L)/P1, we have the inequality
DF∆(X ,L) ≥ δ · ∥(X ,L)∥m.

(2) For any test configuration (X ,L)/P1, we have the inequality
Ding∆(X ,L) ≥ δ · ∥(X ,L)∥m.

(3) For any special test configuration (X ,L)/P1, we have the in-
equality DF∆(X ,L) ≥ δ · ∥(X ,L)∥m.

Proof. Follows immediately from Theorems 4.1, 4.2 and 4.3. �

5. A simplified proof

We recall the following theorem:

Theorem 5.1 ([Fuj19a, Theorem 4.1]). Assume that there exists δ ∈
[0, 1) such that, for any test configuration (X ,L)/P1of (X,L), the in-
equality Ding∆(X ,L) ≥ δ · JNA(X ,L) holds. Then, for any prime
divisor F over X, we have β(F ) ≥ δ · j(F ).

Remark 5.2. One of the idea of the proof of Theorem 5.1, which was
already appeared in [Fuj18], is to consider a sequence of test configura-
tions and taking a kind of limit. The proof is technical and complicated.
It is an interesting problem to simplify the proof of the Theorem 5.1. In
particular, I want to rephrase Theorem 5.1 without using the language
of JNA(X ,L) and j(F ). More precisely, I want to get a direct proof of
Corollary 5.4.

We also recall the following easy lemma, proven by the log-concavity
of the volume function (and the restricted volume function).
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Lemma 5.3 (see [FO18, Lemma 1.2] and [Fuj19b, Theorem 2.3]). For
any prime divisor F over X, we have

1

n+ 1
τ(F ) ≤ j(F )

(L·n)
≤ n

n+ 1
τ(F ).

As a consequence, we have the following corollary.

Corollary 5.4. If there exists δ ∈ [0, 1) such that, for any test configu-
ration (X ,L)/P1 of (X,L), the inequality Ding∆(X ,L) ≥ δ · ∥(X ,L)∥m
holds. Then, for any prime divisor F over X, we have

β̂(F ) ≥ δ

n(n+ 1)
.

Proof. By Proposition 1.7 (1) and Theorem 5.1, we have β(F ) ≥ (δ/n)j(F ).
If τ(F ) ≤ A(F ), then we have

β̂(F ) ≥ 1−

(
A(F )
n
n+1

τ(F )

)−1
≥ 1

n+ 1

by Lemma 5.3. Thus we may assume that τ(F ) > A(F ). In this case,
by Lemma 5.3, we have

β̂(F ) ≥ δ

n
· j(F )

A(F )(L·n)
≥ δ

n(n+ 1)
· τ(F )

A(F )
>

δ

n(n+ 1)
.

Thus the assertion follows. �
As a consequence, although there is an unsatisfactory point (the

proof of Corollary 5.4), we can get a simple proof of Theorem 2.3.

Simplified proof of Theorem 2.3. By Corollary 4.4, we have already seen
that the following three conditions are equivalent:

(i) (X,∆) is uniformly K-stable.
(ii) (X,∆) is uniformly Ding stable.
(iii) There exists δ ∈ (0, 1) such that, for any special test configura-

tion (X ,L)/P1 of (X,L), we have DF∆(X ,L) ≥ δ · ∥(X ,L)∥m.
By Corollary 5.4, the condition (ii) implies that the condition (2) in
Theorem 2.3. Obviously, the condition (2) in Theorem 2.3 implies the
condition (3) in Theorem 2.3. By Theorems 3.1 and 3.2, the condition
(3) in Theorem 2.3 implies that the condition (iii). �
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MOVABLE BEND AND BREAK
FOR SECTIONS OF DEL PEZZO FIBRATIONS

SHO TANIMOTO

Abstract. This is a report of the author’s talk at Algebra Symposium 2019 held at Tohoku
University. We discuss some improvements of Mori’s Bend and Break for sections of del
Pezzo fibrations over P1.

1. Introduction

One of the main objects in diophantine geometry is a del Pezzo surface S defined over a
number field k, i.e., a smooth geometrically integral projective surface such that the anti-
canonical divisor −KS is ample. One can show that the degree d = (−KS)2 takes an integer
value between 1 and 9, and we have the following classification of del Pezzo surfaces over an
algebraic closure k: let S = S ⊗k k and we have

• when d = 9, S is isomorphic to P2;
• when d = 8, S is isomorphic to P1 × P1 or the blow up of the plane at one point;
• when d = 7, S is isomorphic to the blow up of the plane at two distinct points;
• when d = 6, S is isomorphic to the blow up of the plane at three non-colinear points;
• when d = 5, S is isomorphic to the blow up of the plane at four points such that any

three points are not colinear;
• when d = 4, S is isomorphic to a complete intersection of two quadrics in P4;
• when d = 3, S is isomorphic to a smooth cubic surface in P3;
• when d = 2, S is isomorphic to a double cover of the plane ramified along a smooth

quartic;
• when d = 1, S is isomorphic to a double cover of a quadric cone ramified along a

degree 6 curve.

Moreover even when 1 ≤ d ≤ 4, the surface S is also realized as the blow up of the plane
at 9 − d general points. Thus del Pezzo surfaces are geometrically rather well-understood
objects.

However their arithmetic aspects remain mysterious and there are a lots of arithmetic
questions one can ask for these surfaces. Among them the most important problems focus
on the set S(k) of rational points. Some of the natural questions on S(k) are:

(1) Existence of rational points;
(2) Density of rational points;
(3) Asymptotic formulas for the counting functions of rational points.

It is a well-known fact that any smooth conic satisfies the Hasse principle, i.e., the existence
of raitonal points is equivalent to the existence of local points at every place of k. However
this feature fails for del Pezzo surfaces and so far all failures of the Hasse principle have been

Date: December 9, 2019.
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explained using the machinery of Brauer-Manin obstructions initiated in [Man86]. Moreover
Colliot-Thélène conjecture predicts that the set of rational points is dense in the Brauer-
Manin set and there are extensive studies on this subject. Readers interested in this story
should consult [VA13].

The Zariski density of the set of rational points on a del Pezzo surface has been well
studied too. Indeed if Colliot-Thélène conjecture is correct then this implies that S(k) is
Zariski dense as soon as it is non-empty. This prediction suggests that the set S(k) is always
Zariski dense for any degree 1 del Pezzo surface as the base locus of the anticanonical linear
system always contains a unique rational point. However, this prediction is also out of reach
to be proved at this moment.

The third question is about the asymptotic formula for the counting function of rational
points of bounded height on a del Pezzo surface after removing the contribution from the
exceptional set and Manin’s Conjecture formulated in a series of papers [BM90], [Pey95],
[BT98], [Pey03], [Pey17], and [LST18] predicts an explicit asymptotic formula in terms of
geometric invariants of the underlying variety. There are extensive studies of this conjecture
for del Pezzo surfaces, but so far there is no single smooth cubic surface defined over a number
field which Manin’s Conjecture has been established. We recommend interested readers to
take a look at a survey paper on this subject [Bro07].

In this survey paper we would like to consider a del Pezzo surface over a different field,
e.g., over C(t). In this setting, Graber-Harris-Starr established the following vastly general
theorem:

Theorem 1.1. [GHS03] Let B be a smooth projective curve defined over an algebraically
closed field k of characteristic 0. Let X be a smooth projective geometrically rationally
connected variety defined over the function field k(B). Then X admits a k(B)-rational
point.

Thus any del Pezzo surface defined over C(t) admits a rational point. Proving this theorem
for del Pezzo surfaces is not so hard and one can appeal to the classification of minimal
rational surfaces over non-closed fields. See [Has09] for more details. Weak approximation
also has been studied in great details attested by [HT06], [HT08], [Xu12b], [Xu12a], [Tia15].
The situation for del Pezzo surfaces seems to be almost complete, but there are still some
open cases of del Pezzo surfaces of degree 1 and 2.

However, the situation on Manin’s Conjecture in the settings of function fields is not
satisfactory, and there seem to be few results in this direction compared to the situation over
number fields. Over C(t), using Batyrev’s heuristics, Manin’s Conjecture can be interpreted
as the following geometric problems:

Suppose we have a del Pezzo surface X defined over C(t) and we fix an integral model
π : X → P1. We denote the space of sections for π by Sec(X/P1). By valuative criterion
there is a bijection between Sec(X/P1)(C) and X(C(t)). Then we ask

(1) What are the dimension and the number of components of bounded height for
Sec(X/P1)?

(2) Does the space Sec(X/P1) enjoy some cohomological stablity when it is ordered by
height?

2



In [LT19c] and [LT19e], Brian Lehmann and I have started a systematic study of Question
(1) in the settings of trivial families of smooth Fano varieties using the geometry of the in-
variants appearing in Manin’s Conjecture, which is developed in a series of papers [HTT15],
[LTT18], [HJ17], [LT17], [Sen17], [LST18], and [LT19d]. We obtained a satisfactory an-
swer for the dimension of components of Sec(X/P1) and classify irreducible components of
Sec(X/P1) for most Fano 3-folds of Picard rank 1.

In [LT19a] we take one step further and analyze sections of del Pezzo fibrations over P1. We
obtain a satisfactory answer for a question about the dimension of Sec(X/P1) (Theorem 2.2)
and we establish Movable Bend and Break which is an improvement of Mori’s Bend and
Break (Theorem 3.3).

Mori invented a technique called Bend and Break lemma in [Mor82], and this shows that
if we deform a rational curve while fixing two points, then it breaks into the union of rational
curves. However, it is very difficult to control Bend and Break, i.e., a resulting curve may
have more than two components and the corresponding point in the moduli space may not
be a smooth point. Lehmann and I conjecture that for a Fano fibration, if the anticanonical
height of section is sufficiently large, then it can break into the union of two free rational
curves. We call this conjectural technique to be Movable Bend and Break and establish this
for sections of del Pezzo fibrations over P1 in [LT19a].

In this survey paper we discuss results in [LT19a] as well as the following applications:

(1) Batyrev’s conjecture for sections of del Pezzo fibrations;
(2) Irreducibility of the space of sections for certain del Pezzo fibrations;
(3) Stabilization of Abel-Jacobi maps;
(4) Geometric Manin’s Conjecture

Here is the plan of the paper: In Section 2 we discuss the dimension of components of
Sec(X/P1). The main theorem is Theorem 2.2 which claims that outside of a proper closed
subset on X , the dimension of the space of sections coincides with the expected dimension. In
Section 3, we discuss our Movable Bend and Break lemma for sections of del Pezzo fibrations
(Theorem 3.3) and demonstrate its proof in the case of surfaces. In Section 4 we discuss
several applications of Movable Bend and Break as listed above.

Acknowledgements: The author would like to thank Brian Lehmann for collaborations
helping to shape his perspective on moduli of rational curves. The author also would like
to thank Brian for comments on an early draft of this paper. The author would like to
thank the organizers of Algebra Symposium 2019 for an opportunity to give a talk. Sho
Tanimoto is partially supported by Inamori Foundation, by JSPS KAKENHI Early-Career
Scientists Grant numbers 19K14512, and by MEXT Japan, Leading Initiative for Excellent
Young Researchers (LEADER).

2. Expected Dimension

In this paper we adopt the following definition:

Definition 2.1. An algebraic fiber space π : X → P1 is a del Pezzo fibration if

(1) X is a smooth projective 3-fold;
(2) the relative anticanonical divisor −KX/P1 = −KX + π∗KP1 is relatively ample.
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Corti showed the existence of a model with the ample anticanonical divisor with mild
singularities in [Cor96].

A central object in this paper is the space of sections Sec(X/P1). It is an open subscheme
of the Hilbert scheme and it consists of countably many irreducible components.

For each C ∈ Sec(X/P1), we define the height of C by

h(C) := −KX/P1 .C.

This height satisfies the Northcott property, i.e., the number of components of Sec(X/P1)
parametrizing sections of bounded height is finite.

Here are the main questions we ask for the space of sections:

(1) for each component M ⊂ Sec(X/P1), what is the dimension of M? Does it coincide
with the expected dimension?

(2) What is the number of components parametrizing sections of height ≤ d?

Understanding these questions is one of key assumptions of Batyrev’s heuristics for Manin’s
Conjecture for trivial Fano families over finite fields, and we further apply this heuristics
to del Pezzo fibrations in [LT19a], leading to a conjectural solution to Geometric Manin’s
Conjecture formulated in [LT19a].

In [LT19a], we obtain a satisfactory answer for Question (1). To understand this result, we
recall some deformation theory of rational sections: we fix a del Pezzo fibration π : X → P1.
We say a section f : C → X is free if we have

f ∗TX = O(a1)⊕O(a2)⊕O(a3)

with 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3. If a section C is free, then it is a smooth point of Sec(X/P1) and
the unique component containing C has dimension equal to the expected dimension, i.e.,

−KX/P1 .C + 2.

Let M ⊂ Sec(X/P1) be a component and p : U → M be the universal family. We say
that M is dominant if the evaluation map s : U → X is dominant. It is known that if a
component M is dominant, then a general member of M is free. Hence one can conclude
that M has the expected dimension.

Keeping these facts in mind, now we state one of our main results from [LT19a]:

Theorem 2.2. [LT19a, Theorem 1.1] Let π : X → P1 be a del Pezzo fibration. Then there
exists a proper closed subset V ( X such that any component of Sec(X/P1) parametrizing a
non-dominant family of sections will parametrize sections in V . In other words any section
not contained in V will deform to cover X .

Thus we can understand the dimension of each component inductively on dimension of
the locus which sections sweep out.

Remark 2.3. In [LT19c], we prove a similar statement for any smooth weak Fano variety
replacing the space of sections by Mor(P1, X), and the main ingredient is the proper closed-
ness of the exceptional set for Fujita invariants developed in [LTT18], [HJ17], [LT19c]. These
results are based on the boundedness of singular Fano varieties proved by Birkar in [Bir16a]
and [Bir16b].
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In the above theorem, the set V is also related to the Fujita invariant though the actual
construction is more involved compared to trivial family cases.

3. Movable Bend and Break lemma

In this section we discuss Movable Bend and Break for sections of del Pezzo fibrations
which is established in [LT19a]. First of all we recall Mori’s Bend and Break lemma from
[KM98]:

Lemma 3.1 (Mori’s Bend and Break). [KM98, Corollary 1.7] Let X be a projective variety
and f : P1 → X be a stable map. Suppose that we deform f while fixing two distinct points
on X so that the image sweeps out a surface. Then f degenerates to a stable map g : C → X
in the moduli space of stable maps such that

(1) C is a tree of rational curves;
(2) C consists of at least two non-contracted components;
(3) g(C) contains two points we fix.

This lemma has vast applications to problems in algebraic geometry. Here are samples of
applications:

• Cone theorem for smooth projective varieties ([Mor82]);
• Rationally connectedness of smooth Fano varieties ([KMM92] and [Cam92]);
• Boundedness of smooth Fano varieties ([KMM92]);
• Irreducibility of the space of rational curves on general Fano hypersurfaces ([HRS04],

[RY19]).

However, as mentioned in the introduction, there are certain difficulties in controlling
Bend and Break:

• a resulting curve may have more than two components;
• a resulting stable map may be a singular point of the moduli space of stable maps.

To overcome these issues we propose the following conjecture in [LT19a]:

Conjecture 3.2 (Movable Bend and Break). [LT19a, Conjecture 7.1] Let π : X → P1 be a
Fano fibration, i.e, it is an algebraic fiber space such that the generic fiber is a smooth Fano
variety and X is smooth. Then there exists a constant Q(X ) with the following property:
suppose that C is a movable section such that −KX/P1 .C ≥ Q(X ). Then C deforms as a
stable map to the union of two free curves.

Note that a tree of free rational curves is a smooth point of the moduli space M0,0(X ) of
stable maps, so in particular there is the unique component containing it. Here is the main
theorem of [LT19a]:

Theorem 3.3. [LT19a, Theorem 8.1] Conjecture 3.2 holds when π : X → P1 is a del Pezzo
fibration, i.e., the relative dimension is 2 and −KX/P1 is relatively ample.

Moreover we explicitly give a bound for Q(X ). Let us describe this bound: we define the
minimum height of sections by

neg(X/P1) = min{−KX/P1 .C|C ∈ Sec(X/P1)}.
Note that this is well-defined due to the Northcott property of the height. For an integer
d ∈ Z, we let maxdef(d) to be the maximum dimension of any component M ⊂ Sec(X/P1)

5



parametrizing sections of height d. When there is no section of height d we formally set
maxdef(d) = −∞. Then we define

maxdef(X ) = max
d<0
{maxdef(d)}.

Here is our bound:

Q(X ) = sup{3,−2neg(X/P1)− 5,−neg(X/P1) + 3,

2maxdef(X )− 5neg(X/P1)− 5,

2maxdef(X )− neg(X/P1)− 3,

2maxdef(X ) + 2 + 2 sup{0,−neg(X/P1)}}.

Furthermore, when maxdef(d) − d ≤ 2 holds for all d < 0 and there is no rational −KXη -
conic on the generic fiber Xη defined over C(P1), then Conjecture 3.2 holds with Q(X ) = 3.
([LT19a, Lemma 8.1])

3.1. In dimension 2. Let us demonstrate a proof of Conjecture 3.2 for surfaces:

Proposition 3.4. [LT19b] Let Y be a smooth projective surface with a morphism π : Y → P1

such that a general fiber of π is isomorphic to P1. Let C be a section of π such that

−KY/P1 ≥ max{2,−neg(Y/P1) + 1}.
Then one has

C ∼ C0 + F

where C0 is a free section and F is a general fiber of π.

We will need the following lemma to prove Proposition 3.4:

Lemma 3.5. [LT19b] Let F =
∑

imiEi be a singular fiber of π such that m1 = m2 = 1 and
Ei’s are smooth rational curves. Let Q =

∑
i aiEi ≥ 0 be an effective Q-divisor such that we

have

Q.Ej =


1 if j = 1

−1 if j = 2

0 otherwise .

Then −KY .Q > 0.

This lemma can be proved using the induction on the number of components of F and
the MMP for surfaces. Now let us explain a proof of Proposition 3.4:

A proof of Proposition 3.4: Since we have

−KY/P1 .C = n ≥ 2

there exists a one-parameter family of deformations of C passing through n general points.
By Mori’s Bend and Break we conclude that

C ∼ C0 +mF + T,

where C0 is a section, F a general fiber and T is an effective divisor supported on singular
fibers such that T does not contain any full fiber. Mori’s Bend and Break actually shows
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that one can find a degeneration with at least two components going through general points
([LT19a, Lemma 4.1]), and this means that we can assume that m ≥ 1.

Let F0 be a singular fiber and T0 be the sum of terms in T supported on F0. If T0 is
non-zero, then the negativity lemma implies that there exists some component of F0 with
non-vanishing intersection with T0. Hence we conclude that T0 satisfies the intersection
property in Lemma 3.5, and this implies that −KY .T0 > 0. The upshot is that we have
b = −KY .T > 0 unless T = 0.

Now our assumption on the height implies that −KY .C0 ≥ 0. Thus C0 can contain at
most n− 2m− b+ 1 general points. Each general fiber can contain at most 1 general point.
Thus we obtain

n− 2m− b+ 1 +m ≥ n.

This is only possible when m = 1 and b = 0. Thus our assertion follows. �

An idea of our proof in dimension 3 is similar to the above proof. In dimension 3, we
separate analysis into two cases based on whether the normal bundle of a free section is
balanced or not. When it is balanced, a similar but more complicated proof as above
works fine. When it is not balanced, a free section will sweep out a surface after fixing
an appropriate number of general points. Then we may reduce our analysis to the case of a
surface.

4. Applications

In this section we discuss multiple applications of Movable Bend and Break lemma (The-
orem 3.3).

4.1. Batyrev’s conjecture. First of all we would like to introduce the following conjecture
of Batyrev:

Conjecture 4.1 (Batyrev’s conjecture). Let X be a smooth projective weak Fano variety
and L be an ample divisor on X. Then there exists a polynomial P (d) in d such that the
number of components of Mor(P1, X) parametrizing rational curves of L-degree ≤ d is at
most P (d).

This conjecture should be contrasted with known exponential upper bounds for the num-
ber of irreducible components of Chow varieties/Hilbert schemes. See, e.g., [Kol96, I.3.28
Exercise].

In [LT19c], Lehmann and I took the first step towards proving the above conjecture:

Theorem 4.2. [LT19c, Theorem 1.4] Let X be a smooth projective uniruled variety and L a
big and nef divisor on X. Fix a positive integer q and let M ⊂ M0,0(X) be the union of all
components which contain a chain of free curves whose components have L-degree at most q.
Then there exists a polynomial P (d) which is an upper bound for the number of components
of M of L-degree at most d.

Thus essentially this theorem means that Movable Bend and Break for rational curves will
imply Batyrev’s conjecture for dominant components. Combining the above theorem with
Theorem 3.3 (+ Proposition 3.4) we obtain:
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Theorem 4.3. [LT19a, Corollary 1.5] Let π : X → P1 be a del Pezzo fibration. Then there
exists a polynomial P (d) such that the number of components of Sec(X/P1) parametrizing
sections of height ≤ d is bounded by P (d).

4.2. Irreducibility of the space of sections. Movable Bend and Break (Theorem 3.3)
can be used to prove the irreducibility of the space of sections of fixed height using induction
on height:

Example 4.4. [LT19a, Section 8.2] Let Y be a smooth Fano 3-fold with Pic(Y ) = ZH and
−KY = 2H. The degree H3 takes an integer value between 1 and 5, and for each degree,
there is exactly one deformation type of Fano 3-folds. Here is the list of deformation types
for 3 ≤ H3 ≤ 5:

• When H3 = 5, Y is a codimension 3 linear section of Gr(2, 5) ⊂ P9.
• When H3 = 4, Y is a complete intersection of two quadrics in P5.
• When H3 = 3, Y is a cubic smooth hypersurface in P4.

Assume that d = H3 is in this range. Let β : X → Y be the blow up of the base locus
Z of a general pencil of hyperplane sections. Then X comes with π : X → P1 induced by
the pencil and π is a del Pezzo fibration of degree d. We denote the exceptional divisor by
E → Z and the space of sections of height h by Mh.

Claim: Mh is irreducible.

Indeed, first of all one can prove the following facts:

• The minimum height is −1 and sections of the minimum height are fibers of E → Z.
Note that Z is an elliptic curve so there is no rational curve in E other than fibers.
• The exceptional set in Theorem 2.2 is E. Thus the only non-dominant family of

sections are the family of sections of height −1.
• By [LT19a, Lemma 8.1], Movable Bend and Break works for sections of height ≥ 3.
• One can check by hands that for h = −1, 0, 1, 2, Mh is irreducible.

Assume that h ≥ 3. Suppose that Mi is irreducible for any i < h. Let Mh ⊂ M0,0(X ) be
the Zariski closure of Mh in the moduli space of stable maps M0,0(X ). By Movable Bend
and Break, one can conclude that C0 + F ∈ Mh where C0 is a free section and F is a free
vertical curve. By [LT19a, Theorem 8.2], one can assume that C0 is a section of height h− 2
and F is a vertical free conic.

Let N be the space of vertical free conics – this is irreducible because the monodromy on
N1(Xt) is the full Weyl group. For any component M ⊂ M0,0(X ), we denote, by M (1) ⊂
M0,1(X ), the family above M . We thus already proved that

C0 + F ∈Mh ∩ (M
(1)
h−2 ×X N

(1)).

Due to the maximal monodromy M
(1)
h−2 ×X N (1) is also irreducible. On the other hand we

have C0 + F ∈M0,0(X )sm. Thus we conclude that

M
(1)
h−2 ×X N

(1) ⊂Mh

It follows that Mh is unique.
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4.3. Stabilization of the Abel-Jacobi maps. Let π : X → P1 be a del Pezzo fibration.
Since X is rationally connected, the intermediate Jacobian

IJ(X ) = H2,1(X )∨/H3(X ,Z)

is a principally polarized abelian variety. For any component M ⊂ Sec(X ) we have the
Abel-Jacobi map

AJM : M 99K IJ(X ).

When this map is dominant, we take a resolution β : M̃ →M of a projective compactification

M of M such that AJM ◦ β : M̃ → IJ(X ) is a morphism. We take the Stein factorization
ZM → IJ(X ) of AJM ◦ β and call it as the Stein factorization of AJM .

Next theorem establishes the stabilization of the Abel-Jacobi maps when they are ordered
by height.

Theorem 4.5. [LT19a, Theorem 1.6] Let π : X → P1 be a del Pezzo fibration of degree ≥ 3.
Let

F = {M ⊂ Sec(X/P1) a component | AJM is dominant.}.
Then the set

{ZM → IJ(X )|M ∈ F}/up to iso

is finite.

A key lemma to prove the above theorem is the following:

Lemma 4.6. [LT19a, Proposition 10.1] In the settings of Theorem 4.5, let M ∈ F . Let
M ′ ⊂ Sec(X/P1) be a component parametrizing smoothings of C +F where C ∈M is a free
section and F is a free vertical conic or cubic. Then M ′ ∈ F .

Moreover let ZM → IJ(X ) and ZM ′ → IJ(X ) be the Stein factorizations of AJM and AJM ′

respetively. Then ZM → IJ(X ) factors through as Z → Z ′ → IJ(X ).

Combining the above lemma with Theorem 3.3, one can deduce Theorem 4.5. Let us
illustrate this proof for Example 4.4:

Example 4.7. [LT19a, Example 10.4] Let Y be a smooth Fano 3-fold with Pic(Y ) = ZH,
−KY = 2H and H3 = 5. We define β : X → Y as the blow up of the base locus of a general
pencil of hyperplane sections on Y . Then X comes with a del Pezzo fibration π : X → P1

of degree 5. Let Z be the base locus of our pencil – this is an elliptic curve. Since the
intermediate Jacobian of Y is trivial, we conclude that

IJ(X ) = Jac(Z).

Let Mh be the space of sections of height h ≥ 0 – we proved that this is irreducible. Then
the Abel Jacobi map AJMh

: Mh 99K Jac(Z) is described as follows: For a general C ∈ Mh

its pushforward β∗C is a rational curve of degree h+ 1 meeting Z at h distinct points. Then
the Abel-Jacobi map is described as

Mh 99K Symh(Z)→ Jac(Z), C 7→ β∗C ∩ Z 7→ [β∗C ∩ Z]− [β∗C0 ∩ Z].

Using this description one may prove that AJMi
is a MRC fibration for i = 1, 2. Thus

Lemma 4.6 implies that AJMi
has connected fibers for any i ≥ 1.

It is natural to speculate the following questions:

Question 4.8. Is AJMi
a MRC fibration for any i ≥ 1?
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Question 4.9. Can we conduct a similar analysis for H3 = 3, 4?

4.4. Geometric Manin’s Conjecture. Finally we discuss a conjectural solution to Geo-
metric Manin’s Conjecture from [LT19a]. Let π : X → P1 be a del Pezzo fibration. Due
to smoothness of X every section intersects with a component of a π-vertical divisor with
multiplicity 1. Conversely Weak Approximation conjecture predicts that every possible in-
tersection pattern of this type can be realized by some section. We call this intersection
pattern as an intersection profile and we let ΓX be the set of all possible intersection profiles,
i.e., the set parametrizing the ways of choosing one component of multiplicity one for each
fiber. Note that this is a finite set.

Let N1(X ) be the space of R-cycles of dimension 1 modulo numerical equivalence and
N1(X )Z ⊂ N1(X ) be the lattice generated by integral cycles. Let Nef1(X ) ⊂ N1(X ) be the
nef cone of curves. Let λ ∈ ΓX and we denote, by Nλ ⊂ N1(X ), the set of classes of a
given intersection profile λ – this is an affine linear space of N1(X ). Finally we denote the
Brauer group of X by Br(X ). The following conjecture is a key to our conjectural solution
to Geometric Manin’s Conjecture:

Conjecture 4.10. [LT19a, Conjecture 9.3] For each intersection profile λ ∈ ΓX . we let
Nefλ = Nef1(X )∩Nλ. Then there is some translate T of Nefλ in Nλ such that every integral
class in T is represented by exactly |Br(X )| dominant families of sections.

We now formulate Geometric Manin’s Conjecture discussed in [LT19c] and [LT19a]. We
assume that a general fiber of π : X → P1 is not isomorphic to P2 nor P1 × P1. First let us
define the notion of Manin components:

Definition 4.11. We say a component M ⊂ Sec(X/P1) a Manin component if for the
universal family p : U → M , the evaluation map s : U → X does not factor through a
proper subvariety Y ⊂ X such that the generic curve Yη is geometrically integral and has
the anticanonical degree ≤ 2. We let Maninh be the set of Manin components parametrizing
sections of height h.

Using this we define the counting function which counts the number of Manin components
of bounded height:

Definition 4.12. Fix a real number q > 1. For any positive integer d we define the counting
function

N(X ,−KX/P1 , q, d) =
d∑

h=1

∑
M∈Maninh

qdimM .

This function is closely related to the counting function over function fields of curves defined
over Fq.

Geometric Manin’s Conjecture predicts an asymptotic formula for N(X ,−KX/P1 , q, d) as
d→∞. To demonstrate this formula let us define a few invariants of X which will be used
to formulate the leading constant of the asymptotic formula:

Definition 4.13. We fix the Lebesgue measure µ on N1(Xη) normalized so that the funda-
mental domain for N1(Xη)Z has volume 1. We define the alpha constant of Xη by

α(Xη,−KX/P1) := dimN1(Xη)µ(Nef(Xη) ∩ {γ ∈ N1(Xη)| −KXη .γ ≤ 1}).
10



We also define the following invariant:

τX = |ΓX | · [N1(X )Z ∩N1(Xη) : N1(Xη)Z]

Now let us state Geometric Manin’s Conjecture for del Pezzo fibrations:

Theorem 4.14. [LT19a, Theorem 9.10] Let π : X → P1 be a del Pezzo fibration of degree
≥ 2. Assume that Conjecture 4.10 holds for every intersection profile λ ∈ ΓX . Then

N(X ,−KX/P1 , q, d) ∼
d→∞

α(Xη,−KX/P1)τX |Br(X )|
1− q−1

qddρ(Xη)−1.

The proof of this theorem is inspired by Batyrev’s heuristics for Manin’s conjecture over
finite fields for trivial Fano families and uses Movable Bend and Break in an essential way.
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[Cam92] F. Campana. Connexité rationnelle des variétés de Fano. Ann. Sci. École Norm. Sup. (4),
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BV algebra structures on Hochschild cohomology

of self-injective Nakayama algebras

板垣智洋（東京理科大学）∗

概要

本稿では self-injective Nakayama algebra のホッホシルトコホモロジー上の Batalin-Vilkovisky 構造

を決定する。

1 はじめに

ホッホシルトコホモロジーは Hochschild [5]によって導入され、導来同値の不変量として知られている。多

元環 Aの n次ホッホシルトコホモロジー群 HHn(A)はホッホシルト複体の n次コホモロジー群で定義され、

HH∗(A) =
⊕∞

i=0 HHi(A)はカップ積とブラケットによって Gerstenhaber algebraとなる ([3])。

Tradler [7]によって、対称多元環のホッホシルトコホモロジー上に Batalin-Vilkovisky(BV) algebra構造

が存在することが示され、ホッホシルトコホモロジー上の BV algebra構造の存在性に関する研究が行われて

いる。最近では、Volkov [8]や Lambre-Zhou-Zimmermann [6] によって中山自己同型が対角化可能であるフ

ロベニウス多元環のホッホシルトコホモロジー上に BV algebra構造が存在することが示された。しかしなが

ら，中山自己同型が対角化可能でないフロベニウス多元環のホッホシルトコホモロジー上に BV algebra構造

が存在することは未だ解明されておらず、具体計算例も多くはない。

本稿では、self-injective Nakayama algebra Λのホッホシルトコホモロジー HH∗(Λ)上の BV algebra構造

について述べる。本稿を通して、K は代数的閉体とし、多元環 Aの n個のK 上のテンソル積を A⊗n で表す。

また、次数付き加群 V ∗ =
⊕

n≤0 V
n の homogeneousな元 aに対して、aの次数を |a|で表す。

2 Batalin-Vilkovisky algebra

ここでは、Gerstenhaber algebraと Batalin-Vilkovisky algebraについて説明する。

定義 1. Gerstenhaber algebraとは、次数付きK-加群 V ∗ =
⊕

n≥0 V
n、カップ積 ∪ : V n×V m → V n+m、

次数 −1のリーブラケット [ , ] : V n × V m → V n+m−1 の 3つ組 (V ∗,∪, [ , ])で次を満たすものをいう：

(i) (V ∗,∪)は 0次に単位元をもつ結合的な次数付き可換多元環である。

(ii) (V ∗, [ , ])が次数付きリー代数 である。

(iii) 任意の homogeneousな元 a, b, c ∈ V ∗ に対して、

[a, b ∪ c] = [a, b] ∪ c+ (−1)(|a|−1)|b|b ∪ [a, c]

を満たす。

また、このブラケット [ , ]をGerstenhaber bracketという。
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定義 2. Batalin-Vilkovisky algebra (BV algebra) とは、0 次に単位元をもつ次数付き可換多元環

(H∗ =
⊕

n∈ZH
n,∪) と次の条件を満たす次数 −1の operator ∆ : H∗ → H∗ :の 3つ組 (H∗,∪,∆)のことを

いう：

(i) 任意の r ∈ Zに対して、∆r−1∆r = 0が成り立つ。

(ii) ∆0(1) = 0が成り立つ。

(iii) 任意の homogeneousな元 a, b, c ∈ H∗ に対して、

∆(a ∪ b ∪ c) = ∆(a ∪ b) ∪ c+ (−1)|a|a ∪∆(b ∪ c) + (−1)|b|(a−1)β ∪∆(a ∪ c)

−∆(a) ∪ b ∪ c− (−1)|a|a ∪∆(b) ∪ c− (−1)|a|+|b|a ∪ b ∪∆(c)

を満たす。

また、∆を BV differentialという。

注意 3. BV algebra (H∗,∪,∆)はブラケット [ , ]を homogeneousな元 a, b ∈ H∗ に対して、

[a, b] = (−1)|a|(∆(a ∪ b)−∆(a) ∪ b− (−1)|a|a ∪∆(b))

定義すると、(H∗,∪, [ , ])は Gerstenhaber algebraとなる [4, Proposition 1.2]。この Gerstenhaber algebra

の構造も含めて (H∗,∪, [ , ],∆)を BV algebraという。

3 ホッホシルトコホモロジー

ここでは、ホッホシルトコホモロジーの定義、カップ積、Gerstenhaber bracketについて説明し、フロベニ

ウス多元環のホッホシルトコホモロジーの BV algebra構造について述べる。

定義 4. K-多元環 Aに対して、次の複体 (C∗(A) =
⊕

n≥0 C
n(A), δ∗)を Aのホッホシルト複体という：各加

群は

C0(A) = HomK(K,A) ∼= A

Cn(A) = HomK(A⊗n, A)

で定義され、δn : Cn → Cn+1 は f ∈ Cn(A), a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ∈ A⊗n+1 に対して、

δn(f)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ an+1)

+

n∑
i=1

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1)

+ (−1)n+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)an+1

で定義される。また、Aのホッホシルト複体 (C∗(A), δ∗)の n次のコホモロジーを Aの n次ホッホシルトコ

ホモロジー群といい、HHn(A)で表す。

注意 5. K-多元環 Aに対して、HHn(A) ∼= ExtnAe(A,A)が成り立つ。

ホッホシルト複体 (C∗(A), δ∗)上のカップ積 ∪ は、f ∈ Cn(A)、g ∈ Cm(A)に対して f ∪ g ∈ Cm+n(A)を

a1 ⊗ · · · ⊗ an+m ∈ A⊗n+m に対して

(f ∪ g)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+m) = f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)g(an+1 ⊗ · · · ⊗ an+m)

で定めることによって定義される。これはホッホシルトコホモロジー上のカップ積 ∪ : HHn(A)×HHm(A)→
HHn+m(A) を誘導する。
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Gerstenhaber [3] によって導入されたホッホシルトコホモロジー上の Gerstenhaber bracketについて述べ

る。f ∈ Cn(A), g ∈ Cm(A) (n+m ≥ 1) に対して、[f, g] ∈ Cn+m−1(A)を次で定義する：

n,m ≥ 1のとき、1 ≤ i ≤ nである自然数 iに対して、f ◦i g ∈ Cn+m−1(A) を

(f ◦i g)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+m−1)

= f(a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗ g(ai ⊗ · · · ⊗ ai+m−1)⊗ ai+m ⊗ · · · ⊗ an+m−1)

で定義する。n ≥ 1、m = 0であるとき、1 ≤ i ≤ nである自然数 nに対して、f ◦i g ∈ Cn−1(A)を

(f ◦i g)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+m−1) = f(a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗ g ⊗ ai ⊗ · · · ⊗ an−1)

で定義する。ここで g は Aの元とみなしている。また、

f ◦ g :=

n∑
i=1

(−1)(m−1)(i−1)f ◦i g

と定義し、

[f, g] := f ◦ g − (−1)(n−1)(m−1)g ◦ f ∈ Cn+m−1(A)

と定義すると、[ , ] : Cn(A) × Cm(A) → Cn+m−1(A)は [ , ] : HHn(A) × HHm(A) → HHn+m−1(A) を誘

導し、(HH∗(A),∪, [ , ])は Gerstenhaber algebraとなる。

この Gerstenhaber algebraを誘導する BV algebra構造が存在するのかということは、一般には知られて

いない。いくつかの多元環のクラスについてはホッホシルトコホモロジーの Gerstenhaber algebra構造に対

して、BV algebra構造が存在することが示されている。ここでは、Volkov [8] の構成方法に沿って、フロベ

ニウス多元環のホッホシルトコホモロジー上の BV algebra構造について述べる。Aをフロベニウス多元環と

し、⟨ , ⟩を bilinear form、ν を中山自己同型とする。写像 ϕν : Cn(A)→ Cn(A)を f ∈ Cn(A)と ai ∈ Aに
対して、

(ϕν(f))(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ν−1(f(ν(a1)⊗ · · · ⊗ ν(an)))

で定める。Cn(A)ν := {f ∈ Cn(A) | ϕν(f) = f} とすると、δn は δνn : Cn(A)ν → Cn−1(A)ν を誘導し、

複体 (C∗(A)ν , δν∗ ) が得られる。HHn(A)ν↑ = Hn(C∗(A)ν , δν∗ ) とおくと、ホッホシルトコホモロジー上の

Gerstenhaber algebraの構造は HHn(A)ν↑ 上の Gerstenhaber algebraの構造を誘導する。もし、ν が対角化

可能であれば、(HH∗(A)ν↑,∪, [ , ]) と (HH∗(A),∪, [ , ])は同型である。

定理 6 ([8, Theorem 2.2]). Aをフロベニウス多元環、⟨ , ⟩を bilinear form、ν を中山自己同型とする。この

とき、n ≥ 1, f ∈ Cn(A)に対して、∆if ∈ Cn−1(A) i(1 ≤ i ≤ n)を

⟨∆if(a1 ⊗ · · · ⊗ an−1), an⟩ = ⟨f(ai ⊗ · · · ⊗ an ⊗ νa1 ⊗ · · · ⊗ νai−1), 1⟩

によって定義し、∆ :=
∑n
i=1(−1)i(n−1)∆i : Cn(A) → Cn−1(A) とすると、∆ は Gerstenhaber algebra

(HH∗(A)ν↑,∪, [ , ])上の BV differentialを誘導する。

注意 7. フロベニウス多元環 Aの中山自己同型 ν が対角化可能であるとき、上の∆は Gerstenhaber algebra

(HH∗(A),∪, [ , ])上の BV differentialを誘導する。

4 Self-injective Nakayama algebraのホッホシルトコホモロジー

ここでは、self-injective Nakayama algebra Λについて説明し、Λの中山自己同型 ν の位数 ord ν について、

charK ∤ ord ν のとき、ホッホシルトコホモロジー HH∗(A)上の BV algebra構造を決定し、charK | ord ν の

とき、HH∗(A)ν↑ 上の BV algebra構造を決定する。
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Self-injective Nakayama algebraは bound quiver algebraとして、Λ = KΓs/J
N で与えられる。ここで、

Γs は以下のような点が s個の quiverを表し、N ≥ 2、J は道多元環KΓs の矢イデアルを表す。

1
s

s− 1

s− 2

3

2

αs α1

αs−1
α2

αs−2

点 lの trivial pathを vl、始点が lで長さが nの道を γnl で表す。このとき、bilinear form ⟨ , ⟩ : Λ×Λ→ K

は 1 ≤ l ≤ sと 0 ≤ j ≤ N − 1に対して、

⟨γjl , γ
N−1−j
l+j ⟩ = 1

によって与えられる。また、Λの中山自己同型 ν は

ν(vl) = vl+N−1, ν(γjl ) = γjl+N−1

によって与えられる。特に、ord ν =
s

gcd (N − 1, s)
である。以後 g0 = gcd(N − 1, s)とする。

Bardzell [1] によって monomial algebraの両側射影分解の構成法が与えられており、Λの両側射影分解 P

は次のように与えられる。各両側加群 Pn は

P2i =

s⊕
l=1

Λvl ⊗ vl+iNΛ for i = 0, 1, 2, . . .

P2i+1 =

s⊕
l=1

Λvl ⊗ vl+iN+1Λ for i = 0, 1, 2, . . .

で与えられ、各 differential dn : Pn → Pn−1 は、

d2i : P2i → P2i−1

vl ⊗ vl+iN 7−→ vl(

N−1∑
k=0

γkl ⊗ γN−k−1
l+k+(i−1)N+1)vl+iN

d2i+1 : P2i+1 → P2i

vl ⊗ vl+iN+1 7−→ vl(γ
1
l ⊗ 1− 1⊗ γ1l+iN )vl+iN+1

で与えられる。

x, y ∈ Λ に対して、φx ∈ HomΛe(P2i,Λ) を φx(vl ⊗ vl+Ni) = vlxvl+Ni によって定める。同様に φy ∈
HomΛe(P2i+1,Λ) を φy(vl ⊗ vl+Ni+1) = vlyvl+Ni+1 によって定める。Bardzell-Locateli-Marcos [2] によっ

て、Λのホッホシルトコホモロジー環 HH∗(Λ)が計算されているが、ここでは charK ∤ ord ν の場合の Λの

ホッホシルトコホモロジー群 HHn(Λ) ∼= Hn(HomΛe(P ,Λ))の結果を紹介する。

命題 8 ([2, Proposition 5.1]). N > 2のとき、HH0(Λ)のK-basisは次で与えられる。 B =

{
φ∑s

l=1 γ
as
l
| 0 ≤ a ≤

[
N − 2

s

]}
if N ̸≡ 1 (mod s),

B ∪ {φγN−1
l
| 0 ≤ l ≤ s} if N ≡ 1 (mod s).

命題 9 ([2, Proposition 5.2, Proposition 5.3]). i ≥ 1に対して、HH2i(Λ)のK-basisは次で与えられる。
B =

{
φ∑s

l=1 γ
j
l
| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ Ni (mod s)

}
if charK ∤ N or Ni ̸≡ N − 1 (mod s),

B ∪ {φ∑s
l=1 γ

N−1
l
}if charK | N and Ni ≡ N − 1 (mod s)}.

4



また、HH2i−1(Λ)のK-basisは次で与えられる。
B =

{
φ∑(ord ν)−1

k=0 γj+1
1+kg0

| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ N(i− 1) (mod s)

}
if charK ∤ N or Ni ̸≡ N − 1 (mod s),

B ∪ {φ∑s
l=1 vl

}if charK | N and Ni ≡ N − 1 (mod s)}.

ord ν <∞かつ charK ∤ ord ν のとき、ν は対角化可能である。したがって、ホッホシルトコホモロジーは

BV algebra構造をもつ。具体的に計算することによって、次の結果が得られる。

定理 10. charK ∤ ord ν とする。このとき、次数 −1の BV differential ∆ : HH∗(Λ)→ HH∗(Λ) は次で与え

られる：

i ≥ 0とする。∆(HH2i(Λ)) = 0であり、φ∑(ord ν)−1
k=0 γj+1

1+kg0

∈ HH2i+1(Λ)に対して、

∆(φ∑(ord ν)−1
k=0 γj+1

1+kg0

) =
Ni− j − 1

g0
φ∑s

l=1 γ
j
l

となる。また、charK | N かつ Ni ≡ N − 1 (mod s)のとき、φ∑s
l=1 vl

∈ HH2i+1(Λ)に対して、

∆(φ∑s
l=1 vl

) = 0

となる。

系 11. charK ∤ ord ν とする。このとき、HH∗(Λ)上の Gerstenhaber bracket [ , ] は次で与えれられる：

φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1+1

1+kg0

∈ HH2i1+1(Λ), φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j2+1

1+kg0

∈ HH2i2+1(Λ), φ∑s
l=1 γ

j
l
∈ HH2i(Λ)に対して、

[φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1+1

1+kg0

, φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j2+1

1+kg0

] =


N(i1 − i2)− j1 + j2

g0
φ∑s

l=1 γ
j1+j2+1

l
if γj1+j2+1

l ̸= 0 in Λ,

0 otherwise,

[φ∑s
l=1 γ

j
l
, φ∑(ord ν)−1

k=0 γ
j1+1

1+kg0

] =


Ni− j
g0

φ∑s
l=1 γ

j+j1
l

if γj+j1+1
1 ̸= 0 in Λ,

0 otherwise

また、charK | N かつ Ni0 ≡ N − 1 (mod s)のとき、φ∑s
l=1 vl

∈ HH2i0+1(Λ)に対して、

[φ∑s
l=1 vl

, φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1+1

1+kg0

] = (Ni1 − j1)φ∑(ord ν)−1
k=0 γ

j1
1+kg0

, [φ∑s
l=1 vl

, φ∑s
l=1 γ

j
l
] = 0

となる。

charK | ord ν のとき、ν は対角化可能であるとは限らない。実際、charK = 2、Λ = Γs/J
N について

s = 2, N = 4のとき、ord ν = 2であるが ν は対角化可能ではない。そこで、コホモロジー HH∗(A)ν↑ および

HH∗(A)ν↑ 上の BV algebra構造を決定する。

複体 HomΛe(P ,Λ)のある部分複体のコホモロジーを計算することによって HHn(A)ν↑ が決定される。

命題 12. charK | ord ν とする。このとき、i ≥ 1に対して、HH2i−2(Λ)ν↑ のK-basis は{
φ∑s

l=1 γ
j
l
| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ Ni (mod s)

}
で与えられ、HH2i−1(Λ)ν↑ のK-basisは

{φ∑ s
g0

−1

k=0 γj
k(N−1)

| 0 ≤ j ≤ N − 2 and j ≡ N(i− 1) (mod s)}

で与えられる。

命題 13. charK | ord ν とする。このとき、次数付き可換代数として HH∗(Λ)ν↑ ∼= HH∗(Λ)である。
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定理 14. charK | ord ν とする。このとき、次数 −1の BV differential ∆ : HH∗(Λ)ν↑ → HH∗(Λ)ν↑ は次で

与えられる：

i ≥ 0とする。∆(HH2i(Λ)ν↑) = 0であり、φ∑ s
g0

−1

k=0 γj
k(N−1)

∈ HH2i+1(Λ)に対して、

∆(φ∑ s
g0

−1

k=0 γj
k(N−1)

) =
N − 1

g0
φ∑s

l=1 γ
j
l

となる。特に、[ , ] = 0である。

例 15. charK = 2、Λ = KΓs/J
4 とする。このとき、中山自己同型 ν は対角化可能ではなく、

HH∗(Λ)ν↑ = K[x, y, z]/(x2, y2)

である。ここで、
deg x = 0, deg y = 1, deg z = 2.

である。また、BV-differential ∆は

∆(1) = ∆(x) = ∆(z0) = ∆(xz) = ∆(z2) = 0,

∆(y) = 1, ∆(yx) = x, ∆(yz) = z.

で与えられ、[ , ] = 0である。

一方、ホッホシルトコホモロジー HH∗(Λ)上の Gertenhaber bracket [ , ]は

[x, x] = [y, y] = [x, z] = [z, z] = 0, [x, y] = x, [y, z] = z

で与えられ、HH∗(Λ)と HH∗(Λ)ν↑ は Gerstenhaber algebraとして同型ではない。
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三角圏のスペクトラムとその可換環論への応用
（CONSTRUCTION OF SPECTRA OF TRIANGULATED

CATEGORIES AND ITS APPLICATIONS TO COMMUTATIVE
ALGEBRA）

松井紘樹（HIROKI MATSUI）

三角圏 T の thick部分圏の分類とは，T の thick部分圏の集合Tと，ある位相空間Xの
部分集合の集合 Sとの間の全単射

T ⇄ S
を見つけることである．Devinatz-Hopkins-Smith [8, 11]による有限スペクトラムの thick
部分圏の分類以降，三角圏の thick部分圏の分類問題は可換環論，代数幾何学，モジュラー
表現論，作用素環論等分野を問わず重要な問題の一つとなっている [4, 5, 7, 10, 15, 18]．
これらの分類において本質的に重要な役割を果たすのは三角圏上のテンソル構造である．
近年 Balmer [1]はテンソル三角幾何学と呼ばれる分野を創始し，これらの分類に統一的
な視点を与えた．
与えられたテンソル三角圏T（よい対称モノイダル構造を持つ三角圏）に対して，Balmer

は今日Balmerスペクトラムと呼ばれる位相空間 Spec⊗ T を構成し，T のテンソルイデア
ル（テンソル積についてイデアルとなっているような thick部分圏）の分類問題がSpec⊗ T
の構造解析に帰着されることを示した．この結果は上に上げた thick分類圏の分類問題に
一般的な回答を与え，上にあげた分類の統一的な説明を与えた．さらに，Spec⊗ T の構造
解析を通してテンソル三角圏の幾何学的/代数的な研究が可能となった．2010年の ICM
（国際数学者会議）のにおいてBalmer [3] がテンソル三角幾何学について招待講演を行っ
たように，テンソル三角幾何学は成功を収め，非常に広い分野において注目を集めている．
一方で，必ずしもすべての三角圏が良いテンソル構造を持つとは限らず，テンソル三角

幾何学はそのような三角圏にすぐに応用できるものではない．さらに，そのような三角圏に
も重要なものは沢山あり，例えば可換ネーター環Rに対して，その有界導来圏Db(modR)
や特異圏Dsg(R) := Db(modR)/Kb(projR)などがその典型例である．本報告集において
は，第 64回代数学シンポジウムにおいて行った講演をもとに，テンソル積を持たない三
角圏に対する，いわゆる “tensor-free”な三角幾何学について解説する．具体的には与えら
れた三角圏に対して，元の代数的対象の幾何的な性質をよく反映するような適切な位相空
間（以下スペクトラム）を構成する事でBalmerのテンソル三角幾何学の類似の類似の理
論を展開する事を目指す．
以降，集合論的な問題を避けるため圏といえば常に本質的に小さいもの，つまり同型類

が集合をなすものとする．

1. テンソル三角幾何学

ここでは，本研究のモチベーションとなるテンソル三角幾何学について簡単に解説する．
以下に定義するテンソル三角圏がテンソル三角幾何学における主役を担う．

Definition 1.1. テンソル三角圏とは，三角圏 T，テンソル積と呼ばれる T 上の exact
bifunctor ⊗ : T × T → T，単位対象と呼ばれる対象 1 ∈ T からなる三組 (T ,⊗,1)
で，三角圏構造と整合性を持つ対称モノイダル圏となっているものである．詳しくは [12,



Appendix A]を参照のこと．特に，テンソル積⊗及び単位対象 1は以下の自然同型をみ
たす：

• （結合性）(L⊗M)⊗N ∼= L⊗ (M ⊗N),
• （可換性）M ⊗N ∼= N ∼= M ,
• （単位性）M ⊗ 1 ∼= M .

以下は典型的なテンソル三角圏の例である．

Example 1.2. (1) 有限スペクトラムのなす安定ホモトピー圏 SHfinはスマッシュ積∧に
よりテンソル三角圏 (SHfin,∧, S)をなす．ここで，Sは球面スペクトラム.

(2) Xをネータースキームとする．このとき，X上の完全複体のなす導来圏Dperf(X)は導
来テンソル積⊗L

OX
によりテンソル三角圏 (Dperf(X),⊗L

OX
,OX)をなす．特に，可換ネー

ター環RについてX = SpecRを考えることでテンソル三角圏 (Kb(projR),⊗R, R)を
得る.

(3) kを体，Gを有限群とする．このとき，有限生成 kG加群の安定加群圏mod kGおよび
有界導来圏Db(mod kG)は k上のテンソル積によりテンソル三角圏 (mod kG,⊗k, k),
(Db(mod kG),⊗k, k)をなす．

(4) Rを可換ネーター環とする．このとき，右有界導来圏D−(modR)は導来テンソル積
⊗L
Rによりテンソル三角圏 (D−(modR),⊗L

R, R)をなす．

Balmerのアイデアは，テンソル三角圏を可換環の類似とみなしてZariskiスペクトラムと
同様の構成を行うことである．実際，可換環とはアーベル群R，双線形写像 · : R×R→ R，
そして単位元 1の三組 (R, ·, 1)であり結合性，可換性，そして 1の単位性を満たすもので
あった．

Definition 1.3. [1, Definitions 1.2 and 2.1] (T ,⊗,1)をテンソル三角圏とする.

(1) T の充満加法部分圏X が thickであるとは以下の条件を満たす時に言う.
• T の完全三角 L → M → N → L[1]について，L, M , N の内 2つがX に入るな
らば，残り 1つもX に入る．
• T の対象M , N について，M ⊕N ∈ X ならば，M , N ∈ X .

(2) T の (thick)テンソルイデアルとは，T の thick部分圏 Iで
M ∈ T , N ∈ I ⇒M ⊗N ∈ I

を満たすものである．
(3) T のテンソルイデアルPが素テンソルイデアルであるとは，P ̸= T かつ

M ⊗N ∈ P ⇒M ∈ P or N ∈ P
を満たすものである．T の素テンソルイデアルの集合を Spec⊗ T と表すことにする．

可換環の素テンソルイデアルの集合にZariski位相と呼ばれる位相が入っていたように，
Spec⊗ T にも位相を導入することができる．

Definition 1.4. [1, Definition 2.1] T の対象M に対して，そのBalmer supportを

Supp⊗(M) := {P ∈ Spec⊗ T |M ̸∈ P}
で定める．容易に分かるように Supp⊗(M) ∪ Supp⊗(N) = Supp⊗(M ⊕N)が成立するの
で，Spec⊗ T 上には {Supp⊗(M) | M ∈ T }を閉集合の基底とするような位相が入る．つ
まり，この位相に関する閉集合は

Z(E) :=
∩
M∈E

Supp⊗(M) = {P ∈ Spec⊗ T | E ∩ P = ∅} (E ⊆ T )



なる形の集合である．このようにして定まる位相空間 Spec⊗ T を T のBalmerスペクト
ラムと呼ぶ．

Remark 1.5. SpecR上の Zariski位相において，

V(f) := {p ∈ SpecR | f ∈ p} (f ∈ R)

なる形の集合が閉集合の基底を成していた事を思い出すと，Balmer support Supp⊗(M)
の定義は

Supp⊗(M) = {P ∈ Spec⊗ T |M “∈” P}
とすべきでなはいかと思うかもしれない．実際上のようにBalmer supportを定義してもそ
れらは閉集合の基底を成し，位相を定める事が分かる．実はこのように定義される 2つの
位相空間は互いにHochster双対と呼ばれる関係を成しており，一方から他方が完全に復元
される．したがってどちらで位相を定義しても本質的な問題は現れない．例えばHochster
双対により，位相空間の開集合と後に定義するThomason部分集合が入れ替わる．

テンソル三角圏のBalmer supportは以下の性質を満たす．

Lemma 1.6. [1, Lemma 2.6]

(1) Supp⊗(0) = ∅.
(2) 任意のM ∈ T と整数 nについて Supp⊗(M [n]) = Supp⊗(M).
(3) T における完全三角 L → M → N → L[1]に対して Supp⊗(M) ⊆ Supp⊗(L) ∪

Supp⊗(N)が成り立つ.
(4) 任意のM,N ∈ T について Supp⊗(M ⊕N) = Supp⊗(M) ∪ Supp⊗(N).
(5) 任意のM,N ∈ T について Supp⊗(M ⊗N) = Supp⊗(M) ∩ Supp⊗(N).

これらの性質は非常に基本的であり，様々な分野において現れる種々の support達も
同様の性質を満たす．また，既知の三角圏の thick部分圏の分類の結果をみると，種々の
support達が重要な役割を果たしていることも分かる．そこで，三角圏の “support”を以
下のように定義する．

Definition 1.7. [1, Definition 3.1] T を三角圏とする．T の support dataとは，位相空
間Xと対応

σ : T ∋M 7→ σ(M) ⊆ X : closed

の組 (X, σ)で Lemma 1.6(1)-(4)と同様の性質を満たすものをいう．さらに，T がテンソ
ル三角圏のとき，T の support data (X, σ)が tensorialであるとは，Lemma 1.6(1)-(4)
に加えて (5)も満たすときにいう．

Example 1.8. (1) T をテンソル三角圏とする．すでに見たように Balmer supportは T
上の tensorial support data (Spec⊗ T , Supp⊗)を定める．

(2) Xをネータースキームとする．このとき，X上の完全複体Mのhomological support

Supph(M) := {x ∈ X |Mx ̸∼= 0 in Dperf(OX,x)} ⊆ X

はDperf(X)上の tensorial support data (X, Supph)を定める．
(3) kを体，Gを有限群とする．このとき，有限生成 kG加群複体M の support variety

VG(M) := V+(annH∗(G;k)Ext
∗(M,M)) ⊆ SpechH∗(G; k)

は Db(modR)の tensorial support data (SpechH∗(G; k),VG)およびこの制限により
mod kGの tensorial support data (ProjH∗(G; k),VG)を定める．



(4) Rを可換ネーター環とする．このとき，特異圏Dsg(R)の対象Mの singular support

Suppsg(M) := {p ∈ SingR |Mp ̸∼= 0 in Dsg(Rp)}
はDsg(R)の support data (SingR, Suppsg)を定める．

(X, σ)を三角圏 T の support dataとする．このとき，容易にわかるように，
• X ∈ Th(T )に対して σ(X ) :=

∪
M∈X σ(M) ∈ Spcl(X),

• W ∈ Spcl(X)に対して σ−1(W ) := {M ∈ T | σ(M) ⊆ W} ∈ Th(T ).
ここで，Th(T ), Spcl(X)はそれぞれ T , X の thick部分圏，特殊化閉集合の集合を表す．
したがって，これらの対応で写像の組

σ : Th(T ) ⇄ Spcl(X) : σ−1

を得る．さらに，T がテンソル三角圏で (X, σ)が tensorialのとき，

M⊗n ∈ σ−1(W )⇔ σ(M) = σ(M⊗n) ⊆ W ⇔M ∈ σ−1(W ).

そこで，以下の概念を定義する．

Definition 1.9. [1, Definition 4.1] (T ,⊗,1)をテンソル三角圏とする．
(1) T の根基テンソルイデアルとは，T のイデアル Iで

√
I := {M ∈ T |M⊗n ∈ I for some n ≥ 1}

を満たすもの．Rad⊗(T )で根基テンソルイデアルの集合を表す．
(2) 位相空間Xの部分集合W がThomason部分集合であるとは，

W =
∪
i∈I

Zi (Z∁
iは準コンパクト開集合)

と書けるときに言う．Thom(X) で X の Thomason 部分集合の集合を表す．特に，
Thomason 部分集合は特殊化閉集合である: Thom(X) ⊆ Spcl(X) := {W :
Xの特殊化閉集合 }．

これらの概念について，一つ補題を用意する．

Lemma 1.10. (1) [1, Lemma 4.2] T のイデアル Iに対して，
√
I =

∩
I⊆P∈Spec T

P

が成立する．
(2) [1, Proposition 2.14] Spec⊗ T のThomason部分集合は

W =
∪
i∈I

Supp⊗(Mi)

なる集合．

この補題により，対応 I 7→ σ(I), W 7→ σ−1(W )は

σ : Rad⊗(T ) ⇄ Thom(X) : σ−1

に制限されることが分かる．実は Balmer supportとはこの対応を全単射にするような
tensorial support dataで universalなものである．つまり，以下のテンソル三角幾何学に
おける基本定理が成り立つ．

Theorem 1.11. [1, Theorems 4.10 and 5.2] (T ,⊗,1)をテンソル三角圏とする．



(1) 対応 I 7→ Supp⊗(I) :=
∪
M∈I Supp⊗(M), W 7→ Supp⊗

−1(W )により全単射

Supp⊗ : Rad⊗(T ) ⇄ Thom(Spec⊗ T ) : Supp⊗−1

を得る．
(2) (X, σ)を T の tensorial support dataで以下の 2条件を満たすとする．

• Xはネーター sober位相空間である.
• 対応

σ : Rad⊗(T ) ⇄ Spcl(X) : σ−1

は全単射．
このとき，同相X ∼= Spec⊗ T が存在する．

この定理により，テンソル三角圏の構造解析は完全に Spec⊗ T の位相構造の解析に帰
着されることが分かる．

Balmerは上記定理を既知の部分圏の分類 [5, 6, 18] に応用して以下の結果を得た．

Theorem 1.12. [1, 2]

(1) Xをネータースキームとする．このとき，同相

Spec⊗D
perf(X) ∼= X

が存在する．
(2) kを体，Gを有限群とする．このとき，同相

Spec⊗D
b(mod kG) ∼= SpechH∗(G; k)

Spec⊗(mod kG) ∼= ProjH∗(G; k)

が存在する.

Remark 1.13. 一般に，テンソル三角圏のBalmerスペクトラム上に可換環の層が定義さ
れ，局所環付き空間となる．実は上の同型は位相空間としてのみならず，局所環付き空間
としての同型である．

2. “tensor-free”な三角幾何学

前節でBalmerのテンソル三角幾何学について簡単に解説した．本節においてはテンソ
ル構造を持たない三角圏におけるテンソル三角幾何学の類似を考え，そのスペクトラムの
構成の一つの試みを与える．テンソル三角圏において素テンソルイデアルが重要な役割を
果たしていたが，一般の三角圏においては以下の概念を考える．

Definition 2.1. (1) 三角圏 T が局所三角圏であるとは，ただ一つの 0でない thick部分
圏を持つときにいう．

(2) 三角圏 T の thick部分圏Pが素 thick部分圏であるとは，Verdier商 T /Pが局所三角
圏であるときにいう．T の素 thick部分圏の集合を Spec T と表すことにする．

Example 2.2. (1) Xをネータースキームとする．Xの点 xに対して，

S(x) := {M ∈ Dperf(X) |Mx
∼= 0 in Dperf(OX,x)}

はDperf(X)の素 thick部分圏である．実際，三角同値

Dperf(X)/S(x) ∼= Dperf(OX,x) ∼= Kb(projOX,x)



が存在するが，[15, Theorem 1.4]によるとKb(projOX,x)はただ一つの 0でない thick
部分圏 thick(K(mX,x))を持つ．ここで，K(mX,x)はOX,xの極大イデアルmX,xの生成
系のKoszul複体，thick(K(mX,x))はK(mX,x)を含む最小の thick部分圏を表す．

(2) Rを超曲面局所環（つまり R̂ ∼= S/(f), Sは正則局所環）とする．このときRの特異
軌跡 SingRの元 pに対して，

S(p) := {M ∈ Dsg(R) |Mp
∼= 0 in Dsg(Rp)}

はDsg(R)の素 thick部分圏である．実際，三角同値

Dsg(R)/S(p) ∼= Dsg(Rp)

が存在し，[17, Theorem 5.10] により Dsg(Rp) はただ一つの 0 でない thick 部分圏
thick(Rp/pRp)をもつ．

次に，Balmerスペクトラムの構成に倣って Spec T 上に位相を導入する．この位相のも
う少し一般的な理論は [14]において与えられている．

Definition 2.3. [14, Definition 2.1] T の対象Mに対して，そのtriangulated supportを

Supp(M) := {P ∈ Spec T |M ̸∈ P}
で定める．容易に分かるように Supp(M) ∪ Supp(N) = Supp(M ⊕ N)が成立するので，
Spec T 上には {Supp(M) |M ∈ T }を閉集合の基底とするような位相が入る．つまり，こ
の位相に関する閉集合は

Z(E) :=
∩
M∈E

Supp(M) = {P ∈ Spec T | E ∩ P = ∅} (E ⊆ T )

なる形の集合である．このようにして定まる位相空間 Spec T を T のスペクトラムと呼ぶ．

この位相空間は例えば以下の性質を満たす．

Proposition 2.4. [14, Proposition 2.3] T の素 thick部分圏Pに対して，

{P} := {Q ∈ Spec T | Q ⊆ P}.
特に，Spec T は T0空間である．

次に，Balmerの結果Theorem 1.11の類似が我々のスペクトラム Spec T に対しても成
立することを見る．そのために以下の概念を導入する．

Definition 2.5. (1) T の thick部分圏X が根基 thick部分圏であるとは，

X =
√
X :=

∩
X⊆P∈Spec T

P

が成り立つときに言う．Rad(T )で T の根基 thick部分圏の集合を表す．
(2) T の parameter set Param T ⊆ 2Spec T を

Supp(X ) =
∪
M∈X

Supp(M) (X ⊆ T : thick)

なる Spec T の部分集合からなる集合とする．

以下が本報告集における第一の主定理である．

Theorem 2.6. (cf. [14, Theorem 2.9] and [13, Theorem 2.3])



(1) 対応X 7→ Supp(X )，W 7→ Supp−1(W )は全単射

Supp : Rad(T ) ⇄ Param(T ) : Supp−1

を導く．
(2) (X, σ)を T の support dataで以下の 2条件を満たすとする．

• Xはネーター sober位相空間である.
• 対応

σ : Th(T ) ⇄ Spcl(X) : σ−1

は全単射．
このとき，位相同型X ∼= Spec T が存在する．

Remark 2.7. [13]において上の定理 (2)と同様の主張が示されているが，そこで用いら
れている位相空間は一般に Spec T とは異なるものである．

Theorem 1.12と同様にして以下のテンソル積を用いない復元定理を得る．

Corollary 2.8. (1) Xを準アフィンスキームとする．このとき，同相

Spec T ∼= X

が存在する．
(2) kを標数 pの体，Gを有限 p群とする．このとき，同相

Spec⊗D
b(mod kG) ∼= SpechH∗(G; k)

Spec⊗(mod kG) ∼= ProjH∗(G; k)

が存在する．
(3) Rを超曲面局所環とする．このとき，同相

SpecDsg(R) ∼= SingR

が存在する．

3. Applications to commutative algebra

この節では可換ネーター環Rに付随して自然に現れる三角圏である有限生成加群の有
界導来圏Db(modR)及び特異圏Dsg(R)のスペクトラムについて考察する．
以降，R = S/(x1, . . . , xc)を完全交差局所環，Sを正則局所環，x1, . . . , xcをS正則列と

する．次数付き超曲面

A := S[t1, . . . , tc]/(
c∑
i=1

xiti) (deg ti = 1, deg a = 0 for a ∈ S)

を考える．このとき全射準同型

S[t1, . . . , tc] ↠ A ↠ A/(x) = R[t1, . . . , tc],

よりスキームの可換図式

Pc−1R
� � i /

p

��

Y := ProjA � � u / Pc−1S

q

��
SpecR � � j / SpecS.

を得る．この可換図式について，Stevenson [16]による以下の観察に注目する．



Lemma 3.1. (1) Sing Y ⊆ i(SingPc−1R ).
(2) SingPc−1R = p−1(SingR).

この補題により，連続写像

φ : Sing Y ↪→ i(SingPc−1R )
i−1

∼= SingPc−1R

p−→ SingR

を得る．構成から P ∈ Sing Y に対して，

φ(P ) = (P/(x))0

特に，
P ⊆ Q⇒ φ(P ) ⊆ φ(Q).

一方，Theorem 2.6と [16, Corollary 10.5]により同相 SpecDsg(R) ∼= Sing Y が存在する．
この同相と写像 φ : Sing Y → SingRを用いることで以下の補題を得る．

Lemma 3.2. PをDsg(R)の素 thick部分圏とする．このときPは [14]の意味での prime
となる．つまり {p ∈ SingR | R/p ̸∈ P}はただ一つの極大元を持つ．

Lemma 3.3. Kb(projR) ̸⊆ P ⊆ Db(modR)を thick部分圏とする．このとき，{p ∈
SpecR | K(p) ̸∈ P}がただ一つの極大元を持つことと P がDb(modR)の素 thick部分圏
であることは同値．

上の 2 つの補題は本報告書における素 thick 部分圏と論文 [14] において定義された
異なる意味での素 thick部分圏の間の関係を与えるものである．特に，[14]の主定理に対
応する以下の結果を得る．

Theorem 3.4. (cf. [14, Theorems 3.17 and 4.21]) Rを正則局所環の商であるような完全
交差局所環とする．

(1) 常に dimSpecDsg(R) ≥ dimSingRが成立し，次は同値．
(a) SpecDsg(R) ∼= SingR．
(b) dimSpecDsg(R) = dimSingR．
(c) Rは超曲面．

(2) 常に dimSpecDb(modR) ≥ dimRが成立し，次は同値．
(a) SpecDb(modR) ∼= SpecR．
(b) dimSpecDb(modR) = dimR．
(c) Rは正則．

4. 終わりに

最後に，三角圏のスペクトラムに関する問題をいくつか述べて終わりにする．
テンソル三角圏 T のスペクトラム Spec T と可換環Rの Zariskiスペクトラムに共通す

る性質として以下の物がある:

• 準コンパクトかつ T0である．
• 準コンパクト開集合の全体が開集合の基底をなす．
• 有限個の準コンパクト開集合の共通部分は再び準コンパクト．
• sober空間である．

この条件を満たすような位相空間はスペクトラル空間と呼ばれる．

Question 4.1. 三角圏 T に対して，Spec T はスペクトラル空間か？



その定義から，特殊化閉部分集合や Thomason部分集合と異なり，Param T の元のト
ポロジカルな特徴づけは与えられていない．Lemma 1.10(2)と比べると，以下な自然な問
題が現れる.

Question 4.2. 三角圏 T に対して，Param(T ) = Thom(T )か？
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TILTING THEORY OF PREPROJECTIVE ALGEBRAS

YUYA MIZUNO

Abstract. In this report, we explain recent developments about the representation
theory of preprojective algebras, and its connection to path algebras and the Coxeter
groups. In particular, we discuss our recent results based on joint work with Hugh
Thomas [MT].

1. Introduction

Let ∆ be a simply laced Dynkin diagram and Q a quiver whose underlying graph is ∆. In
[G], Gabriel gave a close relationship between the representation theory of Q and the root
system of ∆. More precisely, he proved a bijection between indecomposable representations
of Q and positive roots of ∆. This result is one of the most fundamental connections
between the quiver representation theory and the root system. Recently, it has turned out
that preprojective algebras (Definition 2.3) allow us to give a stronger and more direct
connection. Indeed, the preprojective algebra, which unifies all the path algebras of quivers
whose underlying graph is ∆, gives a representation-theoretical interpretation of the Weyl
group W of ∆ (Theorem 2.7). This fact leads to the extensive study of connections
between representation theory of algebras and combinatorics of W (for example [AM,
AIRT, BIRS, GLS, IR1, IRRT, IRTT, L, ORT]). We also remark that the preprojective
algebra naturally appears in many branch of mathematics such as simple singularities,
quantum groups, quiver varieties and cluster algebras.

In this report, we explain some relationships between the representation theory of pre-
projective algebras, path algebras and the Coxeter groups. One of the key ingredients
is the notion of c-sortable elements (Definition 2.16), which are some elements of W . c-
sortable elements were originally defined in [R2] from the viewpoint of Cambrian lattices
[R1]. In particular, an explicit map πc : W → {c-sortable elements of W}, where c de-
notes the Coxeter element, plays a quite important role to relate c-sortable elements with
generalized associahedra and cluster algebras [FR, R3, RS1].

On the other hand, it is also shown that c-sortable elements are quite natural from
the viewpoint of quiver representations [IT, AIRT] (Theorem 2.21, Corollary 2.23). One
of the aims is to give a categorical interpretation of the above map πc in terms of the
representation theory of preprojective algebras and path algebras. Another aim is, using
this map, to give answers to questions proposed by Oppermann–Reiten–Thomas [ORT]
(Question 3.1). In [ORT], they gave a very fundamental bijection between the elements of
W and quotient-closed subcategories of the path algebra of Q (Theorem 2.14). Then it is
natural to ask a characterization of quotient-closed subcategories being extension-closed
(that is, torsion classes) and indeed they proposed conjectures about the problems [ORT,
Conjecture 11.1,11.2].

In this report, we will explain the background about these problems including necessary
definitions, examples and results, and we discuss methods of our proofs of conjectures.

1
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2. Preliminary

Notation. Throughout the report, let K be an algebraically closed field. For a K-
algebra Λ, we denote by modΛ the category of finite dimensional right Λ-modules.

In this section, we collect some basic definitions and results.

2.1. Path algebras and preprojective algebras.

Definition 2.1. A quiver Q = (Q0, Q1, s, t) is a quadruple consisting of two sets : Q0

(whose elements are called vertices) and Q1 (whose elements are called arrows), and two
maps s, t : Q1 → Q0 which associate to each arrow a ∈ Q1 its source s(a) ∈ Q0 and its
target t(a) ∈ Q0, respectively. Thus, a quiver is nothing but an oriented graph without
any restriction as to the number of arrows. A path of Q is a sequence

aℓ . . . a2a1,

where ak ∈ Q1 for all 1 ≤ k ≤ ℓ and t(ak) = s(ak+1) for each 1 ≤ k < ℓ. Moreover, we
define ei the path of length 0 which corresponds to each vertex i ∈ Q0.

Let Q be a quiver. The path algebra KQ of Q is the K-algebra whose underlying K-
vector space has as its basis the set of all paths of Q, and define the product for two paths
am · · · a1 and bn · · · b1 of KQ by

am · · · a1 · bn · · · b1 :=

{
am · · · a1bn · · · b1 (s(a1) = t(bn))

0 (s(a1) ̸= t(bn)).

In particular, we have e2i = ei for any i ∈ Q0, that is, it is an idempotent and we have
1 =

∑
i∈Q0

ei.

We give some examples of path algebras.

Example 2.2. (a) Let Q be the following quiver

Q = .!!

Then we have KQ ≃ K[x].
(b) Let Q be the following quiver

Q = (1
a // 2

b // 3).

Then we have

KQ ≃

 K 0 0
K K 0
K K K

 .

Moreover, we have

KQ/⟨ba⟩ ≃

 K 0 0
K K 0
0 K K

 ,

where ⟨ba⟩ denotes the ideal of KQ generated by ba.

Next we give a definition of preprojective algebras.
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Definition 2.3. Let Q be an acyclic quiver. The preprojective algebra of Q is the algebra

Λ = KQ/⟨
∑
a∈Q1

(aa∗ − a∗a)⟩

where Q is the double quiver of Q, which is obtained from Q by adding for each arrow
a : i→ j in Q1 an arrow a∗ : i← j pointing in the opposite direction.

The following lemma is well-known (see [Ri] for example).

Lemma 2.4. Let Q be an acyclic quiver and Λ the preprojective algebra of Q.

(a) Λ does not depend on the orientation of Q (namely it is determined by the under-
lying graph of Q).

(b) Λ is finite dimensional if and only if Q is a Dynkin (A,D,E) quiver.

Notation. Fix a vertex i ∈ Q0. Then we can define 1-dimensional simple module Si by

Si · ej =

{
K (i = j)

0 (i ̸= j).

Example 2.5. Let Q be the following quiver

Q = (1
a // 2

b // 3).

Then we have

Q = (1
a // 2
a∗
oo

b // 3
b∗
oo ).

In this case, e1Λ has K-basis {e1, a∗, a∗b∗} and, as a Λ-module, e1Λ has the following
composition series

0 ⊂M3 ⊂M2 ⊂M1 = e1Λ,

where M3 = S3, M2/M3 ≃ S2 and M1/M2 ≃ S1. Therefore we denote e1Λ by
S1
S2
S3

For simplicity, we denote Si by i. Then we can write e1Λ as
1
2
3
. In this notation, we

have

e1Λ⊕ e2Λ⊕ e3Λ =
1
2
3
⊕ 2

31
2
⊕ 3

2
1
.

2.2. A connection between preprojective algebras and the Coxeter groups. Let
Q be a finite connected acyclic quiver with vertices Q0 = {1, . . . , n}. We always assume
for simplicity that we have an arrow j → i, then j < i. Next we discuss an important
relationship between preprojective algebras and the Coxeter groups.

Definition 2.6. The Coxeter group W associated to Q is defined by the generators S :=
{s1, . . . , sn} and relations

• s2i = 1,
• sisj = sjsi if there is no arrow between i and j in Q,
• sisjsi = sjsisj if there is precisely one arrow between i and j in Q.

We denote by w a word, that is, an expression in the free monoid generated by si for
i ∈ Q0 and w its equivalence class in the Coxeter group W . We regard W as a poset
defined by the (right) weak order. An element c = s1 . . . sn is called a Coxeter element
(Note that we require that the order of the product of simple generators of c is compatible
with the orientation of the quiver).
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Let Λ the preprojective algebra of Q. We denote by Ii the two-sided ideal of Λ generated
by 1− ei, where ei (i ∈ Q0) is the path of length 0 (= a primitive idempotent) of Λ. We
denote by ⟨I1, . . . , In⟩ the set of ideals of Λ which can be written as Iu1 · · · Iul for some
l ≥ 0 and u1, . . . , ul ∈ Q0. Then we have the following result (see also [Mi, Theorem 2.14]
in the case of Dynkin).

Theorem 2.7. [BIRS, Theorem III.1.9] There exists a bijection W → ⟨I1, . . . , In⟩. It is
given by w 7→ Iw = Iul · · · Iu1 for any reduced expression w = su1 · · · sul.

Note that the product of ideals is taken in the opposite order to the product of expression
of w. This is just because we follow the convention of [ORT, AIRT].

The following result shows that the object Iw is quite natural and important from the
viewpoint of tilting theory (we refer to [IR2] and its literature for tilting and support
τ -tilting theory).

Theorem 2.8. [BIRS, Theorem III.1.6][Mi, Theorem 2.2].

(a) Let Λ be the preprojective algebra of a non-Dynkin quiver Q and tiltΛ the set
of isoclasses of basic tilting Λ-modules. Then the map w 7→ Iw gives an order-
reversing injection from W to tiltΛ.

(b) Let Λ be the preprojective algebra of a Dynkin quiver Q and sτ -tiltΛ the set of
isoclasses of basic support τ -tilting Λ-modules. Then the map w 7→ Iw gives an
order-reversing bijection from W to sτ -tiltΛ.

Example 2.9. Take i ∈ Q0. Then, for X ∈ modΛ, XIi is the minimum amongst sub-
module Y of X such that any composition factor of X/Y has the form Si (that is, the
action of Ii delete i-top of X). Note that the Hasse quiver of sτ -tiltΛ coincides with the
mutation quiver of sτ -tiltΛ [AIR, Corollary 2.34].

(a) Let Λ be the preprojective algebra of type A2. In this case, the Hasse quiver of
sτ -tiltΛ is given as follows.

1
2 1

I1 // 1
I2

��<
<<

<<
<<

1
2
2
1

I2
>>||||||

I1   B
BB

BB
B

0

2 2
1 I2

/ / 2

I1

AA�������

Here we write a direct sum X ⊕ Y by X Y . Note that Ii denotes a left multi-
plication (not right multiplication).

(b) Let Λ be the preprojective algebra of type A3. In this case, the Hasse quiver of
sτ -tiltΛ is given as follows
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1 2
2 1

''OO
OOO

OOO
OO

��3
33

33
33

33
33

33
33

33
33

3

1
2 1 2
3 2 1

66nnnnnnnnnn

''OO
OOO

OOO
OO

1
2 1

��9
99

99
99

99
99

99
99

1
2 1
3 2 1

88ppppppppp

1 2
2 31 2
3 2 1

??�������������

  A
AA

AA
AA

AA
AA

A

1
2 31
3 2 1

77ooooooooo

��6
66

66
66

66
66

66
66

66
66

2
2 1

��;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;

1

��-
--
--
--
--
--
-

2 2
3 2 1

77ooooooooo

��4
44

44
44

44
44

44
44

44
44

1 2 3
2 31 2
3 2 1

CC����������

��7
77

77
77

77
7

// 1 3
2 31 2
3 2 1

>>}}}}}}}}}}}}

  A
AA

AA
AA

AA
AA

A

2
2 13 2
3 2 1

66nnnnnnnnn
3 1

AA���������������

��;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;;

2 // 0

31
3 2 1

77ooooooooo

2 3
2 13 2
3 2 1

>>}}}}}}}}}}}}

  A
AA

AA
AA

AA
AA

A

3
31 2

3 2 1

66nnnnnnnnn

��5
55

55
55

55
55

55
55

55
55

2
3 2

AA��������������
3

HH������������

2 3
3 2

77oooooooooo

''OO
OOO

OOO
OO

3
2 3 2
3 2 1

66nnnnnnnnnn

''OO
OOO

OOO
OO

3
3 2

AA��������������

3
3 2

3 2 1

88pppppppppp

Remark 2.10. There is some generalization of Theorem 2.8 to non-simply laced Dynkin
cases by Fu-Geng [FG] and Murakami [Mu].

Remark 2.11. A relationship with the construction of quiver varieties are explained in
[ST].

2.3. Results by Oppermann–Reiten–Thomas. Next we briefly explain a main result
of [ORT], which gives a fundamental connection between path algebras, preprojective
algebras and the Coxeter groups.

Definition 2.12. Let Λ be the preprojective algebra of Q. For a Λ-module X, we denote
by XKQ the KQ-module by the restriction, that is, we forget the action of the arrows

a∗ ∈ Q. We denote by addXKQ the full subcategories of modKQ whose objects are direct
summands of finite direct sums of copies of XKQ. Moreover we associate the subcategory

resX = addXKQ

∩
modKQ.

In the case of non-Dynkin quiver, we denote by resX the additive category generated by
resX together with all non-preprojective indecomposable KQ-modules (Note that in the
case of Dynkin quiver, all modules are preprojective modules. We refer to [ASS, VIII] for
the notion of preprojective modules).
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Example 2.13. Let Q be the following quiver

1 // 2 // 3.

Then KQ = 1 ⊕ 2
1
⊕ 3

2
1

(Note that our convention is different from [ASS] but the

same as [ORT, AIRT]) and the preprojective algebra Λ =
1
2
3
⊕ 2

31
2
⊕ 3

2
1

. Then res(Λ) =

add{1, 2, 3, 21 , 32 ,
3
2
1
} (in this way, we always obtain all preprojective KQ-modules as res(Λ):

this is why we call Λ preprojective algebras).

For example, I1I3 = 2
3
⊕ 2

31
2
⊕ 2

1
and res(I1I3) = add{2, 3, 21 , 32 }.

Consider the infinite word c∞ = c c c . . . , where c = s1 . . . sn. For w, we take the lexi-
cographically first reduced expression for w in c∞ (or equivalently, among all the reduced
expressions su1 . . . sul for w in c∞, we choose the one such that su1 is as far to the left as pos-
sible in c∞, and, among such expressions, su2 is as far to the left as possible, and so on for
each suj ). It is uniquely determined and we denote it by w. Then we can identify c∞ with

indecomposable preprojective KQ-modules P1, . . . , Pn, τ
−P1, . . . , τ

−Pn, τ
−2P1, . . ., drop-

ping any τ iPj if it is zero, where Pi := eiKQ.
We call a subcategory A in modKQ cofinite if there are only finitely many indecompos-

able KQ-modules which are not in A (in the case of Dynkin quiver, cofinite is automatic).
Note that any cofinite quotient closed subcategory contains all the non-preprojective KQ-
modules [ORT, Proposition 2.2]. Then we have the following result.

Theorem 2.14. [ORT] Let Q be an acyclic quiver and W the Coxeter group of Q. There
is a bijection

W −→ {cofinite quotient-closed subcategories of modKQ}.
(a) This bijection is obtained by removing from indecomposable preprojective KQ-

modules corresponding to w (via the above identification)
(b) This bijection is also obtained by the map w 7→ resIw.

Thus we have two maps : (a) uses combinatorics of the Auslander-Reiten quiver and
(b) uses the representation theory of preprojective algebras.

Example 2.15. (a) Let Q = (1 → 2 → 3). Then the AR quiver of modKQ is given
by

3
2
1

��<
<<

2
1

@@���

""E
EE

3
2

##F
FF

1

<<yyy
2

<<yyy
3 .

For example, take w = s1s3 = s3s1. Then w = s1s3 and hence the correspond-

ing indecomposable modules are {1, 32
1
}. Thus the subcategory add{2, 3, 21 , 32 },

which was obtained by removing {1, 32
1
} from all KQ-modules, is quotient-closed

(Theorem 2.14 (a)). On the other hand, one can obtain the same category as
resIw (Theorem 2.14 (b) and Example 2.13). For example, if w = s2s3s1s2, then
resIw = add{1, 3} is quotient-closed.
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(b) Let Q be the following quiver

2
%%JJ

JJ

1

::uuuu // 3.

We identify the infinite word c∞ = s1s2s3s1s2s3s1s2s3 . . . with infinitely many
preprojective modules P1, P2, P3, τ

−1P1, τ
−1P2, τ

−1P3, τ
−2P1, τ

−2P2, τ
−2P3, · · · .

For example, take w = s1s3s2s3s1. Then the left most word w is s1s2s3s2s1.
Hence the corresponding indecomposable modules are {P1, P2, P3, τ

−1P2, τ
−2P1}

and hence the subcategory consists of modules of modKQ by removing these mod-
ules is quotient-closed, which is also obtained as resIw.

2.4. c-sortable elements.

Definition 2.16. Let c be a Coxeter element. Fix a reduced expression of c and regard c
as a reduced word. For w ∈ W , we denote the support of W by supp(w), that is, the set
of generators occurring in a reduced expression of w.

We call an element w ∈ W c-sortable if there exists a reduced expression of w of the
form w = c(0)c(1) . . . c(m), where all c(t) are subwords of c whose supports satisfy

supp(c(m)) ⊆ supp(c(m−1)) ⊆ . . . ⊆ supp(c(1)) ⊆ supp(c(0)) ⊆ Q0.

For the generators S = {s1, . . . , sn}, we let ⟨s⟩ := S \ {s} and denote W⟨s⟩ by the
subgroup of W generated by ⟨s⟩. For any w ∈ W , there is a unique factorization w =

w⟨s⟩ · w⟨s⟩ maximizing ℓ(w⟨s⟩) for w⟨s⟩ ∈W⟨s⟩ and ℓ(w⟨s⟩) + ℓ(w⟨s⟩) = ℓ(w).
Then we give the following map introduced by Reading [R2].

Definition 2.17. Let c be a Coxeter element and let s be initial in c. Then, define
πc(id) = id and, for each w ∈W , we define

πc(w) :=

{
sπscs(sw) if ℓ(sw) < ℓ(w)
πsc(w⟨s⟩) if ℓ(sw) > ℓ(w).

Then we have the following property.

Theorem 2.18. [R3, Proposition 3.2][RS2, Corollary 6.2] For any w ∈ W , πc(w) is the
unique maximal c-sortable element below w in the weak order.

Example 2.19. Let Q be the following quiver

1 // 2 // 3.

Then c = s1s2s3. For example s1s2s3s2 is a c-sortable element, and s1s2s3s2s1 is not.
Let w = s1s2s3s2s1. Then one can check that πc(w) = s1s2s3s2 and it is a unique

maximal c-sortable element below w.

2.5. c-sortable elements and finite torsion-free classes. Next we discuss a relation-
ship between sortable elements and the notion of torsion(-free) classes.

Definition 2.20. (a) We call a subcategory of modKQ torsion class (respectively,
torsion-free class) if it is closed under factor modules (respectively, submodules)
and extension-closed.

(b) We call a torsion class (or torsion-free class) finite if it has finitely many indecom-
posable modules.
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For a given torsion class T , we have the corresponding torsion-free class F as T ⊥ :=
{X ∈ modKQ | HomKQ(T , X) = 0}, and dually for a given torsion-free class F , we have

the corresponding torsion class ⊥F . We call such a pair of torsion class and torsion-free
class a torsion pair.

Next we recall layers following [AIRT]. For any reduced word w = su1 . . . sul , we have
the chain of ideals

Λ ⊃ Iu1 ⊃ Iu2Iu1 ⊃ . . . ⊃ Iul . . . Iu2Iu1 = Iw.

For j = 1, . . . , l, we define the layer

Ljw = eujL
j
w :=

Iuj−1 . . . Iu1
Iuj . . . Iu1

.

Note that the layer Ljw is an indecomposable Λ-module for any j = 1, . . . , l [AIRT].
Then, for a c-sortable word, we can give a torsion-free class, which is explicitly described

by layers, as follows.

Theorem 2.21. [AIRT, Theorems 3.3, 3.11 and Corollary 3.10] Let c be a Coxeter element

of Q and w = c(0)c(1) . . . c(m) = su1 . . . sul a c-sortable word.

(a) Ljw is a non-zero indecomposable KQ-module for all j = 1, . . . , l.
(b) We have add{L1

w, . . . , L
l
w} = res(Λ/Iw) and it is finite torsion-free class.

Example 2.22. Let Q be the following quiver

2
%%JJ

JJ

1

::uuuu // 3.

Then s1s2s3 is a Coxeter element of Q. Let w = s1s2s3s1s2s1. Then we have

L1
w = 1 , L2

w = 2
1 , L

3
w =

3
1 2

1
, L4

w =
2 3
1 2

1
, L5

w =
3

1 2 3
1 2

1

, L6
w = 3

1 .

Hence we have
add{L1

w, . . . , L
l
w} = res(Λ/Iw).

Therefore, Theorem 2.21 implies that a c-sortable element gives a finite torsion-free
class. Conversely, any finite torsion-free classes of modKQ is given by a c-sortable element
[AIRT, Theorem 3.16].

Thus, we provide the following correspondence, which is also shown in [T].

Corollary 2.23. The map w 7→ res(Λ/Iw) gives a bijection

{c-sortable elements} −→ {finite torsion-free classes of modKQ}.

Remark 2.24. Many other interesting relationship with sortable elements are discussed
in [IT, AIRT].

3. Our results

Let Q be a finite acyclic quiver, Λ the preprojective algebra of Q, W the Coxeter group
of Q and c the Coxeter element of W (which depends on the orientation of Q).

In this section, we explain our main results of [MT]. Our investigation has one of its
primary origins in the following natural questions and the related conjectures posed in
[ORT, Conjecture 11.1,11.2].

Question 3.1. (a) When is resIw a torsion class of modKQ for w ∈W ?
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(b) When resIw is a torsion class, how can we relate w to a c-sortable element x which
provides the corresponding finite torsion-free class res(Λ/Ix) ?

With regard to this question, we note that, for a given finite torsion-free class, the
corresponding torsion class is not necessary cofinite in the case of non-Dynkin quivers,
and hence it is not necessary the form resIw in general. It is easy check that a finite
torsion-free class consists of preprojective modules if and only if the corresponding torsion
class is cofinite. Therefore, it is natural to give a characterization of a c-sortable element x
when res(Λ/Ix) consists of preprojective modules. For this purpose, we give the following
definition.

Definition 3.2. Let Q is a non-Dynkin quiver. A c-sortable element x is called bounded
if there exists a positive integer N such that x ≤ cN . If Q is a Dynkin quiver, then we
regard any c-sortable element as bounded. We denote by bc-sortW the set of bounded
c-sortable elements.

Example 3.3. (a) Let Q be the following quiver

1 // 2 //// 3.

Because

c3 = s1s2s3s1s2s3s1s2s3

= s1s2s3s1s2s1s3s2s3

= s1s2s3s2s1s2s3s2s3,

we have s1s2s3s2 ≤ c3 and hence s1s2s3s2 is bounded c-sortable.
(b) Let Q be the following quiver

2
%%JJ

JJ

1

::uuuu // 3.

Then one can check that s1s2s3s2 is not bounded c-sortable.

Then we give the following lemma.

Lemma 3.4. Let x be a c-sortable element. Then the following are equivalent.

(a) x is bounded c-sortable.
(b) Any module of res(Λ/Ix) is a preprojective module.
(c) The corresponding torsion class (res(Λ/Ix))⊥ is cofinite.

Thus, bounded c-sortable elements are essential objects from the viewpoint of Question
3.1. To give a complete answer to the question, we also introduce the following terminology.

Definition 3.5. Let x be a c-sortable element. If there exists a maximum element amongst
{w ∈W | πc(w) = x}, then we denote it by x̂c = x̂ and call it c-antisortable, following the
definition from [RS1]. We denote by c-antisortW the set of c-antisortable elements of W .

Example 3.6. (a) Let Q be the following quiver

1 // 2 //// 3.

Take a c-sortable element x = s1s2s3s2. Then one can check that x̂ = s1s2s3s2s1.
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(b) Let Q be the following quiver

2
%%JJ

JJ

1

::uuuu // 3.

Take a c-sortable element x = s1s2s3s2. Consider the following infinite word

s1s2s3s2s1s3s2s1s3s2s1s3s2 · · · .

Then from the word, we can take an arbitrary large element w such that πc(w) = x.
Thus, x̂ does not exist.

Using the above terminology, we obatin the following consequences and give an answer
to Question 3.1.

Theorem 3.7. We have the following commutative diagram of bijections:

{cofinite torsion pairs of modKQ}
jj

**VVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

VVVV
V44

ttiiii
iiii

iiii
iiii

iiii
iiii

iii
(resIx̂, res(Λ/Ix))

bc-sortW
(̂−) // c-antisortW
πc(−)

oo

x x̂

In particular, a c-sortable element x is bouded if and only if it admits a maximum element
in {w ∈W | πc(w) = x}.

Thus, the answer of Question 3.1 is given by the notion of c-antisortable elements and

the map πc(−) and (̂−). Note that each category of (resIx̂, res(Λ/Ix)) can be explicitly
described in terms of the Coxeter group (Theorem 2.14 and 2.21). As a consequence of
the above results, we establish a proof of [ORT, Conjecture 11.1,11.2].

Example 3.8. (a) Let Q = (1→ 2→ 3). Then the AR quiver of modKQ is given by

3
2
1

��<
<<

<

2
1

??~~~~

!!C
CC

3
2

  @
@@

@?>=<89:;1

=={{{{
2

>>~~~~ ?>=<89:;3

For example, we take a c-sortable element x = s1s3. Then we have the torsion-
free class res(Λ/Ix) = add{ 1 , 3 } whose modules are circled above. Then one can
check that the corresponding torsion class is add{ 21 , 2 } whose modules are squared
above. By Theorem 2.14, the torsion class is given as resIw for w = s1s3s2s1 and
the theorem implies that this element is x̂.

(b) Let Q = ( 1 // 2 //// 3) . Then the preprojective component of the AR quiver of

modKQ is given as the translation quiver. Thus it is given as the form
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?>=<89:;•
�%
BB

B
BB

B •
�&

EEEEEE
•

�&
EEEEEE

•?>=<89:;• 8@yyyy yyyy

""EE
EE •

!!B
BB

B

:B|||||| •
8@yyyyyy

""E
EE

•
8@yyyyyy

· · ·?>=<89:;• <<yyyy
•

>>||| ?>=<89:;• <<yyyy
•

<<yyy

For example, we take a c-sortable element x = s1s2s3s2, which is bounded c-
sortable. Then res(Λ/Ix) consists of the modules which are circled above. The
corresponding torsion class consists of the modules which are squared above and
all the rest. It is given as resIw for w = s1s2s3s2s1 and our theorem implies that
we have x̂ = s1s2s3s2s1.

Finally we explain our strategy for a proof of the theorem. The first step is a parametriza-
tion of torsion pairs of modΛ.

Proposition 3.9. For any w ∈W ,

(Fac(Iw), Sub(Λ/Iw))

is a torsion pair of modΛ. In particular, (Fac(Iw) ∩ modKQ, Sub(Λ/Iw) ∩ modKQ) is a
torsion pair of modKQ.

We denote by torfΛ (respectively, torfKQ) the set of torsion-free classes of modΛ
(respectively, modKQ). Then, there is a natural map from torfΛ to torfKQ, by tak-
ing the intersection to modKQ. The following result recognizes a categorical map of
πc : W → c-sortW , where c-sortW denotes c-sortable elements.

Theorem 3.10. We have the following commutative diagram :

W
πc(−) //

Sub(Λ/I−)

��

c-sortW

res(Λ/I−)

��
torfΛ

−∩modKQ // torfKQ

Then Question 3.1 can be explained in this way: Assume that resIw is a torsion class.
Then we can show that it is given as Fac(Iw) ∩ modKQ. Therefore the corresponding
torsion-free class is Sub(Λ/Iw) ∩ modKQ by Proposition 3.9. Thus Theorem 3.10 shows
that it is res(Λ/Iπc(w)), that is, we can relate w by πc to the c-sortable element which
provides the corresponding torsion-free class. Moreover, assume that there exists u ∈ W
with u > w and πc(u) = πc(w). Then by Theorem 2.14 and the above argument, we have

res(Iu) ⊃ FacIu ∩modKQ = ⊥(resΛπc(w)) = resIw.

Because res(Iu) (respectively, resIw) consists of the category which is obtained by removing
ℓ(u) (respectively, ℓ(w)) indecomposable KQ-modules from the preprojective modules by
Theorem 2.14, this is impossible. In this way, we can show that w is of maximal length
in {w ∈ W | πc(w) = x}, and indeed maximum element (but it is non-trivial). Thus we

conclude w = π̂c(w), that is, w is a c-antisortable element.
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