
GL(2) の跡公式の一般化と L関数の特殊値への応用について

杉山　真吾　 (日本大学 理工学部)

Abstract. 本記事は, 2019年 9月 2日 (月)～5日 (木)に東北大学で開催された代数学シンポ
ジウム (第６４回)の筆者の講演内容を纏めたものである. 本記事では, 楕円モジュラー形式・
Maass波動形式の Hecke固有値や L関数に関する成果を紹介する. 具体的には, うまく取って
きたテスト関数 f : PGL2(AQ) → Cの積分核の対角成分への制限Kf (g, g)と保型形式 φ(g)に
対して, 跡公式の一般化に相当する積分∫

PGL2(Q)\PGL2(AQ)

Kf (g, g)φ(g)dg

から生じる公式を紹介する. この公式は φがカスプ形式と Eisenstein級数の場合にそれぞれ明
示的に記述可能であり, 保型 L関数の特殊値への応用についても触れる. またこの成果は, 基礎
体 Qを広いクラスの有限次総実代数体に置き換えても, Hilbertモジュラー形式の意味で成立
する. 本研究は都築正男氏 (上智大学)との共同研究に基づく.

1. 序文

F を有限次総実代数体とし, F のアデール環を AF とする. テスト関数 f = ⊗vfv ∈
C∞(PGL2(AF ))を “うまく”取っておく.

Kf (g, h) =
∑

γ∈PGL2(F )

f(g−1γh), (g, h) ∈ PGL2(AF )× PGL2(AF )

とおく. さて, φ : PGL2(AF ) → CをHilbert-Maass波動形式のアデリックリフトであるよう
な保型形式とする. F や f の細かい条件はここでは説明しないが, 主結果は以下の通り ([16]).

Theorem 1. 積分 ∫
PGL2(F )\PGL2(AF )

Kf (g, g)φ(g)dg

のスペクトル展開と幾何的展開を実行することで “明示公式”が得られる.

なぜこれが跡公式の一般化なのかを簡単に説明する. 跡公式を考察する上では f のサポート
のコンパクト性だとか積分の収束性の問題だとか細かい事は色々あるが,今は無視してheuristic
な説明をつける. Rを L2(PGL2(F )\PGL2(AF ))上の PGL2(AF )の右正則表現とする. この
表現により, f が L2(PGL2(F )\PGL2(AF ))に作用する.

R(f) ′′ =′′
∫
PGL2(AF )

f(g)R(g)dg.

この作用素の積分核がKf (g, h)である. この作用素の跡 (トレース)は

trR(f) ′′ =′′
∫
PGL2(F )\PGL2(AF )

Kf (g, g)dg

と書ける. trR(f)を 2通りに表示することによって得られる等式のことを跡公式と呼ぶ. ま
ず第一の方法として, Kf (g, g)のスペクトル分解の項別積分という計算方法がある. 第二に,
Kf (g, g)の定義に基づいて, γに関して和をとる時に, 添え字集合PGL2(F )を共役類毎に分解
し, その各部分和の積分を計算するという方法もある. 前者の積分計算で得られるものをスペ
クトルサイドと呼び, 後者の積分計算で得られるものを幾何サイドと呼ぶ.
さて, roughに述べたTheorem 1において, 跡公式を与える積分の被積分関数に φが組み込

まれている. だから跡公式の一般化とみなせるのである.

1



2. 関数論的な言い換え

GL2(AF )の表現論の観点で跡公式について説明したが, これは保型形式という複素関数の
なす空間上のHecke作用素の跡に関する公式と同等である. 簡単のため F = Qで保型形式の
レベルが 1の時にの場合にTheorem 1を記述する. その際に位相群GL2(AQ)の表現論の言葉
ではなく, 関数論の言葉で記述する.
さて, 複素関数としての保型形式を定義しよう. まずH = {τ = x+ iy | x ∈ R, y > 0}とお

く (i =
√
−1は虚数単位). これは Poincaré上半平面と呼ばれる. この空間には SL2(R)が一

次分数変換で推移的に作用する:

([ a bc d ], τ) 7→
aτ + b

cτ + d
, ∀τ ∈ H, ∀[ a bc d ] ∈ SL2(R).

特に, 一次分数変換により SL2(Z)も Hに作用している. N ∈ Nに対して,

Γ0(N) := {[ a bc d ] ∈ SL2(Z) | c ≡ 0 (mod N)}
とおく (Nは正の整数全体からなる集合). Γ0(N)は SL2(Z)の指数有限部分群であり, これも
Hに作用している. 保型形式とは, この作用に関するある種の不変性と微分方程式を満たす関
数のことである. ここでは保型形式として, 楕円モジュラー形式とMaass波動形式を定義す
る. 楕円モジュラー形式は誤解のない限りしばしばモジュラー形式と呼ばれる. Maass波動形
式も単にMaass形式と呼ばれる.
さて, 普段の研究集会では楕円モジュラー形式とMaass波動形式は定義されることがほと

んどないので, この機会に定義をしてみる.
まずは楕円モジュラー形式から始めよう.

Definition 2. k ∈ N ∪ {0}, N ∈ Nとする. この時 f : H → Cが重さ k, レベルN の楕円モ
ジュラー形式であるとは以下の 3つを満たす時にいう.

(1) f は正則.
(2) f(aτ+bcτ+d) = (cτ + d)kf(τ), ∀[ a bc d ] ∈ Γ0(N), ∀τ ∈ H.

(3) ∀γ = [ a bc d ] ∈ SL2(Z), ∃a(γ; f) ∈ C,

lim
Im(τ)→∞

(cτ + d)−kf(aτ+bcτ+d) = a(γ; f).

特に, 重さ k, レベルN の楕円モジュラー形式 f が a(γ; f) = 0, ∀γ ∈ SL2(Z) を満たす時,
f は重さ k, レベルN の楕円カスプ形式と呼ばれる.

次にMaass波動形式を定義しよう.

Definition 3. N ∈ N, ν∞ ∈ Cとする. f : H → Cがタイプ ν∞, レベルN のMaass波動形
式であるとは, 以下の 3つを満たす時にいう.

(1) (x, y) 7→ f(x+ iy)はR×R>0上の関数としてC∞であり, f は双曲ラプラシアンの固
有関数になっていてその固有値は 1

4(1− ν2∞)f である:

−y2(∂2x + ∂2y)f =
1

4
(1− ν2∞)f.

(2) f(aτ+bcτ+d) = f(τ), ∀[ a bc d ] ∈ Γ0(N), ∀τ ∈ H.

(3) ∀γ = [ a bc d ] ∈ SL2(Z), ∃α > 0,

f(aτ+bcτ+d) = O(Im(τ)α), τ ∈ H.

特にタイプ ν∞, レベルN のMaass波動形式 f が
∫ 1
0 f(γ(x + iy))dx = 0 for ∀γ ∈ SL2(Z)

を満たす時, タイプ ν∞, レベルN のMaassカスプ形式と呼ぶ.

Monstrous Moonshineに出てくる j関数 j(τ) = 1
q + 744 + 196884q + · · · (q = e2πiτ ) は

正則で SL2(Z)不変である. j 関数は楕円モジュラー関数と呼ばれ, Monstrous Moonshineに
現れるだけでなく, 整数論でも活躍する興味深い関数であるが, 本講演で扱う保型形式には含
まれていない. 実際, 1

q の項の存在のため, Im(τ) → ∞とした時に指数関数的に増大するので
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j関数は楕円モジュラー形式でもMaass形式でもない. もっと詳しく述べると, j関数は楕円
モジュラー形式の定義の (1), (2)を k = 0, N = 1の場合に満たすが, (3)を満たさない. また,
Maass波動形式の定義の (1), (2)を ν∞ = 1, N = 1の場合に満たすが, (3)を満たさない.
重さ k, レベルN の楕円カスプ形式全体の集合を Sk(N)とおくと, これは自然に Cベクト

ル空間となる. しかも有限次元である. 簡単のためN = 1とすると, Hecke作用素とは自然数
でラベル付けされる End(Sk(1))の元の族 {Tn}n∈Nのことである.

Definition 4 (Hecke作用素). n ∈ Nに対して

(Tn f)(τ) := nk−1
∑

a∈N,d∈N
ad=n

1

dk

d−1∑
b=0

f

(
aτ + b

d

)
, τ ∈ H

とおく.

基本的な性質として,

(1) Tn ∈ End(Sk(1)),
(2) TmTn = TnTm,
(3) T1 = id

が知られている. N が 1と限らぬ一般の自然数の場合はN と互いに素な nについて Tnが定義
される. また, TnはMaass形式の場合も同様に定義できる (上の定義で k = 0とすればよい)1.
実はGL2(AQ)の言葉で述べられた跡公式を Tnのトレースに関して記述することができて,

以下のように記述される.

Theorem 5 (Eichler-Selberg 跡公式). 簡単のため, レベルはN = 1とし, 重さは偶数 k ⩾ 4
とする. この時, 任意の n ∈ Nに対して,∑

λ∈Eigen(Tn)

λ = tr(Tn) = Ji + Ju + Jh + Je

という等式が成り立つ. ここで左辺の Eigen(Tn)は Tn の固有値の多重集合である. 条件 P
に対して P が成り立つ時に δ(P ) = 1, P が成り立たない時に δ(P ) = 0 として generalized
Kronecker デルタ δを定義しておくと, 右辺の 4つの項は以下で定義される:

Ji = δ(
√
n ∈ N)

k − 1

12
n(k−1)/2, Ju = −δ(

√
n ∈ N)

n(k−1)/2

2

Jh = −1

2

∑
d,d′>0, n=dd′, d ̸=d′

min(d, d′)k−1

Je =
∑
t∈Z,

t2−4n=f2DE<0

−h(E)

#o×E

∑
0<d|f

d
∏
p|d

(1− p−1χDE
(p))n(k−2)/2Uk−2(

t
2
√
n
)

ここで, t2 − 4n < 0となる整数 tに対して E = Q(
√
t2 − 4n)とおいた. これは虚 2次体であ

ることに注意. h(E)はEの類数であり, oE はEの整数環である. また, DE はEの判別式で
ある. χDE

は大域類体論によりEに対応する 2次Dirichlet指標である. Uk−2は k− 2番目の
第 2種 Chebyshev多項式である.

関数論的な線型写像 Tnの跡が, 初等的な数や数論的なデータで書けるというのがこの跡公
式の意味するところである. なぜGL2(AQ)の跡公式とEichler-Selberg跡公式が同等なのかは
割愛するが, 正確には, Eichler-Selberg跡公式はGL2(AQ)の跡公式の特別な場合である.
レベル 1の保型形式 ϕとして, Hecke作用素の族 {Tp}p<∞の同時固有関数となるものを今

後扱う. (p <∞は素数全体を走る.)

1k = 0の時の Hecke作用素の定義に出てくる因子 n−1 は, しばしば n−1/2 になっていると思われるが, 今回
は楕円モジュラー形式の Hecke作用素の因子を n(k−1)/2 ではなく nk−1 にしたので, 後者に合わせた.
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[例 1 ] 無限遠点 i∞の固定部分群を Γ∞ ⊂ SL2(Z)とする. Γ∞ = {±[ 1 x0 1 ] | x ∈ Z}である.
z ∈ CがRe(z) > 1を満たす時,

E(z, τ) :=
∑

γ∈Γ∞\SL2(Z)

Im(γτ)(z+1)/2

は τ に関して広義一様絶対収束し, レベル 1のMaass波動形式となる. ただしMaass
カスプ形式ではない. E(z) は実解析的 Eisenstein 級数と呼ばれる. ここでは完備
Riemannゼータ関数 ζ̂(s)を掛けたE∗(z) := ζ̂(z + 1)E(z)を扱う.

[例 2 ] ϕをレベル 1のMaassカスプ形式とする. ϕはHecke作用素の同時固有関数であると
する. この時, 複素数の族 ν = (ν∞, (νp)p<∞) ∈

∏
v Cを用いて, 双曲的ラプラシアン

とHecke作用素の固有値を,

−y2(∂2x + ∂2y)ϕ =
1− ν2∞

4
ϕ,

Tpϕ(τ) := p−1/2(p−νp/2 + pνp/2)ϕ(τ).

のように表示することができる. さらに ϕは evenであるとする. ここで ϕが evenと
は ϕ(−z̄) = εϕ(z), ε = +1の時にいう. (ちなみに ε = −1の時には oddと呼ぶ.) 上述
のレベル 1の even Hecke-Maassカスプ形式 ϕに対して, νϕ = (ν∞, (νp)p)を ϕのスペ
クトルパラメーターと呼ぶことにする.

Remark 6. ここで, GL2(AQ)上の保型形式がH上の楕円モジュラー形式やMaass形式と関
連していることを説明しておく. [例 1], [例 2]で説明がなされたMaass波動形式を ϕとする.
SL2の強近似定理「SL2(Q)は SL2(AQ,fin)の中で稠密」により,

GL2(AQ) = Z(AQ)GL2(Q)GL2(R)+GL2(Ẑ)
という分解が成り立つので, この分解を用いて

ϕ̃(zγg∞k) := ϕ

(
a
√
−1 + b

c
√
−1 + d

)
, z ∈ Z(AQ), γ ∈ GL2(Q), g∞ = [ a bc d ] ∈ GL2(R)+, k ∈ GL2(Ẑ)

により ϕ̃ : GL2(AQ) → Cを定める (これは well-definedである). φ := ϕ̃ : GL2(AQ) → C
とおくと, φは GL2(AQ)上の関数として保型形式になっている. φの右移動たちが生成する
GL2(AQ)の保型表現を πφとする:

πφ := ⟨R(g)φ | g ∈ GL2(AQ)⟩.
これは [例 1], [例 2]のいずれの場合であっても, 既約ユニタリー化可能表現になり, 中心指標
は自明である. また πφは localな群の球的主系列表現の制限テンソル積に分解可能である:

πφ ∼=
⊗′

v

Ind
GL2(Qv)
B(Qv)

(| · |νv/2v ⊠ | · |−νv/2v ).

3. 主定理

F = Qの場合に相当する主定理を述べる. k は 4以上の偶数とし, ϕを [例 1]か [例 2]の
Maass形式とする. ϕのスペクトルパラメーターを ν = (ν∞, (νp)p<∞)とする. νfin = (νp)p<∞
とおく. a ∈ Rに対して, aを変数とする関数を 2種類用意する.

O+,(ν∞)
k (a) :=

2π

Γ(k)

Γ(k + ν∞−1
2 )Γ(k + −ν∞−1

2 )

ΓR(
1+ν∞

2 )ΓR(
1−ν∞

2 )
ch{|x|>1}(a)

√
a2 − 1P1−k

ν∞−1
2

(|a|),

O−,(ν∞)
k (a) :=

πi

Γ(k)
Γ(k + ν∞−1

2 )Γ(k + −ν∞−1
2 )sgn(a)

√
a2 + 1{P1−k

ν∞−1
2

(ia)−P1−k
ν∞−1

2

(−ia)}

とおく. ここで, ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2)とおいた. また, 集合Xとその部分集合A ⊂ Xに対し
て chAをX 上のAの特性関数とする. 上の場合X = Rである. また, Pν

µは第 1種 Legendre

陪関数である. 第 1種 Legendre陪関数の定義域C− (−∞, 1]に a = 0が含まれていないため,
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a = 0の時は見かけ上定義されていない. しかし a→ 0の時の値は定まるのでそれを a = 0で
の値とする. この関数は跡公式の幾何サイドの archimedean factorsを記述するために後で用
いる.
判別式 ∆ = Df2 (Dは基本判別式で, f ∈ N)に対して,

B(νfin;∆) :=
∏
p|f

(
ζp(−νp)

Lp(
−νp+1

2 , χD)
|f |

νp−1

2
p +

ζp(νp)

Lp(
νp+1
2 , χD)

|f |
−νp−1

2
p

)
とおく. 幾何サイドの non-archimedean factors を記述するために後で用いる. ζp, Lp は
Riemannゼータ関数やDirichlet L関数の p-th Euler因子とする. χDは類体論によりQ(

√
D)

に対応する 2次Dirichlet指標である.
ϕの周期 PD(ϕ)を以下のように定める. 基本判別式Dに対して

F(D) := {Q(x, y) ∈ Z[x, y] | primitive, not negative-definite, disc(Q) = D}
とおく. disc(Q)はQの判別式である. この2次形式の集合には右からPSL2(Z) = SL2(Z)/{±1}
が作用している:

(Q[ a bc d ])(x, y) := Q(ax+ by, cx+ dy), Q ∈ F(D), [ a bc d ] ∈ SL2(Z).

すると F(D)/PSL2(Z)は有限集合であることが知られている. しかも濃度は Q(
√
D)の狭義

類数 hと一致する. この事の詳細は例えば Zagierの本『Zetafunktionen und quadratische
Körper』(1981)の日本語訳 [22]の第 II部を参照されたし. 実際に [22, p.99]の定理で狭義の
イデアル類と 2次形式の同値類の 1対 1対応が述べられている. 以降では F(D)/PSL2(Z)の
完全代表系 {Qj}hj=1をひとつ固定しておく.

D < 0の時は zQj ∈ HでQj(zQj , 1) = 0.なるものが唯一つ存在する. この時

PD(ϕ) :=
h∑
j=1

1

#Stab(Qj)
ϕ(zQj )

とおく. ここで Stab(Qj)は PSL2(Z)内のQj の固定部分群である.
D > 0の時は, zQj ,1, zQj ,2 ∈ RをQj(z, 1) = 0 の相異なる実数解とする. Ωj ⊂ Hを zQj ,1

と zQj ,2を直径の両端とする半円の上半分 (Hに含まれるほう)とする. 要するに, zQj,1と zQj,2

を H内の測地線で結んでいる. ちなみにこの半円 Ωj の方程式∣∣∣∣z − zQj,1 + zQj,2

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣zQj,1 − zQj,2

2

∣∣∣∣ , (Im(z) > 0)

は, Qj(x, y) = ax2 + bxy + cy2なる a, b, c ∈ Zを用いて a|z|2 + bRe(z) + c = 0, (Im(z) > 0)
と書ける. さて, この時PSL2(Z)\Ωj はRiemann面 SL2(Z)\H上の閉測地線になる. 以下のよ
うなサイクル積分によって PD(ϕ)を定義する.

PD(ϕ) :=
h∑
j=1

∫
Stab(Qj)\Ωj

ϕ(z)

√
Ddz

Qj(z, 1)
.

ここでΩjの向きは, Qj(z, 1)の z2の係数が正の時に反時計回りとし,負の時に時計回りとする.

Remark 7. ここで 2次形式と狭義類数との関連について注意を述べておく. 2次形式の集合
において, SL2(Z)と同様にGL2(Z)の作用も考えることができる. まず F(D)の条件の “not
negative-definite”を外すことで定義される 2次形式の集合をF ′(D)とする. すなわち, 原始的
な整数係数 2元 2次形式で判別式がDのもの全体をF ′(D)とする. この時, GL2(Z)がF ′(D)
に右から作用する:

(Q[ a bc d ])(x, y) := (ad− bc)Q(ax+ by, cx+ dy), Q ∈ F ′(D), [ a bc d ] ∈ GL2(Z).

この作用は ad− bc ∈ {±1}の因子があるので, 正定値と負定値の 2次形式が同一視される. し
たがって, D < 0の時には最初に導入したF(D)にはGL2(Z)が上のルールでは作用していな
いことに注意せよ. この作用から得られる事実として, Dの正負に関わらず, F ′(D)/GL2(Z)
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も有限集合で, この濃度はQ(
√
D)の類数と一致する. Zagierの本では 2次形式の SL2(Z)に

おける同値類の個数として h(D)を導入し, h(D)は「類数」と呼ばれているが, [22, p.64–65]

を見ると分かるように h(D)はQ(
√
D)の狭義類数であり, この本の p.65に出てくる h0(D)の

ほうがQ(
√
D)の類数である. これは [22, p.99]の定理を見ても分かる. 類数公式 [22, p.75]に

出てくる h(D)も Q(
√
D)の狭義類数であるし, 2次形式の世界で定義された基本単数 ε0(cf.

[22, p.68])もQ(
√
D)の基本単数とは限らない (2乗のズレが生じうる). 代数体の世界と 2次

形式の世界で類数などの専門用語が錯綜しているので, 注意が必要である.

さて, 以上の準備のもとに, 定理を述べよう. kを正の偶数とし, k ⩾ 4とする. 重さ k, レベ
ル 1の楕円カスプ形式全体を Sk(1)とし, Petersson内積に関する正規直交基底Hkをとる. 任
意の f ∈ Hk が Hecke作用素 {Tn}n∈Nの同時固有関数になるようにHk をとることができる.

n(1−k)/2Tnの f に対する固有値を λf (n)とする:

Tnf = n(k−1)/2λf (n)f

f ∈ Hkに対して

µf (ϕ) :=

∫
SL2(Z)\H

ϕ(τ)|f(τ)|2yk dxdy
y2

とおく. これはモジュラー曲線 SL2(Z)\H上の確率測度である. 主定理 ([16]で F = Qかつレ
ベル 1にしたもの. [例 2]の場合は [17])は以下のように述べられる.

Theorem 8. [Generalized Trace Formula (F = Q, N = 1)] k ⩾ 4を偶数とする. ϕを [例 1]
または [例 2]のものとし, ϕが実解析的Eisenstein級数の時は |Re(z)| < k− 3を仮定する. 任
意の n ∈ Nに対して,

4π

k − 1
n1/2

∑
f∈Hk

µf (ϕ)λf (n) = Jid + Junip + Jhyp + Jell

が成立する.

上の定理は ϕが実解析的 Eisenstein級数の場合は [16], カスプ形式の場合は [16], [17]で与
えられている. ちなみに公式の右辺に現れる項は以下のように記述される:

• Jid = 0.
• ϕがカスピダルの時は Junip = 0. ϕ = E∗(z)の時は,

Junip = δ(n1/2 ∈ N)ζ̂((z + 1)/2)n1/2{G(z) +G(−z)},

ここで,

G(z) := ζ̂(−z)21−zπ(3−z)/4 Γ(k + (z − 1)/2)

Γ(k)Γ((z + 1)/4)
n(−z−1)/4.

•

Jhyp =
1

21+δ(ϕ : cusp)
L̂(1/2, ϕ)

∑
(d1,d2)∈N2

n=d1d2,d1 ̸=d2

B(νfin; (d1 − d2)
2)O+,(ν∞)

k (d1+d2d1−d2 ),

ここで, δ(ϕ : cusp)は ϕがカスプ形式の時に 1, ϕが実解析的 Eisenstein級数の時に 0

とする. L̂(s, ϕ)は ϕの完備スタンダード L関数とする. すなわち

L̂(s, ϕ) = ΓR

(
s+

ν∞
2

)
ΓR

(
s− ν∞

2

) ∞∑
n=1

λϕ(n)

ns
, Re(s) >

3

2

を C上の解析関数に解析接続したもの.
•

Jell =
1

2

∑
D∈D

2δ(D<0)PD(ϕ)
∑

t∈T (n,D)

B(νfin; t
2 − 4n)Osgn(t2−4n),(ν∞)

k ( t√
|t2−4n|

),
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ここでDは基本判別式全体の集合であり, δ(D < 0)はD < 0の時に 1, D > 0の時に
0とする. また,

T (n,D) := {t ∈ Z | ∃f ∈ N, t2 − 4n = Df2}
とおく.

Remark 9. • ϕ = E∗(z)の公式は Zagier (1977)の公式 [21]と同値である.
• 主定理の公式の z = 1における留数Resz=1

∑
f∈Hk

µf (E
∗(z))λf (n) = · · · を計算する

ことで Eichler-Selberg 跡公式: tr(Tn) = · · · を復元することができる. 復元計算の際
には, Resz=1E

∗(z) = 1に注意2.
• ϕがカスプ形式の時は新しい公式である. 我々の公式はSk(N)(ただしNは odd square-
free)の場合でも成立する.

Remark 10. F/Q を有限次総実代数体とする. 素数 2 は F の中で完全分解するとする.
k = (kv)v|∞, kv ⩾ 4は偶数の組とする. nは F の整数環 oF の非ゼロ square-freeイデアルで
(n, 2oF ) = oF を満たすとする. 非ゼロイデアルm =

∏
pv |m pnv

v ⊂ oF は (m, n) = oF を満たす
とする. F の狭義類数 h+F には何も課さない. この設定で, 我々の公式はGL2(AF )上の保型形
式に一般化できる. つまり Hilbertモジュラー形式の場合に拡張できる. 実際, 公式の記述は
GL2(AF )の保型表現論を用いておこなっている. [16]を参照されたし.

Remark 11. Hilbertモジュラー形式の場合の拡張については, ϕ = E∗(z)の場合に対応する
もののみ先行研究がある3.
水本 (1984) [9]は有限次総実代数体 F が狭義類数 1の時に parallel 重さ k, レベル oF の

Hilbertカスプ形式の場合に Zagierの公式を一般化した. 高瀬 (1986) [18] は後に総実代数体
F が狭義類数 1で, 一般の重さ (kv)v∈Σ∞, 一般のレベル n nebentypus ωが primitiveの場合
に Zagierの公式を与えた. 我々の公式は nebentypus ωが自明指標でレベル nを考慮している
ので, n = oF の場合に限り, 高瀬の公式との間に overlapがある.
水本氏, 高瀬氏の設定だと, 例えば 2次体だと F = Q(

√
2), Q(

√
5)が含まれる. これらの

中では 2が完全分解しないので我々の設定には含まれていない. 一方, 狭義類数が 1という
仮定を満たす代数体 F が無限個あるかどうかは未解決である (これが解ければ類数 1の実 2

次体の無限性が分かり, いわゆる Gauss予想も解決できる). 我々の公式では F = Q(
√
D),

(D ∈ Z>0, D ≡ 1 (mod 8)) なる 2次体であれば狭義類数の値は何でも良いので, F として無
限個の例を扱うことができるQ(

√
33), Q(

√
57)は狭義類数が 2であるので我々の設定で扱え

る 2次体である4.

Remark 12. Jacquet, Zagier (1987) [6]は f ∈ C∞
c (PGL2(Ak))に対して以下の積分の幾何

的展開を実行した. ∫
PGL2(k)\PGL2(Ak)

Kf,cusp(g, g)E(z, g)dg = · · ·

ここでE(z, g)は Eisenstein級数である. 彼らの手法では明示的な計算はなされなかった. 特
に, 我々の公式のように固定された重さをもつ楕円モジュラー形式の項のみを Jacquet, Zagier
の公式の場合に抽出可能かもいまだ不明である. したがって, z = 1での留数を計算すること
によって Selberg跡公式が復元可能かどうかさえ最近まで不明であった. Selberg跡公式が復元
できることに関してはWu [20]によって最近になって証明されたが, 以下の問題はいまだ残っ
ている.

Jacquet-Zagier公式から Zagierの公式を復元できるだろうか ?

4. 応用

保型 L関数の特殊値の非ゼロ性への応用をいくつか紹介する.

2s = z+1
2
の変数変換のもとで s = 1での留数を考えると 1

2
である.

3ϕ = E∗(z)の場合の先行研究については拙著 [13]に詳細あり.
4実 2次体の狭義類数と類数の関係については拙著 [15]に詳細あり.
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4.1. GL2の対称 2次 L関数の特殊値. まず [例 1]の場合の結果の応用を紹介しよう.

f(τ) =

∞∑
n=1

af (n)e
2πinτ ∈ Sk(1)− {0} に対して, 対称 2次 L関数を

L̂(s,Sym2(f)) := ΓR(s+ 1)2(2π)−s−k+1Γ(s+ k − 1)× ζ(2s)

∞∑
n=1

af (n
2)

ns+k−1

(Re(s) > 1)で定義する. ここで, ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s)とおいた. ΓR(s+ 1)ΓC(s+ k − 1) の
因子を排除したものは L(s,Sym2(f))とおく. Rankin (1939), Selberg (1940)が独立にこの L
関数の解析性を与えたことは有名である.

Theorem 13. • L̂(s, Sym2(f))は C上有理型関数に解析接続される.

• 関数等式 L̂(s,Sym2(f)) = L̂(1− s,Sym2(f))が成立する.

• L̂(1,Sym2(f)) = 2k(f, f) > 0が成立する.

f のレベルがN > 1より大きい場合もL(s,Sym2(f))を導入することができて, 同様の解析
接続や関数等式などが成立する. [2]によって, L(s,Sym2(f))は GL3(AQ)上のある Hecke固
有カスプ形式のスタンダードL関数に一致することが知られている. そのHecke固有カスプ形
式を Sym2(f)と書くことで, Sym2という記号はGL2(AQ)の保型形式からGL3(AQ)へのリフ
ティングとみなせる. このリフティング (Gelbart-Jacquet リフティング)の詳細も [2]にある.

Rankin-Selberg theoryによって,

µf (E
∗(z)) ≒

ζ( z+1
2 )L( z+1

2 , Sym2(f))

L(1, Sym2(f))

が成り立つので, 我々の公式はL( z+1
2 ,Sym2(f))に関する和のN → ∞とした時の挙動を調べ

ることができる.
重さ k ⩾ 4を固定する. nを自然数とする. Hk(N)を Sk(N)の正規直交基底で, Hecke固有

形式からなるものとする. 以下の仮定を考える.

(P) : L(s,Sym2(f)) ⩾ 0, (1/2 ⩽ ∀s < 1, ∀f ∈ Hk(N), ∀N).

上の (P)内のレベルNは (N, 2n) = 1を満たす自然数を走るとする. この仮定は一般Riemann
予想を仮定すると中間値の定理から得られることに注意.

Corollary 14. ([16, Theorem 1.3]の特別な場合) k ⩾ 6とする. また (P)を仮定する. 部
分区間 Jp = [tp, t

′
p] ⊂ [−2, 2] (tp < t′p)を各素因子 p|n 毎に任意にとって固定する. この時,

M > 0があって, N > M なる任意の素数 N と 1/2 ⩽ ∀s ⩽ 1に対して, Hecke固有新形式
f ∈ Sk(N)new が存在して, 次を満たす:

(1) (非ゼロ性) L(s,Sym2(f)) ̸= 0,
(2) (Hecke固有値の分布) ( λf (p) )p|n ∈

∏
p|n Jp.

特に,
∏
p|n Jp =

∏
p|n[−2, 2]の時は (P)を仮定しなくて良い.

4.2. GL2 ×GL3の L関数の中心値. 次に [例 2]の場合の結果の応用を紹介しよう. ϕの Tpに
おける固有値を λϕ(p) = pνp/2 + p−νp/2 (νp ∈ C), f ∈ Hk = Hk(1)の Tp における固有値を
λf (p) = αp+α

−1
p (αp ∈ C×)と表せることに注意しておく. ϕと f の対称 2次リフト Sym2(f)

のRankin-Selberg L関数を以下のように定める.

L(s, ϕ× Sym2(f)) :=
∏
p<∞

det(16 − p−s[ p
νp/2

p−νp/2
]⊗ Sym2

(
αp

α−1
p

)
)

これは整関数として解析接続できて, L(s, ϕ× Sym2(f)) ≒ L(1− s, ϕ× Sym2(f)) の形の関数
等式を持つ ([5]).
µf (ϕ)は f , f̄ , ϕの３つのカスプ形式の積の積分である. これは三重線型周期と呼ばれてい

て, Watson (2002)の学位論文 [19]と, その一般化である市野 (2008)の結果 [4]により, 三重
積 L関数の 1/2における特殊値を使った公式が知られている. いまは三重積 L関数の代わり
に上で導入した L関数を用いて |µf (ϕ)|2を以下のように記述することができる.
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Theorem 15.
|µf (ϕ)|2

∥ϕ∥2
≒ L(1/2, ϕ)L(1/2, ϕ× Sym2(f))

L(1, Sym2(ϕ))L(1, Sym2(f))2
.

k ⩾ 4を偶数とする. Hk は Sk(1)の正規直交基底であったことを思い出しておく. f ∈ Hk

を固定する毎に, ϕ : SL2(Z)\H → Cに対して

µf (ϕ) :=

∫
SL2(Z)\H

ϕ(τ)|f(τ)|2yk dxdy
y2

とおく. f がMaass形式だったならラプラシアンの固有値を∞に飛ばした時の確率測度 µf の
振る舞いに関する量子一意エルゴード性 (Quantum Unique Ergodicity, 略してQUE)の予想
があるが5, f が正則の場合にも k → ∞とすることでQUEの正則類似を考えることができる.
このQUEの正則類似は (レベルが 1の場合に)Holowinsky, Soundararajan によって解かれた.

Theorem 16. (Holowinsky, Soundararajan (2010) [3]) kごとに f ∈ Hk を任意にとって固
定する. この時, 弱収束の意味で以下が成り立つ.

lim
k→∞

µf =
3

π

dxdy

y2
.

上のQUEの正則類似が証明される前に, QUEの正則類似の平均版が先に証明された.

Theorem 17. (Luo (2003) [7]) A ⊂ SL2(Z)\Hを可測集合とする時,

1

dimSk(1)

∑
f∈Hk

µf (A) =

∫
A

3

π

dxdy

y2
+O(k−1/2+ϵ).

また, µf の 2次モーメントの f に関する和の重さに関する平均 (Quantum varianceの和で
2 ⩽ k ⩽ K をK ⩽ k < 2K に置き換えたもの)の漸近公式も知られている.

Theorem 18. ( Luo, Sarnak (2004) [8] + Sarnak, Zhao (2018) [11] )
ϕをレベル 1の even Hecke-Maass カスプ形式とする. この時,

lim
K→∞

1

2−1K

∑
k∈[K,2K)

∑
f∈Hk

|µf (ϕ)|2 → C(ϕ)πL(1/2, ϕ)∥ϕ∥2.

ただし,

C(ϕ) =
1

ζ(2)

∏
p

(
1−

p−1λϕ(p)

p1/2 + p−1/2

)
とおく. この無限積はKim-Sarnak bound |λϕ(p)| ⩽ p7/64 + p−7/64 < 2p7/64)を使うことで収
束することが示せる.

Luo, Sarnakの µf の 2次モーメントの漸近公式の類似として, 我々の公式から µf の 1次
モーメントの漸近公式を与えることができる.

Theorem 19. (Average of 1st moments [17])

1

2−1K

∑
k∈[K,2K)

(−1)k/2
∑
f∈Hk

µf (ϕ)λf (n)
K→∞−−−−→ P−4n(ϕ)B(νfin;−4n)√

4n
.

ここで, −4n = Df2 (Dは基本判別式で f は自然数)の時に P−4n(ϕ) := PD(ϕ)とおいた.

ϕに対して,

Xϕ := {n ∈ N | − 4n : fundamental discriminant & L(1/2, ϕ⊗ χ−4n) ̸= 0}

5保型形式に関連する QUEについては, 拙著 [14, §1]にも詳細あり.
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とおく. [1]により, #Xϕ = ∞となることが知られている. 我々の 1次モーメントの漸近公式
と Luo-Sarnakの 2次モーメントの漸近公式を組み合わせることで,

Nϕ,n(K) := #{f ∈
∪

k∈[K,2K)

Hk | L(1/2, ϕ× Sym2(f))λf (n) ̸= 0}

の下界を定量的に与えることができる.

Theorem 20. (Quantitative non-vanishing of L-values [17]) L(1/2, ϕ) ̸= 0を仮定する.
この時, ∀n ∈ Xϕ, ∀ϵ > 0, ∃Kϕ,n,ϵ > 0, ∀K ⩾ Kϕ,n,ϵ,

Nϕ,n(K)

K
⩾ 1− ϵ

16π

1√
nd(n)2

L(1/2, ϕ⊗ χ−4n)

C(ϕ)L(1, Sym2(ϕ))
(> 0).

ここで次元公式により
#(

∪
K⩽k<2K

Hk) ≍ K2

なので, 上の定理の左辺は割合にはなっていないことに注意.
Luo, Sarnakの公式から, limK→∞Nϕ,1(K) = ∞が分かるが, 上記の結果は n ⩾ 2に対する

λf (n)の非ゼロ性も考慮しているし, 無限大に発散するスピードの下界を L関数などの数論的
データで与えているところが興味深い.

Remark 21. 本橋 (1992) [10]のL(1/2, ϕ)の 2次モーメントの漸近公式により, L(1/2, ϕ) ̸= 0
を満たす even Hecke-Maassカスプ形式 ϕは無数に存在する.

5. 証明

簡単のため, F = Q, N = 1としておく. 証明を厳密に紹介すると, 様々な記号が乱舞し, 積
分の発散もたくさん生じるので, 計算のアイディアを軸とする rough sketchを書くに留める.
証明のポイントは跡公式で用いるテスト関数 f =

∏
v fv ∈ C∞(PGL2(AQ))における局所

成分 fv ∈ C∞(PGL2(Qv))は,

• f∞は重さ kの PGL2(R)の離散系列表現の行列係数,
• localなHecke作用素 Tpのレゾルベント核関数 (但し素数 pは p|nとなるもの),
• PGL2(Zp)の特性関数 (pは nを割らない素数).

f は n ∈ Nに依存して定まる関数である. 重要なこととして, Supp(f)がコンパクトでない
ことが挙げられる. f∞, fp (p|n)はサポートがコンパクトではない. なので, 積分や無限和の
収束性や順序交換は慎重に行わなければならない. このような欠点がある一方で, コンパクト
性を捨てて f∞として行列係数を採用した恩恵として,

Kf (g, h) =
∑

γ∈PGL2(Q)

f(g−1γh)

が各変数 g, hに対して, 重さ kのカスプ形式となる. この和が絶対収束するためには, k ⩾ 4が
必要である. ここで k = 2が除外される.
通常の跡公式は ∫

PGL2(Q)\PGL2(AQ)
Kf (g, g)dg.

を 2通りに計算することで得られたのだが, ここでは∫
PGL2(Q)\PGL2(AQ)

Kf (g, g)φ(g)dg.

なる積分を考える. ここで, φ : GL2(AQ) → Cは [例 1]または [例 2]でみた保型形式である.
この積分のスペクトルサイドは,

Kf (g, g) = C
∑
ψ∈Hk

cψ ψ̃(g)ψ̃(g) (C, cψ ∈ C)
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という核関数のスペクトル展開を用いて計算すれば良い. 各 ψはカスプ形式なので急減少で
あるから, この有限和に φを書けて積分したものは収束する.
次に幾何的展開について述べよう. Kf (g, h)の定義式を出発点とし, PGL2(Q)を共役類で

分解することによって,

Kf (g, g) = Φid(g) + Φunip(g) + Φhyp(g) + Φell(g)

という表示が得られる. ここで,

Φid(g) = f([ 1 0
0 1 ]),

Φunip(g) =
∑

ξ∈Z(Q){[ 1 ∗
0 1 ]}\GL2(Q)

f(g−1ξ−1[ 1 1
0 1 ]ξg),

Φhyp(g) =
1

2

∑
ξ∈{[ ∗ 0

0 ∗ ]}\GL2(Q)

∑
a∈Q×−{1}

f(g−1ξ−1[ a 0
0 1 ]ξg),

Φell(g) =
1

2

∑
E=Q(

√
∆)

∑
ξ∈E×\GL2(Q)

∑
γ∈Q×\(E×−Q×)

f(g−1ξ−1γξg).

この時, 各 Φ∗に φを書けて積分を実行すれば幾何的展開が得られる.
本研究において, この幾何的展開が先行研究にはない new insightを提示している. γ ∈

PGL2(Q)に対して γ の PGL2(Q)内の中心化群を Gγ とする. すると幾何的展開における γ
に対応する項の積分計算は形式的に以下のようにできる.∫

PGL2(Q)\PGL2(AQ)
{

∑
ξ∈Gγ(Q)\PGL2(Q)

f(g−1ξ−1γξg)} φ(g)dg

=

∫
Gγ(Q)\PGL2(AQ)

f(g−1γg) φ(g)dg

=

∫
Gγ(AQ)\PGL2(AQ)

f(g−1γg){
∫
Gγ(Q)\Gγ(AQ)

φ(tg)dt}dg

よって φの Gγ に沿った周期積分の荷重つきの軌道積分が生じる. あとは球関数の重複度 1
定理を用いて素点ごとの積分に分解し, 各素点ごとに localな重み付き軌道積分を計算すれば
良い.

Remark 22. 水本, 高瀬, Jacquet, Zagierの手法は幾何サイドの計算で unfoldingが本質的
に用いられた. しかし我々の手法では幾何サイドで unfoldingを必要としない. そこが従来
の計算方法と大きく異なる点である. unfoldingを必要としない手法を開拓したことにより,
Eisenstein級数をカスプ形式に置き換えることが可能となったのである.
φがカスプ形式の時は周期積分はいつでも収束する. しかし, もしφがEisenstein級数なら軌

道積分は発散してしまう. unfoldingを用いない代わりに, 積分が収束しないという問題が生じ
たのである. 例えば Jid = ∞となってしまう. しかし, Eisenstein級数を smoothed Eisenstein
級数に変形することで, 発散の問題を解消することができる. 実際, smoothed Eisenstein級数
は急減少関数になる6 ので, 積分の発散問題をうまく正当化することができる.

Zagierの公式の一般化を目的としてφがEisenstein級数の場合の計算を実行していた際に,
表現論を用いて素点ごとの積分に帰着できることに気づき, φがカスプ形式の場合の公式が後
から得られた. しかし積分の収束性の観点から見れば, 数学的には φがカスプ形式の場合のほ
うが幾何サイドの計算が容易である.

6概均質ベクトル空間のゼータ関数の解析接続に用いられたオリジナルの smoothed Eisenstein 級数 (cf. [12,
Lemma 2.9])は smoothed Eisenstein級数の定義において, 極付きの関数を使用している. そのため, オリジナル
の smoothed Eisenstein級数は急減少ではない. しかし今回はこの smoothed化を参考に Eisenstein級数を急減
少関数に変形することを考えたので, 我々が構成したものも smoothed Eisenstein級数と呼んでいる. 数学的な性
質はどちらかというと pseudo Eisenstein級数に近い.
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