
ON THE EXISTENCE OF SILTING OBJECTS

相原琢磨

多元環の表現論において, 傾理論は重要なトピックのうちの一つである. 傾理論は森田
理論の一般化として 1980年頃に導入され, 近年活発に研究が行われている. 特に, 傾理論
で中心的な役割を果たす傾対象は, 導来同値を引き起こすことが知られており [H, R1, K],
数学の様々な分野で注目されている.
変異理論の観点から傾対象を眺めたとき, それらはある弱点を持っている: 傾対象

の変異 (傾変異)とは, 与えられた傾対象の一部分 (直和因子)をある操作で取り替えて,
新しい傾対象を作り出す方法である. この方法は, Bernstein-Gelfand-Ponomarevの鏡
映関手 [BGP] に起源を持ち, Auslander-Platzeck-Reiten [APR]や Brenner-Butler [BB],
Riedtmann-Schofield [RS]らによって定式化された. 上述した傾変異の弱点とは, 傾変異
はいつでも可能とは限らない点である.
その弱点を解消するために, 次のような 2つの一般化が導入された.

• (三角圏における傾対象の一般化) 準傾対象の変異 (準傾変異) [AI]
• (加群圏における傾加群の一般化) 台 τ 傾加群の変異 (τ 傾変異) [AIR]

特筆すべき点は, 準傾変異および τ 傾変異はいつでも可能という点である.
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ここでは, 導来同値の観点から, 準傾対象とその変異に注目する: 準傾対象によっても導
来同値が導かれる [K]. このとき, 一つでも準傾対象を見つけることができれば, 準傾変異
によって, 無数に多くの準傾対象が得られる. そこで, 一つの大きな問題は, 準傾対象の分
類を行うことである. この「分類問題」に対して, ここでは次の疑問について考えていく.

疑問 1. 一つの準傾対象から変異を繰り返すことで, すべての準傾対象を構成できるか?

この疑問が肯定的に解決されれば, 一つの準傾対象と準傾変異の繰り返しによってすべ
ての準傾対象を理解でき, この意味で “分類できた”といえる.
一方, 考える三角圏によっては準傾対象が存在しないことがある. 例えば, 大域次元が

無限の有限次元多元環上の有界導来圏や半単純でない自己入射的多元環の安定加群圏は,
準傾対象を持たない. 後者の例は, Buchweitz-Rickardの定理 [B, R2]より, 有界導来圏の
完全導来圏によるVerdier商 (特異圏)と見ることができる. そのため, これらの例は次の
疑問を引き起こす.

疑問 2. 特異圏はいつでも準傾対象を持たないのではないか?

特に, 自己入射的多元環 (右自己入射次元 0)の高次元版として, 右自己入射次元有限な
多元環上の特異圏について議論する.
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記号. 以下, Λを代数閉体 k上有限次元多元環とし, 次のような圏を考える.

• modΛ: 有限生成 (右) Λ加群からなる圏 (加群圏)
• proj Λ: 射影加群からなるmodΛの充満部分圏
• Db(modΛ): 加群圏modΛの有界導来圏
• Kb(proj Λ): 射影加群の圏 proj Λの有界ホモトピー圏 (完全導来圏)

一般に, T を次の条件を満たす三角圏とする: - Krull-Schmidt - k線型 - Hom有限.

1. 準傾変異

ここでは, 与えられた一つの準傾対象から, 別の準傾対象を作り出す方法 (準傾変異,
silting mutation)について解説する.
まずは, 準傾対象の定義から思い出そう.

定義 1.1. 三角圏 T の対象 T が前準傾 (presilting)であるとは, 任意の整数 i > 0に対して,
HomT (T, T [i]) = 0を満たすときにいう. さらに加えて, T = thickT となるとき, T を準傾
対象 (silting object)とよぶ. ここで, thickT は T の T を含む最小の thick部分圏を表す.

T の基本的な準傾対象の同型類の集合を silt T と書くことにする.

例えば, 環Λは完全導来圏Kb(proj Λ)の準傾対象であり, そのシフトΛ[i]も準傾である.
逆に, 準傾対象を持つ (ある程度の)三角圏は, 完全導来圏しかないことが知られている

[R1, K]. つまり, 次の圏同値が得られる.

定理 1.2 (Rickard, Keller). T を代数的な三角圏, すなわち, T はある Frobenius圏の安定
圏として得られるとする. このとき, T が準傾対象 T を持つならば, T は T の導来自己準
同型多元環上の完全複体の圏と三角圏同値になる.

準傾対象に関する基本的な性質を見てみよう [AI].

命題 1.3. (1) 準傾対象の非同型な直既約因子の個数は, 準傾対象の取り方に依存しない
(T のみで決まる).

(2) T が準傾対象を持つならば,任意の対象X,Y は十分大きな ℓ ≫ 0で, HomT (X,Y [ℓ]) =
0となる.

もう一つ簡単な例を観察する.

例 1.4. Λをクイバー 1 → 2で与えられる多元環とする: これは 2次の上三角行列環と同
型である. このとき, T := Kb(proj Λ) (= Db(modΛ))を考える. Happelの結果 [H]から,
T はAuslander-Reitenクイバーを持つことが知られており, 圏構造が次のように完全に理
解できる.
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整数は直既約対象,矢は対象の間の既約射を表し, 2本の矢を通すと零になる. さらに, i < j
のとき, HomT (j, i) = 0が成り立つ. また, T の中でのシフトは 3を足すことで与えられる
(i[1] = i+ 3). 以上から, 簡単な議論により次が得られる.

silt T = {i⊕ j | 0 < j − i ≡ 1 (mod 3)}
次に, 準傾変異を導入する [AI].

定義-定理 1.5 (準傾変異). T を T の準傾対象とし, 直和因子Xを取る: T = X ⊕M . 次
の 3ステップにより, 新しい対象を定義する.
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ステップ 1: Xの (極小な)左 addM近似 f : X → M ′を取る (addMはMの加法閉包).
つまり, M ′は addM に属し, 任意の射 g : X → M は f を通過する. T は
Hom有限なので, これはいつでも可能である.

ステップ 2: f を三角に拡張する: X
f−→ M ′ → Y → X[1].

ステップ 3: T の直和因子Xを Y と取り替える: Y ⊕M .

このとき, Y ⊕Mはまた, 準傾対象になる. そこでこれを, µ−
X(T )と書き, T のXに関する

左変異と呼ぶ. 双対的に, 右変異 µ+
X(T )を定義する. 左変異および右変異をまとめて, 変

異と呼ぶことにする. また, Xが直既約のとき, その変異を既約な変異という.

注意 1.6. (1) 変異は近似の取り方に依らない.
上の設定で,

(2) X = 0およびX = T でも変異可能である: µ±
0 (T ) ≃ T, µ±

T (T ) ≃ T [∓1] (複号同順).
(3) T が基本的のとき, 近似を極小に取れば, 変異も基本的になる.
(4) µ+

Y (µ
−
X(T )) ≃ T が成り立つ. (双対版も成り立つ.)

準傾変異によって, 一つでも準傾対象を見つけることができれば, 無数に多くの準傾対
象を得ることができる. よって, 完全導来圏Kb(proj Λ)は無数に多くの準傾対象を持つこ
とがわかる.

例 1.7. 例 1.4を見てみよう. 準傾対象T = i⊕ j (i < j)の既約左変異は次の 3種類がある:

(1) µ−
j (T ) ≃ i⊕ (j + 3)

(2) µ−
i (T ) ≃

{
(j + 1)⊕ j (j = i+ 1)

(i+ 3)⊕ j (j ̸= i+ 1)

ここから, 疑問 1について考えていく. 特に, 既約な変異に絞り, 次の概念を導入する.

定義 1.8. T にある準傾対象 T が存在し, すべての準傾対象が T の既約な変異の繰り返し
によって得られるとき, T は準傾連結 (silting-connected)であるという.

例 1.9. 例 1.7で見たように, この多元環における準傾変異は, (1) “遠ざける” (2-1) “ジ
グザグ” (2-2) “近づける” の 3種類である. そのため, 準傾対象の形 (例 1.4)を見れば,
Kb(proj Λ)が準傾連結であることがわかる. さらに, 任意の 2つの準傾対象は, 適当にどち
らか一つを選べば, 既約左変異のみの繰り返しで, もう片方に届く.

次のような準傾連結な完全導来圏を持つ多元環が知られている [AI, A, AAC, AM, BPP].

定理 1.10. 多元環Λが次のいずれかのとき, Kb(proj Λ)は準傾連結である.

(1) 局所多元環
(2) 区分的遺伝的多元環
(3) 有限表現型対称多元環
(4) 奇数型のBrauerグラフ多元環
(5) Dynkin型前射影対称多元環
(6) 有限大域次元の導来離散多元環

注意 1.11. 上の定理において, (2)の場合を除いて, Kb(proj Λ)は特に, 準傾離散 (silting-
discrete)になっている: 準傾離散とは, 準傾対象の個数がある意味で有限になっていると
きにいい, 準傾離散ならば準傾連結であることが従う (詳しくは [A]を参照). (2)ではさら
に, Λが有限表現型のとき, Kb(proj Λ)は準傾離散になる.
傾離散 (tilting-discrete)を導入して, (3)および (5)の対称性の仮定を自己入射的に置き

換えることができる. つまり, 有限表現型自己入射的多元環およびDynkin型前射影多元
環 (この場合, 自動的に自己入射的になる)の完全導来圏は傾離散になる [CKL, AM].
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準傾連結であっても, 一つの準傾対象から別の準傾対象へ, 既約左変異のみの繰り返し,
もしくは, 既約右変異のみの繰り返しで到達するとは限らない.

例 1.12. Λを Kronecker多元環とする: つまり, クイバー 1 // // 2 で与えられる多元
環. このとき, Λは遺伝的である. さらに, T := Kb(proj Λ) (= Db(modΛ))のAuslander-
Reitenクイバーは次のような連結成分を無限個持ち, それらはシフトによって移り合う
(cf. [ASS, H]):
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(in[1] = in+1) また, 準傾対象は例 1.4と似たような表示をすることができ, 準傾変異も例
1.7と同様に, (1) “遠ざける” (2-1) “ジグザグ” (2-2) “近づける”の 3種類がある.
定理 1.10より, T は準傾連結であるが, 既約左変異のみの繰り返しでは得られないもの

があることを見てみよう. T := 00 ⊕ 10, U := −11 ⊕ 01とおくと, U は T の既約左変異の
みの繰り返しでは得られない. 実際, T の “ジグザグ”の既約左変異のみでは 0番目の連結
成分から出ることはできず, また, 一度 “遠ざける”既約左変異を使ってしまうと, U を飛
び越えてしまい, 既約左変異では U へ戻ることができない. 一方, 既約右変異を用いれば
T と U は繋がっている.
以上のことを, 既約左変異を矢で表すことにして視覚的に観察してみよう: T, U ∈ silt T

に対して, T → U は U が T の既約左変異であることを意味する.
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この節の最後に, 完全導来圏が準傾連結でない多元環の例を挙げる [AGI].
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例 1.13. Λをクイバー 1
//// 2oooo で与えられる多元環で, ルビー列

Λ =

1 ??��
2 ??��

2 ?? 2
��

⊕
1 ?? 1

��
1 2

を持つものとする. これは, 2つの単純加群を持つルビー列の長さが 2の自己入射的中山多
元環の自明拡大, および, グラフ ◦ ◦ の Brauerグラフ多元環と同型である. このと
き, Kb(proj Λ)が準傾連結でないことが,線型代数的手法により観察できる. 詳細は省くが,
各準傾対象を行列 (g行列)と対応させ, その固有ベクトルと固有値を計算する. そのとき,
Λの既約な変異の繰り返しで得られる準傾対象の g行列と Λ[1]の g行列の固有値が異な
り, ΛとΛ[1]が既約な変異の繰り返しでは繋がらないことがわかる. 一方で, Λ[1] ≃ µ−

Λ(Λ)
となり, 疑問 1の真偽はわかっていない.

注意 1.14. 2つの単純加群を持つルビー列の長さが 2の自己入射的中山多元環は, 準傾連
結 (準傾離散)な完全導来圏を持つため, 上の例は自明拡大で準傾連結 (準傾離散)が壊れ
る例となっている.

2. 準傾対象の存在・非存在

前節では, 一つでも準傾対象を見つけることができれば, 無数に多くの準傾対象を得ら
れることを見た. この節では, 「準傾対象はいつでも存在するか?」について考える.

Db(modΛ)のKb(proj Λ)によるVerdier商Db(modΛ)/Kb(proj Λ)をΛの特異圏といい,
Dsg(Λ)で表す.
次の圏同値がよく知られている [B, R2].

定理 2.1 (Buchweitz, Rickard). Λが岩永-Gorenstein多元環, すなわち, 左および右の自
己入射次元が有限ならば, 三角圏同値Dsg(Λ) ≃ CMΛが得られる. ここで,

CMΛ := {M ∈ modΛ | ExtiΛ(M,Λ) = 0 (任意の i > 0)}

であり, CMΛはその安定圏である.

前節において, 完全導来圏が無限個の準傾対象を含むことがわかったが, 有界導来圏や
特異圏ではどうか?
次のことが知られている [AI].

命題 2.2. Λは半単純でないとする.

(1) Db(modΛ)が準傾対象を持つこととΛが有限大域次元を持つことは同値である. 特に,
Λの大域次元が無限ならば, Db(modΛ)は準傾対象を含まない.

(2) Λが自己入射的ならば, 安定加群圏modΛは準傾対象を持たない. よって, Buchweitz-
Rickardの定理より, Λの特異圏に準傾対象は存在しない.

ここで疑問 2を考える. 次の準傾退化 (silting reduction)が重要な役割を果たす [AI, IY].

定理 2.3 (準傾退化). T を T の前準傾対象とし, 次を満たすと仮定する: 任意のX ∈ T に
対して,

HomT (T,X[ℓ]) = 0 = HomT (X[ℓ], T ) (ℓ ≫ 0).

このとき, 標準的な関手 T → T / thickT は次の集合の間の全単射を引き起こす:

siltT T 1−1−−→ silt (T / thickT ) .
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ここで, siltT T は次のような silt T の部分集合である:

siltT T := {U ∈ silt T | U は T を直和因子に持つ }.
例えば, T が準傾対象を持てば, 任意の前準傾対象は上の定理の仮定を満たし (命題 1.3),

準傾退化を適用することができる.
特異圏における準傾対象の存在・非存在を見るためには, 準傾退化を T = Db(modΛ)お

よび T = Λとして適用すればよい.
次の結果が得られる.

定理 2.4. 半単純でない右自己入射次元有限な多元環の特異圏は, 準傾対象を含まない.

これは, 例 2.2 (2)の一般化を与えている.
また, Buchweitz-Rickardの定理より, 定理 2.4はすぐに次の系を導く.

系 2.5. Λを半単純でない岩永-Gorenstein多元環とする. このとき, CMΛは準傾対象を
持たない.

注意 2.6. 次数付き多元環と次数付き加群を考えると状況が変わる. 次のことが知られて
いる [Y].

定理. Λ :=
⊕

i≥0 Λiを非負整数次数付き自己入射的多元環とし, Λ0は大域次元有限と仮定
する. このとき, 次数付き加群の安定圏modZ Λは準傾対象を持つ.
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