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Abstract. 本稿では日比環と呼ばれる半順序集合から構成されるトーリック環、及びその因子的
イデアルを考察する。その中でも特に、正標数の可換環論や非可換特異点解消の概念と関連が深い、
conic加群と呼ばれる因子的イデアルに注目し、その特徴付けを日比環に付随する半順序集合の言葉
を用いて与える。また、conic加群を用いることで、いくつかの特別な日比環に対して非可換クレパ
ント特異点解消を構成する。
本稿は東谷章弘氏との共同研究 [HN]の内容に基づいたものである。

1. 導入

本稿ではトーリック環上の conicと呼ばれる因子的イデアル (階数 1の反射的加群)に注目する。
以下、conicな因子的イデアルを conic加群と呼ぶことにする。Conic加群はトーリック環を定める
錐 (cone)の情報を用いて定義されるものであり (詳細な定義は定義 1.1を参照)、特に階数 1の極大
Cohen-Macaulay (= CM) 加群となる。また、下記の定理 1.2(1)に示すように特徴付けることも
でき、この特徴付けにより conic加群は正標数の可換環論とも深く関係する。さらに、定理 1.2(2)
から、conic加群は非可換特異点解消といった概念と関連することもわかっており、この加群を理
解することは重要であると思われる。

Conic加群を定義するために、本稿を通じて使用する記号をまず準備する。N ∼= Zdを階数 dの格
子とし、M := HomZ(N,Z)をNの双対として定義される格子とする。また、NR := N⊗ZR,MR :=
M⊗Z Rとおき、これらの間に自然に定まる内積を ⟨ , ⟩ : MR ×NR → Rと書くことにする。次に
v1, · · · , vn ∈ Zdにより生成される d次元の有理強凸多面錐

τ := Cone(v1, · · · , vn) = R≥0v1 + · · ·+ R≥0vn ⊂ NR

を考える。特に v1, · · · , vnは極小生成系であると仮定する。各 viに対して σi(−) := ⟨−, vi⟩とお
く。また σ(−) := (σ1(−), · · · , σn(−))と書くことにする。次にこの錐 τ の双対錐 τ∨を考える。

τ∨ := {x ∈ MR | σi(x) ≥ 0 for all i = 1, · · · , n}.
このとき、τ∨ ∩Mはモノイドとなり、以下のようにトーリック環Rが定義される。

R := k[τ∨ ∩M] = k[tm1
1 · · · tmd

d | (m1, · · · ,md) ∈ τ∨ ∩M].

ここで kは体であり、以下本稿では代数閉体であると仮定する。このトーリック環Rの性質は多
くの文献で研究されており、上記の設定の下では d次元の Cohen-Macaulay (= CM)整閉整域と
なる。
次にトーリック環 Rの因子的イデアルについて考える。実数の組 a = (a1, · · · , an) ∈ Rnに対

して
T(a) := {x ∈ M | (σ1(x), · · · , σn(x)) ≥ (a1, · · · , an)}

とおく。T (a)を指数ベクトルがT(a)に含まれる単項式によって生成される加群と定めると、この
T (a)は因子的イデアルとなり、任意の因子的イデアルはこの形をしている。定義からT (a) = T (⌜a⌝)
であるため、以下、整数の組 a ∈ Znに対する因子的イデアル T (a)を考える。(ここで ⌜ ⌝は切り
上げを意味し、 ⌜a⌝ = (⌜a1⌝, · · · , ⌜an⌝)と定義する。) また、明らかに T(0) = τ∨ ∩ Mであり、
T (0) = Rが成立する。これら T (a)は階数 1の反射的R加群であるが、その中でも極大CM加群
となるもの (すなわち加群の深度がRの次元 dと一致するもの)に注目する。トーリック環の階数
1の極大CM加群は、例えば [Sta, VdB1, Don, BG1, Bae, Bru]といった文献において調べられて
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おり、それらの同型類の個数は有限となることが知られている [BG1, Corollary 5.2]。以下、階数
1の極大 CM加群の中でもとりわけ良い性質を示す conic加群に注目する。

定義 1.1 ([BG1, Section 3]). 因子的イデアル T (a)について、あるx ∈ MRが存在して a = ⌜σ(x)⌝
とできるとき、T (a)を conic加群と呼ぶ。

この conic加群の性質は [BG1, Bru, SmVdB]などにおいて調べられており、特に conic加群は
階数 1の極大 CM加群となるが、一般には conicでない階数 1の極大 CM加群も存在する。前述
のように階数 1の極大CM加群の同型類の個数は有限であるため、conic加群の同型類の個数も有
限である。また、conic加群は下記のような特徴づけ、及び良い性質を持っている。

定理 1.2. Rを上記のようなトーリック環とする。このとき conic加群に関して次が成立する。
(1) ([BG1, Proposition 3.6], [SmVdB, Proposition 3.2.3])任意の conic加群はR1/m = k[τ∨∩ 1

mM]
のR加群としての直既約分解を考えた際の直和因子として現れる (ただしmは十分大きな自
然数とする )。

(2) ([ŠpVdB1, Proposition 1.8]) 十分大きな自然数m ≫ 0に対して、EndR(R
1/m)の大域次元は

有限となる。

もし、体 kの標数が p > 0であるならば R1/pe はRの Frobenius直像 F e
∗Rと同型となる。(こ

こで F eは Frobenius写像 F : R → R (r 7→ rp)を e回合成したものであり、F e
∗RはRを F eを通

じてR加群としてみたもの。) この F e
∗Rは正標数の可換環論において非常に重要であり、例えば

強 F 正則や F 純といった F 特異点と呼ばれるクラスは、F e
∗Rの構造により特徴付けることがで

きる。この事から conic加群は、トーリック環の正標数の可換環論における振る舞いを理解する上
で非常に重要である。
また、定理 1.2(2)のような大域次元が有限となる自己準同型環はRの非可換特異点解消 (non-

commutative resolution)と呼ばれ [DITV]、このような環は多元環の表現論などの文脈などで深く
研究されている。また、この非可換特異点解消よりも良いクラスとしてVan den Berghによって
導入された非可換クレパント特異点解消という概念がある。

定義 1.3 ([VdB2]). AをGorenstein整閉整域とし、M を反射的 A加群とする。このとき自己準
同型環 EndA(M)が Aの非可換クレパント特異点解消 (non-commutative crepant resolution)で
あるとは次の条件を満たす時にいう。

(a) 大域次元 gl.dimEndA(M) は有限である。
(b) A加群として EndA(M)が極大 CM加群となる。

(以下、non-commutative crepant resolutionを略してNCCRと書くことにする。)

注意 1.4. 元々の [VdB2]における定義では上記のように AをGorensteinと仮定しているが、最
近はAを Cohen-Macaulayとしている文献も多い。その場合、最初の条件 (a)を

(a’) 任意の素イデアル p ∈ SpecAに対して gl.dimEndA(M)p = dimAp

と修正する必要があるが、AがGorensteinであるならば、この条件は上記の定義と同値となる。
また、[DITW]によりCM整閉整域AがNCCRを持つのであればAはQ-Gorensteinとなること

が示されている。本稿では因子類群が自由アーベル群となる環しか扱わないため、Gorensteinでな
い場合にはNCCRは存在しない。よって、以下NCCRを扱う際には定義 1.3のようにGorenstein
であることを仮定することにする。

この NCCRという概念は、Bondal-Orlov予想および Bridgelandによる定理 [Bri]への非可換
代数を用いたアプローチから生まれた概念であり、いくつかの良い特異点に対して、NCCRは通
常の意味でのクレパント特異点解消と導来同値となる。(例えば導来McKay対応 [KV, BKR]の
文脈でそのような例が現れる。) さらに自己準同型環EndR(M)がNCCRとなる加群M は団傾部
分圏、高次元 Auslander-Reiten理論といった概念と深く関連する重要な対象である ([Iya, IR]な
どを参照)。しかし、通常のクレパント特異点解消と同様に、与えられた特異点がいつでもNCCR
を持つとは限らない。よって、与えられた特異点に対してNCCRが存在するか、存在する場合に
NCCRをどう構成するかは重要な問題である。本稿で扱うトーリック環に関しては、以下の場合
にNCCRの存在が知られている。
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• Rが有限アーベル群G ⊂ SL(d,C)に付随する商特異点であるとき [VdB2, IW]。
• トーリック環RがGorensteinで因子類群 Cl(R)が Zであるとき [VdB2]。
• トーリック環 Rが 3次元Gorensteinであるとき [Bro, IU]。この場合 NCCRはダイマー
模型と呼ばれるトーラス上に描かれた二部グラフの情報を用いることにより構成できる。
(ダイマー模型を用いない構成法は [ŠpVdB3]を参照。)

トーリック環が 4次元以上の場合でも、Rを定義するトーラスの作用がある種の “良い性質”を
満たすとき、NCCRが存在することが知られている (詳しくは [ŠpVdB1, ŠpVdB2]を参照)。しか
し、任意のトーリック環がNCCRを持つか否かは未解決である。一方で、定理 1.2(2)から任意の
トーリック環が非可換特異点解消を持つことはわかる。そこで、定理 1.2(2)に現れたEndR(R

1/m)
がNCCRになっていないか?という疑問が浮かぶが、一般にこれはNCCRとならない。つまり、自
己準同型環が極大CM加群になるという定義 1.3(b)の条件が、EndR(R

1/m)に対しては成り立た
ない。ただし、Rが有限アーベル群G ⊂ SL(d,C)に付随する商特異点ならEndR(R

1/m)はNCCR
になる。

以上のように conic加群は正標数の可換環論や非可換 (クレパント)特異点解消と深い関連のあ
る対象である。もし conic加群の具体的な表示や特徴付けを与えることができれば、上記の分野を
より深く理解するための手助けとなるが、その特徴付けは一般には難しい。そこで本稿では日比
環と呼ばれる半順序集合から定まるトーリック環に対して、この conic加群を考察していく。

2. 準備

2.1. トーリック環の因子的イデアルについて. 　
本稿の目的のひとつは、日比環の conic加群と呼ばれる因子的イデアルを理解することである。そ

こで、まず始めにトーリック環の因子的イデアルについての基本事項を復習しておく。R = k[τ∨∩M]
を前章で定義した錐 τ = Cone(v1, · · · , vn) ⊂ NRに付随するトーリック環とする。前述のように
Rの因子的イデアルは T (a)という形で書き表すことができる。R双対を (−)∗ := HomR(−, R)と
書くことにすると、これら因子的イデアルは演算 T (a) · T (b) := (T (a)⊗T (b))∗∗ ∼= T (a + b) に
よって群をなす。その群を Rの因子類群と呼び、Cl(R)と書くことにする。Cl(R)を考察する際
に次の完全列は基本的である (例えば [BG2, Corollary 4.56]を参照)。

0 → M = Zd σ(−)−−−→ Zn → Cl(R) → 0 (2.1)

従って、この完全列から a,a′ ∈ Znに対して、T (a) ∼= T (a′)となるための必要十分条件は、す
べての i = 1, · · · , nに対して ai = a′i + σi(y)となる y ∈ Mが存在することである。また、pi :=
T (δi1, · · · , δin)とおくことにすると (ただし δijはクロネッカーのデルタ)、piは高さ 1の素イデアル
であり、素因子Di := V(pi) = SpecR/piを定める。このとき因子的イデアルT (a) = T (a1, · · · , an)
はWeil因子−(a1D1 + · · ·+ anDn)に対応する。さらに完全列 (2.1)から次の関係式を得ることが
できる。

v1D1 + · · ·+ vnDn = 0. (2.2)

定義 1.1で見たように、T (a)が conic加群であるならば x ∈ MRが存在して a = ⌜σ(x)⌝となる。
また、y ∈ Mに対して x′ = x+yとおけば、上記の考察より T (σ(x′)) ∼= T (σ(x))を得る。すなわ
ち conic加群を考察するためにはMR/Mの元を考えれば十分であり、特に次の補題が成立する。

補題 2.1 ([Bru, Corollary 1.2]). Conic加群T (a1, · · · , an)は超平面Hi,m = {x ∈ MR | σi(x) = m}
(m ∈ Z, i = 1, · · · , n)によって (−1, 0]dを分割した際にできる d次元のセルと 1対 1に対応する。
ただし、この対応は Li,ai = {x ∈ MR | ai − 1 < σi(x) ≤ ai}とおいたとき、セル

∩n
i=1 Li,ai を

T (a1, · · · , an)に対応させることにより得られる。

2.2. 日比環の構成. 　
本稿では特に、日比環と呼ばれる特別なトーリック環に注目する。この日比環は論文 [Hib]にお

いて考察された対象であり、半順序集合を用いて以下のように定義される。
P = {p1, · · · , pd−1}を有限半順序集合とする。(以下、半順序集合と言えば有限なものを意味す

ることとする。) このとき pi, pj ∈ P に対して pj ≺ pi かつ pj ≺ p′ ≺ pi をみたす p′ ∈ P が存
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在しない時、piは pj を支配 (cover)するという。次に P に含まれていない二つの元 0̂, 1̂を加えた
P̂ := P ∪ {0̂, 1̂}を考える。ただし、0̂は P の順序≺に関して任意の P の元より小さな元、1̂は任
意のP の元より大きな元とする。また、p0 = 0̂, pd = 1̂と書くこともある。この半順序集合 P̂ に対
し、{p0, p1, · · · , pd}を頂点集合とし、piが pj を支配するとき piと pj を辺でつなぐことによって
できるグラフを P̂ のハッセ図H(P̂ )と呼ぶ。piと pjが辺でつながっているとき、その辺を {pi, pj}
と書くこともある。
次に、ハッセ図H(P̂ )における辺の集合を {e1, · · · , en}とおき、以下のように d× n行列H =

(hpiej )0≤i≤d−1
1≤j≤n

を定義する。(行列Hの定義においては、最大元 pdを考えていないことに注意する。)

hpiej =


1 pi が辺 ej の下側の端点のとき
−1 pi が辺 ej の上側の端点のとき
0 それ以外

行列Hの i番目の列ベクトルを vi ∈ Zd (i = 1, · · · , n)とおき、これらの列ベクトルが生成する
錐 τP := Cone{v1, · · · , vn}を定義する。σi(−) := ⟨−, vi⟩とおけば、錐 τP の双対は

τ∨P := {x ∈ MR | σi(x) ≥ 0 for any i = 1, · · · , n}
であり、トーリック環

R = k[τ∨P ∩M] = k[tx1
1 · · · txd

d | (x1, · · · , xd) ∈ τ∨P ∩M]

を定義することができる。上記のように半順序集合 P から構成されたトーリック環Rを P に付随
する日比環と呼ぶ。

注意 2.2. 元々の論文 [Hib]では、半順序集合 P から構成した分配束 I(P )を用いて定義される多
項式環の商

k[P ] = k[Xα | α ∈ I(P )]
/
⟨XαXβ −Xα∪βXα∩β | α ̸∼ β⟩

を扱っており、この形の環を日比環として導入している文献も多くある。本稿で用いるR = k[τ∨P ∩M]
はこの k[P ]と同型となるため、これを日比環と呼んでいる。以下で見るように、錐 τP を用いた
構成の方が因子的イデアルと相性が良く、特に P (及びH(P̂ ))の情報から日比環の因子類群を理
解することができる (定理 2.4)。

例 2.3. 半順序集合 P = {p1 ≺ p2 ≺ p3, p5 ≺ p3, p4 ≺ p5 ≺ p6}に関して、ハッセ図H(P̂ )および
付随する行列H は以下のようになる。

0̂ = p0

1̂ = p7

p1

p2

p3

p4

p5

p6

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

e9

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9

p0

p1

p2

p3

p4

p5

p6

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

0

0

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

-1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

-1

0

1

0

このとき、上記の行列の列ベクトル (v1 = t(1,−1, 0, 0, 0, 0, 0), v2 = t(0, 1,−1, 0, 0, 0, 0)など)
から生成される錐が τP である。

ここで日比環Rの持つ基本的な性質をまとめておく (詳細は [Hib]などを参照)。
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• dimR = |P |+ 1 = d
• Rは CM整閉整域
• RがGorensteinとなる必要十分条件は P が純 (pure)であること。ここで半順序集合 P が
純であるとは、P における任意の極大鎖 pi1 ≺ · · · ≺ piℓ が同じ長さを持つときにいう。

日比環 Rの因子類群 Cl(R)について考察するために、いくつかの用語を準備する。ハッセ図
H(P̂ )における頂点の列C = (pk1 , · · · , pkm)について、pki ̸= pkj (1 ≤ i ̸= j ≤ m), pkm+1 = pk1か
つ、{pki , pki+1

}がH(P̂ )の辺であるとき、Cを P̂ の (あるいはH(P̂ )の)サイクルという。次に全
域木の概念を導入する。H(P̂ )の辺集合 {e1, · · · , en}の部分集合 {ei1 , · · · , eid}は、以下の条件を
満たすとき全域木 (spanning tree)であるという。

• 任意の P̂ = {p0, p1, · · · , pd}の元はある辺 eij の端点となる。
• {ei1 , · · · , eid}はサイクルを成さない。

例えば、例 2.3において部分集合 {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}をとると、これは全域木となっている。
しかし、一般には全域木の選び方は一意的ではない。
これらの用語を使って日比環Rの因子類群を考察する。まず、錐 τP の定義から各素因子はH(P̂ )

の辺と 1対 1に対応する。辺 eに対応する素因子をDeと書くことにすると、σ(−)の定義と、関
係式 (2.2)から

∑
q∈U(p)

D{q,p} =
∑

q′∈D(p)

D{p,q′} for p ∈ P̂ \ {0̂, 1̂},
∑

q∈U(0̂)

D{q,p0} = 0. (2.3)

を得る。ただし、U(p)は p ∈ P̂ \ {1̂}を支配する P̂ の元の集合とする。また、D(p)を p ∈ P̂ \ {0̂}
によって支配される P̂ の元の集合とする。
このとき次の定理が成立する。

定理 2.4 ([HHN]). Rを半順序集合 P に付随する日比環とする。このときCl(R) ∼= Zn−dを得る。
ここで、nはH(P̂ )の辺の数であり、d+ 1はH(P̂ )の頂点の数である。
特に、{e1, · · · , ed}を全域木とし、ed+1, · · · , enを全域木に含まれない辺とすると、素因子Ded+1

, · · · ,Den

が Cl(R)の生成元となる。

例 2.5. 例 2.3の半順序集合Pに付随する日比環Rを考える。特に P̂の全域木として{e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}
を固定する。このとき辺 e8, e9は全域木に含まれないため、定理 2.4より対応する因子De8 ,De9 が
Cl(R)を生成し、とくに Cl(R) = ⟨De8 ,De9⟩ ∼= Z2である。また、関係式 (2.3)を用いると

De1 = De2 = De3 = −De8 −De9 , De4 = −De7 = −De8 De5 = De6 = De8 +De9

を得る。

3. 日比環のConic加群について

定理 2.4で見たように、日比環の因子類群はCl(R) ∼= Zn−dである。本節では、どのCl(R)の元
が conic加群に対応するかを見ていく。鍵となるのは補題 2.1である。日比環の構成からH(P̂ )の
辺 eiは錐 τP を生成する列ベクトル viと 1対 1に対応し、この viから線形形式 σi(−) = ⟨−, vi⟩が
定まる。このことから補題 2.1に現れる超平面Hi,mをH(P̂ )を用いて理解することができる。特
に本節では、日比環の conic加群がハッセ図H(P̂ )の言葉を用いて特徴付けられることを示す (定
理 3.2)。定理の詳細な証明は [HN]に譲ることにし、本稿では例 2.3の半順序集合を用いて、証明
の鍵となるアイディアを紹介する。

例 3.1. P を例 2.3の半順序集合とする。このとき、{e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}は全域木となる。よっ
て、Cl(R) = ⟨De8 ,De9⟩ ∼= Z2を得る (例 2.5を参照)。以下、このCl(R) ∼= Z2の元で conicとなる
ものを求める。補題 2.1から、超平面Hi,m = {x ∈ R7 | σi(x) = m} (m ∈ Z, i = 1, · · · , 9)による
(−1, 0]7の分割を考えれば、その分割により得られる 7次元のセルが conic加群と 1対 1に対応す
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る。しかし、複数の超平面の様子を同時に考察する必要があるため、その分割は非常に複雑であ
る。そこで

ϕ : MR ∼= R7 → R7 (x = (x0, · · · , x6) 7→ (σ1(x), · · · , σ7(x)) =: (X1, · · · , X7))

という線形変換を考える。この変換はユニモジュラー変換である (すなわちϕの表現行列がGL(7,Z)
に含まれる)。線形変換 ϕを施したあとの座標系で定義されるトーリック環をR′とすると、ϕがユ
ニモジュラー変換であるときはR ∼= R′となることがわかる。変換後の座標系を用いて補題 2.1を
考えると、超平面 σi(x) = mはXi = mに変換されており、この形の超平面は (−1, 0]7の境界に
乗っているため内部を分割しない。よって、以上の考察から (−1, 0]7の超平面による分割は、R′

で考えたほうが簡明である。上記のように全域木に対応する辺を標準基底に移す線形変換を考え
た時、それがユニモジュラー変換となることが日比環の大きな特徴である。
そこで以下では変換 ϕを施した後の超平面を用いて、(−1, 0]7の分割を考えていく。前述のよ

うに i = 1, · · · , 7に対して超平面Xi = −1, 0は (−1, 0]7の境界に乗っているため、conic加群を求
めるためには、残りの σ8(x), σ9(x)を変換した後の超平面を考えれば良い。ここで

X8 := σ8(x) = x6, X9 := σ9(x) = x5 − x3

とおき、超平面X8 = m8, X9 = m9 (m8,m9 ∈ Z)による (−1, 0]7の分割を考察していく。(X8, X9

はX1, · · · , X7を用いて表記することができるが、詳しくは後述する。) 特に、補題 2.1から、そ
の分割において

a− 1 < X8 ≤ a and b− 1 < X9 ≤ b

を満たす (−1, 0]7の 7次元のセルが conic加群 T (0, · · · , 0, a, b)に対応する。
次に、T (0, · · · , 0, a, b)が conic加群であるとき、(a, b) ∈ Z2の取り得る値を調べていく。(a, b)

が conic加群を定めると仮定すると、a− 1 < X8 ≤ a, b− 1 < X9 ≤ bをみたすセルが存在する。
ここでH(P̂ )上のサイクル C1 = {p0, p1, p2, p3, p5, p4}を考える。日比環に付随する錐 τP の定義
から

σ1(x) + σ2(x) + σ3(x)− σ5(x)− σ6(x)− σ9(x) = 0

が成立するので、特に次の関係式を得る。

X9 = X1 +X2 +X3 −X5 −X6

考えているセルにおいては−1 < Xi ≤ 0 (i = 1, · · · , 7)なので、上記の式と合わせて−3 < X9 < 2
を得る。また、b− 1 < X9 ≤ bであることから、−2 ≤ b ≤ 2である。

0̂ = p0

1̂ = p7

p1

p2

p3

p4

p5

p6

e9

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

C1

C2

サイクル C2 = {p5, p3, p7, p6}に対しても、同様の議論をすることによりX8 = X4 +X9 −X7

を得る。また、−1 < Xi ≤ 0 (i = 1, · · · , 7), b− 1 < X9 ≤ bなので b− 2 < X8 < b− 1が成立し、
a− 1 < X8 ≤ aと合わせて−1 ≤ a− b ≤ 1を得る。
以上の議論により不等式

− 2 ≤ b ≤ 2, −1 ≤ a− b ≤ 1 (3.1)
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を得ることができた。H(P̂ )上にはもうひとつのサイクル C3 = {p0, p1, p2, p3, p7, p6, p5, p4}が存
在するが、このサイクルから同様の議論で得られる不等式が定める領域は、(3.1)により定まる領
域よりも大きいため、conic加群を考える際には無視してもかまわない。
よって (a, b) ∈ Z2が conic加群に対応するならば、不等式 (3.1)を満たすことがわかった。また

逆に、これらの不等式をみたす (a, b)は conic加群を定めることも示すことができる。
以上より、Conic加群を定める (a, b) ∈ Z2は下記のように表示することができる。ただし×印

は原点を表す。

以上の考察は一般の日比環に対しても適用でき、特に下記の定理が成立する。

定理 3.2 ([HN, Theorem 2.4]). Rを半順序集合Pに付随する日比環とする。{e1, · · · , ed, ed+1, · · · , en}
をハッセ図H(P̂ )の辺集合とし、H(P̂ )の頂点の個数を d+ 1とする。(このとき dimR = dであ
り、定理 2.4から Cl(R) ∼= Zn−dを得る。) また、{e1, · · · , ed}を全域木として固定する。サイク
ル C = (pk1 , · · · , pkm)に対して、以下のような C に含まれる辺の部分集合を定義する。

X+
C = {{pki , pki+1

} | 1 ≤ i ≤ m, pki ≺ pki+1
},

X−
C = {{pki , pki+1

} | 1 ≤ i ≤ m, pki+1
≺ pki},

Y ±
C = X±

C ∩ {ed+1, · · · , en}.
さらに、

C(P ) =
{
(y1, · · · , yn−d) ∈ Cl(R) | −|X−

C |+ 1 ≤
∑

ed+ℓ∈Y +
C

yℓ −
∑

ed+ℓ′∈Y
−
C

yℓ′ ≤ |X+
C | − 1

}
とおく。ただし、H(P̂ )上のすべてのサイクルCに対して上記の不等式を考えていることとする。
このとき、因子的イデアル T (0, · · · , 0, a1, · · · , an−d) が conic であるための必要十分条件は、

(a1, · · · , an−d) ∈ C(P )である。

注意 3.3. 定理 3.2における C(P )はサーキット (circuit)という概念を用いて、より精密化できる
が、ここでは省略する。詳しくは [HN]を参照頂きたい。

4. 多項式環の Segre積の非可換クレパント特異点解消

前章の定理 3.2では日比環の conic加群の特徴付けを付随する半順序集合 P を用いて与えた。こ
の定理と定理 1.2(2)を合わせることにより次を得る。

系 4.1. 定理 3.2と同じ記号を用いることとする。このとき自己準同型環

EndR(
⊕

(a1,··· ,an−d)∈C(P )

T (0, · · · , 0, a1, · · · , an−d))

の大域次元は有限である。すなわちこれはRの非可換特異点解消である。

ここで、M,N を conic加群とすると、これらは極大 CM加群であるが、一般に HomR(M,N)
が極大CM加群になるとは限らない。よって、上記の自己準同型環も極大CM R加群になるとは
限らず、特にNCCRではない。このようにすべての conic加群の直和を考えると、その自己準同
型環は一般に極大CM加群とならないため、余分な conic加群を除くことで、大域次元が有限かつ
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極大 CM加群となる自己準同型環を構成できないかを考える。(実際、[ŠpVdB1]では conic加群
の一部分を用いることにより、特別な高次元トーリック環のNCCRを構成している。) 定理 3.2で
は日比環の conic加群の具体的な表示を与えているため、HomR(M,N)がいつ極大 CM加群にな
るかを詳しく調べることができ、特に下記の日比環に対してNCCRを構成することができる。

以下、P をハッセ図が下記の形となる半順序集合とし、Rを P に付随する日比環とする。

0̂

1̂

r − 1
vertices

t columns

このとき Rは t個の多項式環の Segre積 S1# · · ·#Stと同型となる (ただし Siは r変数の多項
式環)。特にRは次元 t(r− 1) + 1のGorenstein環で、Cl(R) ∼= Zt−1となる。また、定理 3.2から

C(P ) = {(c1, · · · , ct−1) ∈ Cl(R) | − (r − 1) ≤ ci ≤ r − 1 for 1 ≤ i ≤ t− 1,

− (r − 1) ≤ ci − cj ≤ r − 1 for 1 ≤ i < j ≤ t− 1}

が成立する。

定理 4.2 ([HN, Theorem 3.6]). Rを上記の日比環R ∼= S1# · · ·#Stとし、

L := {c = (c1, · · · , ct−1) ∈ C(P ) | 0 ≤ ci ≤ r − 1 for i = 1, · · · , t− 1}

とおく。このときML :=
⊕
c∈L

T (0, · · · , 0, c)の自己準同型環 EndR(ML)はRのNCCRである。

注意 4.3. 上記の定理において t = 2であるとき、Rは行列式環として表すこともできる。また特
に r = t = 2であるならば、Rは 3次元の A1特異点 k[X,Y, Z,W ]/(XW − Y Z)と同型となる。
行列式環の NCCRはすでに [BLVdB]において構成されているため、t = 2の場合には定理 4.2は
[BLVdB]の結果に含まれる。

上記の定理を証明するためにはEndR(ML)の大域次元が有限であることと、EndR(ML)がR加
群として極大CMであることを示す必要があるが、大域次元の有限性は [ŠpVdB1, Section 10, 11]
と類似の手法を用いて示すことができる。また極大CM R加群であることは局所コホモロジーの
消滅を調べることにより成される。詳しくは [HN, Section 3]を参照頂きたい。定理 4.2はNCCR
を与える加群をひとつ与えただけであるが、その加群MLに “変異”という操作を施すことにより、
NCCRを与えるその他の加群を次々と構成していくことができる。

例 4.4. 定理 4.2において r = 3, t = 3の場合を考える。すなわちRは 3変数多項式環 3つの Segre
積であり、Cl(R) ∼= Z2である。下記の図において×印は原点 (0, 0)を表すものとする。定理 3.2を
用いると灰色で塗られた部分に含まれているドットが conic加群に対応することがわかる。また、
灰色の部分に含まれていないドットは、階数 1の極大 CM加群だが conicではないものを表して
いる。
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このとき、定理 4.2から、赤色のドットに対応する conic加群の直和MLを考えると、EndR(ML)
がRのNCCRとなる。また、この加群MLを変異していくことによって、NCCRを与える他の加
群を得ることができる。例えば、MLから (2, 2)に対応する加群を取り除いて、代わりに (−1,−1)
に対応する加群を直和したものをM ′とすれば、EndR(M

′)もRのNCCRとなる。

また定理 4.2で扱った以外の日比環でも、それがGorensteinかつ因子類群が Zあるいは Z2で
あればNCCRを構成することができる [Nak]。(日比環の因子類群は自由アーベル群であるため、
注意 1.4で述べたように、日比環がGorensteinでない場合にはNCCRは存在しない。)

謝辞. 代数学シンポジウムにおける講演の機会を下さった世話人の皆様に感謝いたします。また、
講演準備及び本稿の執筆において共同研究者の東谷章弘氏に多くの助言を頂きました。この場を
借りて御礼申し上げます。
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