
GROUP CHARACTEROIDS AND QUIVER REPRESENTATIONS

山口大学 飯寄信保（Nobuo Iiyori. Yamaguchi University)

今回の講演の内容は、千葉大学の澤辺正人さんとの共同研究の一部です。澤辺さんとは、有限群の部分群束

の構造をいろいろな視点から考察しています。例えば, 部分群束を単体的複体と捉え、その幾何構造につい

て素数グラフなどの視点などから考察をしています。今回は、部分群束をクイバーと考え，その表現を用い

て群の指標について考察していきたいと思います。

記号等.
・n ∈ Z>0 に対し，π(n) := {p : prime| p|n}
・素数からなる集合 π :に対し，nπ ∈ Nは次の 3つの条件 (1)nπ|n, (2)π(nπ) ⊆ π, (3)π(n/nπ)∩ π = ∅.
を満たす正整数とする。

・π(G) = π(|G|),
・Gπ = {x ∈ G|x|G|π = 1},
・π′ = π(G)− π,

・ただ一つの素数からなる集合 {p}は，単に pと表す。

そのほかの記号等については必要な時に説明します。

Definiteion of a Quiver.

定義 四つ組 Q = (Q0, Q1, (s : Q1 → Q0), (r : Q1 → Q0))が次の２つの条件を満たすとき quiverと呼

ぶ。

(1)Q0 ( ̸= ∅), Q1 =は集合である。

(2)s, rは，Q1 から Q0 への写像である。

Q0の元を pointと呼び，Q1の元を arrowと呼ぶ。また，arrow α ∈ Q1に対し，s(α) = aかつ r(α) = bの

とき，a
α→ b or α = (a → b)で表す。arrowの有限列 α1α2 · · ·αk で条件 r(αl) = s(αl+1) for 1 ≤ l ≤ k − 1

を満たすものを pathと呼ぶ。

クイバー Qから直接得られる重要な２つのクイバーを紹介します。

定義. Q = (Q0, Q1, (s : Q1 → Q0), (r : Q1 → Q0))を quiverとする。各 α = (a → b) ∈ Q1 に対し，シ

ンボル tαを作り，Qop
1 := {tα | α ∈ Q1}とする（Q1 ∩ Qop

1 = ∅に注意する）。写像 s̃, r̃を次のように定

める。

s̃ : Qop
1 −→ Q0 (s̃(tα) := r(α))r̃ : Qop

1 −→ Q0 (r̃(tα) := s(α))

このとき， Qop := (Q0, Q
op
1 , s̃, r̃) を Qの oppositeという。
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定義. Q = (Q0, Q1, (s : Q1 → Q0), (r : Q1 → Q0)) を quiver とし，Qop := (Q0, Q
op
1 , s̃, r̃) を Q の

oppositeとする。Qの UD-quiverQud = (Qud
0 , Qud

1 , sud, rud)は，次の式で定義される quiverである：

Qud
0 = Q0, Qud

1 = Q1 ∪Qop
1 ,

sud(α) =

{
s(α) if α ∈ Q1

s̃(α) if α ∈ Qop
1

and rud(α) =

{
r(α) if α ∈ Q1

r̃(α) if α ∈ Qop
1 .

また，アップダウンクイバーにおいては，パス γ = α1α2 · · ·αk の oppsiteは tγ = tαk
tαk−1 · · · tα1，（ここ

で， t(tα) = αである）で定まるパスとする。

今回の話では，次に示す例の形でクイバーが用いられます。

例（posetの quiver）.

P (= (P,≤)) poset とし，P0 = P，P1 = {a → b|a, b ∈ P and b ⪇ a} とおく。QP あるいは，P =

(P0,P1, s, r)を poset P の quiverと呼ぶ。

さて，Gを有限群，Sgp(G)をGの部分群全体とする。(Sgp(G),≤) (= Sgp(G))として posetとみる（ G

の部分群束と呼ぶ)。quiver QSgp(G) が今回の話の主対象である。

Quiverの表現の定義等.

Rを可換環とする。F が quiverQの R上の表現であるとは，各 a ∈ Q0 に対し Fa は有限集合 (あるいは

R-module, R-algebra) であり，各 α = (a → b) ∈ Q1 に対して Fα = F(a→b) : R[Fa] −→ R[Fb] （また

は Fa −→ Fb) が R-準同形となることを意味する。また，各パス γ = α1α2 · · ·αk に対し，Fα1α2···αk
=

Fαk
◦ Fαk−1

◦ · · · ◦ Fα1 と定義しておく。

可換環Bn(G).

Gを有限群，nを正整数，Ln(G) := {x ∈ G|xn = 1}とおき，Z‐代数 Bn(G)を

Bn(G) = spanZ{φ
∣∣
Ln(G)

|φ ∈ Irr(G)}.

と定める。 この可換代数について基本的な事項は以下の通りである。

補題
(1) Bn(G)は，指標環の演算により自然に Z-代数となる。
(2) 2つの正整数m|nと部分群K ≤ H ≤ Gに対し，制限写像 Res

(H,n)
(K,m) : Bn(G) → Bm(G)を

Res
(H,n)
(K,m)(f) = f |Lm(K).

と定義することができ，これは Z-準同形である。
(3)X ⊆ Gに対し

C(X) := {D ⊆ X|D : G-共役類 }

とおくと

C⊗Bn(G) ≃ C|C(Ln(G))|.

が成り立つ。
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さて，C⊗Bn(G)上には非退化な Hremitian積が次のように定義できる。 f, g ∈ C⊗Bn(G)に対し

[f, g](G,n) :=
1

(|G|, n)
∑

x∈Ln(G)

f(x)g(x).

この内積について次の重要な性質が成り立ちます。

定理 (Frobenius propoerty)

K ≤ H ≤ Gを Gの部分群，m,nをm|nなる２つの正整数とする。f ∈ C⊗Bm(K)に対して

Ind
(H,n)
(K,m)(f) :=

(|H|, n)
(|K|,m)

(
|H|
|K|

)−1 ∑
D∈C(Lm(K))

f(xD)
∑

t∈K\H

χ
Ln(H)
Dt ,

ここで xD ∈ DはD ∈ C(Lm(K)の代表元とし，B ⊆ Aに対し χA
B はBのAにおける特性関数とする。こ

のとき Ind
(H,n)
(K,m)は C⊗Bm(K)から C⊗Bn(H)への C-線形写像であり、次を満たす。各 f ∈ C⊗Bn(H)

と g ∈ C⊗Bm(K)に対し

[f, Ind
(H, n)
(K,m) (g)](H,n) = [Res

(H,n)
(K,m)(f), g](K,m)

Remark. 上でm = n = |G|のとき，我々のFrobenius propertyは通常指標におけるFrobenius reciprocity

と一致する。講演においては Ind
(H,n)
(K,m)(f)の式につて誤ったものを紹介しましたが，訂正いたします。

Generalized π-Brauer Characeroids.

Gを有限群とし，π ⊆ π(G)をとる。

Bπ(G) := B|G|π′ (G) および [∗, ∗](G,π) = [∗, ∗](G,|G|π′ ).

のように記号を定義しておく。

Bπ(G) に属する類関数を G の generalized π-Brauer characteroid と呼ぶことにする。特に π = {p} の
とき，generalized p-Brauer characteroid は一般 p-Brauer 指標 と一致する。この generalized π-Brauer

characteroid　の特徴づけとして次が挙げられる。

命題 2整数 a, bを a|G|π + b|G|π′ = 1のように選ぶ。bZ-線形写像ˆ: C⊗Bπ(G) → C⊗ Z[Irr(G)]を次の

ように定める。

f̂(x) := f(xa|G|π ).

このとき f ∈ Bπ(G) ⇐⇒ f̂ ∈ Z[Irr(G)]が成り立つ。

この generalized p-Brauer characteroidの重要な性質として次がある。

定理 π1 ⊆ π2 ⊆ π(G)とする。

Ind
(H,|H|π′

1
)

(H,|H|π′
2
)

∣∣∣
Bπ2 (H)

⊆ Bπ1(H).

以下，

Ind
(H,π1)
(K,π2)

:= Ind
(H,|H|π′

1
)

(K,|K|π′
2
) および ind

(H,π1)
(K,π2)

:= Ind
(H,π1)
(K,π2)

|Bπ2 (K).

Res
(H,π1)
(K,π2)

:= Res
(H,|H|π′

1
)

(K,|K|π′
2
) および res

(H,π1)
(K,π2)

:= Res
(H,π1)
(K,π2)

|Bπ1 (H).
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のように記号を整理しておく。次は，characteroidが通常の指標と似通った性質をもつことの示しているも

のである。

定理 ⟨[Bπ(G), Bπ(G)](G,π)⟩ = Z.

Quivers of our cases.

これまでの事柄がクイバーの表現を用いてそのように整理できるかを説明する。次の３つのクイバーがター

ゲットである。

(i) QSgp(G)×(Z, | ), (ii) QSgp(G)×({n∈Z>0|n
∣∣|G|},| )

, (iii) QSgp(G)×2π(G) .

(ii)は (i)の部分クイバーである。(iii)の 2πの posetのオーダーリングは通常のものと逆なものを採用してい

る。Q′を (i)∼(iii)またはQ = (Q′)udのクイバーのどれか一つとする。点 a(= (H,n)あるいは (H,π)) ∈ Q0

と矢 α ∈ Q1 に対し,

Fa = C⊗Bn(H) or Bπ(H), Fα =

{
res

s(α)
r(α) if α ∈ Q′

1

ind
s(α)
r(α) if α ∈ (Q′)op1

とする。このとき，F は Qの表現となる。この準備の下で，次の定理が成立つ。

定理 γ を Qの pathとする。任意の f ∈ Fs(γ) と g ∈ Fr(γ) に対し次が成立する。

[Fγ(f), g]Fr(γ)
= [f,Ftγ(g)]Fs(γ)

.

系 π3 ⊆ π1, π2 ⊆ π(G)とH,K ≤ L ≤ Gに対し次が成立する。

[f, res
(L,π3)
(H,π1)

ind
(L,π3)
(K,π2)

(g)](H,π1) = [res
(L,π3)
(K,π2)

ind
(L,π3)
(H,π1)

(f), g](K,π2)

ただし，f ∈ Bπ1(H)，g ∈ Bπ2(K)とする。

系 　 p, q ∈ π ⊆ π(G)および H,K ≤ H ≤ Gとする。f ∈ Z[p − IBr(H)], g ∈ Z[q − IBr(K)]に対して，

次が成立する。

[f, res
(L,π)
(H,p)ind

(L,π)
(K,q)(g)](H,p) = [res

(L,π)
(K,q)ind

(L,π)
(H,p)(f), g](K,q)

Application.

以上の話と通常の群論との関係は次の定理がもっとも重要なものと思われる。ただし，上で紹介した定理を

書き換えたものに過ぎない。

定理 Gを有限群，π ⊆ π(G)とする。このとき任意の一般指標 f, gに対し∑
x∈Gπ

f(x)g(x) ≡ 0(mod |G|π)

が成立する。

上の定理は群指標の初歩的な教科書に書かれるべき極めて基本的な性質のように私は思う。
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