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1 イントロダクション

I.Schur(1875–1941)は 1926年に次の分割定理を証明した．

定理 1.1 (Schur分割定理，Schur partition theorem, SPT). n ≥ 0について，以下の条件を満た

す nの分割 λ = (λ1, · · · , λℓ)は，それぞれ同数存在する．

(a) 任意の 1 ≤ i ≤ ℓについて λi ≡ ±1 (mod 6)

(b) 任意の 1 ≤ i < ℓについて λi − λi+1 ≥ 3が成り立ち，λi ∈ 3Zのとき ≥は >．

分割についての記法を確認する．λ = (λ1, · · · , λℓ) が分割 (partition) であるとは，各 λi たち

（λのパートと呼ぶ）は整数であって，さらに λ1 ≥ · · · ≥ λℓ ≥ 1 が成り立つことである．また

ℓ(λ) := ℓ, |λ| :=
∑ℓ

i=1 λi, mj(λ) := |{1 ≤ i ≤ ℓ | λi = j}|（|S|によって有限集合 S の元の個数を

表す）と設定して，それぞれ λの長さ，λのサイズ，λ中の j の重複度と呼ぶ．

λが自然数 n ≥ 0の分割であるとは，|λ| = nとなることをいう．nの分割の集合を Par(n)と表

し，分割の集合を Parと書く．

分割定理のテンプレート C,D ⊆ Parについて，∀n ≥ 0, |C ∩ Par(n)| = |D ∩ Par(n)|.

本稿で分割定理 (partition theorem, PT)とは，上の形の命題「うまく分割のクラス CとDを設
定すれば，「C な」nの分割と「Dな」nの分割は同数ある」という主張を意味し，C PT∼ Dと書く．

2 Euler分割定理

古い分割定理に，Eulerによるとされる Strict
PT∼ Oddがある．ここで，ストリクト分割 (strict

partitions)，奇数分割 (odd partitions)と呼ばれる分割の集合 Strictと Oddは

Strict := {λ ∈ Par | ∀i ≥ 1, mi(λ) ≤ 1}, Odd := {λ ∈ Par | ∀i ≥ 1, m2i(λ) = 0}

と定義される．証明として，ここでは母関数によるものを思い出そう．つまり，C ⊆ Parについて

gC(q) :=
∑
n≥0

|C ∩ Par(n)|qn (=
∑
λ∈C

q|λ|) (1)

としたとき，形式的べき級数の等式 gStrict = gOdd を示せばよい．積展開の意味を考えると

gStrict(q) =
∏
i≥1

(1 + qi), gOdd(q) =
∏

i ≥ 1：奇数

1

1− qi

が分かり，この表示から gStrict = gOdd が示される．
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3 Rogers-Ramanujan連分数・恒等式・分割定理

SPTは，より有名なRogers-Ramanujan分割定理（RRPT）のmod 6版である．Ramanujanが

Hardyに送った手紙中の以下の公式が，話の発端である（Hardyの回想は印象的だ [Har]）．

定理 3.1 (Rogers-Ramanujan連分数).

1

1 +
e−2π

1 +
e−4π

. . .

=

√
5 +

√
5

2
−

√
5 + 1

2

 e2π/5.

唐突だが，(2)を満たす形式的べき級数 F (x, q)を考える：

F (x, q) = F (xq, q) + xqF (xq2, q). (2)

(2)より，c(x, q) := F (x,q)
F (xq,q) は入れ子構造

c(x, q) = 1 +
xq

c(xq, q)
= 1 +

xq

1 + xq2

c(xq2,q)

= · · ·

を持ち，RR連分数の左辺は 1/c(1, e−2π)となる．特に，F (1, q)と F (q, q)を理解すればよい．

定理 3.2 (Rogers-Ramanujan恒等式).

∑
n≥0

qn
2

(1− q) · · · (1− qn)
=

∏
n≥0

1

(1− q5n+1)(1− q5n+4)∑
n≥0

qn
2+n

(1− q) · · · (1− qn)
=

∏
n≥0

1

(1− q5n+2)(1− q5n+3)
.

ここで左辺の無限和は，F (1, q), F (q, q)の一種である．これは F (x, q) =
∑

n≥0 An(q)x
nとすると

An(q) = qnAn(q) + q2n−1An−1(q)

が (2)よりえられるので，A0(q) = 1であれば

An(q) =
qn

2

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)

であるからだ．RR恒等式は初等的な見かけをしているが，Hardy周辺の数学者は証明できなかっ

た．実際，1915年に出版されたMacMahonの Combinatory Analysis には，「Ramanujanの等式」

という章があるが，そこでは予想として紹介されている．Ramanujanは 1917年に Proc.LMSをめ

くっていて，1894年にRogersがRR恒等式をえていたことを再発見した [Rog]．さてMacMahon

と Schurは，RR恒等式と，以下の RRPTとの同値性を独立に観察した（[An2, §8]も参照）．

定理 3.3 (Rogers-Ramanujan分割定理，RRPT). R
PT∼ T5,1 と R′ PT∼ T5,2 が成り立つ．ここで

R = {λ ∈ Par | 1 ≤ ∀i < ℓ(λ), λi − λi+1 ≥ 2}

R′ = {λ ∈ R | ℓ(λ) ≥ 1 =⇒ λℓ(λ) ≥ 2}

Ta,b = {λ ∈ Par | mi(λ) ≥ 1 =⇒ i ≡ ±b (mod a)}.
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SPTは R
PT∼ T5,1 のmod 6版である．そのまま 5を 6にすれば，T5,1 は T6,1 になる．Rは

S′
3 := {λ ∈ Par | 1 ≤ ∀i < ℓ(λ), λi − λi+1 ≥ 3}

となりそうだが，n = 9のとき (6, 3) ∈ S′
3 を排除すれば数勘定があうという観察から

S3 := {λ ∈ Par | λは冒頭の条件 (b)を満たす }

と条件を足したものをRのmod 6版とすると，S3
PT∼ T6,1が成り立つ，というのが SPTである．「差

条件」（λi − λi+1 ≥ 3）に加えて，「部分パターンの禁止」（(6, 3), (9, 6), · · · を含まない）が RRPT

にはなかった特徴である．

4 Andrewsのレシピ1·2·3によるRRPTとSPTの証明

RRPTや SPTなどの，いわゆる「RR型分割定理」の古典的な証明の定石を復習し，SPTの証

明を与えよう．要点は，(1)の精密化になっているような

GC(x, q) :=
∑
λ∈C

xℓ(λ)q|λ| (3)

を考えることである．GC(1, q) = gC(q)となっていればよいので，(3)の xの肩は柔軟に設定して

よい．G.E.Andrewsによると，C PT∼ Dを証明する古典的な定石は

(R1) GC(x, q)についての q差分方程式を立てる

(R2) q差分方程式を解き GC の「表示」をえる

(R3) q級数恒等式を援用して C PT∼ Dを演繹する

と要約される [An4]．これは大雑把な方針というべきものだ．現在でも分割定理の研究が続いてい

るのは，分割定理を証明するアルゴリズムが存在しないからだと思われる．

(R1)については，C ⊆ Parが [An1, §8]の意味の「リンク分割イデアル (linked partiton ideal)」

（本稿では定義を説明しない）であれば，GC(x, q)の q差分方程式が存在し，かつそれを求めるア

ルゴリズムがある．Rと S3 はリンク分割イデアルになっていて

GR(x, q) = GR(xq, q) + xqGR(xq
2, q) (4)

GS3(x, q) = (1 + xq + xq2)GS3(xq
3, q) + xq3(1− xq3)GS3(xq

6, q) (5)

が自動的にえられる（直接導出も難しくない）．また (4)は (2)と同一であることにも注意しよう．

まずは RRPTを証明する．唐突だが，べき級数

fi :=
∑
n≥0

(−1)nx2nq
n(5n+3)

2 −in(1− xi+1q(2n+1)(i+1))

(1− q) · · · (1− qn)
∏

j≥n+1(1− xqj)

を考える（i ≥ 0）．fi を思いつくのは至難の業だが，

fi(x, q) = fi−1(x, q) + xiqif1−i(xq, q) (6)

が成り立つ（ここで f−1 = 0），といわれたら，確認は high school algebraで可能である．
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詳細は省略するが，(6)と (4)と初期条件から GR = f1 が証明される．これが (R2)の実行例で

ある．(R3)に移る．gR(q) = GR(1, q) = f1(1, q)は∑
n≥0

(−1)nqn(5n+1)/2(1− q4n+2)/∆ (7)

と展開されるが（∆ :=
∏

n≥1(1− qn)），不思議なことに分子は
∑
n∈Z

(−1)nqn(5n+1)/2と等しい．こ

れは qn(5n+1)/2q4n+2 = q(5n+4)(n+1)/2 = q(5n
′+1)n′/2 だからである（n′ := −1− n）．(7)と∑

n∈Z

(−1)nqn(5n+1)/2 = ∆ ·
∏
n≥0

(1− q5n+1)−1(1− q5n+4)−1

（Jacobi三重積）をあわせると

gR(q) =
∏
n≥0

(1− q5n+1)−1(1− q5n+4)−1

がえられるが，右辺はまさに gT5,1
(q)である．これで RRPT R

PT∼ T5,1 が証明された．

SPTについても (R2), (R3)を完遂し，証明を完成させよう．SPTは RRPTの条件に加えてさ

らに「部分パターンの禁止」があるので，RRPTよりも難しいと考えられる．しかし少なくとも

(R2)については，そうではない．漸化式 (5)を解くために，

GS3

/∏
n≥0

(1− xq3n) =
∑
n≥0

Bn(q)x
n (8)

によってべき級数 Bn(q)を定義すると，(5)より

Bn =
(1 + q3n−1)(1 + q3n−2)

1− q3n
Bn−1

がえられる．B0 = 1より GS3
を解くことができた．(R3)に移る．安直に x = 1としてしまうと，

(8)の分母が 0になるので注意が必要である．そこで

GS3
=

∏
n≥1

(1− xq3n) lim
N→∞

N∑
n=0

xn(Bn −Bn−1)

として（ここで B−1 = 0），x = 1とすれば

gS3
= B∞

∏
n≥1

(1− q3n) =
∏
n≥0

(1 + q3n+1)(1 + q3n+2)

をえる．右辺が gT6,1
=

∏
n≥0

(1 − q6n+1)−1(1 − q6n+5)−1 であることは易しく，SPT S3
PT∼ T6,1

が示された．その他，Bessenrodtや Bressoudによる，全単射を用いた SPTの証明も知られてい

る [Be1, Bre]（[An2, §4.4]も参照）．
なお，たったいま証明した SPTと等価な形式的べき級数の等式∑

λ∈S3

q|λ| =
∏
n≥0

(1 + q3n+1)(1 + q3n+2)

の左辺を，印象的な無限和に書いて「Schur恒等式」をえるのは難しいようである（Hardyは「RR

恒等式より美しい公式を発見するのは難しい」と述べている [HW]）．
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5 Andrewsの3パラメータRRPTとSPTの p = 5版（5SPT）

1970年代，Andrewsはレシピ 1·2·3を推し進め，RRPTの 3パラメータ一般化に成功した [An3]．

定理 5.1 (3パラメータ RRPT，Andrews). 自然数 ℓ, k, a ≥ 1が 0 ≤ ℓ/2 < a ≤ k ≥ ℓを満たすと

き Aℓ,k,a
PT∼ Bℓ,k,a が成り立つ．ここで，必要な定義は以下のとおりである：

Aℓ,k,a =

{λ ∈ Par | (A1)ℓ+1,(A2)} (ℓが偶数)

{λ ∈ Par | (A1)(ℓ+1)/2,(A2),(A3)} (ℓが奇数)

Bℓ,k,a = {λ ∈ Par | (A1)ℓ+1,(B1),(B2),(B3)}.

(A1)b mi(λ) > 1 =⇒ i ∈ bZ

(A2) mi(λ) = 0 ⇐= i ≡ 0,±(2a− ℓ)(ℓ+ 1)/2 (mod (2k − ℓ+ 1)(ℓ+ 1))

(A3) mi(λ) = 0 ⇐= i ≡ ℓ+ 1 (mod 2(ℓ+ 1))

(B1) 1 ≤ ∀i ≤ ℓ(λ)− k + 1, λi − λi+k−1 ≥ ℓ+ 1，かつ λi ∈ (ℓ+ 1)Zならば ≥は >

(B2) 1 ≤ ∀j ≤ (ℓ+ 1)/2,
∑ℓ−j+1

i=j mi(λ) ≤ a− j.

(B3)
∑ℓ+1

i=1 mi(λ) ≤ a− 1.

ℓ = 0, k = a = 2 が RRPT R
PT∼ T5,1 を，ℓ = 0, k = 2, a = 1 が RRPT R′ PT∼ T5,2 を，

ℓ = k = a = 2が SPT S3
PT∼ T6,1 を，それぞれ復元する．今，ℓ = 4, k = a = 3とすると

A4,3,3 = C2 ∩ C5, B4,3,3 = {λ ∈ Par | (S1),(S2),(S3)0}

だが，定理の前提 0 ≤ ℓ/2 < a ≤ k ≥ ℓが破られているため，本当に A4,3,3 ̸PT∼ B4,3,3 となってい

る．しかし SPTの S3を定義したときのように，条件を足した S5 = B◦
4,3,3 ⊊ B4,3,3を定義すると

「3パラメータ RRPT A4,3,3
PT∼ B◦

4,3,3 が成り立つ」と Andrewsは予想し [An3]を締めくくった．

定義 5.2. Ca := {λ ∈ Par | mi(λ) > 0 =⇒ i ̸∈ aZ}を a-class regular分割の集合とする．

Andrewsの予想=定理（Andrews-Bessenrodt-Olsson [ABO], 5SPT） S5
PT∼ C2 ∩C5が成り立

つ．ここで S5 = {λ ∈ Par | (S1)2,(S2)2,∀j ≥ 0,(S3)j ,(S4)j ,(S5)j}.

(S1)h mi(λ) > 1 =⇒ i ∈ (2h+ 1)Z

(S2)h 1 ≤ ∀i ≤ ℓ(λ)− h, λi − λi+h ≥ 2h+ 1，かつ λi ∈ (2h+ 1)Zならば ≥は >

(S3)j m5j+3(λ) +m5j+2(λ) ≤ 1

(S4)j m5j+6(λ) +m5j+4(λ) ≤ 1

(S5)j m5j+11(λ) +m5j+10(λ) +m5j+5(λ) +m5j+4(λ) ≤ 3

本稿で SPTの p = 2h + 1版とは，次のような命題を想定している（T6,1 = C2 ∩ C3 に注意す

る）．(S1)h,(S2)h も (♢)の一種である．(S3)j ,(S4)j ,(S5)j は，(S1)2,(S2)2 もあわせると

λは，shiftj5((3, 2)),shift
j
5((6, 4)),shift

j
5((11, 10, 5, 4))を部分に含まない（j ≥ 0）

のように「部分パターンの禁止」でいいかえられる．
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一般 SPTのテンプレート 奇数 p = 2h+ 1 ≥ 3について Sp
PT∼ C2 ∩ Cp が成り立つ．ここで

Sp とは，ある有限集合 Ωp ⊆ Parを用いて，「λ ∈ Sp であることが

∀k ≥ 0,∀µ ∈ Ωp, λは shiftkp(µ)を部分に含まない (♢)

ことと同値」と定義される（仮想的な）「Schur正則分割」の集合である．また shiftkp(µ)は，µ

のすべてのパート µi に kpを足してえられる分割である．

5SPTは，20年後，Andrews-Bessenrodt-Olssonによって証明された [ABO]．その手法は (3)の

多項式近似に基づくもので，詳細を [Ts1]に書いたので，参照されたい．この 5SPTの証明には

• 証明の遂行に計算機が不可欠である

• 5SPTが成り立つ本質が明らかにならない

などの不満が残る．特に「人間が手で紙に書き下せる」証明は知られていなかった．

6 主定理：SPTの p = 2h+ 1版（pSPT）

2016年 2月下旬に，筆者は当時，東大数理の院生だった渡部正樹さんとの共同研究において，

SPTの一般の奇数 p = 2h+ 1版と考えられる定理を発見・証明した [TW]．

定義 6.1. 奇数 p = 2h+ 1について，有限集合 Ωp を
(p+ 1, p− 1), (h+ 1, h), (2p+ 1, ∗h, p− 1)

(p+ 2, ∗, p− 2), (h+ 2, ∗, h− 1), (2p+ 2, ∗h+1, p− 2)
...

...
...

(3h, ∗h−2, h+ 2), (p− 2, ∗h−2, 2), (5h+ 1, ∗p−3, h+ 2)


と定義する．∗はワイルドカードで，そこに数を入れると分割になるような任意の数を表している．
また ∗a は ∗の a個の並びを表す略記法である．

定理 6.2 (Watanabe-T, pSPT). 任意の奇数 p = 2h + 1 ≥ 3について，Sp
PT∼ C2 ∩ Cp が成り立

つ．ここで Sp := {λ ∈ Par | (S1)h,(S2)h,(♢)}.

これは p = 3, 5 で Schur の SPT, Andrews らの 5SPT にそれぞれ一致する．p = 3 の場合は

Ω3 = ∅となって易しいので，p = 5のとき X := {λ ∈ Par | (S1)2,(S2)2,(♢)} を考える．ここで，
Ω5 = {(6, 4), (3, 2), (11, ∗1, ∗2, 4) | 11 ≥ ∗1 ≥ ∗2 ≥ 4} である．λ ∈ X は，すべての j ≥ 0について

• shiftj5((6, 4))を含まないので，∗1 ̸= 9, ∗2 ̸= 6

• shiftj5((3, 2))を含まないので，(∗1, ∗2) ̸= (8, 7)

としてもX は変わらない．(S1)2 もあわせると，Ω5 = {(6, 4), (3, 2), (11, 10, 5, 4)} としてもX は

変わらず，望み通りX = S5 をえる．

pSPTのような「記憶できる」初等的な PTが未発見だったのは意外だが，Bessenrodtらによ

る 7SPTの発見の試みがあった以上，事実である．「（RR恒等式の）真に簡単な証明を期待するの

が不合理なことは疑いない」という Hardyによる見解 [Har] によれば，RRPTの mod 6版であ

る SPT=3SPTも証明は簡単でないといってよいだろう．さらに 5SPTの歴史的経緯も考えると，

pSPTの「真に簡単な」証明を望むのは野心的であるといえる．
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7 pSPTの（対称群・量子群の）表現論的背景（Spの定義について）

われわれは，対称群の pモジュラースピン表現論の研究から，pSPTに導かれた．証明は間接的

で，京都スクール流の量子群の表現論，特に柏原正樹さん (RIMS)による結晶基底 (crystal base)

の理論の応用としてえられる．A = (aij)i,j∈I を対称化可能 GCM（generalized Cartan matrix）

[Kac, §2.1]，(P, P∨,Π = {αi | i ∈ I},Π∨ = {hi | i ∈ I})をAのCartanデータとする [Ka1, §2.1]．

定義 7.1 ([Ka1, §7.2]). 柏原クリスタルとは，以下の公理 (K1)–(K5)を満たす6つ組 (B,wt, (ẽi)i∈I , (f̃i)i∈I , (εi)i∈I , (φi)i∈I)

である（ここで B は集合，wt : B → P, εi, φi : B → Z ⊔ {−∞}, ẽi, f̃i : B → B ⊔ {0}は関数）．

(K1) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B,φi(b) = εi(b) + ⟨hi,wt(b)⟩

(K2) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B, ẽib ̸= 0 ⇒ wt(ẽib) = wt(b) + αi, εi(ẽib) = εi(b)− 1, φi(ẽib) = φi(b) + 1

(K3) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B, f̃ib ̸= 0 ⇒ wt(f̃ib) = wt(b)− αi, εi(f̃ib) = εi(b) + 1, φi(f̃ib) = φi(b)− 1

(K4) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B, ∀b′ ∈ B, ẽib = b′ ⇔ b = f̃ib
′

(K5) ∀i ∈ I, ∀b ∈ B,φi(b) = −∞ ⇒ ẽib = f̃ib = 0

支配的整ウェイト λ ∈ P+ について，柏原は量子群 Uq(A)の可積分表現 V (λ)の結晶基底 B(λ)

の存在と一意性を証明した [Ka2, Theorem 2]．柏原クリスタルのうち，B(λ)の disjoint unionに

なっている regularクリスタルは特に重要である．これらはテンソル積中の組成重複度や parabolic

部分代数に関する分岐則を与え，さらに Young図形や Littlewood-Richardson規則といった有名

だがアドホックに思われた対象の統一的な理解（例えば [Ka1, §5]を参照）や類似物の構成（例え
ば [KN, GJK3]を参照）をもたらす．対称群の表現論と柏原クリスタルの関係をみてみよう．

定理 7.1 (Kleshchevモジュラー分岐則 [Kle]). 素数p ≥ 2について，既約表現の集合 Irr(Mod(FpSn))

は，A
(1)
p−1 型 B(Λ0)で分岐則こみで parameterizeできる：

⊔
n≥0

Irr(Mod(FℓSn)) ∼= B(Λ0).

定義 7.2. Rを可換整域とする．R上の対称群の捻じれ群環RS−
n とは，oddな {ti | 1 ≤ i < n}で生

成され，以下を定義関係式に持つR超代数である（1 ≤ a ≤ n−2かつ 1 ≤ b, c < nで |b− c| > 1）．

t2b = 1, tata+1ta = ta+1tata+1, tbtc = −tctb.

対称群Snの体 k上のスピン表現論は，Modsu(kS−
n )の考察とほぼ同義である（ここで，super

の圏や既約表現の同型類の定義は行わない．[Kle, KKT]などを参照されたい）．本稿では

(a) Modsu(QS−
n )の考察を「対称群の通常スピン表現論」

(b) 奇素数 p ≥ 3についてModsu(FpS
−
n )の考察を「対称群の pモジュラースピン表現論」

と呼ぶ． [BK1, Theorem 8.11]で対称群のスピン表現論におけるモジュラー分岐則がえられた．

定理 7.2 (Brundan-Kleshchev). 奇素数 p ≥ 3について，既約表現の集合 Irrsu(Modsu(FpS
−
n ))は，

A
(2)
p−1 型 B(Λ0)で分岐則こみで parameterizeできる：

⊔
n≥0

Irrsu(Modsu(FpS
−
n ))

∼= B(Λ0).

ここで定理 7.1と定理 7.2のクリスタル同型は，それぞれ既約表現の具体的な構成を知らずに証明

できる「抽象的な」ものであることに注意する（[OV]に触発された [Gro]の論法である．[KS]のク

リスタルB(∞)の特徴づけ定理を用いる）．「Perfect crystalによる京都パス模型 [KMN2
1, KMN2

2]」

によると，A
(2)
p−1 型クリスタル B(Λ0)の B(Λ0) ⊆ Parなる実現は p-strict p-restrictedな分割 RPp

によるものが知られている [Kan] [Kle, §22]．
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定義 7.3. λ ∈ RPp とは，以下の条件が成り立つことと定義される．

• mi(λ) > 1 ⇒ i ∈ pZ（注：これは λ ∈ Parが p-strictであるということである）

• 1 ≤ ∀r ≤ ℓ(λ), λr − λr+1 ≤ p（ただし λr ∈ pZのとき ≤は <）.

まとめると，Irrsu(Modsu(FpS
−
n ))がRPpで parameterizeされたことになる（この可能性はLLTA

理論に触発されて [LT]で初めて提案された．Sergeev dualityを用いた導出もある [BK2]）．

定義 7.4. p ≥ 2について，Rp = {λ ∈ Par | ∀i ≥ 1,mi(λ) < p}と定義する（p正則分割）．

さて下左が成り立つことはよく知られている [Jam]ので，スピン類似を考えると，上右を満たす

「うまい」分割のクラスR??
p の存在を期待したくなる（上右の 1行目の全単射は Schurによる [Sch]）．

モジュラー表現論の一般論（Brauer-Nesbittの定理）より，R??
p

PT∼ C2 ∩Cpでなければならない．

Par(n)
∼ // Irr(Mod(QSn))

Rp ∩ Par(n)
?�

OO

∼ // Irr(Mod(FpSn))

Strict ∩ Par(n)
∼ // Irr(Modsu(QS−

n ))

R??
p ∩ Par(n)

?�

OO

∼ // Irrsu(Modsu(FpS
−
n ))

RP3
PT∼ S3 はやさしいが，RP3 は S3 と「不等号の向きが逆転している」ことに注意しよう．

R??
3 = S3とする parameterizationは「対称群の 3スピン分解行列を三角化する」 [BMO]．対称群

の 5モジュラースピン表現論の研究から，Bessenrodt-Morris-Olssonは，次の PTを予想した（さ

らに 5スピン分解行列についての予想も述べている．この辺の話題については [Be2, §3]が優れた
解説である）．この予想が 5SPTと等価であることは，命題 7.3の通りである（証明は略）．

定理 7.5 ([BMO, §3, Conjecture]=[ABO, Theorem 3.1]). Schur5を，以下の条件を満たす Parの

部分集合として定義する．このとき C2 ∩ C5
PT∼ Schur5 が成り立つ．

• 1 ≤ ∀i ≤ ℓ(λ)− 2, λi − λi+2 ≥ 5（ただし λi ∈ 5Zまたは λi + λi+1 ∈ 5Zのとき ≥は >）,

• ∀j ≥ 0,m5j+3(λ) +m5j+2(λ) ≤ 1,

• ∀j ≥ 0,m5j+11(λ) +m5j+9(λ) +m5j+5(λ) ≤ 2,

• ∀j ≥ 0,m5j+10(λ) +m5j+6(λ) +m5j+4(λ) ≤ 2,

• ∀j ≥ 0,m5j+11(λ) +m5j+10(λ) +m5j+5(λ) +m5j+4(λ) ≤ 3.

命題 7.3 ([BMO, §3]). 単射 φ5 : S5 ↪→ Parを「(5j, 5j)の現われを (5j +1, 5j − 1)に置き換える」

によって定義すると，Imageφ5 = Schur5 が成り立つ．特に S5
PT∼ Schur5 である．

われわれの研究は，Schur3,Schur5 ⊆ Strictと同じ性質が期待できる Schur7 ⊆ Strictをみつけ，

[ABO]の方法で計算機を用いて Schur7
PT∼ C2 ∩C7を示したところから始まった．Schur7は複数あ

るのだが，とりあえず 1つの明示的な定義は [Ts1]にある．最終的に達した Schurpの定義は [TW,

Definition 5.2]にある．Schur7 をみつけるには [KOR, LT]などに触発されたヒューリスティック

による試行錯誤が必要だったが，これについては割愛する．Schur7
PT∼ C2 ∩C7を示すには，命題

7.3のように p-strictな S7
PT∼ Schur7 を見つける必要がある．Schur5,Schur7 には規則性がみられ

なかった（そもそも Schur7は記憶するのが困難である）が，S3, S5, S7からは Spの定義に到達す

ることができた．
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8 pSPTの（対称群・量子群の）表現論的背景（証明について）

われわれの主定理の証明には「解釈による非負性の証明」のような圏論化の精神がみられる．と

くにその証明は（命題のみかけに反して）完全に初等的というわけではない（[Ste, Ts2]を用いれ

ば，perfect crystal理論 [KMN2
1, KMN2

2]による regularityの証明を回避できるかもしれない）．

証明の概略を述べる．一般に C ⊆ Parと i ≤ j について

Ci,j = {λ ∈ C | mk(λ) > 0 ⇒ i ≤ k ≤ j}

とおく．Sp の組合せ論的性質として，全単射

Sjp−h,jp+h
p

∼−−→Sjp+1,jp+h
p × Sjp−h,jp−1

p , λ 7→ (λ+, λ−)

であって（ここで j ≥ 1），次の性質をもつものを構成できる [TW, §2]．

• µ ∈ S
(j+1)p−h,(j+1)p+h
p , λ ∈ Sjp−h,jp+h

p について，(µ, λ) ∈ Sp ⇔ (µ, λ+) ∈ Sp

• ν ∈ S
(j−1)p−h,(j−1)p+h
p , λ ∈ Sjp−h,jp+h

p について，(λ, ν) ∈ Sp ⇔ (λ−, ν) ∈ Sp

ここで例えば (µ, λ)とは，µと λをそのまま並べてえられる分割を意味している．

この全単射を用いると，全単射 Sp
∼−−→· · ·×S2p+1,3p−1

p ×Sp+1,2p−1
p ×S1,p−1

p を構成できる [TW,

§3]．S
(j−1)p+1,jp−1
p は (A

(2)
p−1)

† 型の Kirillov-Reshetikhin perfect crystal Bh,2（これは [JMO]で

構成された．KRクリスタルについては [HKOTY, HKOTT]を参照されたい）と等濃度なので，

Bh,2 から引き戻してクリスタル構造を与えることができ [TW, Corollary 3.10]，これによって Sp

は (A
(2)
p−1)

† 型クリスタルになる．ここで根源的な理由は不明だか，Sp 上の柏原作用素 f̃i が Sp の

「箱を 1つ増やす」ことが証明できる [TW, Theorem 3.16]（証明を読んでいただければ，不思議

な cancellationの結果，成り立っていることはわかる）．一方，Sp
∼= (Bh,2)⊗∞は perfect crystal

の一般論 [KMN2
1, KMN2

2]によって B(Λh)と同型なので，クリスタル構造を忘れると Sp
PT∼ RPp

がえられ，RPp
PT∼ C2 ∩ Cp はやさしいので（例えば [TW, §5.2]を参照），主定理がえられる．

このように主定理は，perfect crystal理論による京都パス模型の応用なのだが，これまで知られ

ているような Parの部分集合によるレベル 1クリスタルの実現とは異なることを注意する（典型的

なものに [MM]による，A
(1)
p−1 型クリスタル同型 Rp

∼= B(Λ0)がある．これから Rp
PT∼ Cp もえら

れる．前述した A
(2)
p−1 型クリスタル同型 RPp

∼= B(Λ0)もこの一例である）．これまでのいわゆる

Young wall的な実現では， [Ts3, §1]の意味で「分岐点をもたない」perfect crystalが用いられる．

「perfect crystalは KR crystalのテンソル積に限る」という予想（これはたとえば [KNO]のイン

トロに書かれている）のもと，このような perfect crystalを分類した [Ts3, §1]（これが [Ts3]の動

機であった）．そして，このリスト以外の perfect crystalを用いて「Parの部分集合によるレベル

1クリスタル実現」（およびその帰結としての PT）をえることは，できないだろうと考えていた．

しかし (A
(2)
p−1)

† 型 Bh,2 はたくさんの分岐点をもち，従来の「Parの部分集合によるレベル 1ク

リスタルの実現」の枠組みにない．主定理の証明の本質がどこにあるのかよく理解し，他のリー型

（あるいは perfect crystal）について類似の PTがえられると望ましい．例えば筆者は B
(1)
n 型の頂

点 nについて，主定理と同様の PTがえられるかもしれないと考えているが，現状ではほぼ妄想

にすぎない状態である．また [BK1, Theorem 8.11]の類似である [Ts3, Corollary 6.11]や， [Ts3,

§1]や [TW, §3]で説明されている A
(2)
2n 型とD

(2)
n+1 型の類似を考えると，主定理のD

(2)
n+1 版が期待

できると想像される．この場合，自然な命題は「Strictに “自然な”D
(2)
n+1 型クリスタル構造が入

り B(Λ0)と同型になる」だと考えられる．これは別の文脈で，Ohによって予想されていた [Oh,

Conjecture 0.1]が，適切な定式化のもとで正しくないことが知られている．
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PTのリー理論・表現論的証明は [ASW, LW]など多数知られている．われわれの証明とこれらの

アイデアとの関係を明らかにすることも，今後の課題である．例えば，われわれの主定理は「A
(2)
2n

型 Schur PT」と思えるものだから， [GKW, Theorem 1.1]の「A
(2)
2n 型RR恒等式」との関連を考

察することはよい出発点になるかもしれない．

最後に，われわれの動機は，かつて存在が期待され，p = 3, 5 では定義されていた（さらに

p = 3 では表現論的正当化 [BMO] も知られていた）が， [BK1, BK2] による RPp を用いた⊔
n≥0 Irr

su(Modsu(FpS
−
n )) の parameterization でいったんは忘れられたように思われる，R??

p ⊆
Strictを一般の奇数（あるいは奇素数）p ≥ 3でみつけることであった．われわれは Schur3,Schur5

を一般化した Schurp ⊆ Strictも定義し [TW, Definition 5.2]，これが R??
p だろうと考えている．

Schurp
PT∼ Sp だが，残念ながら Sp のような「簡単な」定義を与えることはできなかった．また

Schurpは Spを用いて定義される，という意味で Spはより根源的だろうと考えている．「Schurpを

用いた parameterizationで，対称群の pスピン分解行列が三角化される」といった正当化も今後

の課題である（Rp による
⊔

n≥0 Irr(Mod(FpSn))の parameterizationでこの性質が成り立つこと

は [FMP]で示されたが，現在では [Jam]の Specht加群の存在の影と理解できる）．

9 最後に

この度，講演の機会を与えてくださった加藤周さんをはじめとする organizerのみなさんに感謝

いたします．ありがとうございました．
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branching rules for Ŝn, Represent.Theory 5 (2001), 317–403.

10



[BK2] J. Brundan and A. Kleshchev, Projective representations of symmetric groups via Sergeev duality,
Math.Z. 239 (2002), 27–68.

[BMO] C. Bessenrodt, A.O. Morris and J.B. Olsson, Decomposition matrices for spin characters of
symmetric groups at characteristic 3, J.Algebra 164 (1994), 146–172.

[Bre] D.M. Bressoud, A combinatorial proof of Schur’s 1926 partition theorem, Proc.Amer.Math.Soc.
79 (1980), 338–340.

[FMP] H.K. Farahat, W. Müller and M.H. Peel, The modular characters of the symmetric groups,
J.Algebra 40 (1976), 354–363.

[GJK3] D. Grantcharov, J.H. Jung, S-J. Kang, M. Kashiwara and M. Kim Crystal bases for the quantum
queer superalgebra and semistandard decomposition tableaux, Trans.Amer.Math.Soc. 366 (2014),
457–489.

[GKW] M.J. Griffin, K. Ono and S.O. Warnaar, A framework of Rogers-Ramanujan identities and their
arithmetic properties, Duke Math.J. 165 (2016), 1475–1527.
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