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Biset functors and cohomology of finite groups

飛田明彦 (埼玉大学教育学部)

1 はじめに
有限群 G 上の Mackey 関手は, G の部分群に関する, 制限・誘導・共役等の作用を圏論
的に扱う枠組みです。一方, ひとつの有限群だけではなく, すべての有限群を扱う大域的
な枠組みとして, global Mackey 関手が定義されます。さらに, 有限群の部分群や準同型
写像などは, 群が左右から作用する集合, biset の枠組みで捉えることができ, biset 圏が定
義され, biset 圏上の関手として biset 関手が定義されます。そこでは, 部分群や, 共役あ
るいは単射準同型写像のみならず, inflation, deflation, という二つの作用も取り込まれま
す。しかし, 本稿での対象である群の表現や cohomology は, deflation に対応する作用を
持たず, inflation のみを取り入れた右自由な biset が対象となります。
一方, 有限群 G の biset 圏での自己準同型環 B(G,G) は両側 Burnside 環と呼ばれ,

B(G,G) の表現と biset 関手は密接な関係にあります。両側 Burnside 環や biset 関手は
有限群の cohomology 環, Burnside 環, 表現環, Dade 群, 等の様々な分野と関連していま
す。このような, 有限群とその表現論の方面からの集大成が S. Bouc [4] にまとめられて
います。また, 小田文仁・中岡宏行氏の論説 [20] もご参照ください。他方, Mackey 関手,

biset 関手などは, 代数的位相幾何学, homotopy 論の立場からも多くの研究がなされてき
ています。
本稿の目的は, biset関手と両側 Burnside環について概略を述べ,位数が p3 の extraspe-

cial p-群の cohomology に関する柳田伸顕氏 (茨城大学) との共同研究 [14, 15]の結果を紹
介することです。これらは mod-p cohomology 環を両側 Burnside 環上の加群として考え
その構造や組成因子などを調べたものですが, cohomology を biset 関手として見る立場
からの考察が有効に用いられました。また, これらの研究には安定 homotopy 論からの背
景と動機があり, [14, 15] の結果は, 分類空間の stable splitting とその cohomology につ
いての結果に翻訳することができます。
以下の第 2章, 第 3章では, 有限群の biset, biset 圏, biset 関手, 両側 Burnside 環につ
いて概略を述べます。第 4章では homotopy 論からの背景について述べます。第 5章では
[14, 15] の主結果を紹介し, 第 6章では rank が 2 の p-群の cohomology に関する [16] の
結果を紹介します。この部分はまだ未完成の部分もあるのですが, 多少希望的な展望も述
べさせていただきます。
今回の講演の機会を与えていただき, 様々にお世話になりました関係の方々に深く感謝
します。
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2 有限群と biset

本章では, [4] の第 1 章に従って, 有限群の biset がどのような場面で現われてくるか,

概略を紹介する。k を体とし, G,H を有限群とする。kG-mod を有限生成左 kG-加群の
圏とし, 次の基本的な完全関手を考える。

• 部分群H ≤ G に対して,

IndGH : kH-mod −→ kG-mod

IndGH = kG⊗kH −

• 群準同型写像 φ : G −→ H に対して,

φ∗ : kH-mod −→ kG-mod

φ∗ = φkH ⊗kH −

ただし, φkH は kH に G,H の作用を

g · x · h = φ(g)xh (g ∈ G, x ∈ kH, h ∈ H)

と定義して得られる (kG, kH)-両側加群である。

これらは (kG, kH)-両側加群 kG 及びに φkH により誘導されている。さらに kG, φkH

は置換加群であり, H の右からの作用は自由な作用である。この状況を一般化して, 右か
らの作用が自由である両側置換加群によって引き起こされる完全関手を考える。
有限集合 X に左から G が, 右から H が作用し,

(gx)h = g(xh) (g ∈ G, x ∈ X, h ∈ H)

をみたすとき, X を (G,H)-biset と呼ぶ。さらに, xh = x ならば h = 1 であるとき, この
作用は右自由であるという。右自由な biset X に対して, X を基底とする k-ベクトル空
間を kX とする。kX には左右から自然に G, H が作用し, kX は (kG, kH)-両側加群と
なる。X への H の作用が右自由であることから kX は右 kH-加群として自由加群とな
り, 関手

X⊗kH : kH-mod −→ kG-mod

は完全関手となる。
Rk(G) を kG の表現環とする。つまりRk(G) は有限生成 kG-加群の圏の Grothendieck

群であり, 単純 kG-加群の同型類を基底とする自由アーベル群である。X ⊗kH − は完全
関手であり完全列を保つことより対応

Rk(H) −→ Rk(G)
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が引き起こされる。
次に bisetの合成について考える。G,H,K を有限群とする。(G,H)-biset X と (H,K)-

biset Y に対して,

X ×H Y = X × Y/ ∼

とおく。ただし, h ∈ H に対して (xh, y) ∼ (x, hy) である。X ×H Y は (G,K)-biset であ
り, X,Y がともに右自由であるならばX ×H Y も右自由である。対応する置換加群につ
いては自然に

k(X ×H Y ) ∼= kX ⊗kH kY

となり, kY , kX により誘導される関手の合成は k(X ×H Y ) により誘導される関手とな
る。このことから, 上であげた表現環 Rk(−) は, 適当な係数体上で考えるならば, 次章で
述べる biset 関手となっている。例えば, [33] では, k を正標数 p の体として, 標数 0 の体
上での biset 関手 Rk(−) について研究している。
(G,H)-biset は可移な (G,H)-biset の和に分解するが, 可移な右自由 biset は部分群と
準同型写像を用いて具体的に表示することができる。G ≥ H と準同型写像 φ : H −→ K

に対して, GGH と H(φK)K の合成

G×H (φK)

を考えると次が成り立つ。

命題 2.1. 任意の可移右自由 (G,K)-biset は, 適当な G ≥ H, φ : H −→ K に対して
G×H (φK) と同型である。

この命題は, 非常におおまかにいうならば,

右自由な biset ←→ 部分群+準同型写像

ということを意味している。

次に biset の cohomology への作用を見る。Hn(G, k) = ExtnkG(k, k) を k-係数の n 次の
cohomology群とし, H∗(G, k) =

⊕∞
n=0H

n(G, k)を cohomology環とする。部分群 G ≥ H

に対して, transfer 写像
TrGH : H∗(H, k) −→ H∗(G, k)

が定義され, 準同型写像 φ : H −→ K に対して,

φ∗ : H∗(K, k) −→ H∗(H, k)

が定義される。これらを利用して, (G,K)-biset G×H (φK) の作用を

H∗(K, k)
φ∗
−→ H∗(H, k)

TrGH−→ H∗(G, k)

として定義する。この作用により, H∗(−, k) は次章で定義する biset 関手となっている。

3



3 Biset 圏と biset 関手
G,H を有限群とする。(G,H)-biset の圏の Grothendieck 群を BZ(G,H) とおく。さら
に体 k に対して,

B(G,H) = k ⊗BZ(G,H)

とおく。これは可移 (G,H)-biset の同型類を基底とする k-ベクトル空間である。ここで
は, 必ずしもすべての (G,H)-biset を考えるのではなく, 次の 3種類の biset について考
察する。

• すべての biset を対象とする場合：Ball(G,H) と表記する。
• 右自由な biset のみを対象とする場合：Br(G,H) と表記する。
• 右自由かつ左自由となる biset のみを対象とする場合：Blr(G,H) と表記する。

定義 3.1. (1) � = all, r, lr に対して, biset 圏 C�k を次のように定義する。

• 対象はすべての有限群
• 射は

HomC�
k
(H,G) = B�(G,H)

• 射の合成は GXH , HYK に対して,

[X] ◦ [Y ] = [X ×H Y ]

(2) C�k における G の自己準同型環

EndC�
k
(G) = B�(G,G)

を両側 Burnside 環と呼ぶ。

B�(G,G) は可移 (� に応じて, すべての, 右自由, 左右自由な) biset の同型類を基底と
して持つ k 上の有限次元多元環である。その単位元は G 自身を (G,G)-biset としてみた
ものの同型類 [G] である。実際, (G,G)-biset X に対して

G×G X ∼= X ×G G ∼= X

が成り立つ。両側 Burnside 環は G の外部自己同型群の群環と密接な関係にある。

命題 3.2. 分裂する全射
B�(G,G) −→ kOut(G)

が存在する。kOut(G) は B�(G,G) の剰余環であると同時に部分環である。φ : G −→ G

に対しては [Gφ] が対応する。
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例として, 位数が 2 の巡回群の場合を詳しく見てみることにする。

例 3.3. G を位数 2 の巡回群とする。可移 (G,G)-biset は次の 5 種類である。

{∗}, Gε,

右自由︷ ︸︸ ︷
εG, G, G×G︸ ︷︷ ︸

左・右自由

ただし, ε : G −→ G は ε(G) = 1 となる準同型写像である。また {∗} は G が自明に作用
する 1 点集合である。よって, 両側 Burnside 多元環の基底と次元は次のようになる。

基底 次元

Ball(G,G) [{∗}], [Gε], [εG], [G], [G×G] 5

Br(G,G) [εG], [G], [G×G] 3

Blr(G,G) [G], [G×G] 2

その構造は,

[G×G×G G×G] = [G×G×G] = 2[G×G]

となることから

Blr(G,G) ∼=

{
k ⊕ k (char k ̸= 2)

k[x]/(x2) (char k = 2)

がわかる。一方, Ball(G,G) は体 k に依存せず semisimple であり,

Ball(G,G) ∼= k ⊕Mat2(k)

となる。ただし Mat2(k) は 2 次の行列環である。また, Br(G,G) も体 k に依存せず,

Br(G,G) ∼=

(
k k

0 k

)
であることがわかる。

B�(G,G) の semisimplicity については, 次が成り立つ。

命題 3.4. (1) char k = 0 ならばBlr(G,G) は semisimple である [30] 。
(2) Blr(G,G) が semisimple ならば char k - |G||Out(G)| である。
(3) Ball(G,G) について, 次は同値である [4]。
(i) Ball(G,G) は semisimple

(ii) G は巡回群で char k - |Out(G)|
(4) Br(G,G)について, 次は同値である。
(iii) Br(G,G) が semisimple

(iv) G = 1
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以下では, 右自由な biset のみを扱うこととして,

Ck = Crk, B(G,H) = Br(G,H)

とおく。

定義 3.5. k-線形関手
Ck −→ k-mod

を biset 関手と呼ぶ。biset 関手 F ̸= 0 の部分関手が F と 0 のみであるとき F は biset

関手として単純である (simple biset functor) という。

注意 3.6. ここでいう biset 関手は inflation 関手とも呼ばれる ([29])。全射準同型 φ :

G −→ H に対して, φH は右自由な (G,H)-biset となり, B(G,H) = HomCk
(H,G) の射

を与える。よって, biset 関手 F は inflation 写像

F (H) −→ F (G)

を引き起こす。前章でみた, 表現環 Rk(−) や, cohomology H∗(−, k) は inflation 関手, つ
まりここでいう意味での biset 関手である。
左右ともに自由な biset を考えた場合は, 準同型写像として単射であるものだけを考え
ることに相当し, この場合の k-線形関手 Crlk −→ k-mod を global Mackey 関手と呼ぶこと
もある。また, 一般的には k-線形関手 Callk −→ k-mod を biset 関手と呼ぶ。いずれにして
も, 以下では右自由な場合のみを扱うことにする。

biset 関手 F に対し, F (G) は B(G,G)-加群であり, S が単純関手ならば S(G) は 0 ま
たは単純B(G,G)-加群である。任意の単純 B(G,G)-加群はこのようにして単純関手の G

での値として得られる。一方, 単純関手は有限群 H と単純 kOut(H)-加群の組 (H, V ) で
parametrize される。組 (H,V ) に対応する単純関手を SH,V と表す。
cohomology H∗(−, k) は, biset 関手である。厳密には H∗(G, k) は有限次元ベクトル
空間ではないが, 各次数部分 Hn(G, k) は有限次元ベクトル空間であり, これらを同時に
考えていることに相当する。biset 関手について, 組成列や組成因子を考えることができ,

H∗(−, k) はある意味で (有限の長さではないが) 組成列を持っている。[29] では k = F2

の場合, H∗(−,F2) の組成列を計算し, 単純関手 SH,V の組成因子としての重複度を H が
小さい場合 (巡回群, C2 × C2, 二面体群や四元数群) に決定している。
H∗(−, k)の組成列,あるいは,単純関手の H∗(−, k)の組成因子としての重複度を考察し
たいのであるが, biset 関手 F の部分剰余関手として現われる単純関手と, 両側 Burnside

環との関係は次のようになる。

補題 3.7. F を biset 関手, S が単純関手で S(G) ̸= 0 であるとする。このとき S が F の
組成因子であることと S(G) が B(G,G)-加群としてF (G) の組成因子であることは, 同値
である。
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これより, B(G,G)-加群としての H∗(G, k) の構造を調べることが重要となり, まず, 次
が目標となる。

3.8. 単純 B(G,G)-加群の H(G, k) における組成因子としての重複度を求めること。

pを素数とし,有限 p-群 P の cohomologyについて考える。係数体 k は,有限体 Fp とす
る。H∗(−,Fp)の, あるいは, H∗(P,Fp)の単純組成因子について, 次章で述べる homotopy

論における深い結果の帰結として, 次が知られている。

命題 3.9 ([12]). 任意の単純関手はH∗(−,Fp)の組成因子となる。また,任意の単純B(P, P )-

加群はH∗(P,Fp) の組成因子となる。

[27] では, この命題は, 群の cohomology と p-fusion に関する次の Mislin の定理を導く
ことが示されている。

定理 3.10 ([22]). G を有限群, H は G の部分群で G の Sylow p-部分群を含むものとす
る。このとき, 次は同値である。
(1) H は G の p-fusion を支配する。
(2) 制限写像 H∗(G,Fp) −→ H∗(H,Fp) は同型写像である。

このMislinの定理については, homotopy論を経由することなく,モデュラー表現を利用
した代数的な証明が知られている [13, 21]。一方,定理 3.10は fusion systemの cohomology

環 ([3])に関する主張として,一般化した形に述べることができる。[24]では, fusion system

に一般化された Mislin の定理も, やはり, 命題 3.9 から導かれることが証明されている。
[24] で述べられているように, もし, 命題 3.9 の代数的な証明が得られれば, fusion system

版のMislin の定理についても, 代数的な証明が得られることになる。

4 分類空間の stable splitting

本章では, homotopy 論からの背景について触れる。ここでの説明には, 非常に不正確
な部分があることをご容赦願いたい。p を素数とし, BG = (BG+)p̂ を (p-完備化した) 分
類空間 (の suspension spectrum) とする。安定 homotopy に関連して次の問題を考える。

• wedge 和への分解 BG = X0 ∨X1 ∨ · · · ∨Xm を決定する。

• 各 Xi と同値な因子の重複度を決定する。

• 上記の分解に対応して, コホモロジーの分解

H∗(BG;Fp) =
⊕

H∗(Xi,Fp)

を決定する。
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p-群の場合,これらの問題は, Segal予想 (Carlssonの定理 [6])の帰結として,両側 Burn-

side環の表現という代数的な問題に帰着される。P を p-群とすると,環準同型BZ(P, P ) −→
{BP,BP} が存在し, 適当な完備化の下ではほぼ同型となる。係数体を p 元体 Fp として,

B(P, P ) を Fp 上の両側 Burnside 環とする。先の自己準同型環の同型対応より, BP の
stable splitting BP = ∨Xi は Fp 多元環B(P, P ) における 1 の直交冪等元分解 1 =

∑
ei

と対応していることがわかる。詳しくは [1, 2, 23, 25] 等を参照していただきたい。
一方, B(P, P ) の原始冪等元は単純B(P, P )-加群と対応する。各原始冪等元 ei に対応
する単純加群を Si とおく。以下簡単のため, Fp は B(P, P ) の分解体であると仮定する。
このとき, 1 の原始冪等元分解 1 =

∑
ei において ei と同値な冪等元の重複度は dimSi で

ある。また, dimFp Siei = 1 であり, 右 B(P, P )-加群 M に対して, M での組成因子として
の Si の重複度はMei のベクトル空間としての Fp 上の次元に等しい。よって次の対応,

• 因子 Xi は単純 B(P, P )-加群 Si と対応する。

• Xi と同値な因子の重複度は dimSi に等しい。

• H∗(Xi,Fp) ∼= H∗(P,Fp)ei

を経由して, stable splitting の問題は次の問題に置き換わる。

• 単純 B(P, P )-加群を分類し, その次元を決定する。

• B(P, P ) の原始冪等元 ei に対して, H∗(P,Fp)ei を決定する。

dimHn(P,Fp)ei はHn(P,Fp) における単純組成因子としての Si の重複度であるから, こ
れは前章での目標 3.8「H∗(P,Fp) における単純 B(P, P )-加群の重複度」を求めることと
合致している。

5 Extraspecial p-群の cohomology

p を素数とする。p 群の stable splitting に関していくつかの結果が知られている。例
えば, 可換群の場合 [12], metacyclic 群の場合 [8, 9], p-rank が 2 の群の場合 [10] などが
ある。本章では, p を奇素数とし, 位数が p3 の extraspecial p-群

E = ⟨a, b, c | ap = bp = cp = [a, c] = [b, c] = 1, [a, b] = c⟩

について考察する。これは位数が p3 の非可換群で exponent が p となる群である。[10]

において, BE の stable splitting での因子の重複度 (つまり, 単純 B(E,E)-加群の次元)

が求められている。また, [32] では, E を Sylow p-部分群に持つ有限群, さらに E 上の
saturated fusion system の stable splitting とその cohomology について調べられている。
E を Sylow p-部分群とする単純群は非常に豊富にあり ([28]),また E 上の saturated fusion

system も興味深いものが存在する ([26])。[14], [15] においては Fp 係数 cohomology の
B(E,E)-加群としての構造に焦点を絞り, その詳細を調べることにより次の結果を得た。
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定理 5.1 ([14],[15]). B(E,E)の原始冪等元 eに対して,次数付きベクトル空間 H∗(E,Fp)e
を記述することができる。また, その過程において [10] とは独立に単純加群を分類し, そ
の次元を決定した。

H∗(E,Fp)の構造は知られている [18]。しかし,その構造は非常に複雑であるため,まず,

その部分剰余環である (Fp⊗H∗(E,Z))/
√
0 の構造を調べ, その結果と整係数 cohomology

についての結果を, Milnor 作用素を利用して結びつけることによりH∗(E,Fp)e について
の結果が得られた。

H∗(E) = (Fp ⊗H∗(E,Z))/
√
0

とおく。以下では H∗(E) に関する [14] の主結果を紹介する。H∗(E) の構造は比較的わ
かりやすく, p ≥ 5 ならばH∗(E) = H∗(E,Fp)/

√
0 となることが知られている。H∗(E) は

生成元
y1, y2, C, v (deg yi = 2, degC = 2p− 2, deg v = 2p)

と関係式
yp1y2 − y1y

p
2 = 0, Cyi = ypi , C

2 = y2p−2
1 + y2p−2

2 − yp−1
1 yp−1

2

により得られる可換環である [17, 19]。
S を単純 B(E,E)-加群とする。冪等元 e ∈ B(E,E) で Se = S をみたし, 一方, S と
非同型な単純加群 S ′ に対しては S ′e = 0 となるものを, S に対する冪等元と呼ぶことに
する。これは必ずしも原始冪等元ではないが, 原始冪等元よりも扱いやすい面がある。Fp
は B(E,E) の分解体であり, 上記の冪等元は単純加群に対応する原始冪等元 dimS 個の
和に分解し, Hn(E) での単純加群 S の組成因子としての重複度は

dimHn(E)e

dimS

で与えられる。
E の外部自己同型群 Out(E) は 2 次一般線形群 GL2(Fp) と同型である。GL2(Fp) の

H∗(E) への作用を考える。y1, y2 で生成される部分多元環Fp[y1, y2] の 2i 次斉次部分をSi

とおく。Fp[y1, y2] への GL2(Fp) の作用は多項式環への作用から誘導される標準的なもの
であり, v への作用は行列式 det で与えられる。よって

{Sivq ∼= Si ⊗ detq (0 ≤ i ≤ p− 1, 1 ≤ q ≤ p− 2)}

は単純 FpGL2(Fp)-加群の同型類の代表を与える。さらに, 1 ≤ i ≤ p − 2 に対して, CSi

は Sp−1+i の FpGL2(Fp)-部分加群であり,

Sp−1+i/CSi ∼= Sp−1−i ⊗ deti

となる。Sp−1+i での CSi のベクトル空間としての補空間を T i とおく。これは FpGL2(Fp)-
部分加群とはならない。
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次に, B(E,E) の H∗(E) への作用を考える。単純 FpGL2(Fp)-加群は Proposition 3.2

の全射
B(E,E) −→ FpOut(E) = FpGL2(Fp)

により自然に B(E,E)-加群とみなすことができるが, このようにして得られる単純加群
を支配的単純加群と呼ぶ。単純 B(E,E)-加群には, 支配的加群の他に, E の真部分群に対
応するものが存在する。例えば上記の Si (1 ≤ i ≤ p− 2) は支配的単純加群ではなく, 位
数が p の部分群に対応する単純加群である。
以下では支配的単純加群に対応する冪等元 e について, H∗(E)e の記述を与える。これ
らは, [5] による biset 関手 とBurnside 多元環上の単純加群に関する基本的な補題を用い,

組成列の中で, 支配的でない単純加群がどのように現われてくるかを計算することにより
証明される。記号を何点か定義する。

V = vp−1, CA = Fp[C, V ]

DA = Fp[Cp + V,CV ]

とおく。CA と DA は H∗(E) の部分環で, CA は GL2(Fp) の作用による不変環である。
また, 単純 FpGL2(Fp)-加群 S に対して, 対応する支配的単純 B(E,E)-加群は, 単純関手
S(E,S) の E での値 S(E,S)(E) となる。

定理 5.2 ([14, Theorem 10.4]). e を支配的単純加群 S(E,S)(E) に対応する冪等元とする。
(1) S が自明な加群のとき,

H∗(E)e ∼= DA+

(2) S = detq, 1 ≤ q ≤ p− 2 のとき,

H∗(E)e ∼= CA{vq}

(3) S = Sp−1 つまり GL2(Fp) の Steinberg 加群のとき,

H∗(E)e ∼= DA{V Sp−1}

(4) S = Sp−1 ⊗ detq, 1 ≤ q ≤ p− 2 のとき,

H∗(E)e ∼= CA{vqSp−1}

定理 5.3 ([14, Theorem 10.5]). 1 ≤ i ≤ p − 2, 0 ≤ q ≤ p − 2, S = Sivq, T = T p−i−1vs,

s ≡ i + q mod p− 1, 0 ≤ s ≤ p− 2 とおく。e を支配的単純加群 S(E,S)(E) に対応する冪
等元とすると, 次数付きベクトル空間として H∗(E)e は次と同型となる。

CA{V S} ⊕ DA{V T} (q ≡ 2i ≡ 0 mod p− 1)

CA{V S} ⊕ CA{T} (q ≡ 0, 2i ̸≡ 0)

DA{S} ⊕ DA{V T} (i = q, 3i ≡ 0)

DA{S} ⊕ CA{T} (i = q, 3i ̸≡ 0)

CA{S} ⊕ DA{V T} (q ̸= 0, i ̸= q, q + 2i ≡ 0)

CA{S} ⊕ CA{T} (q ̸= 0, i ̸= q, q + 2i ̸≡ 0)
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支配的単純加群ではない, 真部分群に対応する単純加群についても同様の記述をするこ
とができる。
これらの結果は stable splitting での因子の cohomology に関する結果を与える。例え
ば, X(Fp) を自明な B(E,E)-加群に対応する BE の因子とする (主支配的因子と呼ばれ
る) 。X(Fp) の cohomology においては冪零部分が定義されないので, 対応する冪等元 e0
を用いてH∗(X(Fp)) = H∗(E)e0 と定義することにより, 次の系を得る。

系 5.4 ([14, Corollary 10.7]). X(Fp) を BE の主支配的因子とすると, 同型

H∗(X(Fp)) ∼= DA

が成り立つ。

[32] では, E を Sylow p-部分群に持つ有限群の stable splitting について研究されて
いる。特に, E を Sylow p-部分群として持つ散在型有限単純群の stable splitting とその
cohomologyについて調べ,それらを利用して BE の stable splittingの因子の cohomology

の情報を得ている。例えば p = 3の場合, [32]では系 5.4を Janko単純群 J4の cohomology

([11]) を利用して証明している。一方 [14] では, 単純群を用いることなく B(E,E)-加群構
造を調べることにより, すべての p について統一的に証明している。
さらに [15] では, H∗(E) の B(E,E)-加群構造を利用して, [32] において欠けていたい
くつかの場合, 3 次の線形群に関連した場合を扱うことができた。特に, p = 7 の場合には,

L3(7) の拡大群の stable splitting と, 散在型単純群 O′N , Fi′24 や Ruiz-Viruel の exotic

fusion system ([26]) の stable splitting との間の関係を決定した。
定理 5.2, 5.3 の証明のために, H∗(E) の加群構造の情報が必要となるが, その出発点と
なるのは次の結果である。

定理 5.5 ([14, Theorem 7.8]). B(E,E)-加群として, H∗(E) は次の 4 種類の部分加群の直
和である。

CA{Fp + Sp−1}

CA{Si + T i + Fpvi + viSp−1} (1 ≤ i ≤ p− 2)

CA{vi(Si + T i)} (1 ≤ i ≤ p− 2)∑
1≤i̸=q≤p−2

CA{vq(Si + T i)}

ただし, ここに現われた加群は直既約加群という訳ではない。H∗(E) の B(E,E)-加群
としての直既約加群分解は得られていない。一般に, 両側 Burnside 環上の加群として
の cohomology の直和分解が何を意味しているのかは不明であり, この点は今後の課題で
ある。
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6 Rank 2 の p-biset 圏
本章では p を 5 以上の素数とし, rank が 2 の p-群の cohomology について考察する。
奇素数 pについて, rankが 2の p-群の分類は知られている。詳細は, 例えば [7, Appendix

A] に述べられている。rank 2 の p-群は次のように分類される。

命題 6.1. p ≥ 5 のとき, rank 2 の p-群は次のように分類される。
(1) C(r), r ≥ 3

(2) G(r, e), r ≥ 4, e ∈ F×
p

(3) 巡回群ではない metacyclic p-群

個々の群の定義は次のようになっている。

(1) C(r), (r ≥ 3)

C(r) = ⟨a, b, c | ap = bp = cp
r−2

= 1, [a, b] = cp
r−3

, [a, c] = [b, c] = 1⟩

|C(r)| = pr であり, E = C(3)(= ⟨a, b⟩) は C(r) の部分群となっている。

(2) G(r, e), (r ≥ 4)

G(r, e) = ⟨a, b, c | ap = bp = cp
r−2

= 1, [b, c] = 1, [a, b−1] = cep
r−3

, [a, c] = b⟩

G(r, e) は e が平方剰余であるか, 平方非剰余であるかにより二つの同型類に分かれる。ま
た, E(∼= ⟨a, b⟩) は G(r, e) の部分群となっている。

(3) 完全列
1 −→ Cpm −→ P −→ Cpn −→ 1

が存在するとき, P を metacyclic 群と呼ぶ。ただし Cpm は位数が pm の巡回群である。
例えば, 位数が p3 の非可換群で E と同型でない群は metacyclic となっている。

以下では p ≥ 5, P は rank 2 の p-群とする。前章と同様に

H∗(P ) = (Fp ⊗H∗(P,Z))/
√
0

とおく。単純 B(P, P )-加群の情報は [10] にあり, また, H∗(P ) に関する情報は [31] に
ある。

定理 6.2 ([16]). P を rank 2 の p-群とする。任意の原始冪等元 e ∈ B(P, P ) に対して, 次
数付きベクトル空間 H(P )∗e を記述することができる。

この結果を得る過程で我々は

P に関する結果はすべて E の情報から得ることができるのではないか
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と考えた。次の様な群の間の関係を考える。ただし r ≥ 4 とする。

meta cyclicx
(Cp × Cp) �−−−

C(r) −−−→ G(r + 1, e)x
E −−−→ G(4, e)

図で Cp × Cp �−−−E は全射, つまり E の剰余群として Cp × Cp を考えている。他は
単射, つまり部分群であることを示している。E の結果から G(4, e) と C(r) の結果が得
られ, C(r) の結果から G(r, e) の結果が得られる, のではないだろうかと予想される。
なお, 当然のことながら Cp × Cp は E の部分群であり, E の情報はその極大部分群で
あるCp×Cp の情報から得られるものではあるが, 逆に E の剰余群として H∗(E) の構造
からH∗(Cp × Cp) を見ることも非常に有効である ([14, section 5])。図式の右側について
は次が成り立つ。

定理 6.3 ([16]). P = C(r) または G(r, e), r ≥ 4 とする。B(P, P ) の原始冪等元 e に対
して,

H∗(P )e ∼= H∗(E)f

となる B(E,E) の冪等元 f が存在する。

f は必ずしも原始冪等元ではなく, B(E,E) の中では原始冪等元の和に分解する場合も
ある。これは, stable splitting を考えたときに, これらの群の中で BE がもっとも細かく
分解するということを示している。定理 6.3 での同型は単にベクトル空間の同型であり,

今のところ現象として確認できているだけであるが, 対応は自然なものであり, 何らかの
構造的な説明ができるはずである。言い換えるならば, 「H∗(P ) の B(P, P )-加群構造を
H∗(E) の B(E,E)-加群構造に結び付けて理解したい」ということになる。
具体的には次の方向で考えたい。まず, B(P, P ) は B(E,E) に直接含まれている訳では
ない。しかし, B(P, P ) の適当な部分多元環で, B(E,E) の部分多元環と同型になるもの
を構成して利用することで, 定理 6.3 は統一的に証明できると予想している。
また, rank 2 の p-群 P に対して, 両側加群

B(E,E)B(E,P )B(P,P ), B(P,P )B(P,E)B(E,E)

を考え, 関手
−⊗B(E,E) B(E,P ) : mod-B(E,E) −→ mod-B(P, P )

−⊗B(P,P ) B(P,E) : mod-B(P, P ) −→ mod-B(E,E)

を考察する。これらの関手を単純加群へ施したときの状況や, cohomology への作用,

H∗(E)
B(E,P )−→ H∗(P ), H∗(P )

B(P,E)−→ H∗(E)
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を見ていくことにより, さらに構造的な説明が得られると思われる。これに関しては, 定
理 5.5 など [14] で得られた H∗(E) の詳細な B(E,E)-加群構造が有効に利用できるはず
である。
さらに, biset 圏の観点から見るために, rank 2 の p-群を対象とする C の充満部分圏を
Cp,2 とおき, biset 関手 H∗(−) のこの部分圏への制限, つまり, rank 2 の p-biset 関手

H∗(−) : Cp,2 −→ k-mod

を考察する。その biset 関手としての組成列や直和分解を調べることにより, rank 2 の p-

群の cohomology を一望のもとに眺め, その中心に E がある状況を理解できるようにな
ると期待したい。
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INTRODUCTION TO A PROVISIONAL MATHEMATICAL
DEFINITION OF COULOMB BRANCHES OF 3-DIMENSIONAL N = 4

GAUGE THEORIES

HIRAKU NAKAJIMA

�� . SnÖ¬o�[Nak16, BFN16a]gÐ1U�_�3!CN = 4�þð'²ü¸�Ön
¯üíó�n�«��jpf��©k¢Y�e�gB��

This is an introduction to a provisional mathematical definition of Coulomb branches
of 3-dimensional N = 4 supersymmetric gauge theories, studied in [Nak16, BFN16a].

1. � ·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØSh	bÏP�

G�� !�¤hW�M�]n·ó×ì¯Æ£Ã¯jhþhY��Yj�a�MoC
n·ó×
ì¯Æ£Ã¯b���dÙ¯Èëz�gB��Go·ó×ì¯Æ£Ã¯b��ÝcfÚbk\(W
fD��

Coulomb���MC ≡ MC(G,M)o��Öi�kJQ�4nÏPÖn�vkÕ_ØQ��
fz�U�_�(G,M)K�¢Õ¡¤ó� ·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØS1�\�ì·ÔgB��

(G,M) MC(G,M)

\�¹o�S�~gå��fD�ãp�ØSn�H¹����nö¹�Fz��I�hoKj
�ÛrLpj��~Z§�°C[MC ]��~Uf�hþÖg�O����Ûâí¸ü¤h]n

n��M��H�¹Õg\��]Wf]nïÛ°n¹Ú¯ÈéàhWfMC����]n~
Uf�j'ê�¿y��hDFKÕ�Ö��
Bhg¬�Y��Fk�MCo T ∗T∨/WhÌ	���gB��

MC ≈ T ∗T∨/W = t× T∨/W
SSg�T∨oGnu'Èüé¹TnÌþÈüé¹gB��Woï¤ë¤gB��T ∗T∨oT∨nco-
tangent bundleg�toTnêü°gB�� yk�MCnÌ	�^ohþMko�XWjD�

g�ÊW_�Fk�Ûâí¸ü¤h]n
n��M�(Df°�\�ì·Ôo�~Uf
�hþÖgo�O���fM_�hþÖn�vLî�gB�K��]Sgo�^ïÛ°�
Ë�Y�nLn�gB�� ���Coulomb�kJDf�]nË�ÕK��MCn	bÏP
�A~L�Bk\����SSg�	bÏP�ho�C[~]
g�©U�_^ïÛ° A~ gBc
f�A~/~A~LMCn§�° C[MC ] kIWO�Poisson ì'

{f, g} =
f̃ g̃ − g̃f̃

~

∣∣∣∣∣
~=0

, f̃ |~=0 = f, g̃|~=0 = g

1�,koyp¹��d�Ø�Beauvilln�sg·ó×ì¯Æ£Ã¯jyp¹WK�_jDh��U�fD�
L�<�o�H��fDjD�
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2 H. NAKAJIMA

L�·ó×ì¯Æ£Ã¯Ë K�e��nk�ôWfD��n�DF�S��ÏÏÏPPP���UUU���
___Coulomb���h�v�
/�Ôcf�H�p�hþÖg�vU�fM_^ïÛ°o�ïÛ°n	bhWf���f
D��nL�D�WKW���M�(DfïÛ°�°WOûq�kË�W�FhDFzóo�Ê
Þn�vg��fþ�_�n`h�XWfD��
��nÖ�[Nak16]go��,nM��HfD_LC[MC ]nÙ¯Èëz�hWfnË�k
hi~��Mn�©oBhn[BFN16a]g�H��_�]n�k�M = N⊕N∗hDFbgB�h
î�W_�Snî�o�S�j�njnK��WOo��,ê�j�njnKo~`�K�jD
L�i�goSnî���_UjDCoulomb���ßU�fJ��i�jaöL�_U�fD
�p�©LgM�nK���nY0L�U�fD��jJM = N ⊕N∗�î�Y�!�Àå
Mgo�MC(G,N)hDF�÷��FL�÷qnJ]�ojDh�����

(G,M) kþWf�¢Õ¡¤ó� ·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØS��H���Oå��_ì·ÔL
B��]�o�·ó×ì¯Æ£Ã¯F

M///G = µ−1(0)//G

gB��i�goHiggs���h�p���Coulomb�kþÜWfMH ≡ MH(G,M)gB��Y�

n�g�µ : M → LieG∗oKÕÏ�ÏgB��µ−1(0)�Gg(~Uf�	�Ön�s
g)rcfgM�Fz�Lµ−1(0)//GgB��

M = N⊕N∗hjcfD�hMko�Nn
n���Âpn®�\( nhSnjY^ï
Û°D(N)L�Mn	bÏP�kj��(~�e��ko�!pk��Õ£ë¿ük¢WfReesã
p�\��) ·ó×ì¯Æ£Ã¯Fh�Øk�D(N)nG\(k¢Y�‘F’�\�Ë�ÕL�ÏP
·ó×ì¯Æ£Ã¯!�hWfå��fJ��]�LMHn	bÏP���H��

Higgs�hWf���ØS�ÈüêÃ¯�±üéü�ØS��hWf�hþÖ�k�sñD·
ó×ì¯Æ£Ã¯�ØS��]n	bÏP�Lþ��Sh�L�WfD�� �¹�Coulomb�
n�voË~c_pK�gB�L�Higgs�hWfo���jD·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØS(c
ºko�	P!Cn·ó×ì¯Æ£Ã¯ûÙ¯Èëz�n·ó×ì¯Æ£Ã¯FhWfn�ðL
å��fDjDz�)�þ��ng�Ê�Í�'LØ~�ì·ÔgB�h��WfD��
~_��X (G,M) K�gM�Higgs�hCoulomb�o�Braden-Licata-Proudfoot-Webster

[BLPW14]n�sg�·ó×ì¯Æ£Ã¯ÌþgB�ShL��U�fD��·ó×ì¯Æ£Ã¯
Ìþo�� ·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØSnÚ¢n�kï�pj¢ÂLB�Sh���Y�
�ng�hSÏo~`~`�v�-g�HfDjDL��jOh�Higgs�hCoulomb�n!
¹��Bk�vY�Shk�sLB��Í�gB�Sh�:�WfD�� [BLPW14]kJDf
o�]n�Fj� ·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØSnÚ¢n�L�:U�fD_khi~cfD_
L�Coulomb�k��ûq�jË�L�H��_Shkj��_`W�[BLPW14]g��U�f
D�ï�pj¢ÂnÁ§Ã¯o�Ê�n²LgB��yk�[BLPW14]o���kJDf�
dn� ·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØSo�h�k·ó×ì¯Æ£Ã¯jyp¹ã���dShLî
�U�fD_L��OnHiggs��Coulomb�kJDfSnî�o�ËWjDng�U���
Y�nK�hDFSh~g+�f��Y�Å�LB��

2. i��jÌo

MÀn¬�g�Coulomb�npf�j�vk�sLB�ShL�H��_h��Y�L�
ÊÀgoi��jÌokdDf�F�n�ãgM�Äò�g¬��f���SSkøDfB
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�Sh��ãY�Å�ojDW�F�ê«��O�ãW_ho�cfDjDL�!Àg¬�Y
��©LiSK�z�U�_nK��ãY�_�h�Ê�°_j�v���
R�_�ko�
ÌokB�i�nB��¦n�ãLÅ�gB�Fh�cfD��
H�%P�o�SnÀ�ÛpWf�g�Ë�jDL���ñD�ã�B��¹o�ÊÀ

���~_i�n�.k�&WfD_`M_D�i�n�.o[Nak16]kBR_ng�S��
ÂgY�Sh�
~_�SnÖ¬o[BFN16a]h�Øk�SnÀå�oi��å�jOf����FkøK
�fJ��i�n�.n�(�WjD�S�o�BO~g��YUn_�n�ng��x
o[Nak16]n�.hK��dQfB_cf��D_D�
i�go�®�~Uh�Øk� !�¤ G nã��k�]nu'³óÑ¯Èè�¤Gc �
Ö�qF��Øk�MkoGcgÝ_���MLecfD��nhY��
D(Gc,M)kþWf�i�f�o3!CnN = 4�þð²ü¸�Ö����� S�o�4n
hSnjY!P!Cnz�n
nN¢p(é°éó¸¢ó)��H�ÏP�Wf����4n
ÏPÖn�gB�� 4nFag;�j�no�R3
nGc;_P
n¥�h�Mk$��d�
FjPn�gB��U�kDOdKnÙ¯Èë_n��4k H��³U��4oi��
koÅ�gB�L�SSgoÑj�ãWK�HjDng�¬�o�O�DZ�k[��i�f
�o�¥�nò���n®��+�`é°éó¸¢ó�øM�4nÏPÖ��H�� é°é
ó¸¢óLu�$�Ö��Fj¥���(h¬���eW_4)nconfigurationo�ÏP�
fgDFhS�näxãkþÜWfJ��ú,�jþagB�� Ên¶Ágo�u�$�h�
4o�_`�dgojO�	Pê1¦��c_z�kjcfD��S�o�i�go���zzznnnâââ
¸̧̧åååééé¤¤¤zzz���h�p���

kðy_�Fk�é°éó¸¢óo¥�nò���n®�jin�hWf�H��
��u�$��H�4o��nFanDOdKn�L�HfD��ngB��in�L�H
fD�Kg�Qf��zn�hDF�H¹�Y��]n-nx��j�nLHiggs�MHh
Coulomb�MCgB�� Higgs�MHoMÀkðy_·ó×ì¯Æ£Ã¯FgB��®�~U
f�ko�±üéüFgB��¥�oê�¥�g��pj�`QL�M��ng�MnÅ
1`QL�cf�±üéüFkj��SSgo��±üéüFn�©o©ÒWjDng��H
p [Nak92]�ÂgWf{WD� �HpF�Lwtk!��vWfD���ØS��ÈüêÃ¯
�±üéü�ØSo�Higgs�n�kjcfD��
�¹�Coulomb�o (T∨c × (R3 ⊗ tc))/W hj��T∨c o�Gcnu'Èüé¹ Tc nÌþg

B��tcoTcnêü°g�Woï¤ë¤gB��MÀkgfM_T ∗T∨/Wh�X�ngB��
Coulomb�go��o0gB��(R3 ⊗ tc)o�SSg�eW_4n��K�e��ngB
��T∨c ��o¥�K�e�n`L�i�g‘Ìþ’h��gD��!P!Cn¥�nz�g
nFourier	Û�Ö�_�k�ÌþÈüé¹T∨c k$�h��Kd¹«éükjcfD��SnpÖ
o�]n~~pfkn[�noãWDh�FL�§4(i)h��5.1g���Fkpf�k³Æj�
©K�úzWf�T ∗T∨/W ��þY�ShLgM�j\ÌþÈüé¹kj�nK�¬�U���
MChMH����,k�znâ¸åé¤z�o��þð²ü¸�ÖnÍ�jÅ1�+�
gJ��i��ko²ü¸�Ö�ã�Y�
g�S���ãY�Sho'�j¹ÆÃ×gB��
yk���k�H_�þð'²ü¸�ÖL��znâ¸åé¤z��targetkY��Fj�
ÏkD�D�j4�³Wf������þð'4n�Öh�N¨Íë®ükJDfI¡kj
��(SSgúfO��þð'4n�Öo�ÈÝí¸«ë{��Y�hRozansky-Witten	Ï
��H��ngB��)
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WKW�äxãkþÜY��Fj�é°éó¸¢ón��$`Q��fDf�ÏP�j¹��
+�`4n�ÖnI¡'��Ono�N¦j��gB�� i�f�o�]SgCoulomb�o
ÏPÜc�×Q��h;5Y��Yj�a�Coulomb�L(T∨c × (R3 ⊗ tc))/WgB�noäx
�j�ðgBcf�ÏP�j¹��×Q_BhnCoulomb�o�	ôU���h;5Y��_`
W��þð'K��±üéü�ØSgB�ShoÏP¹�nBh�Ý_��� Sn	ôL��
±üéüË nX(å�kin�¦(T∨c × (R3 ⊗ tc))/W�	ôY�nK�F�koóÏLg
MjDL�pf�j�©n�hgo�MCo(T∨c × (R3 ⊗ tc))/WhÌ	��$gB��ºKk
	ôWfD�hÖ�jO�jD�
hDF�Qg�i�f�k��MCn�©o�MHhoUcfpf�ko³ÆhoDHZ�
]n~~gopf�kÖ�qFShLgMjD�F�o�1996t11�k±óÖêÃ¸nËåüÈ
ó�v@kÞ(-k�Wittenn#���g��fCoulomb�n¬��^D_L��vþa
hWfqFShow�OgMjKc_�úfO��±üéü�ØSo�OåcfD��ngBc_
ng�-n�kZchnDfD_L�ãzY�noãWDh�HfD_�
°WD@ó��_no�2014tËk¦©üêÃ¯gHananyn���^D_hMgB��

Hananyo�MCn§�°C[MC ]nC×\(k¢Y�����H��,�jl�(âÎÝüë
l�)L�ËY�h¬�W_�Snl�o�Gn³¦§¤Èk¢Y��g�H���³U���
o³¦§¤Èg���wS�j�gB��]Wf�å��fD�Coulomb�n�On�g�âÎ
Ýüël�LºKk�ËWfD�ShL�ºK���fD_�
]Sg�âÎÝüël���þY��Fjz���þY�_�koiFW_�DDK��k
�Hfz�W_nL�[Nak16]gB��]nîcHn[BFN16a]gB��ÁL�in�FkfL/
¤W_Ko[Nak16]k¬�W_ng��sB��oÂgU��h�D`�F�yk�3!Cn
Mø�4n�ÖLB�hîóWffL�WfD�hS�o�Ê�nzUnKLK�kj�oZ
gB��h��WfD�hS�gB��

3. pf�j�©

SnÀåMo�Go� !�¤�No]n	P!ChþhY��Noâ�gjOf��
O�0gBcf��D���nÀgðy_MoN⊕N∗hWf�H���L�SSK�HoMo�
jOh�hb
oúfSjD�
D = SpecC[[z]]�formal disk�D× = SpecC((z))�formal punctured diskhY��N((z)),

N[[z]]�]�^� NK, NO ghY��ØkGK = G((z)), GO = G[[z]]hY��
¢Õ¡¤óû°é¹ÞóGrGo�â¸åé¤z�{

(P, ϕ)

∣∣∣∣∣PoD
n(ãp�j)G-;_

ϕ : P|D× → G×D×o�PnD×
gnê��

}/
isom.

hWf�©U����q�ØSnôuPhWfnind-schemenË ��dShLå��
fD��Æ�Ö�koGrG = GK/GO hhU���Yj�a�PnD
gnê���hc
f�ϕ�GKnCghW���nê��nambiguityn�nGOgrcf�GK/GOhj��
U�k�S�khþNkØ�W_Ù¯Èë_P ×G Nn�s�ØQ H_	dD(P, ϕ, s)n

â¸åé¤z��TghY�Æ�Ö�koGK ×GO NOgB��snU���-gb��Shk
�cf�To�q�ØS
nÙ¯Èë_n�uPnôuPkj�� å�go�T��]n�è
��ØSnÛâí¸ü¤�Ö�qFL�³Æko	P!Cnz�nÛâí¸ü¤nuPhW
fÖ�q����
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Tn�è��ØSRhWf�ϕ(s)LD~g8s�hDFaö�²Wf������z�h�
©Y��

R = {(P, ϕ, s) | ϕ(s) ∈ NO}/isom.

ϕoD×
nê��gWKjDK��ϕ(s)o�,ko�¹ku��d	���gBcf�
]nypè�L0gB�hDFaö�²W_�nLRgB��Æ�Ö�ko� R = {[g, s] ∈
GK ×GO N | gs ∈ NO} h�ðgM��
Snz�RL;�{4ºigB��]n�so���'Mjz�

{(P1, ϕ1, s1,P2, ϕ2, s2) ∈ T × T | ϕ1(s1) = ϕ2(s2)}/isom.

��H�h��K��YD`�F�S�o�D
nG;_hD×
nê��J�sNkØ�W_
Ù¯Èë_n�nDL�dBcf��LD×
gê����XfIWD�hDFÕ¡¤Ðü
MT ×NK TkÖj�jD�(P2, ϕ2)LGrGn�¹�Yj�aϕ2LD
nê��k8sfD��
n�kjcfD��nLRkÖj�jD� �k�RxnGOn\(�(DfGK ×GO R��H�
h�S�L
gúfM_z�T ×NK TkÖj�jD�
²ü¸�Ö�j�¹go�T ×NK To��!Cz�n
kB�¥�h�nDL�

�¹n~��grm��fD�ØP�B��Yz�gB��(P1, ϕ1, s1)Lrm���M
g�(P2, ϕ2, s2)Lrm����gB���¹grm���`Qjng��¹n�go�ôW
fD��,eo3!Cn²ü¸�ÖgB�L�B�¹�nÕMo�Zk�M�n�dn¬�`
Q���ÖcfÔyfD�ng�2!Cn�ðkjcfD��
z����W�!kRnGO-�	Borel-MooreÛâí¸ü¤HGO

∗ (R)��H��³Æko�Tn
�¹kJQ�Õ¡¤Ðünú,^L!p0kj��Fk�!p�F~O�©Y�Å�LB�L�
Sn¹ns0oeY�~_�Gp!nÛâí¸üL�HfD�Sh�H∗G(pt)
ê1j ¤k
jcfD�Shjio�¢Õ¡¤óû°é¹Þó�ØSnSchubertÞS�r��H�h�_`ak
�F�
HGO
∗ (R)ko��M

∗ : HGO
∗ (R)⊗HGO

∗ (R)→ HGO
∗ (R)

L�©U���sWD�©o��S�jngSSgoeY��	Ûâí¸ü¤ninduction
HGK
∗ (T ×NK T ) ∼= HGO

∗ (R)L	P!Cnz�nhMh�Øk��ËcfD�hîó�k�
Hf�U�kTo^ypgB�hY�h��8n��Mn�©L�(i, j)��xn�q

T ×NK T ×NK T
pij−→ T ×NK T (i, j) = (1, 2), (2, 3), (1, 3)

�(Df
c ∗ c′ = p13∗(p

∗
12c ∩ p∗23c′)

h�©U���HGK
∗ (T ×NK T ) L�©U��KiFKo�gB��To^ypgjDng�

Sn~~n�©LF~OgMfD�nKiFKo�K�jDL���koHGO
∗ (R)n
k��

M∗L�©U���
SnhM!L�ËY��

������ 3.1. (HGO
∗ (R), ∗) oïÛ°gB��

��Mg°�Ë�Y�KÕo�~Uf�hþÖg�O���fJ��ï¤ë¤n¤°
LSteinberg�ØSK�\���Sh�Kac-Moody Lie°nnMU�°L��ØSkJQ
�Steinberg�ØSn^<iK�\���ShjiLå��fD��S��n�go�����
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no�^ïÛ°gB����Mn�,ÖK�o∗LïÛkj��1ojO�
n��oÊn¶
Ány�'�hWfD��
_`W�~Uf�PfþÜ��DwS[p�ïÛ'o�pgojD�~Uf�Pf

þÜgo�¢Õ¡¤óû°é¹ÞóGrG
nGO-�	jOHdnjY¢üÙë���H�]n

k��Mk�cfÆó½ë�nË ��eW�S�LGnLanglandsÌþn	P!Ch
þnhSnjYÆó½ë�h�$gB�Sh�;5Y����nÆó½ë�oïÛ�Yj
�a V ⊗W ∼= W ⊗ V gB�ng�M��]FgB��Sn���~Uf�k¬�Y�n
LBeilinson-Drinfeldk��¢Õ¡¤óû°é¹Þón1-Ñéáü¿	bgB��S���cf

n��L<�U���(Ö�go���k��ô¥<���HfD��)
Uf�(HGO

∗ (R), ∗)oïÛ°kjc_ng�]n¹Ú¯ÈéàhWf¢Õ¡¤ó�ØS��e
Y�ShLgM��S�L�Coulomb�npf�j�©gB��

MC = Spec(HGO
∗ (R), ∗)

U�k�(HGO
∗ (R), ∗)L	P��gB�Sh��tgB�Sh�<�gM�ng�MCoâ�j

¢Õ¡¤ó�ØSgB��~_c�gB�Sh�:U�fD��
	bÏP�o�!n�FkWf�H����formal disk Dk�C×Lloop rotationz 7→ tzk

��\(Y��Sn\(o�Ê~g�cfM_Ø�jz�xn\(��MwSY�yk�GOk
\(Wf�JôMGO o C×��H�ShLgM�RkGO o C×L\(Y��]Sg��	Borel-
MooreÛâí¸ü¤HGOoC×(R)��H���M��X�Fk�eY��SFWfÏÏÏPPP���UUU���
___Coulomb����

A~ = (HGOoC×(R), ∗)
h�©Y��
jJ�¢Õ¡¤óû°é¹Þó�ØS��]n^<n��M��H�no�åMK�[VV10,

BFM05, BF08]g�H��fJ����Mn�©�³ÆkøM�Y�ko�]��Â�kW
_�[VV10]go�¢Õ¡¤óû°é¹Þónã��k¢Õ¡¤ó×�ØS��	Ûâí¸ü¤n
ã��k�	K¤L(D��fD�L�N = gn4��qcfD�h�cf�D�úfO�ãp
o�Cherednikn�Í¢Õ¡¤óûØÃ±ãp(DAHA)gB��Coulomb�n�Fk¢Õ¡¤óû
°é¹Þó�ØSkY�p�]nspherical partkj���	Ûâí¸ü¤kj�pU�Hn
ã��k	Ò¢pHnDAHAkj��þÜY�Coulomb�ot× T∨/WgB��ÏPÜcLj
D�hDFShkj��

[BFM05, BF08]go�N = 0n4��Ö�qcfD��úfO��no�GnLanglandsÌþ
n80<PgB�L�s0oeY�

4. �

MÀnË�o�!P!Cz�nÛâí¸ü��F�ng�ZDv�hÞ�OiDË�k�H
�K�W�jDng�!Xj��BR�F�

4(i). G = C×hW�N = 0 hY��S�o��jê�j�gB��N = 0jng�Ro¢Õ¡¤
óû°é¹ÞóGrGkÖj�Z�~_G = C×jng�GrGoD
nôÚ_h]nD×
gnê�
�nâ¸åé¤z�kÖj�jD�reduced scheme�Ö�h�GrGotpZgÑéáÈé¤ºU
�_âc�jz�kj�����ϕ(z) = zn (n ∈ Z)LþÜY�¹�B��Y��cf

HGO
∗ (R) =

⊕
n

HC×
∗ (pt)
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hj��HC×
∗ (pt)o��	pn���°C[w]gB��S�L�tpnn
kWcfD�n

g�mn
n���hnn
n�����Q�hiFj�K����Mn�©k;cf��Y
����Mn�©�¬�WjKc_ng�Á§Ã¯Y�ShogMjDL�G = C×n4�ko�
Æó½ëM�Ö��Ï

GrC× ×GrC×
⊗−→ GrC×

LB��S�LÛâí¸ü¤k�MwSYpushforwardÖ��L∗kÖj�jD�Y�hmn

nf(w)hnn
ng(w)��Q_�no�m + nn
nf(w)g(w)kj��Yj�a�n = 1 n

n1(ú,^kþÜY�)�xgB��Yh�

HGO
∗ (R) ∼= C[w, x±] = C[C× C×]

hj��W_Lcf�ÊnpBDnCoulomb�oC × C×gB��S�oR3 × S1gB�K��S
n4�nCoulomb�oÏPÜc�×QjDSh��sWfJ��²ü¸�ÖLê�jShn
Í gB��
�F�i�¾Æk��_�kGoÈüé¹Tg�hþo�o�0gB�hY��GrToâc�j

z�g�Hom(C×, T )gÑéáÈé¤ºU�fD���cf�HTO
∗ (R) =

⊕
λ∈Hom(C×,T )H

∗
T (pt)g

B��H∗T (pt)o�TnLie°t
n���°C[t]gB���¹�λkþÜY�C�eλhøOh�
h
�Økeλ ∗ eµ = eλ+µ hj��S�o�TnÌþ T∨ n�� (Hom(T∨,C×) = Hom(C×, T )) h
�jYShLgM�K��Coulomb�ot× T∨ = T ∗T∨gB��

4(ii). !kGoC×n~~g, hþ�N = C h��hþkÖ�F� GrC×o
g¬�W_�F
kZgÑéáÈé¤ºU��âc�jz�gB��Ro�tpnn
kÙ¯Èëz�LWcfD
��ngB��aöoϕ(z) = znk�cf�¹kyp¹L�XjDhDF�ngB�K��

R =
⊔
n∈Z

znC[z] ∩ C[z] =
⊔
n∈Z

zmax(0,n)C[z]

gB���tpn
kWcfD��no�Ù¯Èëz�gB�Thom��k��HGO(R) ∼=⊕
nH

C×
∗ (pt)hj��Yj�aÙ¯Èëz�hWfo�
n�h�XgB��WKW��Mo�


n�hon > 0n
nÛâí¸ü^hn < 0n
nÛâí¸ü^nML	�cfO���©�
�eW_ng���nÝ¤óÈ`QDFh�n = 1nú,^hn = −1nú,^��Q_�nL

zC[z]→ C[z]

n¼WúW�Ïk���ú,^nÏkj��S�oY!C1nè�z�gB�K���	Û
âí¸ü¤nChWfo�w�ú,^k�Q_�nkj��W_Lcfn = 1nú,^�x,
n = −1nú,^�yhY�h�xy = wL��Ëd�Sn��K�

HGO
∗ (R) ∼= C[w, x, y]/(w = xy) ∼= C[x, y] = C[C2]

L�F��cfÊn4�nCoulomb�oC2gB��
hþ�¦§¤ÈLNn�!ChþkÖ�ÿH�h���nè�n��Lz|N |C[z] →

C[z]npushforwardknMÛ���§�°oC[w, x, y]/(w|N | = xy)hj��S�o�A|N |−1�
nX�yp¹kÖj�jD�



8 H. NAKAJIMA

5. DOdKnË 

SnÀgo�Coulomb�MCL�dË kdDfã¬Y��DZ��i��koz�U�
fD_L�S�L§3n�©n�hgpf�k³Æk�þU��ShLÝ¤óÈgB��

5(i). HGO
∗ (R)o�Ûâí¸ün!pnJ�k��!pØQ��_°kj��d~��C[MC ] =⊕

dC[MC ]d h�ãW�C[MC ]d ·C[MC ]d′ ⊂ C[MC ]d+d′hj��S�o�MCkC×n\(L�
H��fD�Sh��sY�����C[MC ]do�C×L¦§¤Èdg\(Y�¦§¤Èz�gB��

n�go�C × C×hC2 = C × Cn]�^�,���xn���j\(kjcfD
��(cºko���oxL¦§¤È1g�yL¦§¤È0gB��)
jJ�!pn�©��D_ng¬�L³WfD�L�!po^ hoP�Z��,

koYyfntpn$�Ö�F���cf�MCo�,�ko�gB�hoP�jD�SS
g�MCL�gB�ho�C[MC ]d = 0 (d < 0), C[MC ]0 = CL��ËdhM�DF�
i��ko�SnC×\(o�SU(2)\(nS1xn6PK�e��nk�B�îcnBh�

ôY�h��U�fD��îckdDfo¬�WjDL�!kðy�MCxnÏßëÈË¢
ójÈüé¹\(�iSkD���[��ngB��yk�GLJX�nhMko�îcoÅ
�jD�SU(2)\(o��±üéüË I, J , KLjY�!C�b S2 = {aI + bJ + cK |
a2 + b2 + c2 = 1} kSU(2)→ SO(3)��Xf���k\(Y��ng��dn� Ë I�ú
�Y�h�I�ÝdS1n\(WK�HjD�þ(nhS���±üéüË n�©o�H��f
DjDng�SU(2)n\(�pf�k�H�ShogMfDjDL�6PnS1`QL�HfD
��

n�go�C× C× = R3 × S1hWfR3�su(2)h��p�ºKkSU(2)n\(LB��¦§
¤ÈoJ�kjcfD��C2n4�o�x, yL]�^�¦§¤È−1/2, 1/2nÏßëÈË¢ó
jS1\(h��[f�¦§¤ÈLqk1/2n\(kô[p��o�¦§¤ÈLJ�kjcfD
�Sh�dM�C2�ÛCpSHh�_SU(2) = Sp(1)n\(k�ôY��(� ÚbgjDn
g�SU(2)nC2xn���jhþhopj��ÛCpnó�Q�hæ�Q�nUDLB��)

5(ii). HGO
∗ (R)o�	Ûâí¸ü¤gB�K��H∗GO(pt) ∼= H∗G(pt)K�n�����d�(_

`W�H∗G(pt)
nãpgojO���M c ∗ c′o,���c′k¢Wfo�ê6koH∗G(pt)-Úb
koj�Z�	bÏP�W_�nkdDfo�ºKkÚbgjD�)
S�n¹Ú¯Èéà�Ö�h�

$ : MC → SpecH∗G(pt)

�����Oå��fD��Fk�

H∗G(pt) = C[LieG]G = C[t]W

gB�K��SpecH∗G(pt) = t/WgB��S�o¢Õ¡¤óz�gB��SSg�t = LieTgB
��
SnË�o�	bÏP�W_Bh����

HG×C×
∗ (pt)→ A~ = HGOoC×(R)

hDFX�j°���LB��S�o�	bÏP�L'MjïÛ°�+�gD�Sh��
sWfJ��S�n ~ = 0��H�Shk���$oÝ¢½óïÛgB�Sh��O�Yj�
a�LieT/W
n¢p f , g � $g�M;W_�no�PoissonïÛgB��{$∗f,$∗g} = 0.
U�k!L�ËY��
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������ 5.1. $ngenericjÕ¡¤Ðüo�T∨gB����7O�!nïÛó�LB��
n*âp
oÌ	��ÏgB��

MC
//

$ ""

T ∗T∨/W = t× T∨/W

,��qvv
t/W

S�o��	Ûâí¸ü¤n@@���n0PgB��@@���o�H∗T (pt)nFS
�FhY�hM�

HTO
∗ (R)⊗H∗T (pt) F ∼= HTO

∗ (RT )⊗H∗T (pt) F

L��ËdhDF;5gB��SSg�RToRnT -ú�¹nÆ�gB�����Ïo��+
�ÏRT ↪→ Rnpushforward���gB��S�h�HGO

∗ (R)o�HTO
∗ (R)nW -	è�g

B�hDF���D���[�h�RTn�	Ûâí¸ü¤�z�Y�poDShkj�
L�RTLGrT ×NTgB�Shh�§4(i)n��K��t× T∨gB�ShL�K��
Í\⊗H∗T (pt)Fo�t/Wngeneric pointk6PY�ShgB���	Ûâí¸ü¤��H�S
hLt/W
nÏ��H�hDF~Uf�jÏÏkþÜWfD�hDF��Oå��_òfn	
¹'�B��Yx��jpÖgB��
å
g�$oÝ¢½ó¤ÛWfDf�Õ¡¤ÐüLãp�Èüé¹gB�ShK��$oLiovillen
�sgïM�ûgB��	bÏP�A~o]nÏP�gB��

5(iii). ¢Õ¡¤óû°é¹Þó GrGoMø�koú¹ØMëü×¤ ΩGgB�ShLå��
fJ��yk]n#P��oGnú,¤ π1(G)k�ôY��Ûâí¸ü¤o#P��kÜX
f�ãY�L�S�o��MhcompatiblegB��Yj�aγ ∈ π1(G)kþÜY�Rn#P�
��RγhøOhM�HGO

∗ (Rγ) ∗HGO
∗ (Rγ′) ⊂ HGO

∗ (Rγ+γ′)hj��(π1(G)LïÛgB�Sho�
Oå��fD��) �cf HGO

∗ (R)o�π1(G)g!pØQ��_°gB��
S�� MC = SpecHGO

∗ (R)tg�H�h�π1(G)nÝóÈêãü®óÌþHom(π1(G),
C×)LMCk\(Y�Shkj��_hHp�
n�goπ1(G) = π1(C×) = ZgB��ÝóÈ
êãü®óÌþoC×gB��C×\(o���n�goC× C×n,���xnê6j\(g
B���jîn�n4�oxL¦§¤È1g�yL¦§¤È−1gB��
Sn\(o�	bÏP� HGOoC×

∗ (R)k�ê6k8sfD�ShK��·ó×ì¯Æ£Ã¯b
��ÝcfD�Sh��F�
GLJX�nhMko�π1(G)o	P¤g�]nÝóÈêãü®óÌþ�	P¤kjcfW
~FL�Èüé¹Lþ��noHom(G,C×)Lê�gjD4�gB��SnhM�KÕÏ�Ï
o$kLieG→ LieC×���W_�ng�H���yk\(oÏßëÈË¢ógB��

5(iv). NL�G�c�è�¤hWf+�'Mj¤G̃nhþn6PhWfþ�fD�4���
H��i�go�F¤ G̃/GoÕìüÐüþð'n¤h�p���S��GFgh�Y�
G̃OoRk\(Y�ng�'Mj¤n�	Ûâí¸üHG̃O

∗ (R)��H�ShLgM����M
k���H∗GF

(pt)
nãpkj��þÜY�¹Ú¯Èéào�SpecH∗GF
(pt) = C[LieGF ]GF
n

�ØSnÏkj���¹nÕ¡¤ÐüLCnMCgB��Yj�a�MCoLieGF//GFgÑéá
Èé¤ºU�_	b��d�
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~_�¬�o�eY�L�	bkþÜY��FjMCnè�yp¹ã�(n�Ü)�Ë�Y
�Sh�gM��
SnÀhMÀgo�Hom(G,C×)hGFLMCk�OË �¿y_L�Higgs�MHk�O'
ê��H�Sho	(gB��~Z�GFgB�L�MH = M///GgB�K��GFoMFk\(
Y�� �¹g�Hom(G,C×)LB�h�þÜY�ζ ∈ Hom(LieG,LieC×)��Hf�KÕÏ�Ï
nìÙëÆ��µ = 0K�µ = ζk	bY�ShLgM��Yj�a�Hom(G,C×)hGFLMCh
MHk��Y�Ë o�]�^�¤\(h	bgB�L�!�oMChMHge�ÿ�cf
D��

5(v). MÀh�M�ÀnË n�hWf�ÈüêÃ¯�±üéü�ØS��H��S �ko�
Èüé¹n�h�

1→ T = (C×)d−n → T̃ = (C×)d → TF = (C×)n → 1

L�H��_hY��T̃n���jhþN = Cd�Ö��]nTxn6P�Ngh�Y�U
f�MC(T̃ ,N)o §4(ii)n����C2dhj��M�ÀnË�k��π1(T̃ )nÝóÈêãü®
óÌþLC2dk\(Y�L�S�oT̃nÌþÈüé¹T̃∨kÖj�jD�TFnÌþÈüé¹
oT∨Fo]nè�Èüé¹gB��M�ÀnË���F�W2��h Tk¢Y�Coulomb�
MC(T,N)o�C2dnT∨Fk¢Y�·ó×ì¯Æ£Ã¯F C2d///T∨FkÖj�jD�S�o�ÌþÈü
é¹n�h�

1→ T∨F → T̃∨ → T∨ → 1

��Hf�T̃∨nhþM = Cd ⊕ (Cd)∗k¢Y�Higgs�hDFSh�gM��Yj�a�ThT∨F�
e�ÿH�Shk�cf�Higgs�hCoulomb�Le�ÿ�cfD��

6. �²ü¸�Ö

þ(nhS��Higgs�L��ØSkj��Fj(G,N)kþÜY�Coulomb�kdDfL�
j�O¿y��fD��Q ��hW�Q0�]n�¹nÆ��Q1��MnØQ��_ºnÆ�h
Y��h ∈ Q1kþW�]nË¹hB¹�o(h), i(h)gh�Y��dnQ0g!pØQ��_Ù¯È
ëz� V =

⊕
Vi, W =

⊕
WiL�H��_hM�

G =
∏
i∈Q0

GL(Vi),

N =
⊕
h∈Q1

Hom(Vo(h), Vi(h))⊕
⊕
i∈Q0

Hom(Wi, Vi)

L��²ü¸�ÖgB��_`W�GnNxn\(oê6j�ngB��
QLADE�n4�ko�MCo�¹kyp¹��c_R3n
nâÎÝüënâ¸åé¤

z�kj�hi��ko�ßU�fD_L�Snz�nãp~U�jþÜiL�Hnp
f�j�©n�hg:U�fD��([BFN16b]) SSg�âÎÝüënË ¤o�QkþÜY
�(adjoint�n)� X�êü¤GQgB��Vn!Co�âÎÝüën!pkþÜW�Wn!
Coyp¹nÅ1��H�� ãp~U�jþÜio��,n4�o�ðo!Xgoj
DL�µ =

∑
dimWi$i − dimViαiL/M�jhMko�GQn¢Õ¡¤óû°é¹Þó��
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H�λ =
∑

dimWi$ihµkþÜY�Schubert�ØSGr
λ

GQ
, Gr

µ

GQ
�Öcf�Gr

µ

GQ
n*�G

hGr
λ

GQ
n¤��LMCgB��

~Uf�PùþÜk�cf¢Õ¡¤óû°é¹Þóo GQnéó°éóºÌþnhþÖhP
sdDfD_L��¹g��ØSnÛâí¸ü¤ko�GQnhþnË LecfD_�Ë�
kðy_·ó×ì¯Æ£Ã¯Ìþ'o�Sn�dnË�L‘Ìþ’k�cfPsdDfD�Sh�
;5Y��Fk���U��(yMgB�)�
SnP�n<�n_�ko�MC�z�Y�!n�Fjæ¹��(D��

(1) ~Z�MCn�Ükj�z��\��S�o��On4�o�i�f�nTH�¡(Y
��

(2) !k�]n�Ünz�k�$kþÜY�h��U��ïM�û�\��
(3) ]nïM�ûLsfjÏgB�Sh�MCLc�gB�Sh�Á§Ã¯Y��
(4) MCh]n�Ün�n T ∗T∨/W��X_Ì	��ÏLt/WnY!C2nÆ��dD
fá5Y�Sh�Á§Ã¯Y��

��nY!C2nÆ��dQpA�gB�hS�o�c�'n0PgB�� �	Ûâí
¸ün@@���nÜ(g�generickoT ∗T∨gB�Sh�¬�W_L�Y!C1nhS
���ØnpÖg��p1n¤nCoulomb��z�Y�OLk0@gM���p1n4�
o�Coulomb�oC3n�òbhWf�þgM�ShL:U�fJ��z�U�fD��W_Lc
f�(4)o��WD¹ÆÃ×gB��þ¶go�(3)�:Yè�L�±ü¹Ð¤±ü¹gL��fD
füÝ¤óÈkjcfD��
¢Õ¡¤óADE�n4�o�	P�nâÎÝüënã��k¤ó¹¿óÈó��H�p�

D�_`W�R4
n¤ó¹¿óÈógojO�Taub-NUTz�
n¤ó¹¿óÈókY�nL
cºjng�®�jOLLB��yk
gDFhS�nµL/M�j4�oR4
g�Taub-
NUTz�
g��� ·ó×ì¯Æ£Ã¯�ØShWfo	��jDh��U�fD��
¤ó¹¿óÈónâ¸åé¤z�kdDfo�(3)n'êL<�U�fDjDng�þ(nh

S�Coulomb�nz�~goócfDjD�
(3)o®�j'êgB���HpyMöÌSo�A�nhMo8kc�gB�L��,ko
]FgjD��¹�Coulomb�o8kc�gB��äx�nyMöÌS�]nSlodowy*�
Go�Higgs�hWfþ��ShLå��fD�ng�þÜY�Coulomb���]FjcfD�h
�ôko�H���L�c�'nOLK��]F]FX�gojU]FgB��Hanany�o�c
���Ö�p�Dh�HfD��FgB�L�~`~`A�j9àLB�hoDHjDngo
jD`�FK�
¢Õ¡¤óA�nhMko�¤ó¹¿óÈónâ¸åé¤z��ô¥Ö�qFã��k�Cherkisn

��ØS(bow varietyn�3)�(D����ØSo�Nahm¹��h�p��^Úb8
®�¹��nã�(DfB��U�fD�ng�]n~~goÖqDkODL�[NT16]k���
��ØSn	.hWføMôW�(3)n'ê�<�W_�W_Lcf�¢Õ¡¤óA�n�²ü¸
�ÖnCoulomb�oz�U�_�

7. ÏP�U�_Coulomb�

ÏP�U�_Coulomb�A~kdDfo��ØSnz�kÔy�h�KcfD��o�j
D�
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Mk��4hþN = gnhMkspherical DAHALúfO�Sh��ÊW_L�G = GL(k)n
hMo�¸çëÀó�kþÜY��²ü¸�Ög�V = Ck, W = 0n4�gB�h�F
ShLgM��S���,�WfV = Ck, W = Crh	H�h�A~owreathMZ/rZ o Sk =
(Z/rZ)k o Skn	�Cherednikãpnspherical partkj��[KN16] þÜY�Coulomb�
oSymk C2/(Z/rZ)gB��
	PADE�n�²ü¸�Ön4�o�[BFN16b]nAppendixkJDfA~Lshited Yan-

gianhWf��gB�ShL:U�_�_`W�MÀg�ÊW_µL/M�hDFaö�î�W
_�g<�U�fJ���,n4�o*ãzgB��
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AN INTERPRETATION OF BISET FUNCTORS AS MACKEY

FUNCTORS ON FINITE GROUPOIDS, AND ITS RELATION TO

DERIVATORS

中岡 宏行（HIROYUKI NAKAOKA）

Mackey関手・丹原関手・biset関手はいずれも有限群に付随する代数系のあいだの
演算を記述する概念である．例えば，有限群 Gに Burnside環 ΩG を対応させると，
部分群H ≤ Gおよび正規部分群による剰余 G/N に対して６種の写像

ΩH ΩG ΩG/N
""

Ind

oo Res <<

Jnd

""

Orb

oo Inf
<<

Inv

⊥

⊥

⊥

⊥

が得られる．大雑把に言うとMackey関手はこの６つのうち Ind,Resの二つを，丹原
関手は Ind,Res, Jndの三つを，biset関手は Ind,Res, Inf,Orb(= Def)の４つを扱う
概念である．そのため，上記全てを包括的に扱う枠組みを与えるために，「丹原 biset
関手」とでも呼ぶべき，biset関手と丹原関手の融合を目指すのは自然である．

1. Mackey関手

有限群 G上のMackey関手の定義を記す．Mackey関手の基本的な性質について
は [Bo97],[TW95], [W00]などを参照．

定義 1.1. G上のMackey関手M = {MH , resHK , indHK , cg,H}とは，
• 部分群H ≤ Gに対し，加群MH

• 部分群の列 K ≤ H ≤ Gに対し，制限と呼ばれる準同型 resHK : MH → MK

および推移と呼ばれる準同型 indHK : MK →MH

• 部分群H ≤ Gおよび元 g ∈ Gに対し，共役と呼ばれる準同型 cg,H : MH →
MgH

からなる加群と準同型の族であり，以下を満たすものをいう．

(i) 任意のH ≤ G, h ∈ H に対して，resHH = indHH = ch,H = id．
(ii) 任意のH ≤ Gおよび g, g′ ∈ Gに対して，cg′,gH ◦ cg,H = cg′g,H．

(iii) 任意のL ≤ K ≤ H ≤ Gに対して，resKL ◦resHK = resHL , indHK ◦indKL = indHL．

(iv) 任意のK ≤ H ≤ Gおよび g ∈ Gに対して，cg,K ◦resHK = res
gH
gK ◦cg,H , cg,H ◦

indHK = ind
gH
gK ◦ cg,K．

(v) 任意のK,L ≤ H に対して

(1.1) resHL ◦ indHK =
∑

LhK∈L\H/K

indLhK∩L ◦ ch,K∩Lh ◦ resKK∩Lh .

この (v)はMackey条件と呼ばれる．
以下，共役をどのように与えるかについてはしばしば省略する．

1
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例 1.2. 各H ≤ Gに対してBurnside環ΩHを対応させ，部分群の列K ≤ H ≤ Gに通
常の制限 resHK : ΩH → ΩK および推移 indHK : ΩK → ΩH を対応させると，Burnside
関手 Ωが得られる．

例 1.3. Qを G-加群とする．次の対応でMackey関手 P = P(Q) が得られる．これ

を固定点関手と呼ぶことにする．

• 各 H ≤ Gに対して，部分加群 QH = {q ∈ Q | hq = q (∀h ∈ H)}を対応さ
せる．

• 部分群の列K ≤ H ≤ Gに対して，制限 resHK : QH ↪→ QK は包含写像とし，

推移 indHK : QK → QK は

indHK(x) =
∑

h∈H/K

hx (∀x ∈ QK)

なる写像とする．

下記は，有限G集合の圏Gsetを用いた同値な言い換えである．部分群H ≤ Gから
は対象G/H ∈ Ob(Gset)が得られ，部分群の包含K ≤ H ≤ Gからは射G/K → G/H
が得られることに注意．

定義 1.4. 反変関手M∗ : Gset → Abと共変関手M∗ : Gset → Abの対M = (M∗,M
∗)

が以下を満たすとき，これをMackey関手という．ただし，Ab はアーベル群の圏を
表す．

(1) M∗(X) = M∗(X) が任意の X ∈ Ob(Gset) に対して成立．これを M(X)で
表す．この条件は，M = (M∗,M

∗)が共変性と反変性を併せ持つ「両変」関
手であることを意味している．

(2) M∗は加法的である．すなわち，Gset における任意の有限直和を Ab におけ
る有限直積にうつす．

(3) Gset における任意のファイバー積

X ′ Y ′

X Y

□

f ′
//

x

��
y

��

f
//

に対し，M∗(x)M∗(f ′) = M∗(f)M∗(y)．

Mackey関手M = (M∗,M∗)から N = (N∗, N∗)への射 φ = {φX}X∈Ob(Gset) とは，

加群の射 φX : M(X) → N(X)の族であって共変部分と反変部分の両方に関し自然
であるものをいう．これにより，G上のMackey関手の圏Mack(G)が得られる．
終域の Ab を，単位元付き可換半群の圏Mon で置き換えると，半Mackey関手

の圏 SMack(G)が得られる．Mon を集合の圏 Set で置き換えても，自然にMon を
経由するため結果は同じとなる．Mack(G) ⊆ SMack(G)は充満部分圏である．

上記の様に関手の対としても定義されるMackey関手であるが，スパン圏上の単
一の関手と見做すこともできる．この結果は Lindner[L76]による．

定義 1.5. Gset から生じるスパン圏 S = S(Gset)とは，以下で定まる圏をいう．

• 対象は有限 G-集合．すなわち，Ob(S) = Ob(Gset)．
• 対象X,Y の間の射は，Gset における射の対

(X
f←− V g−→ Y )
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の同値類とする．ただし，(X
f←− V g−→ Y )と (X

f ′

←− V ′ g′−→ Y )が同値で
あるとは，f ′ ◦ v = f および g′ ◦ v = gを満たす同型射 v ∈ Gset(V, V

′)が存
在するときをいう．

射の合成はファイバー積を用いて定義される．圏 S において，二つの対象X1, X2の

直積が，Gset における直和X1⨿X2で与えられる．また，空集合 ∅は終対象となる．

事実 1.6. ([L76]) 圏同値 Prod(S,Set) ≃−→ SMack(G) および Prod(S,Ab)
≃−→

Mack(G)が存在する．ただし Prod で，有限積を保つ関手の圏を表す．

2. 丹原関手

Mackey関手が制限・推移（および共役）の関係を記述しているのに対し，丹原関
手はこれに乗法的推移を加えた演算の関係を記述する概念である．

定義 2.1. 射 f ∈ Gset(X,Y ) の定める引き戻し関手 f∗ : Gset/Y → Gset/X は
左随伴 f ◦ −および右随伴 Πf を持つことに注意する．この随伴性を用いると，射

p ∈ Gset(A,X) に対し，次を可換にする eが得られる．

(2.1)

X

Y

A X ×
Y

Πf (A)

Πf (A)

□f
��

poo eoo

f ′

��

π
oo

ただし，外周はファイバー積とする．この図式を f と pから定まる指数図式 とよぶ．

定義 2.2. （[Ta93, Br05]）関手の３つ組 T = (T ∗, T+, T•)が丹原関手（resp. 半丹
原関手）であるとは，以下を満たすときをいう．

(i) 加法部分 Tα = (T ∗, T+)はMackey関手（resp. 半Mackey関手）．
(ii) 乗法部分 Tµ = (T ∗, T•)は半Mackey関手．

(iii) 任意の指数図式 (2.1)に対して，T•(f)T+(p) = T+(π+)T•(f
′)T ∗(e)．

条件 (iii)を分配則とよぶ．任意の対象 X に対し，T (X)には (i)から加法群（resp.
加法的半群）の構造が，(ii)から乗法的半群の構造が入り，分配則によりこれは可換
環（resp. 可換半環）となる．
（半）丹原関手のあいだの射とは，加法部分・乗法部分のいずれについても半Mackey

関手の射を与えるような写像の族とする．半丹原関手の圏を STam(G)，その充満部
分圏である丹原関手の圏を Tam(G)で表す．

例 2.3. Burnside環は丹原関手をなす．また，半 Burnside環は半丹原関手をなす．

Mackey関手の圏Mack(G)はアーベル圏であると同時に，Burnside関手をユニッ
トとする対称モノイダル圏である．さらに，Gが自明な群の場合にはAbに圏同値と
なる．これらのことから，Mackey関手はアーベル群の G-同変な拡張とみなされる．
丹原関手は

• 加法的にはMackey関手・・・アーベル群の G-同変版
• 乗法的には半Mackey関手・・・単位元付き可換半群の G-同変版

からなり，さらに分配則のG-同変版を満たす対象である．Gが自明な場合は，Tam(G)
は通常の可換環の圏に同値となる．そのため，丹原関手は可換環の G-同変版と見做
せる（[Y06]）．

注 2.4. 可換G-代数Rに付随する固定点関手 P(R)は丹原関手となる．これにより忠

実充満な関手

P : G-Ring → Tam(G)
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が得られる．この意味で，丹原関手は G-代数よりも広いクラスの対象を扱っている
と言える．

可換環のG-同変版であるという観点から，可換環論における基本的な構成が丹原
関手に拡張されると期待できる．例えば、次の結果は可換半環のGrothendieck環を
とる構成の拡張を与える．

事実 2.5. ([Ta93]) 包含関手 Tam(G)→ STam(G)は左随伴関手をもつ．

この他にも，

(a) 丹原関手の，乗法的部分半Mackey関手による fraction・・・[N12a]，
(b) 丹原関手のイデアルによる剰余・・・[N12b]，
(c) 丹原関手上の，「多項式環」をとる操作の類似・・・[N13]，
(d) 半Mackey関手から丹原関手を得る，群環をとる操作の G-同変版・・・[N11]

などが可能である．特に，(c)は丹原関手に対する Dress構成（[OY11]）とも関連す
る．また，(b)を用いて丹原関手の素スペクトラムを構成することもできる．以下は，
G = Z/prZ（pは素数）の場合の Burnside関手の Specを，各点の閉包を図示し表し
たものである（[N14]）．

Figure 1. Spec Ω for G = Z/prZ

3. Mackey関手としての Biset関手

Gの部分群に限らない有限群とその間の包含準同型に対して定義 1.1と同様の条
件を課した族を，大域的Mackey関手という．さらに，群のあいだの任意の準同型を
扱うのは自然である．実際には次の様に両側集合を用いて，Boucにより biset関手
という概念が定義された [Bo10]．

定義 3.1. G,H を有限群とし，U を有限集合とする．U が左H-作用と右 G-作用を
持ち，

(hu)g = h(ug) (∀h ∈ H, g ∈ G, u ∈ U)

を満たすとき，U をH-G-bisetとよぶ．このとき，HUGのように表す．U がH-G-
bisetであることは，有限H ×Gop-集合であることと同値である．

注 3.2. 有限群の準同型 φ : G→ H から，bisetとして HGGおよび GGH が得られる
ことに注意する．特に，次のような基本的な bisetが得られる．

• 部分群の包含H ↪→ Gに対し，ResGH = HGG および IndGH = GGH．
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• 正規部分群による剰余 G→ G/N に対し，InfG(G/N) = G(G/N)(G/N) および

DefG(G/N) = (G/N)(G/N)G．

• 群の同型 φ : G→ G′ に対し，Isoφ = G′G′G．

定義 3.3. 有限群の biset圏 Bを以下のように定義する（[Bo10]）．

(1) Bの対象は有限群とする．
(2) 有限群 G,H に対し，射集合は B(G,H) = Ω(H×Gop) とする．

KVH と HUG の合成は商集合

V ×H U = (V × U)/(vh, u) ∼ (v, hu)

で定め，Bに加法的に延長する．Bはプレ加法圏となる．

定義 3.4. B上の加法関手 F : B → Ab のことを，biset関手と呼ぶ．自然変換を射
とすることで，biset関手の圏が得られる．この圏を F で表すこととする．

この定義は，Mackey関手に対する Lindnerの結果と通ずるものがある．Boucに
より得られた，bisetの次の様な分解に注意しよう（[Bo10]）．

事実 3.5. HUG が既約ならば，有限群の包含・剰余・同型からなる準同型の列

(3.1) H ←↩ C ↠ C/D
f←−∼= B/A↞ B ↪→ G.

が存在して，必ず次の様に分解できる．

U ∼= IndHC ×
C

InfCC/D ×
C/D

Isof ×
B/A

DefBB/A ×
B

ResGB.

列 (3.1) はファイバー積をとることで，次の様に「折り返す」ことができる．

H C

F

C/D ∼= B/A

B Goo

##G
GG

GG
GG

//

{{ww
ww
ww
w

{{ww
ww
ww
ww

##G
GG

GG
GG

G

⟳

従って同型を除き，群準同型のスパン

H
φ←− F ψ−→ G

と見做せる．Lindnerの結果との類似を追い「丹原 biset関手」を定義するならば，ま
ず biset圏を「半分」にした圏上でMackey関手を考察する必要が生じる．実際には，
これは以下の様な 2-圏で実現できる．

定義 3.6. 2-圏 Sを次の様に定義する．（[N16c]）

(0) 0-セルは有限群 Gと有限 G-集合X の対とする．この対を X
G で表す．

(1) 0-セル X
G ,

Y
H に対し，1-セル α

θ : X
G →

Y
H とは写像 α : X → Y および写像の

族 {θx : G→ H}x∈X の対であって
(i) α(gx) = θx(g)α(x)

(ii) θx(gg′) = θg′x(g)θx(g′)
を任意の x ∈ Xおよび g, g′ ∈ Gに対して満たすものをいう．特にG = H の
とき，θx = idを満たすような 1-セルを（G-）同変な 1-セルといい α

G : X
G →

Y
G

のように表す．
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(2) 1-セル α
θ ,

α′

θ′ : X
G →

Y
H に対し，2-セル ε : α

θ ⇒
α′

θ′ とは H の元の族 {εx ∈
H}x∈X であって

(i) α′(x) = εxα(x),
(ii) εgxθx(g)ε−1x = θ′x(g)
を任意の x ∈ X および g ∈ Gに対して満たすものをいう．

合成などの詳細は [N16c]を参照．次の様に有限亜群の 2-圏 finGpdとの同値が存
在するので，これで合成等を引き戻して与えてもよい．

命題 3.7. （[N16a]）以下の対応で 2-関手 ι : S ↪→ finGpdが得られ，2-圏の同値を与
える．

(1) 0-セル X
G ∈ S0 に対して，有限亜群 ι(XG )を

- Ob(ι(XG )) = X．

- 任意の対象 x, x′ ∈ X に対して，射集合は ι(XG )(x, x′) = {g ∈ G | gx =
x′}．

と定める．

(2) 0-セル X
G ,

Y
H に対して，1-セルのあいだの全単射

ι : S1(
X

G
,
Y

H
)
∼=−→ finGpd1(ι(

X

G
), ι(

Y

H
))

が存在．

(3) 1-セル α
θ ,

β
τ : X

G →
Y
H に対し，2-セルのあいだの全単射

ι : S2(
α

θ
,
β

τ
)
∼=−→ finGpd2(ι(

α

θ
), ι(

β

τ
)),

が存在．

この同値の存在から，以下では Sを finGpdで置き換えても本質的な差異は無い．

補題 3.8. 2-圏 Sは以下の性質を持つ．
(1) 任意の 0-セル X

G ,
Y
H に対し bicoproduct X

G

⨿
Y
H が存在．これは ιで圏の直和

にうつる．

(2) 任意の 1-セル α
θ : X

G →
Z
K ,

β
τ : Y

H →
Z
K に対し，bipullback X

G × Z
K

Y
H が存在．

これは ιでコンマ図式にうつる．

これを用いて，S上のMackey関手を次の様に定義する．

定義 3.9. S上のMackey関手（resp. 半Mackey関手）とは，Sから Ab（resp.
Set）への反変および共変的な 2-関手の対M = (M∗,M∗)であって以下を満たすも
のをいう．ただしここで，Ab（resp. Set）は自明な 2-セルを与えて 2-圏とみなす．
従って，Sの 2-セルはM∗,M∗ により全て idにうつる．

(i) 任意の 0-セル X
G に対してM∗(XG ) = M∗(

X
G )が成立．これをM(XG )で表す．

(ii) M∗ は bicoproductを積にうつす．また，M(∅)は終対象．
(iii) 任意の bipullback

W
L

Y
H

X
G

Z
K

δ //

γ

��
β

��

α
//

ε��

に対して，M∗(α)M∗(β) = M∗(γ)M∗(δ)が成立．

このとき，次が成り立つ．
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定理 3.10. Biset関手 F ∈ Ob(F)に対し，MF = i(F )を

• 有限群 Gに対しMF ( 1
G ) = F (G)．ここで，1は一点集合を表す．

• 群の準同型 φ : G → H に対しM∗F ( 1
φ ) = F (GHH), (MF )∗(

1
φ ) = F (HHG)．

ここで，一点への定値写像を同じ記号で 1と表す．

となるよう定めることができる．この対応は，以下を満たす関手 i : F → Mack(S)を
与える．

(1) ℓ ◦ i ∼= Idとなる左随伴関手 ℓを持ち，iは忠実充満である．
(2) M ∈ Ob(Mack(S))が iの本質的像に属することは，等式

(3.2) M∗(
1

φ
)M∗(

1

φ
) = id

を任意の全射準同型 φ : G → H に対して満たすことに同値．ここで 1
φ は

1
φ : 1

G →
1
H なる 1-セル．

従って，(3.2)を満たすMackey関手が biset関手との関係において重要となる．

定義 3.11. Mackey関手M が任意の全射準同型 φ : G → H に対して (3.2)を満た
すとき，M は deflativeであるという．Deflative Mackey関手のなす充満部分圏を
Mackdfl(S) ⊆ Mack(S)で表す．

定理 3.10から，biset関手の圏と deflative Mackey関手の圏のあいだの圏同値が
得られる．より精密には，次が成り立つ．

定理 3.12. 以下が成立する．

(1) 圏Mack(S)は対称モノイダル圏となる．
(2) (1)のモノイダル構造をMackdfl(S)に制限すると，Mackdfl(S)も対称モノイ
ダル圏となる．

(3) 関手 iはモノイダル同値 i : F ≃−→ Mackdfl(S)を与える．

また定理 3.10から，S上のMackey関手M から biset関手 ℓ(M)が得られる．さ
らに，Mackey関手M は例えば次のような形で得ることができる．

命題 3.13. finGpd上の prederivator（[G13]を参照）D : finGpdop → C が以下の条
件を満たすとする．ただし C は skeletally smallな圏のなす 2-圏とする．

(i) finGpdの 0-セルの任意の有限直和は，Dにより直積にうつる．
(ii) finGpdの任意の 1-セル f に対し，D(f) = f∗は左随伴 f+（resp.右随伴 f•）
を持つ．

(iii) finGpdにおける任意のコンマ図式

v/u D

C E

q //

p

��
v

��
u

//
��

に対して，関手の同型 q+p
∗ ∼= v∗u+（resp. p•q

∗ ∼= u∗v•）が存在．

このとき，

• Sの 0-セル X
G に対して，M(XG ) = Ob(D(ι(XG )))とする．

• Sの1-セル α
θ : X

G →
Y
H に対して，関手 ι(αθ )∗, ι(αθ )+（resp. ι(αθ )•）が誘導する

写像をそれぞれM∗(αθ ) : M( YH ) → M(XG )およびM+(αθ ) : M(XG )→ M( YH )

（resp. M•(
α
θ ) : M(XG )→M( YH )）とする．
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と定めると，M = (M∗,M+)（resp. M = (M∗,M•)）は S上の半Mackey関手をな
す（[N16a]）．

注 3.14. Dが例えば有限な圏のなす 2-圏 finCat上の derivator（[G13]）であれば，上
記の条件は満たされ，S上の 2-関手の 3対 (M+,M

∗,M•)であって

• (M∗,M+)および (M∗,M•)はそれぞれ半Mackey関手

を満たすものが得られる．

例 3.15. 有限集合のなす圏 setの表現する derivatorに以上の構成を行うと，半Burn-
side環のなす S上の半Mackey関手が得られる．

以上のことを踏まえると，「丹原 biset関手」は，

(i) 加法的には S上の（deflative）Mackey関手
(ii) 乗法的には S上の半Mackey関手

(iii) 何らかの「分配則」を満たす

と言う条件で定義するのが適切であろう．(3)の「分配則」の完全な形は未だ得られ
ていないが，同変な 1-セル α

G : X
G →

Y
G に対しては bipullbackを用いて得られる関

手 (αθ )∗ : Gset/Y → Gset/Y が左随伴および右随伴を持つことが確かめられ，これを
用いて指数図式が定義できる．Burnside関手は，この指数図式に関し定義 2.2(iii)と
同様の分配則を満たすことが示されている（[N16b]）．
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1 はじめに—量子可積分系とは
はじめに 本稿は量子可積分系における代表的な理論の一つであるBethe仮説 (Bethe ansatz)

法についての入門的内容及び最近の進展についての解説です。読者としては物理学者、数学
者の両方を念頭に置いて執筆しました。Bethe仮説法には従来不透明な面が多くあり、数学
者には接近しがたい印象を持たれていた方も多いようですが、最近の進展によりだいぶ色々
と様子が分かってきたようです。本稿の内容は、本質的には最高ウェイトベクトルの具体的
構成ですので、多くの数学者の方々にご興味をお持ちいただければと思います。内容は 2016

年 9月 7日に第 61回代数学シンポジウム（日本数学会、佐賀大学）で行った筆者の講演に
基づきます。講演で使用した資料は下記URL

https://sites.google.com/site/affinecrystal/resources
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にて入手可能です（本稿では色つき文字にはハイパーリンクがついています）。
Bethe仮説法の分野ではすでに膨大な数の論文（Google Scholarで “Bethe ansatz”と検索
すると約 2万件表示される）が出版されています。本稿ではBetheの原論文に沿った内容を
紹介しますが、他にも多くの切り口（例えばGaudin模型と幾何学的ラングランズ対応 [F95]

など）が存在しますので、本稿の内容に限らず、ご専門、ご関心の方向に応じて興味をお持
ちいただければ幸いです。

古典力学における積分可能な系 さて、表題の量子可積分系とはいかなる分野なのか、簡単
に紹介するところから始めよう。歴史的経緯に基づきまずは解析力学について振り返ること
から始めよう（詳細は、例えば優れた教科書 [A]を参照）。解析力学は古典力学の理論的研
究であり、Euler, Lagrange, Jacobi, Poincaré等をはじめとする多くの研究者によって研究
され、力学のみならず物理学、数学の広範な領域にわたって多大な影響を与えた。20世紀
に入り、原子、分子などの微視的領域では古典力学は成立せず、量子力学と呼ばれる全く異
なる力学によって記述されることが発見された。古典力学と量子力学は大きく性格が異なる
理論であるから、量子力学の場合にも解析力学と同様に「深い」理論的研究を進めようと考
えるのは自然な事と思われる。
ただしここで「深い」理解と述べたのは、何か特定の結果を想定している訳ではない。む
しろ折角量子力学という新しい力学がある以上、古典力学の結果にこだわりすぎることな
く、新しく面白い数学が見つかれば十分有益であると思う。そうは言っても我々にはすでに
古典力学における数世紀にわたる蓄積があるのであるから、その過程、とくに研究者の問題
意識と、その結果として得られた成果は大変参考になる。ここでは Jacobi1の研究について
見てみよう（詳細は [L]のXVI章や [H]を参照）。Jacobiの有名な力学の教科書 [J]では彼の
研究の方針について次のような言明がある。

この講義は、運動方程式の積分に際して、方程式の特別な形から得られる手法に
関するものである。ラグランジュの『解析力学』には、定式化や微分方程式の変
換の問題に関するあらゆることを見出せるが、それらの積分に関してはほとんど
議論されていない。. . .

結果として Jacobiの研究が挙げた重要な成果を鑑みれば、彼の問題意識は大変興味深いも
のと思われる。その後の展開を見れば、可積分な力学系の性質が深く理解されるとともに、
逆にその他大多数の積分不能な系について正確に認識できるようになった点も見逃せない
（実際には、ほとんどの古典力学系は、数値計算すら原理的に不可能で、人間の論理のはる
かに及ばない領域に存在するのであった2）。

1Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851). 若いころから Poissonの研究などに興味を持っていたようである
が、Hamiltonの力学の研究 (1835年) に触発されて本格的に力学の研究に参入し、1843年に過労で倒れるま
で精力的に研究を行った。生前に研究を完成させることはできなかったが、他界後に出版された原稿は膨大な
ものであった。これらの力学の研究は文字通り Jacobi先生が命を削って行ったものだと思うと思わず襟を正
したくなる。Poisson可換な保存量の存在と系の可積分性に関する有名な Liouvilleの定理も、元々は Jacobi
によって得られた定理を自身の講義 (1842–43年)において紹介したものがかなり広い範囲に流布したものだっ
た様である。Jacobiの研究は力学の発展に重大な影響をもたらしたのみならず、Sophus Lieによる連続群の
研究に直接の影響を及ぼす（いまでも Lie代数の定義式に名前が残っている）など意義深いものであった。

2蛇足ながらもう少し説明を加えておくと、複雑な古典力学系では大抵の場合初期値の誤差が指数関数的に
増大して伝播する。従って有限精度の数値計算では長時間の時間発展は計算不能であるし、無限精度の数値計
算を行うことは原理的に不可能である。もちろん厳密解など得られるはずもないのであるから、結局大抵の古
典力学系は人間の論理の力では決して理解することができない。平たく言えば、例えば地球大気が平均して
地球を数周回る程度の未来について天気予報のような形で予言することは原理的に不可能である。これらは
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量子力学における積分可能な系 量子力学は、古典力学と異なり、出来てからまだ百年にも
満たない若い分野であるから、まだいろいろと未開拓の領域も残っているかもしれない。そ
こで本稿では量子力学における積分可能な系を考えたい。まず量子力学において解くべき
方程式など、量子力学の基礎事項で必要となる部分から始めたい（量子力学の入門書として
は、例えば [M]は洞察に富んでいて興味深い）。量子力学における基礎方程式は Schrödinger

方程式とよばれ、次のような固有値方程式の形をしている。

Hψ = Eψ (1)

各項の意味づけは以下の通り。

• H: 演算子（Hamiltonianと呼ばれ物理系を表す）

• ψ: 固有ベクトル（波動関数、系の運動の状態—|ψ|2が粒子の確率分布となる）

• E: 固有値（観測される系のエネルギー）

物理量を通常のスカラーではなく作用素と考える点が古典力学と大きく異なる点である。そ
の固有値が実際に実験的に観測される物理量となる。Hamiltonianは古典力学における全エ
ネルギーに対応する演算子で、通常微分演算子となるが、本稿では有限サイズの行列となる
場合を主に扱う。
古典力学における複雑さから容易に想像されるように、Schrödinger方程式は解くことが
非常に難しい。特に相互作用する多数の粒子が存在するような場合は一般には非常に大規模
な数値計算に頼らざるを得ない。しかし時として驚くほど深く数学的な解析が可能な量子系
が存在する。本稿の主題である Heisenberg模型はその代表的な例であり、その解析手段で
あるBethe仮説法は数学的にみても大変興味深い内容である。

一つの例 考え方の方向性を見るために、量子可積分系について本稿で関心を寄せる側面と
通じるものが現れる他の典型的な例について触れておくのも興味深いかもしれない。周の長
さが Lの円周上にN 個の量子力学的な粒子を配置し、それぞれが距離の 2乗分の 1の相互
作用ポテンシャルを持つ時（相互作用そのものは距離の 3乗分の 1に比例する）Calogero–

Sutherland模型と呼ばれる。参考までに、ハミルトニアンは

H =
N∑
i=1

1

2
p2i + β(β − 1)

∑
i<j

( π
L
)2

sin2 π
L
(qi − qj)

,

ここで qi (0 ≤ qi ≤ L)は各粒子の円周上の座標であり、pi = −
√
−1 ∂

∂qi
は運動量に対応する

微分演算子である（βは複素パラメータ）。
この模型は驚くほどすっきりと解く事（全ての波動関数 ψを求める事）ができる [Su71,

Su72]。類似の積分可能な系と比べても際立って性質の良い模型である。その様な場合背後
に深い数学的構造が潜んでいると考えるのが自然である。実際無限次元 Lie代数の著名な例
であるVirasoro代数（例えば [KR]参照）の表現の特異ベクトルがCalogero–Sutherland模
型の波動関数（Jack多項式と呼ばれる）の特殊な場合と一致することが知られていた [MY]。
実はこの関係はより一般的なものであり、Jack多項式をVirasoro代数の表現の基底として

Poincaré以来の研究によりすでに確立された事実である。しばしば、特に量子力学との比較の文脈で、「古典
力学は決定論的な系である」などと耳にするが、この様な事実を踏まえればその様な言明は誤りである。
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選ぶと、Virasoro代数の作用が深い数学的背景があることを窺わせる形（組み合わせ論的意
味がつく正整数係数一次式に因数分解される有理関数の和）で具体的に表示されるという極
めて非自明な予想がある [SSAFR]。この予想は特殊な場合には解決しているが [CJ]、一般的
な解決は容易ではなさそうである。ともあれ、以上の結果は Virasoro代数の表す無限次元
対称性の核心部に Jack多項式が深くかかわっていることを示しており、未知の深い構造の
存在を示している。

本稿の内容 §2では本稿で主に対象とするHeisenberg模型を定義する。§3では、Faddeev

等の定式化に沿ってBethe仮説法の天下り的な紹介をする。§4では、理論全体のかなめとな
る Bethe仮説方程式（9ページ (5)式）の解について必要な事項を解説する。Betheベクト
ルとはBethe仮説方程式の解によって記述される最高ウェイトベクトルであり、Heisenberg

模型の波動関数となっている。§5では、Betheベクトルを求める際に障害となる特異解につ
いて最近の進展を紹介する。§6では、Bethe仮説方程式の解の構造を理解する上で長年障害
となっていたストリングの概念の問題に対して、新しい量子数を定義して解決する提案につ
いて紹介する。§7は量子群に関係する場合の文献の紹介である。
最後の §8では、以上のような理論から生み出された数学の例として、結晶基底に関わる
一連の研究についてかなり詳細に紹介する。上記ストリングの概念に触発されて発展した理
論であり、関連する対称性は著名な無限次元代数の一つアフィン量子群である。本節の内容
は単独で見ても代数的組み合わせ論における重要な進展となっており興味深い。なお §8の
内容は本稿の他の部分とは独立して読むことができる。本節の概要については §8.1および
§8.2を参照されたい。

話題 本稿執筆中に 2016年度ノーベル物理学賞の発表があった。受賞したHaldane, Koster-

litz, Thoulessのお三方とも本稿の内容と関連のある分野での研究に対する受賞であった。特
にHaldane氏は本稿の主題である一次元Heisenberg模型を基盤とする研究（1983年）に対
しての受賞であった（氏は上記Calogero系に関する研究でも有名である）。なお、他のお二
方の研究は二次元の古典的Heisenberg模型に関するものである。

2 Heisenberg模型
本稿では主にHeisenberg3模型と呼ばれる磁性体のモデルを扱う。これは Schroödinger4方
程式 (1)でHamiltonian H が行列となる場合である。具体的には、電子がN 個一次元格子
状に並んだ系を考える。本稿の内容を理解するにあたって物理的な詳細を理解する必要は無
いが、記号の導入もかねて簡単に背景にも触れておく。日常的に目にする磁石の起源である
電子は、それぞれが小さな磁石としての性質を持っている。ただし量子的な効果により上向
きまたは下向きの二つの状態しか持たないという一風変わった性質を持ち、一般にはそれら
二状態の重ね合わせとなる。数学的に表示するために、上向きと下向きの状態をそれぞれ

v+ =

(
1

0

)
, v− =

(
0

1

)
3Werner Heisenberg (1901–1976). 量子力学の建設に大きな功績を残した。1932年ノーベル物理学賞受賞。
4Erwin Schrödinger (1887–1961). 1926年に量子力学を完成させたが、一連の論文は半年程度の間に集中し

て全て単著で著されており、その後の量子力学の教科書の入門的事項がほぼ達成されているという驚異的ペー
スだった。それらの論文では解析力学の深い造詣も披露されている。1933年ノーベル物理学賞受賞。
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とベクトル表示し、電子のスピン状態を二次元の状態空間 V ≃ C2 の元とみなす。今電子が
N 個一次元状に並んでいるのであるから、考える波動関数 ψは空間

HN =
N⊗
j=1

Vj, Vj ≃ C2.

の元であると考える。
さて、以前 Schrödinger方程式を導入した時に、量子力学の基本的枠組みとして、物理量
を作用素として考えることを紹介した。現在の場合重要となる物理量は角運動量であり、空
間の x, y, z軸方向に応じて以下の Pauli行列で与えられる（sl2の生成子である）

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

上で定義された v+と v−は角運動量の z軸成分 σ3のそれぞれ固有値 1および−1の固有ベ
クトル（物理的状態）となっている。

ウォームアップ Heisenberg模型を定義するために、基本となる長さN = 2の場合を考え
てみよう。記号として空間HN の k番目だけに非自明に作用する作用素を

σak = I ⊗ · · · ⊗ σa︸︷︷︸
k

⊗ · · · ⊗ I

などと表すことにする。さてH2上の次の作用素 hを考えてみよう。

h :=
3∑

a=1

σa1σ
a
2 =


1 0 0 0

0 −1 2 0

0 2 −1 0

0 0 0 1

 .

この行列を対角化すると以下の結果を得る。

固有値 固有ベクトル
1 (1, 0, 0, 0)

1 (0, 1, 1, 0)

1 (0, 0, 0, 1)

−3 (0, 1,−1, 0)

固有ベクトルをベクトル v+と v−を用いて具体的に表示してみると（記号については必要な
らば §3参照）、作用素 hはC2 ⊗ C2内の sl2の 3次元表現

{v+ ⊗ v+, v+ ⊗ v− + v− ⊗ v+, v− ⊗ v−}

の上で固有値 1、1次元表現
{v+ ⊗ v− − v− ⊗ v+}

の上で固有値−3を持つことが分かった。
さて、量子力学の基本的思想に立ち帰り、作用素 hを隣接する二つの電子間に作用する相
互作用を表す作用素であると考えよう。その場合観測される物理量（hの固有値—電子間の
相互作用エネルギー）は同じ対称性（表現）に属する電子の組み合わせの間で同じ値を持つ
ことになるので、相互作用として自然であろうと考えられる。
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Heisenberg模型の定義 ここで物理的な仮定（単純化）として、隣り合う二つの電子間に
は hと同じ相互作用が生じ、それより遠方の電子とは何らの相互作用も持たないとしよう。
具体的には次のハミルトニアンを考察する。

HN =
J

4

N∑
k=1

(σ1
kσ

1
k+1 + σ2

kσ
2
k+1 + σ3

kσ
3
k+1 − IN) (2)

ただし IN は 2N 次元単位行列で J はパラメータである（これらの部分は、さしあたっては
おまけのような部分である）。この系をHeisenberg模型 ([H], 1928年)とよぶ。ただし上記
のようなHN の定式化はDirac5による ([D], 1929年)。
どのような条件の物質に対して上述の仮定が正しいか、は物理として難しい問題である
が、実際にHeisenberg模型で記述されると考えられている物質が存在する。物理学におけ
る文献については [SRFB]を参照。

3 Bethe仮説法
相互作用する多数の量子力学的な粒子が存在するような系に対しSchrödinger方程式 (1)を
厳密に解くことは一般には不可能である。しかしながら一次元系に限れば、物理的に大変興
味深い系も含め、ある程度系統的に解を求める方法が存在する。この様な方法はHeisenberg

模型 (2)に対してBethe6によって 1931年に導入された方法 [B]に基づく。この方法に対して
つけられたBethe仮説法という名称は、原論文 [B]において波動関数が導入される際に “Wir

machen den Ansatz” と述べられている事に基づきC. N. Yang7ら [YY]によって命名された
のが始まりのようである。
なお、Mermin–Wagner理論 [MM]によれば一次元系では量子揺らぎが強すぎて相転移が
起こらないとされている。よって二次元以上の系が解けるほうが興味深いのではあるが、現
状では散在的な結果 [K06]は知られているものの一般性のある方法は絶望的なようである。
Bethe仮説法はその後多くの拡張等が行われ、膨大な数の論文が出版されているが、本稿
ではBetheの原論文と全く同じ設定の下で解説する。具体的にはHamiltonian (2)を周期境
界条件 σaN+1 = σa1 の下で考察することとする。
重要な性質として、Hamiltonian HN は状態空間 HN 上の sl2作用と可換になる。従って
解の構成では sl2作用に対する最高ウェイトベクトルのみを具体的に構成できれば、後は sl2
の下降演算子を用いて残りの波動関数が求まることになる。結果として最高ウェイトベクト
ルの具体的構成という数学的にも興味深い問題を考察することになる。

5Paul Adrien Maurice Dirac (1902–1984). 量子力学の開拓者の一人で、電子の相対論的な波動方程式の導出
などの業績で 1933年ノーベル物理学賞受賞。解析力学に関する造詣が深く、有名な量子力学における経路積
分法の導入 (1933年)も正準変換の深い考察に基づく。

6Hans Albrecht Bethe (1906–2005). 特に量子力学の各方面への応用について多くの業績を挙げた。本稿で
扱う Bethe仮説法も同様であり、彼の最も有名な業績の一つ。1967年ノーベル物理学賞受賞。

7Chen-Ning Yang (b. 1922). 素粒子標準理論の屋台骨を成す非可換ゲージ理論—Yang–Mills理論の導入
(1954年)や、量子可積分系で重要な Yang–Baxter方程式などで有名。パリティの非保存（自然界では右と左
は等価ではない）の発見により 1957年ノーベル物理学賞受賞。彼の業績を調べてみると、Yang先生は数理物
理学者であると言って良いのではないかと思われるほどである（因みに最初の論文は Bull. Amer. Math. Soc.
から出版）。実際 Faddeev氏のエッセイ [F00]によれば、Yang–Mills理論の発見において数学的直観が重要で
あったとご自身がよく述べておられたそうである。20世紀最大級の物理学者の一人といって良いであろう。
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代数的Bethe仮説法 以下では Faddeev8らによる定式化に基づいて天下り的に紹介する。
詳細は [F96, TS, LR]などを参照して頂きたい。
代数的 Bethe仮説法では、元々の状態空間 HN の代わりに空間 C2 ⊗ HN を考える。ここ
で左側につけたC2は補助空間と呼ばれ、特に強調したいときには 0番目の成分と考えC2

0と
書く。以下の議論ではC2 ⊗HN 上の作用素をC2

0に関する 2行 2列の行列の形で表すと便利
な事が多い。その場合各成分はHN 上の作用素 (つまり 2N 次元行列)となる。
簡単な例で準備体操しておこう。二つの行列

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
,

を考える。するといわゆるKronecker積A⊗BはC2 ⊗H1 = (C2)⊗2 に作用する作用素とな
る。具体的には

A⊗B =

(
a11B a12B

a21B a22B

)
=


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a12b11 a22b12
a21b21 a21b22 a12b21 a22b22

 .

で与えられる。この式の真ん中のような表式を「C2
0に関する 2行 2列の行列」と呼んでい

る。このKronecker積の定義では (C2)⊗2の基底を

{v+ ⊗ v+, v+ ⊗ v−, v− ⊗ v+, v− ⊗ v−}.

と選んでいる事になる。重要な性質として (C ⊗D)(A⊗B) = CA⊗DBが成り立っている。
実際、

(C ⊗D)(A⊗B) =

(
c11D c12D

c21D c22D

)(
a11B a12B

a21B a22B

)

=

(
(c11a11 + c12a21)DB (c11a12 + c12a22)DB

(c21a11 + c22a21)DB (c21a12 + c22a22)DB

)
= CA⊗DB.

参考までに (C2)⊗3では基底を

{v+ ⊗ v+ ⊗ v+, v+ ⊗ v+ ⊗ v−, v+ ⊗ v− ⊗ v+, v+ ⊗ v− ⊗ v−,
v− ⊗ v+ ⊗ v+, v− ⊗ v+ ⊗ v−, v− ⊗ v− ⊗ v+, v− ⊗ v− ⊗ v−}.

と選ぶ。
さて、本題に戻り、C2 ⊗ HN 上に以下の Lax9作用素を定義する（右側の等号は直接計算
で示される）。

Lk(λ) =

(
λIN + i

2
σ3
k

i
2
σ−
k

i
2
σ+
k λIN − i

2
σ3
k

)
= λI ⊗ IN +

i

2

3∑
a

σa ⊗ σak . (3)

8Ludvig Faddeev (b. 1934). 非可換ゲージ理論における Feynman則の導出や可積分系の研究などで著名な
数理物理学者。

9Peter David Lax (b. 1926). 言わずと知れた解析学の大家だが、可積分系に関する業績を数多く残してい
る。2005年アーベル賞受賞。
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ここで、

σ+
k = σ1

k + iσ2
k = 2

(
0 1

0 0

)
k

, σ−
k = σ1

k − iσ2
k = 2

(
0 0

1 0

)
k

であり、λはある複素パラメータ（スペクトルパラメータと呼ばれる）である。Lk(λ)は
C2

0 ⊗ HN の 0番目と k番目のC2にのみ非自明に作用する。
代数的 Bethe仮説法では、Lax行列から以下のようにして定義される転送行列が重要で
ある。

TN(λ) = LN(λ)LN−1(λ) · · ·L1(λ). (4)

転送行列をC2
0に関する 2行 2列の行列で表示したときの各成分には通常以下の名前が付け

られる。

TN(λ) =

(
AN(λ) BN(λ)

CN(λ) DN(λ)

)
.

以上の定式化と、もともと考えていた Heisenberg模型との関係は以下の重要な定理によっ
て理解される。
定理� �
τN(λ) = tr |C2

0
TN(λ) = AN(λ) +DN(λ)とするとき

HN =
iJ

2

d

dλ
log τN(λ)

∣∣∣
λ= i

2

− NJ

2
IN .� �

この定理の証明の鍵は Lk(
i
2
) = iP0,k、ここで P0,kはC2

0 ⊗ HN 上 0番目と k番目を置換する
作用素、となることに基づく。
以上まとめると、HamiltonianHNの対角化（Schrödinger方程式の解を求める事）は τN(λ)

の対角化の問題に帰着される。この様な定式化をすると、τN(λ)をパラメータ λにより展開
することにより、Hamiltonianを含む可換な作用素の族を構成することができて、Heisenberg
模型の量子可積分性が証明できるというご利益がある。

Betheベクトル 以上の準備の下で固有ベクトルの構成をする。次の特別なベクトルから
出発する。

|0⟩N = v+ ⊗ · · · ⊗ v+ ∈ HN .

その時Betheベクトルは

ΨN(λ1, · · · , λℓ) := BN(λ1) · · ·BN(λℓ)|0⟩N ∈ HN

で定義される。ここでBN(λ)どうしの可換性（下記定理に続く脚注を参照）

[BN(λ), BN(µ)] = 0

が示されるため、Betheベクトルを定義する際のパラメータ λ1, · · · , λℓ の順序は重要ではな
い。この時基本的な性質は以下の通り。
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定理� �
BetheベクトルΨN(λ1, · · · , λℓ)はパラメータがBethe仮説方程式(

λk +
i
2

λk − i
2

)N
=

ℓ∏
j=1
j ̸=k

λk − λj + i

λk − λj − i
, (k = 1, · · · , ℓ) (5)

を満たす時 τN(λ)の固有ベクトルとなる。� �
定理の証明ではYang-Baxter関係式から従う関係式10 を用いて直接作用

{AN(λ) +DN(λ)}BN(λ1) · · ·BN(λℓ)|0⟩N

= Λ(λ;λ1, · · · , λℓ)
ℓ∏

j=1

B(λj)|0⟩N +
ℓ∑

k=1

{
Λk(λ;λ1, · · · , λℓ)B(λ)

ℓ∏
j=1
j ̸=k

B(λj)|0⟩N
}

を計算し11、右辺第二項が消える条件を書き下すとBethe仮説方程式が得られる。
重要な性質として、パラメータがBethe仮説方程式を満たす時BetheベクトルはHN 上の

sl2作用に対する最高ウェイトベクトルとなる (表現の次元はN − 2ℓ+ 1)ことが示される。
以上の構成は既に数十年前までに十分確立された内容であり、数学的にも特に問題となる
点はないはずである。

長さ 3の例 少し具体的な例（N = 3）を見てみることにしよう。直接計算（例えば次の項
目参照）によりB3(λ)は以下の形になる。

0 0 0 0 0 0 0 0

i
(
λ− i

2

)2
0 0 0 0 0 0 0

i
(
λ2 + 1

4

)
0 0 0 0 0 0 0

0 i
(
λ− i

2

)2
i
(
λ2 + 1

4

)
0 0 0 0 0

i
(
λ+ i

2

)2
0 0 0 0 0 0 0

0 i
(
λ2 + 1

4

)
−i 0 i

(
λ2 + 1

4

)
0 0 0

0 0 i
(
λ2 + 1

4

)
0 i

(
λ+ i

2

)2
0 0 0

0 0 0 i
(
λ− i

2

)2
0 i

(
λ2 + 1

4

)
i
(
λ+ i

2

)2
0


.

表現論の知識からするとH3 = (C2)⊗3は sl2の 4次元表現一つと 2次元表現二つに分解す
るはずである。それぞれの表現を Bethe仮説法により構成してみよう。まず ℓ = 0の時は
|0⟩3 = v+ ⊗ v+ ⊗ v+が確かに 4次元表現の最高ウェイトベクトルとなる。

10 AN (λ)BN (µ) = λ−µ−i
λ−µ BN (µ)AN (λ) + i

λ−µBN (λ)AN (µ) およびDN (λ)BN (µ) = λ−µ+i
λ−µ BN (µ)DN (λ)−

i
λ−µBN (λ)DN (µ)。この様な AN , BN , CN , DN 作用素間の交換関係の導出の概略は、R-行列

R(λ) =


1 0 0 0
0 b(λ) c(λ) 0
0 c(λ) b(λ) 0
0 0 0 1

 =
1

λ+ i

((
λ

2
+ i

)
I ⊗ I +

λ

2

3∑
a=1

σa ⊗ σa
)
, b(λ) =

i

λ+ i
, c(λ) =

λ

λ+ i

を用いて C2
0 ⊗ C2

0 上の関係式 R(λ− µ) (Lk(λ)⊗ Lk(µ)) = (Lk(µ)⊗ Lk(λ))R(λ− µ)を直接示し、その積を
取って R(λ− µ) (TN (λ)⊗ TN (µ)) = (TN (µ)⊗ TN (λ))R(λ− µ)を示すことによる。

11最後に関係式 AN (λ)|0⟩N =
(
λ+ i

2

)N |0⟩N およびDN (λ)|0⟩N =
(
λ− i

2

)N |0⟩N を用いる。これらは転送
行列の定義から直接示される。
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次に ℓ = 1の時、Bethe仮説方程式は、右辺が自明となって、(
λ1 +

i
2

λ1 − i
2

)3

= 1,

であり、解は λ1 = ± 1√
12
である。そのとき、先ほどのB3(λ)を用いると、

B3

(
1√
12

)
|0⟩3 =

(
0,−i−

√
3

6
,
i

3
, 0,−i+

√
3

6
, 0, 0, 0

)t

B3

(
− 1√

12

)
|0⟩3 =

(
0,−i+

√
3

6
,
i

3
, 0,−i−

√
3

6
, 0, 0, 0

)t

が得られる。これらは互いに異なる二つの 2次元表現の最高ウェイトベクトルとなっている。
表現論からの結果を見れば、以上で全ての最高ウェイトベクトルを尽くしているはずであ
る。しかし、興味深いので、更に計算を進めることにする。ℓ = 2の場合、Bethe仮説方程
式は (

λ1 +
i
2

λ1 − i
2

)3

=
λ1 − λ2 + i

λ1 − λ2 − i
,

(
λ2 +

i
2

λ2 − i
2

)3

=
λ2 − λ1 + i

λ2 − λ1 − i

となる（ようやく右辺が非自明になる）。この解は

{λ1, λ2} = {0, 0}, {
√
3

2
,

√
3

2
}, {−

√
3

2
,−
√
3

2
}, { i

2
,− i

2
}, {− i

2
,
i

2
}

と求まるが、直接計算するとB3(λ1)B3(λ2) = 0となることが確かめられる。更に ℓ = 3の場合
には、1次元の解が4つと0次元の解が12個求まりそのすべてについてB3(λ1)B3(λ2)B(λ3) =

0が確かめられる。

Mathematicaによる実装 Mathematicaをご利用にならない方でも、実際の計算がどのよ
うな調子であるのかを知ることは有益であると思うので、ここにコードの例を与える。以
下本節では “n”はチェインの長さN を表し、“l”はスペクトルパラメータ λを表すこととす
る。なお以下の内容は “Mathematica Summer School on Theoretical Physics—4th edition

(2012) Integrability and Super Yang–Mills”における下記の内容

http://msstp.org/sites/default/files/Exercise_byJoao.nb

を参考にして、現在の定義と合うように改変した。
まず Pauli行列

s=PauliMatrix

を定義する。この定義よりPauli行列は s[a] = σa （左辺の様にMathematicaに入力する）
として得られる。次に 2n次元の単位行列

id[n_]:=IdentityMatrix[2^n, SparseArray]

と定義する。一旦 “SparseArray”と宣言しておくと、以下の計算結果は全て疎な配列として
扱われ、大幅に高速化する。そのときHamiltonian (2) は

10
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H[n_,J_]:=(J/4)(Sum[KroneckerProduct[s[a],id[n-2],s[a]],{a,3}]

+Sum[KroneckerProduct[id[k-1],s[a],s[a],id[n-k-1]],{k,n-1},{a,3}]

-n*id[n])

となる。ただし和は k = N と k = 1, 2, . . . , N − 1の二つの部分に分けてある。式 (3)右端の
表示式による Lax作用素 Lk(λ)は

L[n_,k_,l_]:=l*id[n+1]+

(I/2)Sum[KroneckerProduct[s[a],id[k-1],s[a],id[n-k]],{a,3}]

また式 (4)の転送行列は、積を取ることにより

tm[n_,l_]:=Dot@@Table[L[n,k,l],{k,n,1,-1}]

作用素BN(λ)は、転送行列の部分集合を取ることにより、

b[n_,l_]:=tm[n,l][[1;;2^n,2^n+1;;2^(n+1)]]

最後にベクトル |0⟩N は

hw[n_]:=UnitVector[2^n,1]

例えばベクトルB4(l1)B4(l2)|0⟩4は

Factor[b[4,l1].b[4,l2].hw[4]]

%//MatrixForm

として得られる。

4 Bethe仮説方程式を解く
ここまでの議論よりBethe仮説方程式の解が求まれば固有ベクトルが求まることが分かっ
た。しかしBethe仮説方程式は複雑な方程式であるし、むしろ量子多体系の解の構成という
難しい問題の重要な一部分を一組の代数方程式の形に昇華したかのような印象を持つ。従っ
てBethe仮説方程式そのものの理解を深めることは本質的に重要な課題であると考えている。
もちろん Bethe仮説方程式そのものの研究も行われてきた。例えば Langlands12–Saint-

Aubin [LS94, LS97]の研究は最近 ASEPと呼ばれる系の研究に応用された [BDS]。しかし
ながら Bethe仮説方程式にはなお研究すべき余地が多く存在すると考えられる。本稿では
Bethe仮説方程式の研究で古くから用いられている艤装配位（rigged configuration）と呼ば
れる対象を軸として解説する。
艤装配位はもともと Betheの原論文（1931年）において Bethe仮説方程式の解の性質を
研究する目的で導入された組み合わせ論的対象である。その後 1986年に Kerov, Kirillov,

Reshetikhinら [KKR, KR]によって大幅に拡張され、また艤装配位の組み合わせ論的研究が
開始された。詳細は §8で述べるが、後者の研究ではBethe仮説方程式とBetheベクトルの
対応の組み合わせ論的類似を構成することに主眼があり、それ自身極めて深い数学的内容を
持つことが明らかになっている。

12Robert Pbelan Langlands (b. 1936). 整数論における業績とは別に数理物理学でも多くの業績を挙げてい
る。ここでふれた Bethe仮説に関する研究のほか Virasoro代数や共形場の理論の研究なども有名である。
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艤装配位の定義 ここでは現在の設定を若干拡張して sl2の同じ次元（2次元とは限らない）
の表現がテンソル積で並んでいる状況で定義を解説する。必要なデータとして二つの分割µと
νを準備する。以下では整数の分割とYoung図は自由に同一視して考えることとする。一つ
目のデータµは状態空間の形状を表す。例えば本稿で主に扱っている状態空間HN = (C2)⊗N

では µ = (1N)とする。一方状態空間 (C3)⊗N に対する一般化されたHeisenberg模型の場合
であれば µ = (2N)とする、といった具合である。
更に進むためにいくつか重要な用語を定義する。分割 λに対しQk(λ)をYoung図形 λの
左側 k列分のます目の数とする。その時 vacancy numberを

Pk(µ, ν) = Qk(µ)− 2Qk(ν)

で定義する（係数の 1, −2という数列は実はA型の Cartanデータの一部である）。その時
艤装配位 (µ, (ν, J)) は次のように定義される（以下しばしば µを略記して (ν, J)と表す）。
(ν, J)を具体的に書くと、Young図 νの各行 νiに対して整数 Jiを対応させた

(ν, J) = {(ν1, J1), (ν2, J2), . . . , (νl, Jl)}

なる集合であり、ここに以下の二つの条件を課す（整数 Jiを riggingと呼ぶ）。

• 分割 νの各行は 0 ≤ Pνi(µ, ν)を満たす。

• 整数 Jiは 0 ≤ Ji ≤ Pνi(µ, ν)を満たす。

この時 (ν, J)を（最高ウェイトベクトルの場合の）艤装配位と呼ぶ。以下に述べる理由によ
り組 (νi, Ji)の事をしばしばストリングと呼ぶ。なお、艤装配位では同じ長さの複数の行に
対する riggingsの順番は重要ではない。
様子を見るために簡単な例を考えてみよう。sl2の 3次元表現が二つ並んでいる (C3)⊗2の
場合、µ = (2, 2)となる。その時以下の三つの艤装配位が存在する。

∅
,

0 0
,

0 0
.

上図では左側に µを、右側に νを配置し、νの各行の左側には対応する vacancy numberを、
右側には riggingを書いた。右側二つの艤装配位の場合 vacancy numbersが 0なので riggings

としては 0のみが許される。例えば右端の艤装配位の場合 ν1 = 2なので、対応する vacancy

numberはP2((2, 2), (2)) = 4− 2 · 2 = 0となる。一方 ν = (1, 1)とすると、対応する vacancy

numberは P1((2, 2), (1, 1)) = 2− 2 · 2 < 0となって艤装配位の条件を満たさない。

Bethe仮説法との関係 では、この様にして定義される艤装配位と Bethe仮説法との関係
は何であろうか。それは、もともとはBethe自身が発見したように、Bethe仮説方程式の解
には非常に特徴的なパターンがみられるという観察である。雰囲気をつかむために、Bethe

仮説方程式の解の典型的な例を複素平面上で図示したものを示そう（N = 12, ℓ = 6の例）。

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0
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この例で観察されるように、根はいくつかのグループ（ストリングと呼ぶ）に分けられ、そ
れぞれのストリングに属する根は、実部が「大体」同じであり、根どうしの間隔は「大体」√
−1である、というものである。そのような観察に基づき、ストリングの長さが n（n-スト
リングと呼ぼう）であればYoung図の長さ nの行を対応させたい。例えば上で掲げた例で
あれば 3-ストリング（緑）、2-ストリング（青）、1-ストリング（赤）の三種類がそれぞれ一
つずつあるので、以下のYoung図と対応させたい。

もちろんここでの記述から明らかなように、以上の観察はかなり大雑把なものである。そ
の点をどのように科学的にするのかは §6で改めて議論したい。しかしながら、結果的には
Bethe仮説方程式の “物理的な解”は rigged configurationsと一対一に対応するであろうと考
えている。その際 riggingは各ストリングの実部の位置を表すこととなる。

N = 12の場合の実例 艤装配位とBethe仮説方程式の根の対応について具体的な状況を見
るために長さN = 12で ℓ = 5の場合の例を考えてみよう。これらは次節で述べる「物理的
特異解」となっている（実は以下の 5つの解でN = 12、ℓ = 5の場合の物理的特異解を全て
尽くしている—詳細は [Sa15, Appendix B]参照）。この場合のBethe仮説方程式(

λk +
i
2

λk − i
2

)12

=
5∏

j=1
j ̸=k

λk − λj + i

λk − λj − i
, (k = 1, · · · , 5)

において λ1 = 0, λ2 = i/2, λ3 = −i/2となる解を求めると、重根となる場合を除いて λ4お
よび λ5は以下の 5次方程式

5120ξ5 + 11520ξ4 − 4992ξ3 − 9312ξ2 + 2020ξ − 55 = 0 (6)

の五つの実数解から λ4 =
√
ξおよび λ5 = −

√
ξとして得られる。方程式 (6)は、少なくとも

Mathematicaでは厳密解が求められず、数値解としては

ξ1 = −2.29679, ξ2 = −0.999662, ξ3 = 0.0320332, ξ4 = 0.173735, ξ5 = 0.840679

が得られ、それぞれの平方根は±1.51551i, ±0.999831i, ±0.178978, ±0.416816, ±0.916886
となる。こうして得られる五つの解を複素平面上に図示すると図 1のようになる。黄色の
ドットが λ4および λ5を表す。対応する艤装配位は順に以下の通り（riggingsは §6で説明す
る方法で決定した）。

2
8

1
4

2
4

1
2

2
4
4
4

1
2
2
2

2
4
4
4

1
3
2
1

2
4
4
4

1
4
2
0

こうしてみると方程式 (6)の根が実に絶妙な位置に存在していることが分かる。
なお文献 [KS15]の補助ファイルとしてN = 12の Bethe仮説方程式の根を複素平面上に
プロットしたものが多数含まれているのでご利用頂きたい。
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図 1: N = 12, ℓ = 5の物理的特異解

5 Bethe仮説方程式の特異解
更に進んで Bethe仮説方程式の解を解析しようとすると、いわゆる特異解の問題を避け
て通ることはできない。今までの議論をおさらいすると、我々に関心のある Schrödinger方
程式とは固有値問題のことであり、ここまでに構成した固有ベクトルについてエネルギー
固有値を計算すると、結局以下のような解を得たことになる（本質的にはBethe [B]による
結果）。

HNΨN(λ1, . . . , λℓ) = Eλ1,...,λℓΨN(λ1, . . . , λℓ),

Eλ1,...,λℓ := −
J

2

ℓ∑
j=1

1

λ2j +
1
4

.

さてこの結果を観察すると、Bethe仮説方程式の解 {λ1, . . . , λℓ}の中に i/2または−i/2が含
まれると固有値 Eλ1,...,λℓが発散することが分かる。そこでこの様な解を特異解とよぶ。
以下ではBethe仮説方程式の解 {λ1, . . . , λℓ}が互いに相異なり、かつ i/2および−i/2を含
まないとき正則な解と呼ぶことにする。ここで厄介になるのは、正則な解のみを考えるので
は固有ベクトルが不足し（わずかN = 4の場合からこの問題が発生する）、一方Bethe仮説
方程式の互いに相異なる解を全て持ってきてしまうと固有ベクトルの数を超過してしまうこ
とである。従って特異解のうち物理的な意味づけを持つ適切な部分集合（物理的特異解と呼
ぶ）を選択する必要がある。
参考までに、Bethe仮説方程式の相異なる解の総数と物理的特異解の総数は二項係数を用
いて記述されると予想されている [KS14a]。例えば与えられた共に偶数のN および ℓに対し
て物理的特異解の総数は (N−2

2
ℓ−2
2

)
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であると予想されている（関連する情報について、[DG14]および [Sa15, Appendix B]も
参照）。
先に進む前に、一旦議論を中断して、Bethe仮説について証明はまだ出来ていないのでは
ないかと思われるが、おそらく正しいと思われる性質をまとめておくことにしよう。

• 正則な解と以下で述べる物理的特異解から構成されるBetheベクトルは 1次独立であ
ると思われる。

• Bethe仮説方程式の正則な解以外に対する Betheベクトルは 0になると思われる。例
えば 1次元以上の解も存在するが、具体例で計算すると対応する Betheベクトルは 0

になる。

• 現在の HN = (C2)⊗N の場合は Bethe仮説方程式の互いに相異なる解だけを考えれば
十分であると考えられているが、より一般の場合には重根も考察しなければならない
ことが数値計算の結果により示唆されている [HNS14]。

さて特異解の問題に戻ることにしよう。Bethe仮説法の思想に基づけば、ある条件を満た
す特異解から出発して、何らかの正則化の手続きに基づき Betheベクトルを構成できるよ
うな方法を構築することが望ましい。この様な方向の研究は、最初 Avdeevと Vladimirov

[AV]によってN = 4 の場合に提唱された（1986年）。彼らの提案した方法はその後Beisert

ら [BMSZ]によってより一般的な例に対して拡張され（2003年）、最終的にNepomechieと
Wang [NW]によって一般的な状況で計算された（2013年）。ここでは [NW]に従って最終的
な結果を紹介することとする（証明については、例えば [Sa15, Appendix A]を参照）。
一般的な特異解を {

i

2
,− i

2
, λ3, . . . , λℓ

}
(7)

と表すことにする。この特異解が以下のNepomechie–Wangの条件(
−

ℓ∏
j=3

λj +
i
2

λj − i
2

)N

= 1, (8)

を満たす場合物理的特異解とよばれ、次のような方法で対応するBetheベクトルを構成でき
る。定数 cを

c = 2iN+1

ℓ∏
j=3

λj +
3i
2

λj − i
2

. (9)

と定める。
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Nepomechie–Wangの定理� �
条件 (8)を満たす物理的特異解 (7)に対し次の極限は 0でないベクトルに収束する [NW]。

lim
ϵ→0

1

ϵN
BN

(
i

2
+ ϵ+ c ϵN

)
BN

(
− i
2
+ ϵ

)
BN(λ3) · · ·BN(λℓ)|0⟩N .

このベクトルは固有値

E i
2
,− i

2
,λ3,...,λℓ

= −J − J

2

ℓ∑
j=3

1

λ2j +
1
4

.

に対する固有ベクトルとなる [KS14b]。� �
Hao–Nepomehie–Sommese [HNS13]は Bethe仮説方程式に対する大規模な数値計算を行
い、Bethe仮説方程式の重根を含まない解の総数および正則な解と物理的特異解の総数を求
めた。その結果に基づき彼らは以下の予想を定式化した。

(HNの最高ウェイトベクトルの総数)

= (正則な解の個数) + (物理的特異解の個数).

この予想は同論文においてN = 14の場合まで数値的に確認された。この予想と、前述した
対応するBetheベクトルが一次独立であるという予想が共に証明されれば、Bethe仮説法に
よって全ての固有ベクトルが求められ、Heisenberg模型に対する Schrödinger方程式の完全
な解が得られたことになる。しかしながら、筆者の知る限り、これら二つの予想は未解決で
あると思われる。
艤装配位を用いて Bethe仮説方程式の解を解析すると、物理的特異解についてより立ち
入った情報を得ることができる。艤装配位の上にフリップ

κ : (νi, Ji) 7−→ (νi, Pνi(µ, ν)− Ji) (10)

と呼ばれる involutionを定義する（全ての riggingを対応する vacancy numberと riggingの
差に置き換える）。§6で見るように、この操作は解の上では、全ての根を (−1)倍する

{λ1, . . . , λℓ} → {−λ1, . . . ,−λℓ}

という操作に対応する。
さて、論文 [KS14a]において、Bethe仮説方程式の解を艤装配位と対応付けるとき、系の
長さN が偶数の場合の物理的特異解は以下の性質を持つ艤装配位 (ν, J)に対応する解とし
て特徴づけられる事が予想された（[Sa15, Apendix B]も参照）。

(i) フリップ不変であり、かつ

(ii) 長さ νiが偶数の行の総数が奇数である艤装配位。

すなわち該当する艤装配位を書き下して物理的特異解の大体の形を決定することができる。
長さN = 12かつ ℓ = 5の場合の例が §4に与えられている。この観察は艤装配位を使った
Bethe仮説方程式の解の解析の自然さを表す例であると考えている。
なお、上記特徴づけでは長さN が奇数の場合には一見物理的特異解が存在しないように
見えるが、数は少ないながらも散在的に物理的特異解が見出される場合がある。この点につ
いては [KS14a, §4.1]等を参照されたい。
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6 Betheの量子数
Bethe仮説方程式の解を艤装配位 (ν, J)を用いて解析すると、同じ形 νに属するいくつか
の解に正しくラベル J を割り当てる必要がある。量子力学では、固有状態に対する「良い」
ラベル（厳密な定義があるわけではない）のことを通常量子数と呼ぶ。従って個々の解に対
して rigging J という量子数を定義することが問題となる。
Heisenberg模型に対しては、Takahashiの量子数 ([T]、1971年)と呼ばれるものがあり、近
似的には大変うまく行くことで有名であった。例えば熱力学的量の導出など、物理として意
義深い帰結をもたらした。Takahashiの量子数に基づく解析は、文献ではしばしば「ストリ
ング仮説」などとして言及される。
ただしTakahashiの量子数の定義では、前提として各ストリングが厳密に

a+ bi, a+ (b− 1)i, a+ (b− 2)i, . . . , a− bi, (a ∈ R, b ∈ Z≥0/2)

という形をとると仮定している。しかしながら、具体例を検討してみれば、長さ 3以上のス
トリングであればほとんど常に各根は異なる実部を持っているし、また隣り合う根どうしの
間隔も

√
−1とは異なる値を持つ。従ってTakahashiの量子数を具体的な解について計算し

ようとすれば通常一意的には定まらないし、また数値も整数（または半整数）ではない複雑
な数となってしまう。このようないわゆるストリング仮説をめぐる問題はBethe仮説の研究
において少なからぬ混乱をもたらしたようであり、しばしばストリング仮説の破れに関する
議論を耳にしたり、場合によってはBethe仮説そのものの数学的正当性を疑うかのような見
解を耳にする事すらあった。
筆者としては、この様な混乱は、Heisenberg模型やBethe仮説そのものの欠陥によるもの
ではなく、むしろそれらは数学的に正当化されるべきものであると考えたい。そのため、以
下ではKirillov氏と共同で行った研究 [KS15]に基づき、数学的に正当化可能であると考え
られる方法で量子数を定義する提案について解説したい。
出発点としてBetheが原論文 [B]で述べている次のような考察から始めよう（詳細は [KS15,

§3]を参照）。Arctan zを実軸上のarctanx (arctan 0 = 0)を複素平面上 (i,+i∞)と (−i,−i∞)

に branch cutsを入れて一価に拡張した関数とする。そのとき関係式

log
z − i
z + i

= 2iArctan(z) + (2n+ 1)πi (n ∈ Z). (11)

が、両辺を微分することにより示される。ここで左辺の logは多価性を持ったフルバージョ
ンの対数関数である。この式を用いて Bethe仮説方程式（の右辺を左辺に移したもの）の
対数

log

(λk + i
2

λk − i
2

)N ℓ∏
j=1
j ̸=k

λk − λj − i
λk − λj + i

 , (k = 1, . . . , ℓ)

を計算してみよう。この式は Bethe仮説方程式により log 1に等しいはずであるが、ここか
ら複素平面上の位相因子に由来する整数が得られる。具体的に計算を実行してみれば、次の
ような整数 (半整数)

Jk =
N

2π

2Arctan(2λk)−
2

N

ℓ∑
j=1
j ̸=k

Arctan(λk − λj)

 (12)
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を導出することができる。この数をBetheの量子数と呼ぶことにする。不思議なことにBethe

の量子数はBetheの原論文に登場しているにもかかわらず、その後 80年以上にわたり十分
な注目を浴びてこなかったようである。
以下で例を見るようにBetheの量子数はそのままでは扱いづらい。そこで、新しい量子数
として、Sを一つのストリングとするときそれに属する各根に対するBetheの量子数の和

J(S) =
∑
η∈S

Jη (13)

を考察することが重要となる。この様に定義すると本来は “ストリング”という概念そのも
のに由来するあいまいさが存在する。例えば隣り合うストリング同士が混ざってしまって分
離できない場合などがあり、その様なあいまいさの処理方法はよく分かっていなかった。し
かしこの定義 (13)をN = 12の全ての解について詳しく検討すると、様々なタイプの不定性
に対して、そのあいまいさの処理の仕方によらず一意的な結論が得られる。これは状態空間
の次元が 212 = 4096であるからかなり非自明な例である。
重要な観察として、J(S)は極めて安定なふるまいをする。例として、N = 12、ℓ = 6で

5-stringがひとつ、1-stringがひとつ含まれるような場合を考える。対応する rigged config-

urationsは、r = 0, 1, . . . , 8に対して、次の 9つ

0
8

0
r

が存在する。以下それらの解を複素平面上にプロットしたものを掲げるが、経験則として解
は最も大きなストリングSの実部ℜ(S)によって並べると構造が分かりやすい。ここでℜ(S)
とは Sの両端の根の実部によって定義する（Vladimirovの結果 [V]より両者は一致する）。

t
t
t
t
t
t

#1
7/2

11/2

5/2

13/2

9/2

−5/2 -

6

t
t
t
t
t
t

#2
13/2

7/2

1/2

9/2

15/2

−3/2 -

6

t
t
t
t
t
t

#3
13/2

9/2

−3/2

11/2

15/2

−1/2 -

6

t
t
t
t
t
t

#4
13/2

9/2

−3/2

11/2

15/2

1/2 -

6

t
t
t
t
t
t

#5
9/2

11/2

−3/2

−11/2

−9/2

3/2 -

6

t
t
t
t
t
t

#6
−15/2

−11/2

3/2

−9/2

−13/2

−1/2 -

6

18



t
t
t
t
t
t

#7
−15/2

−11/2

3/2

−9/2

−13/2

1/2 -

6

t
t
t
t
t
t

#8
−15/2

−9/2

−1/2

−7/2

−13/2

3/2 -

6

t
t
t
t
t
t

#9
−9/2

−13/2

−5/2

−11/2

−7/2

5/2-

6

この例で分かるように個々のBetheの量子数は複雑な挙動を示す一方、(13)で定義される新し
い量子数は 5-string Sにたいしてℜ(S) > 0なら J(S) = 45/2、ℜ(S) < 0なら J(S) = −45/2
と非常に安定なふるまいをすることが分かる。
論文 [KS15]では、数値計算の結果 [GD, HNS13]に基づき、長さN = 12の場合には量子
数 J(S)によって全ての解が分類でき、対応する riggingを特定できることが確認されてい
る。この際 J(S)の具体的値まで特定できれば良いのだが、意外と複雑な挙動を示すため現
状のデータでは推定できていない。しかし与えられた νをもつ解全体を考え（もともと解全
体が完全かどうか、などといった問題を考察しているので、解の全体が手元にあることを仮
定するのは不都合ではないだろう）、その中で最大の J(S)をもつ状態を探せば、後は帰納
的に決定していくことができる。この際非自明な性質として、k-stringと l-stringとの相対
的な右左の位置関係が入れ替わるときに因子∆(k, l) = k + l − 3を J(S)に加えるまたは減
ずる必要がある様である。
今後の課題としては、まずBetheの量子数とは何なのかを理解すること、特に可能であれ
ばより内在的な定義を見つけられれば理解が進むのではないかと期待している。もちろん以
上の観察自体も、非常に非自明な例について確認されているとはいえ、証明された結果では
ないので今後様々な修正が必要となる可能性がある。
最後にストリングに関する他の話題として、ℓ = 2の場合に現れる例外的実数解（[EKS]、

1992年）と呼ばれる現象がある事に触れておこう。通常この現象は、存在するはずの 2-ス
トリングのうちいくつかが消え、その分実数解の個数が増える場合が存在する、といったよ
うに説明されることが多いようである。もう少し踏み込んで例外的実数解がどのように例外
的なのかは好奇心をそそるところであるが、[Sa15]において具体例に対して実数解全体の集
合を分析してみたところ、通常型の実数解は艤装配位の構造にきれいに従って出現し、例外
型実数解は明瞭に艤装配位の構造を破っていることを確認した。量子数も問題なく定まる。
従って例外型実数解の問題については必要以上に神経質になる事では無いのではないかとい
う感触を持っている。

7 量子群の場合の文献紹介
以上通常の Lie代数 sl2に関わる内容を紹介してきた。対称性が量子群となる場合にどの
ような現象が発生するのか興味をお持ちの読者もいらっしゃるかもしれないので、便宜のた
めにここで文献を紹介しておく。
量子群Uq(sl2)の対称性を持つ模型がPasquier–Saleur（[PS]、1990年）によって考察され
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ている。この模型のHamiltonianは

HN =
N−1∑
k=1

[
σ1
kσ

1
k+1 + σ2

kσ
2
k+1 +

1

2
(q + q−1)σ3

kσ
3
k+1

]
− 1

2
(q − q−1)

(
σ3
1 − σ3

N

)
で与えられる。q → 1とすれば今まで考察してきたHamiltonianに戻る。この場合にも代数
的Bethe仮説法が適用でき、特にBethe仮説方程式はこの場合も本質的には多項式方程式系
になる。
参考までに、次の作用素

ek =−
1

2

(
σ1
kσ

1
k+1 + σ2

kσ
2
k+1

)
− 1

4
(q + q−1)

(
σ3
kσ

3
k+1 − 1

)
+

1

4
(q − q−1)

(
σ3
k − σ3

k+1

)
を定義すると、上記Hamiltonianは

HN = −2
N−1∑
k=1

ek

と書き直すことができる。ここで作用素 ekはTemperley–Lieb代数を生成する (|j−k| > 1)。

e2k = (q + q−1)ek, ekek±1ek = ek, ekej = ejek.

最近この系のBethe仮説方程式についても数値計算が実行されており [GHNS]、表現論に
おける結果との比較がなされている。またこの場合も Bethe仮説法が適用できることが主
張されている [GN]。特に変形パラメータ qが 1の冪根となる最も興味深い場合においても
Bethe仮説法により正しく表現が構成されることが主張されている。これらの内容について
ご興味をお持ちの場合は、詳細についてはそれぞれの論文をご参照ください。

8 結晶基底との関連

8.1 はじめに

Bethe仮説法からくみ取られる数学には色々な種類がありうるであろうが、以下ではその
典型的な一例としてアフィン量子群や関連する組み合わせ論への応用について解説する。な
お以降の内容は前節までの内容とは独立して理解できるものである。
この様な方向の研究は 1986年のKerov, Kirillov, Reshetikhin [KKR, KR] による研究を嚆
矢とする。基本的な思想は以下のようにまとめられる。

Bethe仮説法 組み合わせ論的類似

Betheベクトル 結晶基底のテンソル積
Bethe仮説方程式の解 艤装配位
(艤装配位との非自明な対応)

BN 作用素の積 艤装配位写像Φ

(結晶基底のテンソル積と艤装配位の全単射)

今の所両者の間の関係は分かっていないのだが、以下で述べるように両者の間の対応関係は
非常に深くまた密接なものである。筆者の印象では、組み合わせ論的類似物と呼んでいるも
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のはBethe仮説に対する単なる簡便なモデルという段階をはるかに超えてそれ自身として実
質的な数学を含んでいると思われる。もしそうであれば、実はBethe仮説法とその組み合わ
せ論的類似物の両者を含むようなより大きな数学的枠組みが存在し、我々はその二つの相異
なる切り口を覗いていたのだった、という可能性もある。両面からの研究が今後長い時間を
かけて深化していく過程で色々と予想外の景色を見せていってくれることを期待したい。
組み合わせ論サイドの研究はその後Kashiwaraの結晶基底の理論 [K91]を巻き込んで深く
研究が進められ、また現在も活発な研究の対象となっている。個人的な研究の動機として
は、Young盤に関わる Lascoux–Schützenberger理論などに見られるようないわゆる代数的
組み合わせ論の分野に新しい研究の軸を与えたいというものであった。筆者が艤装配位の研
究を開始したころは、この課題の研究に対する風当たりが非常に強くずいぶん苦労させられ
た。経験により艤装配位の重要性を確信していたため、私が適任ではないにせよせめて他の
方にバトンを渡せるまでは旗を掲げていたいという一心で孤軍奮闘してきたような状態だっ
たと認識している。その後 10年を経て少しは事態は改善しただろうか。
以下 §8.2ではもっとも単純な場合に基本的なアイデアを解説し、その後の内容の概説と
した。引き続く節ではもう少し技術的内容にも立ち入るが、各節は概ね独立したトピックス
を扱うので、興味のあるところを拾い読みして頂くことができると思う。艤装配位の理論は
今の所何の問題もなく様々な種類の代数や表現のクラスに拡張され続けており、また今まで
の組み合わせ論の方法では到達できなかった領域にも奥深く立ち入るようになってきている
ので、代数的組み合わせ論の一つの大きな枠組みとなる可能性は十分あると考えている。何
より艤装配位自身に数学的意味があることも分かっているので、今後の進展を期待している
ところである。

8.2 概要：A(1)
1 型ベクトル表現の場合

以下アフィン Lie代数の種類や関連する Cartanデータ等はKac [K90]の記号法に従って
表記することにする。理論の大まかな雰囲気を知るために前節までで扱った sl2の 2次元表
現のテンソル積と同じ設定で様子を見てみよう。この場合は様々な異なる方法で解析するこ
とができるため文献もいろいろと存在するが13、その点についての詳細は筆者による別の解
説 [Sa12a, Sa12b]等を参照していただく事にして、ここでは以降の節で述べる結果の概観を
与えることに専念することにする。

艤装配位写像 この設定において、登場人物の片方である艤装配位は §4で導入したものと
一致する（12ページ）。そこで関連する記号や用語はそちらで定義したものをそのまま流用
することにしよう。一方、Betheベクトルの類似は結晶基底のテンソル積となる。Br,sを縦
r、横 sの長方形型Young準標準盤14で各ます目にはA

(1)
n の場合文字 1, 2, . . . , n+1 のいずれ

かを書き込んだ物の全体としよう。現在の場合、2次元表現は二つのベクトル 1 , 2 ∈ B1,1

で表され、それらの間にChevalley作用素の類似物（柏原作用素と呼ばれる）が以下のよう
に作用する：

f̃ : 1 7−→ 2 , f̃ : 2 7−→ 0, ẽ : 2 7−→ 1 , ẽ : 1 7−→ 0.

13一つだけ有名な例を挙げておくと、Tokihiroグループによって箱玉系の初期値問題の解析 [MIT]に用いら
れた “10-elimination”という手法は以下に述べる艤装配位による方法と同値であることが知られている [KS09]。

14semi-standard tableau: Young図のます目に縦方向には真に増加、横方向には非減少に増加するよう数字
を書き込んだもの。
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これらの元のテンソル積を考えることもできて、その上での柏原作用素は簡明な作用を持つ
（詳細は [KN]を参照）。こうして得られるテンソル積（物としては数字 1と 2の列）を path

と呼ぶことにしよう。その時艤装配位写像15Φ

Φ : path 7−→ rigged configurations

が次のようにして定義される。
pathが最高ウェイトベクトルである時、結果としてできる艤装配位は §4で述べた条件、
つまり Pνi(µ, ν) ≥ 0かつ 0 ≤ Ji ≤ Pνi(µ, ν) が成り立っているが、一般の pathの場合は
Pνi(µ, ν) ≤ 0または Ji ≤ 0となることも可能である。例えば、与えられた pathが

b = 1⊗ 2⊗ 2⊗ 1⊗ 2⊗ 2⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 2⊗ 2⊗ 1⊗ 1⊗ 2 ∈ (B1,1)⊗14

である場合、対応する艤装配位は

Φ(b) =

6
6
2
0

1
6
1
−2

となる。しかしいつでも Ji ≤ Pνi(µ, ν)は成り立っており、riggingが許される最大値を持つ
場合、つまり Ji = Pνi(µ, ν)である時、ストリング (νi, Ji)は特異であるという。
さて現在の設定での艤装配位写像 Φは次のようなアルゴリズムで与えられる。出発点と
なる艤装配位は空集合であるとする。以下艤装配位には必ず (0, 0)という特異なストリング
が含まれていると考えると記述が簡明になるので、そのように仮定しよう（一般性は失われ
ない）。path bの文字 2の位置を左端から数えて k1, k2, . . .番目とするとき、順に以下の手続
きを繰り返して再帰的に艤装配位を成長させていく。

1. 位置 kj−1まで行った結果、途中段階の艤装配位 (η, I)が得られたとする。

2. 次の位置 kjに対して以下の操作を行う。まず (η, I)を長さ kj − 1の状態に対する艤装
配位と考え、vacancy number Pηi(1

kj−1, η)を全ての行に対し計算し、ηの特異なスト
リングを全て特定する。

3. 最も長い特異なストリングから任意に一つ選び、その行の長さを 1増やす16。こうし
て得られた新しいヤング図を η′を書く。

4. 新しい rigging I ′を以下のように定める。η → η′において変化しなかった行に対応する
成分は変化させない。一方 η → η′において変化した行を η′iとする時、対応する rigging

I ′iは (η′i, I
′
i)が特異なストリングとなるように I ′i = Pη′i(1

kj , η′)と定める。

5. 以上の手続きを全てのkjについて行い最終的に得られる結果を (ν, J)とするときΦ(b) =

(ν, J)と定める。
15この写像をKerov–Kirillov–Reshetikhin写像等々と研究者の名前をつけて呼ぶこともある。しかし理論の
主要な創設者であるKirillov氏自身はこの写像に人名をつけて呼ぶことに強く反対しておられ、様々な場所で
そのように述べておられる。まことに尤もなお考えだと思うので、2008年に初めて共同研究をさせて頂いた
機会に相談の上、艤装配位全単射（rigged configuration bijection）という中立的な名称を提唱している。大
方のご賛同を頂ければ幸いである。

16考えている艤装配位に (0, 0)以外の特異なストリングが存在しない場合には、ストリング (0, 0)を変化さ
せて長さ 1のストリングが生成されると考える
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計算例は次項であたえる。なお以上の手続きを逆にすると逆写像Φ−1が得られる。
艤装配位写像のMathematicaによるプログラム例が

https://sites.google.com/site/affinecrystal/rigged-configurations

にあるのでご利用いただきたい（コード自体はより一般的にD
(1)
n 型の場合も含んでいる）。

箱玉系 量子群に関する最も重要な対象の一つは R行列と呼ばれ、表現のテンソル積の
左右を入れ替える非自明な同型写像である。その結晶基底における類似物である同型写像
R : B ⊗ B′ 7→ B′ ⊗ Bを組み合わせR行列と呼ぶ。Drinfeldの普遍R行列の理論なども存
在するが、結晶基底の場合でも組み合わせR行列を具体的に求めるのは非常に難しい。§8.3
や §8.7 で述べる様にこのような問題に艤装配位は強力な手段を提供する。
ただし現在の設定では以下のように簡単な表示を持つ。B1,kの元は長さ kの文字 1と 2に
よる準標準盤であり、(a, b)で文字 1が a個、文字 2が b個含まれる元を表すとすれば、組み
合わせR行列

R : (a, b)⊗ (c, d) 7−→ (c′, d′)⊗ (a′, b′)

は具体的に

a′ = a+min(b, c)−min(a, d)

b′ = b−min(b, c) + min(a, d)

c′ = c−min(b, c) + min(a, d)

d′ = d+min(b, c)−min(a, d)

と表示される。
箱玉系は ul = (l, 0)なる特別な元と、与えられた path b = b1⊗ · · · ⊗ bLに対して時間発展

Tlを次のように定義することにより与えられる力学系である。まず左側から繰り返しR行
列を作用させて

ul ⊗ b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL
R−→ b′1 ⊗ u

(1)
l ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL

R−→ b′1 ⊗ b′2 ⊗ u
(2)
l ⊗ · · · ⊗ bL

R−→ · · · R−→ b′1 ⊗ b′2 ⊗ · · · ⊗ b′L ⊗ u
(L)
l (14)

としたときに

Tl(b) := b′1 ⊗ b′2 ⊗ · · · ⊗ b′L

と時間発展を定める。すなわち

R : ul ⊗ b 7−→ Tl(b)⊗ u(L)l (15)

となる。結晶基底の場合のYang–Baxter関係式により Tlどうしは可換な時間発展の族を成
すので、箱玉系は量子可積分系である。箱玉系の研究は数学上の進展を結果としてもたらし
たので17、その意味で意義のある研究であると考えている。

17艤装配位写像の研究は当初ある組み合わせ論的恒等式の証明を主な目的として研究が進められていたが、
その後他の方法でも当該恒等式を証明することが可能であることが分かった。しかし箱玉系の研究という観点
からは艤装配位写像のようなより深い理論を避けて通ることはできず、結果として艤装配位の研究を継続する
こととなった。実は研究の動機となったばかりではなく、艤装配位の数学的構造には箱玉系が本質的に関わっ
ていることが分かっている（33ページ参照）。
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非常に簡単な例を見てみよう。path b ∈ (B1,1)⊗Lは文字 1と 2の列とみなせるのでテンソ
ル積の記号を略記すると以下のような時間発展を考えることができる。

t = 0 : 22211112111111

t = 1 : 11122211211111

t = 2 : 11111122122111

t = 3 : 11111111211222

ここで時刻 tにおける状態とは (T3)
t(b)を表す。文字 2の塊はソリトン系における孤立波と

みなすことができ、箱玉系はソリトン系となっている。具体的には、文字 2の長さ kの塊は
他の孤立派の影響のない状況では速度 kで自由伝搬し、他の孤立派と衝突すると非自明な相
互作用ののち、元の孤立派が再現する（ただし位置には位相差と呼ばれる変化が生じる）。
さて各時刻に対する艤装配位を計算してみよう。前項におけるアルゴリズムの定義を参考に
計算すると、t = 0の場合文字 2の位置 kjは 1, 2, 3, 8であり、写像Φの計算は以下の通り。

∅ 1−→ −1 2−→ −2 3−→ −3 8−→ −3
4

一方 t = 2の場合は以下のようになる。

∅ 7−→ 5
8−→ 4

10−→ 4
6

11−→ 3
6

各 tに対する計算をまとめると以下のような結果となる。

Φ(T t∞(b)) = −3 + 3t
4 + t

Young図の形は時間によって変化せず、各 νiは孤立波の長さに対応していることが分かる。
また riggingsは対応する νiの長さに比例して νitと変化することが分かる18。
もう一つ大きめの例を見てみよう。先ほども見た (B1)⊗27での箱玉系の例:

t = 0 : 122122111221121111111111111

t = 1 : 111211222112212111111111111

t = 2 : 111121111221121222111111111

t = 3 : 111112111112212111222111111

t = 4 : 111111211111121221111222111

t = 5 : 111111121111112112211111222

各時刻に対応する艤装配位:

Φ(T t∞(b)) =

1 + t
6 + t

1 + 2t
−2 + 3t

この場合も長さ νiの孤立波を表すストリングの riggingが νitのように変化することが見て
取れる。実はBethe仮説方程式の解に現れるストリングも、対応するBetheベクトルで下向
きスピンの塊（マグノンと呼ばれる）に対応すると考えられているので、これもBethe仮説
とその組み合わせ論的類似の間に存在する非常に深い関係の一端を表しているといえよう。
§8.3で述べるように、一般に箱玉系の時間発展に対して艤装配位のYoung図は保存量（作
用変数）を与え、riggingは線形に時間発展する（角変数）。すなわち艤装配位自身が明瞭な
数学的意味を持つことを保証している。同じく §8.3で述べるように、この結果は艤装配位
を結晶基底の言葉で理解するための鍵を与える。その様な結果は、例えば §8.6で述べるよ
うな艤装配位写像の Loop Schur関数による表示の導出などに応用されている。

18一般の時間発展 Tlに対しては riggingはmin(νi, l)tと変化する。よってmaxi νi ≤ lなら Tl = T∞となる。
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周期系 箱玉系には周期境界条件を課したバージョンも存在する。周期系の結果は、今の所
A

(1)
1 型ベクトル表現の場合でのみ完成しているのでここで触れておくことにする。本項の内
容は以降は登場しないので、ここでは文献についてもある程度触れておくことにする。
箱玉系の周期版はそれ以前から知られていたが [YT]、ここでは [KTT]による結晶基底を
用いた定式化を紹介する。path b ∈ (B1,1)⊗Lで、文字 2の個数がL/2以下のものを考える。
bに周期境界条件を課すと、元来は円周状のものが得られるが、適当に切り口を入れて直線
状の通常の pathとして取り扱う。切り口としては、便宜上 bが最高ウェイト条件を満たす
ものを考えよう。このとき、定義 (15)にならって書くと次のような性質がある。

R : ul ⊗ b 7−→ Tl(b)⊗ v, R : v ⊗ b 7−→ T l(b)⊗ v.

すなわち左側の同型で得られた vを用いると、右側の様に周期境界条件と適合する時間発展
が定義できる。そこで T lを周期箱玉系の定義とするのである。この場合も量子可積分系と
なっていることが分かる。周期箱玉系のデモンストレーションが

http://demonstrations.wolfram.com/PeriodicBoxBallSystem

にあるのでご参照頂きたい。
直線状の箱玉系の時と同様にこの場合も艤装配位上でYoung図が作用変数、riggingが角
変数となることは同様である（riggingは適当な同値関係で割る必要がある）。興味深い問題
として、艤装配位上で線形に時間発展させた後に結晶基底のテンソル積（文字 1と 2の並び）
を与える解析的表示式を求める問題を考えよう [KS06]。通常の多変数テータ関数の超離散
極限19（トロピカル極限）からスタートしよう。

Θ(z) = lim
ϵ→+0

ϵ log

(∑
n∈Zg

exp
(
−
tnAn/2 + tnz

ϵ

))
= −min

n∈Zg
{tnAn/2 + tnz}.

(16)

ここで簡単のため艤装配位のYoung図が

ν = {i1 < i2 · · · < ig} (17)

という形をしていたと仮定しよう。そのとき各 ikを添え字とする行列Aを

Ai,j = δi,jpi + 2min(i, j), (18)

と定める（ここで pi = Pi(1
L, ν)と書いた）。(17)に対する riggingsが J1, . . . , Jgである時ベ

クトル J = (J1, . . . , Jg)と定める。またベクトル hl = (min(i, l))i∈ν と p = (pi)i∈ν を定める
とき、path bの k番目の要素 bkに含まれる文字 2の個数 x(k)は

x(k) = Θ
(
J− p

2
− kh1

)
−Θ

(
J− p

2
− (k−1)h1

)
−Θ

(
J− p

2
− kh1 + h∞

)
+Θ

(
J− p

2
− (k−1)h1 + h∞

) (19)

19正整数係数の有理関数の場合なら形式的に × 7→ +、/ 7→ −、+ 7→ minと置き換えればよい。超離散化さ
れた有理関数は入力も整数、出力も整数のデジタルな世界となる。43ページも参照。

25

http://demonstrations.wolfram.com/PeriodicBoxBallSystem


と表される20。この表示では、周期境界条件に由来する riggingの同値関係による商は自動
的に満たされる。よって単純に J 7→ J+ hlとするだけで周期箱玉系の時間発展 T lが実現さ
れる。この結果はDubrovin, Matveev, Novikov21による有名な結果 [DMN]（KdV方程式の
周期解のタウ関数が多変数テータ関数となり解はその対数の 2階微分となること、1976年）
の完全な離散化が達成されたことを意味している。

超離散極限について 連続的な関数の世界になじみが深い方々にとっては超離散極限（また
はトロピカル極限）を取った後の世界は連続的な世界のおもちゃのように感じられてしまう
事がしばしばあるようである。確かに例えば多項式であれば超離散化すると係数の情報がす
べて吹き飛んでしまうし、一見実に情報不足な世界に見えてしまうのもうなずける。その様
な方々のために、超離散化されることによって初めて生じる新しい性質も確かに存在すると
いうことを紹介しよう。ここでは例として超離散化によって新たに粒子性を獲得するような
状況を見てみよう。以下の例が実際に数学的に重要であるのか、という問題はさておき、少
なくとも離散化された世界が連続的な世界に従属する存在ではなく、それ自身独立した固有
の世界であることをお示ししたいと思う。
ここで紹介するのはBox-Basket-Ball系 [LPS1]（略してBBB系）と呼ばれるソリトン
系である（解説 [Sa12a]も参照）。その後Yura [Y13]によりソリトン理論の観点から研究が
進められ、他の既知の系との相違点も検討された。箱玉系における状態 (a, b)を拡張して状
態 (a, b, c) ∈ (Z≥0)

3 を考える。組み合わせR行列の代わりにwhurl関係式

R : (a, b, c)⊗ (d, e, f) 7→ (d′, e′, f ′)⊗ (a′, b′, c′)

を考え、ul = (l, 0, 0)から出発して箱玉系の場合 (15)と同様に時間発展Tlを定義するとBBB

系が定義され、量子可積分系となる。ここでwhurl関係式とは、具体的には

a′ = a−min(a+ b, a+ c, b+ f) + min(e+ c, d+ c, d+ b)

b′ = b−min(a+ b, a+ c, b+ f) + min(a+ e, d+ f, e+ f)

c′ = c−min(e+ c, d+ c, d+ b) + min(a+ e, d+ f, e+ f)

d′ = d+min(a+ b, a+ c, b+ f)−min(e+ c, d+ c, d+ b)

e′ = e+min(a+ b, a+ c, b+ f)−min(a+ e, d+ f, e+ f)

f ′ = f +min(e+ c, d+ c, d+ b)−min(a+ e, d+ f, e+ f)

で与えられる変換である。この様な変換を与えるような有理関数を構成することは容易であ
り、かつ多数構成することができるが、BBB系ではそのような連続的な世界には見られな
い以下のような粒子的性質が存在する。

20 証明は周期境界条件を課さない一般の bに対して、艤装配位 (ν, J) = (νi, Ji)
g
i=1（ここで νi, i = 1, 2, . . .

は重複も許す）から

x(k) = τ0(k)− τ0(k − 1)− τ1(k) + τ1(k − 1),

τr(k) = − min
n∈{0,1}g


g∑
i=1

(Ji + rνi − k)ni +

g∑
i,j=1

min(νi, νj)ninj

 (r = 0, 1),

という式で求まることを用いる。ここで n = (n1, n2, · · · , ng)。詳細は §8.5を参照。
21Sergei Petrovich Novikov (b. 1938). 初期のトポロジーにおける重要な研究ののち数理物理学において多大
な功績を残している。1970年フィールズ賞受賞。
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図 2: BBB系の時間発展の例.

状態 (a, b, c)の各成分について、aを空きスペースの数、bはバスケットの数、cはボール
の数と解釈する。最初に容量 1の箱を直線状に並べ、箱の上にはバスケットをいくらでも重
ねることができ、一方箱とバスケットにはそれぞれ 1つずつボールを入れられると考える
（そうすると条件 a + c = b + 1を課すことになる）。そのときwhurl関係式から定まる時間
発展 T∞は次のようにして粒子的に記述することができる。

時間発展の手順：バスケットのうち空のものを全て一つ右の箱の上に移し、それ
以外のものはそのままにしておく。次に玉を左側から順に見ていって、それぞれ
の玉より右側にある空箱または空きバスケットのうち最も左側のものに順に移
していく。ただし既に動かした玉にはそれ以上触れない。

この手順はバスケットが一つもない場合は前述の箱玉系の時間発展 T∞と一致する事を注意
しておく（箱玉系では文字 1を空き箱、文字 2をボールが一つ入った箱と解釈する）。簡単
な例を図 2に挙げておこう。物理の用語でまとめておくと、ボールは一つの場所に一つしか
入ることのできない Fermi粒子、バスケットは一つの場所にいくらでも入るBose粒子（こ
の二種類が自然界に存在する量子力学的粒子の大分類を与える）であり両者の間にはボール
がバスケットに入るという形で非自明な相互作用を持つ。この様にして定義されるBBB系
はソリトン系となっている（どのような孤立波が存在するかは解説 [Sa12a]参照）。以上の
様な性質はwhurl関係式から見て全く非自明な結果であることを指摘しておく。
まとめると、粒子とは本質的に離散的で無くてはならないので、超離散化された世界（デ
ジタルな世界）には連続な世界には存在しない性質が存在することについてはご理解いただ
けたのではないかと思う。逆に超離散的な世界から出発して連続的な類似物を構成しようと
すると、同一の関係式から無数の対応する連続関数を構成できてしまう。その様な中からど
のような基準でもって数学的に正当性を持った関数を選び出すのかは今の所はっきりとした
指針がある様には感じられないし、そもそも連続な世界での類似物が超離散的な世界で持っ
ていたのと匹敵するような顕著な興味深い性質を持っているのかも非自明な問題であろう。
筆者としては結晶基底自体も超離散化された世界で最も自然に認識できる対象なのではない
かと思っているのだが、連続な世界で類似物を構成するために多大な労力を払っている方々
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が多くいらっしゃるので、研究の成果を見守っているところである。

8.3 A
(1)
n 型艤装配位

A
(1)
n 型の結晶基底 (Kirillov–Reshetikhin crystal)のテンソル積に対応する艤装配位につい

て述べる。その様な写像はKerov–Kirillov–Reshetikhin（[KKR, KR]、1986年）によって先駆
的な研究が行われ、最終的にKirillov–Schilling–Shimozono（[KSS]、1999年）によってA

(1)
n

型一般の場合に確立された（[K01]も参照）。

クリスタルBr,s A
(1)
n 型の場合KRクリスタルBr,sとは、集合としては文字 1, 2, . . . , n + 1

による縦 r横 sの長方形型Young準標準盤であった。テンソル積Br,s ⊗Br′,s′が自然に定義
され、代数構造も簡明に入る。具体的な形は a ̸= 0に対する ẽa, f̃aについては [KN]を、ẽ0, f̃0
については [Sh98]をそれぞれ参照。
テンソル積

⊗L
k=1B

rk,sk = Br1,s1⊗· · ·⊗BrL,sL の元をpathとよぶ。pathの形状からYoung

図 µ(a)（a = 0, . . . , n− 1）を以下のように定める。すなわち
⊗L

k=1B
rk,skの中にBa+1,lがm

個含まれる場合、Young図 µ(a)に長さ lの行がm本存在する。
艤装配位写像Φは全単射

Φ : path 7−→ rigged configuration

を与えるが、そのアルゴリズムの定義は次節 §8.4に回すことにする。

最高ウェイトベクトルに対する艤装配位 前項で定義したYoung図 µ(a)（a = 0, . . . , n− 1）
とYoung図 ν(a)（a = 1, . . . , n）の各行 ν

(a)
i に整数 J

(a)
i を付け加えた以下のような対象を考

える（以下 µの部分は適宜略記する）。

(ν, J) =
(
µ(0), . . . , µ(n−1), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
. (20)

Young図 ηに対しQl(η)をYoung図 ηの左側 l列分に含まれるます目の総数としよう。(ν, J)

に対し vacancy numberを以下の通り定義する：

P
(a)
l (µ, ν) = Ql(µ

(a−1)) +Ql(ν
(a−1))− 2Ql(ν

(a)) +Ql(ν
(a+1)). (21)

Bethe仮説での性質に基づき、組 (ν
(a)
i , J

(a)
i )をストリングと呼び、ν(a)i をその長さと呼ぼう。

その時 (ν, J)が最高ウェイトベクトルに対する艤装配位であるとは以下の条件を満たす場
合である。

• 全ての ν
(a)
i に対し P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν) ≥ 0。

• 全ての J
(a)
i が 0 ≤ J

(a)
i ≤ P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)を満たす。

ν(a)の事を configuration、J (a)
i の事を riggingと呼ぶ。riggingが許される最大値を持つと

き、そなわち J
(a)
i = P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)であるとき、特異なストリングと呼ぶ。
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一般の艤装配位 本項目の内容はやや技術的であり、飛ばしてそのまま先に進んでいただい
ても問題はありません。組み合わせR行列に関する話題は次項で、また箱玉系に関する基
本的結果は 32ページから始まります。
他の一般の艤装配位は Schilling [Sc06]にならって艤装配位上に柏原作用素を定義するこ
とによって得られる。用語としてストリング (ν

(a)
i , J

(a)
i )の coriggingとは

P
(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)− J (a)
i

の事を表す。以下 (ν(a), J (a))に (0, 0)という特異なストリングを付け加えておくと記述が簡
明になる。xℓを (ν(a), J (a))の最小の riggingとする。今の規約より xℓ ≤ 0となる。

(1) もし xℓ = 0ならば ẽa(ν, J) = 0と定める。一方 xℓ < 0ならば (ν(a), J (a))のストリング
で riggingが xℓであるようなもののうち長さが最小のものの長さを ℓとする。その時
ẽa(ν, J)はストリング (ℓ, xℓ)を (ℓ−1, xℓ+1)に変化させ、他の riggingを元の corigging

を保つように変化させる。

(2) (ν(a), J (a))のストリングで riggingが xℓであるようなもののうち長さが最大のものの
長さを ℓとする。そのとき f̃a(ν, J)はストリング (ℓ, xℓ)を (ℓ + 1, xℓ − 1)に置き換え、
他の riggingを元の coriggingを保つように変化させる。その結果 riggingが対応する
vacancy numberより真に大きなものが存在する場合 f̃a(ν, J) = 0と定める。

f̃aの定義において、(ν(a), J (a))の riggingが全て 0より大きかった場合には、(0, 0)というス
トリングに f̃aが作用してストリング (1,−1)が生成されることになることに注意。例えば
(B1,1)⊗8の元（つまり µ(0) = (18)となる）

b = 1 ⊗ 1 ⊗ 2 ⊗ 1 ⊗ 1 ⊗ 3 ⊗ 2 ⊗ 1

を考えΦ(b)に f̃1を順に作用させていくと以下のようになる。

5
3

1
2 0 0

f̃1−→
3
3
1

−1
−1
0 1 1

f̃1−→
3
−1
−1

−1
−2
−2 1 1

f̃1−→
3
−1
−3

−1
−2
−3 1 1

もう一度 f̃1 を作用させると 0となる。ここで艤装配位の表示として、左から (ν(1), J (1))、
(ν(2), J (2))を書き、ν(a)の右側に riggingを、左側に vacancy numberを書いた。
この様にして定義される柏原作用素がクリスタルの定義を満たすことは最初 [Sc06]によっ
て証明されたが、Stembridgeの結果に依存した証明であったためそのまま拡張することは
できない証明法であった。その点は [Sa14]において一般性のある方法に改められ、その後の
艤装配位におけるクリスタル構造の導入において標準的な方法となった22。
重要な性質として艤装配位写像Φは柏原作用素を保つこと

[ẽa,Φ] = [f̃a,Φ] = 0 (22)

が知られている [DS, Sa14]。写像 Φが複雑なため極めて非自明な結果である。後でD
(1)
n 型

の場合にもふれるが、これらの性質は代数や表現の種類によらず非常に広い範囲で確認され
ており、艤装配位の著しい自然さを表す例となっている。

22例えば結晶構造の公理に現れる εaという関数は [Sa14]において艤装配位上に導入され、その後 B(∞)ク
リスタルの構造を艤装配位に導入するときに本質的であった [SalScr14]。
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組み合わせR行列とエネルギー関数 この項目と引き続く計算例もアルゴリズムの詳細に
興味のない方は細部は軽く流して「箱玉系の逆散乱形式」の項（32ページ）に進んでいた
だいて構いません。
組み合わせR行列とは表現の左右を入れ替える同型写像R : Br,s ⊗ Br′,s′ → Br′,s′ ⊗ Br,s

の事であった（以下
R≃とも記述する）。クリスタルBのアフィン化を

Aff(B) = {b[d] | b ∈ B, d ∈ Z} (23)

と定義する。組み合わせR行列により元 b⊗ b′ ∈ Br,s ⊗Br′,s′が b̃′ ⊗ b̃ ∈ Br′,s′ ⊗Br,sに写さ
れるとき、Aff(B)の上でのR行列を

b[d]⊗ b′[d′] R≃ b̃′[d′ −H(b⊗ b′)]⊗ b̃[d+H(b⊗ b′)] (24)

で定める。ここでエネルギー関数H : B ⊗ B′ → Zとは、(24)で定まるR行列がAff(B) ⊗
Aff(B′)⊗ Aff(B′′) 上でYang–Baxter関係式

(R⊗ 1)(1⊗R)(R⊗ 1) = (1⊗R)(R⊗ 1)(1⊗R) (25)

を満たすように定義されたものである [(KMN)2]。
組み合わせR行列は一般には極めて非自明な写像であるが、A(1)

n 型の場合は既存の代数
的組み合わせ論の成果を使用して以下のように具体的に記述することができる23。
Young盤の各行が上から順に y1, y2, . . . , yrであったとしよう。その時各行から得られる数
列を並べて、Y の row wordを row(Y ) = yryr−1 . . . y1と定義しよう。また x = (x1, x2, . . .)

と y = (y1, y2, . . .)を二つの分割とするとき、xと yの連結を (x1 + y1, x2 + y2, . . .)と表す。
Y ← aで Young盤に文字 aを Schensted–Knuth24[K70]の row insertion25することを表し、
更に Y ← ab = (Y ← a)← b等と書くしよう。

定理 [Sh98]� �
元 b⊗ b′ ∈ Br,s ⊗Br′,s′と b̃′ ⊗ b̃ ∈ Br′,s′ ⊗Br,s が組み合わせR行列によって

b⊗ b′ R≃ b̃′ ⊗ b̃ (26)

となることと

(b′ ← row(b)) = (b̃← row(b̃′)) (27)

となることは同値。更にH(b⊗ b′)の値は (b′ ← row(b))のます目のうち分割 (sr)と (s′r
′
)

を連結したものの外側に存在するます目の個数で与えられる。� �
従って (b′ ← row(b))の情報から b̃と b̃′ を見つけるアルゴリズムを記述すればよいこと
になる。Young図 Y とその（左上部分の）部分集合である Young図 Y ′から作られる集合
θ = Y \ Y ′のます目の総数が rであり、かつ θには同じ行に 2つ以上のます目が存在しない
とき、θは vertical r-stripと呼ばれる。

23アフィン柏原作用素 ẽ0 や f̃0 では jeu de taquinと呼ばれるアルゴリズムを使用したりと、A型 KRクリ
スタルの理論は代数的組み合わせ論の成果が総動員という感じである

24Donald Ervin Knuth (b. 1938). LATEXでも日々お世話になっている数学者。
25Y ← aとは行 y1の文字で aより真に大きな文字のうち最も左のもの（文字 x1としよう）と aを交換し、
そうして得られる x1 を用いて第二行 y2 で同様の操作を行い、以下同様の操作をどこかで行 yk 中に xk−1 よ
り大きな文字が存在しなくなるまで繰り返す。その時 yk の右に xk−1 を付け加えて終了する。
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Young盤 Y = (b′ ← row(b))の左上部分の長方形 (sr)型の部分集合を Y ′とする。集合
θ = Y \Y ′の文字に以下のようにして番号 1, 2, . . . , r′s′を振る。θ1を θの中でなるべく上方か
つ右側に取った vertical r′-stripとする。その時 θ1のます目に対し下から順に番号 1, 2, . . . , r′

を振る。次に θ \ θ1に対して同様に vertical r′-strip θ2をとり、同様に番号 r′ + 1, . . . , 2r′を
ふる。同様にして帰納的に θの全てのます目に番号を振っていく。
さて θに振られた番号の順に row insertionの逆を行う。番号 1が振られた文字に対して

row insertionの逆を行ってYoung盤から放出される文字を u1とし、Y1を (Y1 ← u1) = Y と
なるようなYoung盤とする。次にYoung盤 Y1で番号 2が振られていたます目にある文字か
ら row insertionの逆を行って文字 u2とYoung盤 Y2を得る。同様にして帰納的に文字 ur′s′

とYoung盤 Yr′s′まで得る。最終的に

b̃′ = (∅ ← ur′s′ur′s′−1 · · ·u1), b̃ = Yr′s′ (28)

が答えとなる。

例 以上のアルゴリズムの計算例として次のテンソル積を考える。

b⊗ b′ = 1 1
2 4

⊗
3 4
4 5
5 6

∈ B2,2 ⊗B3,2.

bの row wordは row(b) = 2411なので

 3 4
4 5
5 6

← 2411

 =

1 1 43
2 4
36 52
45 61
54

を得る。ここで数字につけた添え字は row insertionの逆を行う順番を示す。最初に文字 61
から出発すると

1 4 4
2 5
3 6
4
5

← 1

 =

1 1 4
2 4
3 5
4 6
5

, 従って, Y1 =

1 4 43
2 5
36 62
45
54

, u1 = 1.

次に Y1のます目 62から同様に計算する。最後まで繰り返すと u6u5 · · ·u1 = 321541および

Y6 =
4 4
5 6

を得る。(∅ ← 321541) =
1 1
2 4
3 5

なので、結局

1 1
2 4

⊗
3 4
4 5
5 6

≃
1 1
2 4
3 5

⊗ 4 4
5 6

, H

 1 1
2 4

⊗
3 4
4 5
5 6

 = 3.

ここでエネルギー関数は bと b′を連結した から求めた。
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箱玉系の逆散乱形式 ẽ0を除くAn部分に対するBa,lの最高ウェイト元を ua,lで表す。具体
的に ua,lをYoung準標準盤として表すと、1行目は全て文字 1、2行目は全て文字 2、等々と
なる。一般のテンソル積 b ∈

⊗L
k=1B

rk,skと ua,lから出発して 23ページの定義 (15)と同様に
して箱玉系の時間発展作用素 T a,lが定義される [HHIKTT, FOY]。箱玉系は量子可積分系で
あり [FOY]、またソリトン系としてふるまうことも観察されている（箱玉系として最も基本
的な rk = 1の場合は [Sa06]で一般的な状況で示されている）。
基本的な事実として、艤装配位写像を用いると、箱玉系の作用角変数の完全な系が得られ
る。より正確には：
定理 [KOSTY]� �
与えられた path bに必要ならば右側に ua,1を十分付け加えて、ua,l ⊗ b R≃ T a,l(b) ⊗ ua,l

となるようにしよう。その時 bに対する艤装配位が

Φ(b) =
(
(ν(1), J (1)), . . . , (ν(a), J (a)), . . . , (ν(n), J (n))

)
であれば、時間発展した pathに対する艤装配位は

Φ
(
T a,l(b)

)
=
(
(ν(1), J (1)), . . . ,

(
ν
(a)
i , J

(a)
i +min(ν

(a)
i , l)

)
i
, . . . , (ν(n), J (n))

)
(29)

となる。すなわちYoung図 ν(1), . . . , ν(n)は運動の保存量（作用変数）であり、rigging J (a)

のみが線形に変化する（角変数）。� �
この事実を箱玉系の逆散乱形式と呼んでいる26。例は 39ページ参照。なおこの結果より
l ≥ maxi ν

(a)
i ならば T a,l = T a,l+1 = · · · =: T a,∞となる。特に T 1,∞ = T∞と書く。

この定理の本質は、下記の艤装配位の理論において最も深い定理の一つである。

定理 [KSS]（A(1)
n 型艤装配位のR不変性）� �

任意のA
(1)
n 型KRクリスタルのテンソル積 bと b′が b

R≃ b′ ⇐⇒ Φ(b) = Φ(b′).� �
艤装配位写像Φは非常に複雑な写像であるので、この事実は極めて非自明であり、証明もと
ても難しい。
さて、Φ(b)とΦ(ua,l⊗b)とを比べると、28ページの艤装配位 (20)において後者の方がµ(a−1)

の長さ lの行が一つ多いが他の µ(a)と ν(a)は同一である（Φ(ua,l)は ν(a)部分が全て空集合）。
その場合、§8.4で与えられる写像Φ−1のアルゴリズムより、同じ bを像の一部として得るた

めには rigging J
(a)
i を J

(a)
i +min(ν

(a)
i , l)に変化させればよい。あとは ua,l ⊗ b R≃ T a,l(b)⊗ ua,l

と艤装配位のR不変性から箱玉系の逆散乱形式が従う。
なお艤装配位のR不変性を 2つのテンソル積の場合B ⊗ B′ ∋ b⊗ b′ R≃ b̃′ ⊗ b̃ に適用する
と、組み合わせR行列が

Φ−1
B′⊗B ◦ ΦB⊗B′(b⊗ b′) = b̃′ ⊗ b̃ (30)

のようにして艤装配位のR不変性の特殊な場合として得られることになる。すなわち艤装
配位写像は組み合わせR行列の親玉のような存在である。

26論文 [KOSTY]では著者間の見解の相違により明確な形でこの結果を述べることができなかった。そこで
その直後に発表した論文 [KSY]の Theorem 3.5において a = 1の場合にここで述べた形の定理を与えた。本
質的に大きな違いはないが、a > 1の一般的な形は、例えば [Sa07]の Remark 3.5で述べられている。
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箱玉系の数学的応用 こうして艤装配位に関する数学的定理が箱玉系という数理物理の問
題に有効に利用できることが分かった。逆に箱玉系との関連が明らかになったことにより下
記のような数学的に重要な性質が発見された。筆者の印象としては、箱玉系が物理として応
用される可能性はあまり高くないと思われるのだが、一方既に数学的な応用があるわけなの
で、その意味で箱玉系の研究は十分に意義があると考えている。
b ∈

⊗L
k=1B

rk,sk とする。23ページで箱玉系を定義した式 (14)の記号を変更した

ua,l ⊗ b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL
R≃ b′1 ⊗ v

a,l
1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bL

R≃ b′1 ⊗ b′2 ⊗ v
a,l
2 ⊗ b3 · · · ⊗ bL

R≃ · · · (31)

から出発しよう。以下では va,l0 = ua,lと書くことにする。[FOY]にならって和

Ea,l(b) =
L∑
k=1

H
(
va,lk−1 ⊗ bk

)
(32)

を考える。その時、
定理 [Sa07]� �
艤装配位 (ν, J) = Φ(b)に対して

Ql(ν
(a)) = Ea,l(b). (33)� �

写像 Φは複雑なアルゴリズムで定義されるので、この結果は大変非自明である。実際艤
装配位の R不変性という深い結果をフルに使用して証明される。この等式は §8.6で Loop

Schur関数との関連を考察するうえで鍵となる。
ここでは等式 (33)の別の応用として、艤装配位写像Φのアルゴリズムが実は代数的に記
述できるものであることを指摘しておこう。Young盤 bkの各列が左から c1, c2, . . . , csk だっ
たとしよう。その時途中段階のテンソル積として

Cj := b1 ⊗ b2 ⊗ · · · bk−1 ⊗ csk ⊗ csk−1 ⊗ · · · ⊗ cj+1 ⊗ cj (34)

を考えよう。ciの順番を入れ替えたのは現在のKashiwara流のテンソル積とYoung盤の相
性が悪いためであるが、筆者は他の著者からの強い要請があった場合を除き、Kashiwara流
を使うことにしている（結晶基底のテンソル積の場合も異なる流儀が存在することによって
時として混乱が生じてしまっているのは大変残念である）。このCjに対しても式 (32)に倣っ
て和Ea,l(Cj)を定義できる。この時量{

Ea,l(Cj)− Ea,l−1(Cj)
}
−
{
Ea,l(Cj+1)− Ea,l−1(Cj+1)

}
(35)

は再帰的な定義を持つΦのアルゴリズムにおいて列 cjに対応する部分を計算するときに途
中段階の ν(a)の第 l列目に付け加えられるます目の総数を表している。なお式 (35)には重複
が多く、整理すれば実際には局所的に決まる量である。実は [Sa07]で議論されているように
この情報だけで riggingも含め必要な全ての情報を読み取ることができる。従って写像Φの
アルゴリズムは、箱玉系の定義を用いると、結晶基底の言葉で記述できる代数的な性質のア
ルゴリズムであることが分かった。
写像 Φのアルゴリズムを良く理解するとこれは驚くべき結果であると理解して頂けると
思う。実際艤装配位の理論を数学化するのに重要な貢献をしたMark Shimozono氏と議論し
た際も「あんな不思議なアルゴリズムが代数的な起源を持っていたとは衝撃的だ」と言って
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おられたと記憶している。実際筆者もそれまでは艤装配位写像のアルゴリズムは精巧だが
不思議なもの、といった印象を持っていた。しかしそれが実は無限次元の対称性に由来する
ものだったと分かり、艤装配位は単なる便利なモデルというよりそれ自身が数学的意味を持
ち、従ってそれ自身を研究することに意味があると納得することができたと記憶している。
無限次元の対称性があるとYoung盤も長方形のものしか現れないし一見特殊に感じる方
もいらっしゃるかもしれないが、これは大雑把にいえば対称性が大きいために縛りがきつい
事の反映である。数学の大海の中から特別に性質の良いものを見つけ出すのは、何の方針も
なく探すのではあまり簡単なことではないであろう。そのような時無限次元の対称性のよう
な強力な武器を使うと自然と性質の良いものが見つかる様に感じられる。

8.4 A
(1)
n 型艤装配位写像のアルゴリズム

ここでは写像

Φ−1 : rigged configuration 7−→ path

のアルゴリズムを A
(1)
n 型一般の場合に紹介する。すなわち pathとして最も一般的な b ∈⊗L

k=1B
rk,sk の場合を考える。28ページの式 (20)のように艤装配位を

(ν, J) =
(
µ(0), . . . , µ(n−1), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(36)

としよう。

Φ−1のアルゴリズム Φ−1の計算は µ(a) (0 ≤ a ≤ n− 1)のどの行からスタートするのかを
選ぶところから始まる。µ(a)やその行の選び方を変えると異なる pathsが得られるが、それ
らは艤装配位のR不変性（32ページ）により全てR同型となる。µ(a)

i を選んだとしよう。す
るとBa+1,µ

(a)
i の元が以下のようにして得られる。ここでは艤装配位をYoung図を用いて図

式的に表示して考えることにする。その時ストリングはYoung図の各行とその riggingの組
と同一視される。

1. ℓ(a)を µ
(a)
i の長さとする。ν

(a+1), ν(a+2), . . .の特異な行（ストリング）を以下のように
して順に定める。ℓ(j)まで定まっているとする。その時 ν(j+1)に長さ ℓ(j)以上の特異な
行が存在する場合、そのうち最も短いものを選び、その長さを ℓ(j+1)として同じ手続き
を ν(j+2)に対して繰り返す。一方 ν(ja−1)まではそのような特異な行を選べたが ν(ja)に
は該当する特異な行が存在しなかった場合、文字 jaを出力として手続きを終了する。

2. 前項で選んだ各行の右端のます目を一つずつ削り、µ(a−1)には長さ 1の行を付け加え
て新しい艤装配位を作る。新しい riggingは以下の通り。前項で選択されなかった行の
riggingは変更しない。一方前項で選択され、ます目を一つ削られた行の riggingは、新
しい艤装配位に対する vacancy number について特異な行となるように定める。

3. µ(a−1)に付け加わった長さ 1の行からスタートし、新たに ℓ(a−1) = 1と定めて Step 1

と Step 2を繰り返して出力 ja−1を得る。次に µ(a−2)に付け加わった長さ 1の行からス
タートし、. . .、と繰り返し、最終的に µ(0)に付け加わった長さ 1の行からスタートし
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て出力 j0を得る。その時 ja, . . . , j1, j0を (a + 1) × ν(a)i 型Young盤の空きスペースの
左端に下から順に書き込む。

j0
j1ppp
ja

4. Step 1から Step 3を µ
(a)
i （の残り）の右端からスタートして繰り返し、最終的に µ

(a)
i

が全て取り去られるまで行う。すると上記長方形のます目がすべて埋まり、Ba+1,µ
(a)
i

の元が一つ定まる。

残りの µ(0), . . . , µ(n−1)の行についても上記 Step 1から Step 4 を繰り返していき、全ての行
が取り尽くされるまで続ける。得られた長方形を、テンソル積を挟んで右から左に並べた
ものを b = Φ−1(ν, J)とする。以上の手続きは矛盾なく定義されていることが知られている
[KSS]。

例 以下の艤装配位を考える。

µ(0)

1 1

ν(1)

µ(1)

0
1

0
0

ν(2)

µ(2)

0
0

0
0

ν(3)

0 0

ν(4)

ここで riggingsおよびvacancy numberを対応する行のそれぞれ右と左に書き込んだ。最初に
µ(1)から削ることにすると、以下のように計算が進む（削られるます目に×を書き込んだ）。

1 1

×

0
1

0
0

0
0

0
0 0 0

y 2

×

2 1
0
1

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1
2

1 1

×

0
1

0
0

0
0

0
0 0 0
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y 1
2 2

×

2 1
0
0

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1 1
2 2

1 1

×

×
0
0

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1 1
2 2 3

×

×1 1
0
0

0
0

0
0

0
0 0 0

y 1 1 2
2 2 3

1 1

×

×0
0

0
0

×0
0

0
0 ×0 0

y 1 1 2
2 2 3 5

×

×1 1

∅

×0 0 ×0 0 ∅y 1 1 2 4
2 2 3 5
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0 0

∅

0 0 0 0 ∅

残りの計算も行うと以下の像が得られる。

1 1 1 1 ⊗
1 2
2 3
3 4

⊗ 1 1 2 4
2 2 3 5

.

Φのアルゴリズム 基本的には上記 Φ−1のアルゴリズムを逆向きに行えばよい。A(1)
1 かつ

(B1,1)⊗L型の場合のアルゴリズムは 22ページに与えた。
一般の場合に最も基本となる操作は以下の通り。pathのYoung盤の文字 jを考えるとき、

ν(j−1)から以下の手続きを順に繰り返す（ℓ(j) =∞と仮定する）。ν(a)の長さ ℓ(a)の特異な行
が選ばれたとき、ν(a−1)の長さ ℓ(a)以下の特異な行のうち最大のものを選び、ます目を一つ
加える。その様なものがなければ、(0, 0)という特異なストリングが存在すると考えて、長
さ 1の行を ν(a−1)に付け加える。新しい riggingは、変更を受けた行については新しい艤装
配位において特異な行となるように定め、他のものは元のままとする。

8.5 超離散タウ関数

A
(1)
n 型

⊗L
k=1B

1,skの場合、すなわち pathのYoung盤が全て一行型の場合、Φ−1の明示的
公式が存在する [KSY]。32ページで述べたように箱玉系の運動は艤装配位上で線形化される
ので、Φ−1の明示的公式と併せて箱玉系の初期値問題の完全な解が構成されたことになる。

定式化 具体的な式を記述するため本節内で使用する記号をいくつか用意しよう。与えられ
た分割 λ = (λ1, . . . , λN)に対し

|λ| = λ1 + · · ·+ λN , λ[k] = (λ1, . . . , λk) (1 ≤ k ≤ N)

と書くことにしよう。更にもう一つの分割 µ = (µ1, . . . , µM)に対し

min(λ, µ) =
N∑
i=1

M∑
j=1

min(λi, µj)

と書くことにする。
(ν, J)を与えられた艤装配位としよう。本節では艤装配位としては最高ウェイト元に限らず
一般的なものを考えてよい。A(1)

n 型で最も一般的な艤装配位は 28ページの式 (20) で与えた
ものであるが、現在は

⊗L
k=1B

1,sk型の pathのみを考察しているのでµ(1) = · · · = µ(n−1) = ∅
とする。そこで µ(0)を改めて ν(0)と書くことにすれば、現在の設定での艤装配位は

(ν, J) =
(
ν(0), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(37)
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と表される。µ(a)の添え字 aをずらしていたのはこの様な状況を念頭に置いての事だったの
だが、実は現在の状況では更に踏み込んで艤装配位に以下のような再帰的構造が存在する事
が分かる。具体的には

(ν, J)(a) :=
(
ν(a), (ν(a+1), J (a+1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(38)

を艤装配位と考え Φ−1を求める。その時得られた像と J (a)の情報とを合わせると結晶基底
を用いた代数的な方法で

Φ−1
(
ν(a−1), (ν(a), J (a)), . . . , (ν(n), J (n))

)
を決定することができる [Sa06]。特にこの時艤装配位の上にアフィン組み合わせR行列 (24)

の構造が入る。
艤装配位 (ν, J)の上にチャージ関数と呼ばれる量

c(ν, J) =
1

2

∑
a,b

Ca,bmin
(
ν(a), ν(b)

)
−min

(
ν(0), ν(1)

)
+
∑
a,i

J
(a)
i (39)

を定義する。ここで (Cab)1≤a,b≤nはAn型のCartan行列である。数学的な背景として、いわゆ
るKostka–Foulkes多項式は艤装配位上のチャージ関数の母関数となっている [KSS]。なお、以
下では艤装配位 (ν, J)を考えるとき ν(0) = (ν

(0)
1 , . . . , ν

(0)
N )の並び方は単調非増加に限らず任意

の並び方を選ぶことにして、一つ固定しておこう。これはΦ−1の像としてB1,ν
(0)
1 ⊗· · ·⊗B1,ν

(0)
N

を考察することに対応する。
さて艤装配位を拡張して

(ν, J)[k] =
(
(ν(0))[k], (ν

(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))
)

(40)

という量を考えよう。ν(0)の長さがN であれば (ν, J)[N ] = (ν, J)である。更に

(µ, I) ⊆ (ν, J)[k]

と書いた時、(ν, J)[k]をストリング (ν
(a)
i , J

(a)
i )の集合と考えた場合の部分集合であって、(ν(0))[k]

は固定したものを考える。そうして得られる集合 (µ, I) ⊆ (ν, J)[k]の上にも形式的にチャー
ジ関数 c(µ, I)を定義することにしよう。ここで超離散タウ関数を

τk,d = max
(µ,I)⊆(ν,J)[k]

{
−c(µ, I)−

∣∣µ(d)
∣∣} (1 ≤ d ≤ n+ 1), (41)

τk,0 = τk,n+1 −
∣∣(ν(0))[k]∣∣

と定義する。ただし ν(n+1) = ∅と仮定した。この時、主要な結果は
定理 [KSY]� �
像 b = Φ−1(ν, J)の k番目の因子 bkに含まれる文字 dの個数 xk,dは

xk,d = τk,d − τk−1,d − τk,d−1 + τk−1,d−1.� �
右辺は艤装配位 (ν, J)によって表される関数であるから、写像Φ−1を解析的に表示したこと
になっている。大きな式なのですぐには構造が分かりにくいかもしれないが、もっとも単純
なA

(1)
1 型 (B1,1)⊗Lの場合の式が 26ページの脚注に記載されている。
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組み合わせ論的解釈 超離散タウ関数の重要な性質として、箱玉系を用いた組み合わせ論
的解釈をもつ。path b = b1 ⊗ · · · ⊗ bL ∈

⊗L
k=1B

1,ν
(0)
k のYoung盤による表示において、文

字 1を空きスペース、文字 2, 3, . . . , n+1をそれぞれの文字でラベル付された玉と解釈する。
T t∞(b) = b

(t)
1 ⊗ · · · ⊗ b

(t)
L と書く。path bを 1行目、T∞(b)を 2行目、T 2

∞(b)を 3行目、. . .、と
並べたものを考えるときに、1 ≤ k ≤ Lに対し関数 ρk,dを以下のように定める。

ρk,d =(b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bkにおける玉 2, 3, . . . , dの総数)

+
∑
i≥1

(b
(i)
1 ⊗ b

(i)
2 ⊗ · · · ⊗ b

(i)
k の全ての玉の個数). (42)

箱玉系の時間発展は右向きに進行するので、第二項の和は有限和となる。
さて超離散タウ関数は

τk,d = ρk,d (43)

という性質を持つ。この等式が示されれば、ρk,dの意味を考えれば先ほどの定理はただちに
従う。
ここでL = 20のT∞時間発展の例を見てみよう。以下テンソル積の記号は省略してスペー
スで表し、またYoung盤は内部の文字だけを並べて表すことにしよう。

t = 0 : 1 2 23 124 3 1111 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 1 : 1 1 12 123 2 1134 1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 2 : 1 1 11 112 1 1223 4 1 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 3 : 1 1 11 111 2 1111 3 4 2 2 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1

t = 4 : 1 1 11 111 1 1112 1 3 1 1 2 2 4 3 3 1 1 1 1 1

t = 5 : 1 1 11 111 1 1111 2 1 3 1 1 1 2 2 1 4 3 3 1 1

ρk,dないし τk,dの値は以下の通り。

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

ρk,1 0 0 1 4 6 12 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67

ρk,2 0 1 3 7 9 15 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70

ρk,3 0 1 4 8 11 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73

ρk,4 0 1 4 9 12 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 74

なお各 tに対する艤装配位を計算すれば以下のようになる（vacancy numberは略）。

−2 + 3t
2t

1 + t
t

0
1

0

これは 32ページで述べた箱玉系の逆散乱形式の例となっている。

証明の概略 上述のように主要な目標は等式 (43)の証明である。まず箱玉系の玉と運搬車
による時間発展の解釈 [HHIKTT]を用いると、箱玉系の運動を表す ρk,dが

ρk,d−1 + ρk−1,d = max(ρk,d + ρk−1,d−1, ρk−1,d−1 + ρk,d − ν(0)k ) (44)
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という超離散 Hirota双線形形式を満たすこと [KSY, Proposition 4.2]に注意する。ここで
ρk,dとは T∞(b)に対する ρk,dの事を表す。
続いて τk,dも同一の方程式を満たすこと

τ k,d−1 + τk−1,d = max(τ k,d + τk−1,d−1, τ k−1,d−1 + τk,d − ν(0)k ) (45)

を証明する [KSY, §5]。ここで τ k,dは ρk,dの場合と同様の記号法であり、箱玉系の逆散乱形
式により riggingを J

(1)
i 7→ J

(1)
i + ν

(1)
i と変化させた τk,dの事を表す。この式を直接証明する

のは難しいので、少々技巧的な方法を用いる。すなわち超離散極限で定義 (41)を与えるよう
な行列式を見つけてくることができ（43ページに補足あり）、後は本質的には行列式の非自
明な恒等式（KP階層の理論 [JM]で現れる双線形形式）に証明を帰着させる。なお今の所こ
の様にしてソリトン系と関連付けられたという事実自体が数学的に意味のある結果なのか、
あるいはただの計算上の方便なのかははっきりとしていない。
以上式 (44)と式 (45)が示されたことにより、ρk,dと τk,dは同じ箱玉系の力学系に従うこと
が分かり、従って系がもっとも単純化する十分時間発展した後の状態 T S∞(b) (S ≫ 1) につい
て τk,d = ρk,dを確かめればよいことが分かった（この様な状態を漸近状態と呼ぼう）。写像
Φ−1の定義は組み合わせ論的なものであり、そのままでは何も進まないので、ここから先は
本格的に組み合わせ論の深い議論が必要となる場面である。
まず path bが最高ウェイト元である場合には艤装配位のはっきりとした特徴づけが存在
するのでその場合の漸近状態について τk,d = ρk,dを確かめる。証明は代数A

(1)
n のランク nに

よる帰納法による。A(1)
1 の場合は [Sa06]における艤装配位写像とエネルギー関数の関係を用

いて直接示せる。一般の場合を考察するために、まず補助的にアフィンクリスタルに対する
Yang–Baxter関係式を用いて ρk,dのエネルギー関数を用いた表示（[KSY, §4]参照）を準備
する。さて、帰納法を走らせるために式 (38)周辺で指摘した艤装配位の帰納的構造を用い
る。この時 (ν, J)(a)に対して定義したタウ関数を τ

(a)
k,d と書くことにすれば、タウ関数に対し

ても帰納的構造

τ
(a−1)
k,d = max

(µ,I)⊆(ν(a),J(a))

{
min(ν

(a−1)
[k] , µ)−min(µ, µ)−

∑
i

I
(a)
i + τ

(a)
ℓ(µ),d(µ, I)

}
, (46)

ここで ℓ(µ)は分割 µの長さ、が成り立つことに注意する。この式を漸近状態について詳し
く解析すると、[Sa06]で艤装配位上に導入されたエネルギー関数の構造を絶妙に利用するこ
とができ、帰納法の仮定を用いて証明が完成する（かなめは [KSY, Lemma 6.6]）。元々論文
[Sa06]はここでの使用を念頭に置いて執筆されたもので、艤装配位上にエネルギー関数の構
造を導入するにはかなりハードな組み合わせ論的証明が要求される。
最終的に最高ウェイト元に限らない一般のテンソル積に対して τk,d = ρk,dを証明するに
は、明らかに技巧的なやり方で（[KSY, §7]参照）最高ウェイト元の場合から一般の結果を
切り出して証明できる。箱玉系の運動の特性を巧妙に使用した議論となる。

証明に関するコメント 箱玉系の初期値問題の解決は当時懸案の難問となっていたが、逆散
乱形式（32ページ）にみられるように、一見目で見ることのできるソリトン (ν(1), J (1))だけ
でなく、一段奥まったところにある他のソリトン (ν(a), J (a)) まで考慮しなければならない点
が難関だったのだろうと思われる。実際上記証明中で [JM]におけるソリトン理論と比較し
た際もそれらすべてのソリトンが独立した形で寄与してくる。艤装配位写像のような強力な
理論的枠組みがなければとても解けなかったのではないかと思っている。
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8.6 Cylindric Loop Schur関数

A
(1)
n−1型

⊗L
k=1B

1,skの場合、Φによって得られる分割 ν(a) はCylindric Loop Schur関数に
よって記述できることが知られている [LPS2]。この節の内容についてMathematicaによる
プログラム例が

https://sites.google.com/site/affinecrystal/rigged-configurations

にて入手可能ですのでご利用ください。
以下本節では超離散極限における変数を xi、対応する連続関数の世界における変数を xi

などと区別して表示することにする。また理解しやすくするために文字 nと Lはそれぞれ
A

(1)
n−1（ないし ŝln）と

⊗L
k=1B

1,sk に出てくるものとして固定しておこう。

Loop対称関数 Loop対称関数は組み合わせR行列の連続関数版に対する不変式の研究に
伴ってYamada [Y00]によって導入された Loop基本対称式と呼ばれるものを嚆矢とする一
連の関数のクラスである。Loop対称関数は変数 x

(j)
i に対する関数であり、上付きの添え字

•(j) を j ∈ Z/nZの元であるとみなすところが特徴である。
その後の Lam–Pylyavskyyによる研究の解説は [L]に与えられている。特に彼らの未公表
の結果 [L, Theorem 4.4]によれば全ての R不変量は Loop基本対称式により生成される環
LSymと一致する。艤装配位もR不変量であるから原理的には Loop対称関数による表示を
持つはずである。しかし「原理的に表示可能」と「実際に表示可能」は別物であるし、むし
ろその差が大きければ大きいほど数学としては興味深い問題と言えるだろう。実際以下で見
るように艤装配位のうち ν(a)の部分についてはまずまず納得のいく結果が得られているが、
rigging J (a)の方は難しく、時間発展を十分させた後の状態 T S∞(b) (S ≫ 1) —40ページで漸
近状態と呼んだもの—について部分的な結果が得られている [Scr16]のみである。そしてそ
れらは既に（33ページの式 (33)や 40ページの議論で）示したように、艤装配位の理論の中
では単純化することが知られている領域であるし、かなり正体のはっきりしている部分でも
ある。残る riggingの部分から興味深い数学が見つかれば良いと思う（§6 におけるBethe仮
説方程式の解の解析でもその部分に興味深い構造が隠されていたのであった）。
艤装配位との関連では [LPS2]によって導入されたCylindric Loop Schur関数が重要であ
る。定義は通常の Schur関数に対するタブローを用いた定義と並行したやり方でなされる。
以下順を追って導入して行こう。r ∈ Z/nZを一つ選んだ時、タブローの各文字 T (i, j)と変
数との対応を以下の規則によって定める。

T (1, 1) T (1, 2) T (1, 3) T (1, 4) · · ·
T (2, 1) T (2, 2) T (2, 3) T (2, 4) · · ·
T (3, 1) T (3, 2) T (3, 3) T (3, 4) · · ·
T (4, 1) T (4, 2) T (4, 3) T (4, 4) · · ·

...
...

...
...

. . .

7−→

x
(r)
T (1,1) x

(−1+r)
T (1,2) x

(−2+r)
T (1,3) x

(−3+r)
T (1,4) · · ·

x
(1+r)
T (2,1) x

(r)
T (2,2) x

(−1+r)
T (2,3) x

(−2+r)
T (2,4) · · ·

x
(2+r)
T (3,1) x

(1+r)
T (3,2) x

(r)
T (3,3) x

(−1+r)
T (3,4) · · ·

x
(3+r)
T (4,1) x

(2+r)
T (4,2) x

(1+r)
T (4,3) x

(r)
T (4,4) · · ·

...
...

...
...

. . .

(47)

右辺に現れる変数の積を xwt(r)(T )と書くことにすれば、Loop Schur関数とは

s
(r)
λ/µ(x) =

∑
T

xwt(r)(T ) (48)

で定義される。ここで和は文字 1, 2, . . . , Lによる λ/µ型Young準標準盤の全体をわたる。

41

https://sites.google.com/site/affinecrystal/rigged-configurations


例 n = 3とする。λ = (2, 1)および L = 3の場合以下のタブローが存在する。

1 1
2

1 2
2

1 2
3

1 3
2 (49)

1 1
3

2 2
3

1 3
3

2 3
3

r = 1とした上で対応 (47)を用いると、各Young盤から以下の多項式が得られる。

s
(1)
2,1(x1, x2, x3) = x

(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
3 + x

(1)
1 x

(3)
3 x

(2)
2 +

x
(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
2 x

(2)
3 + x

(1)
1 x

(3)
3 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
3 x

(2)
3 ,

x
(1)
i = x

(2)
i = x

(3)
i = xiと置けば通常の Schur多項式 s2,1(x1, x2, x3)が得られる。

Cylindric Loop Schur関数 Loop Schur関数を以下のように拡張する。二つの分割 λと
µから歪分割 λ/µを作る。その時 Da(λ/µ)とは分割 λ/µを 2次元平面に配置したと考え、
(n− a, a)ずつシフトさせていって無限につなげた円柱状分割とする。同様にしてタブロー
に対しても円柱版を考えるが、そうしてできたタブローの各行、各列が準標準盤の条件を満
たす時、円柱状タブローと呼ぶことにしよう。対応 (47)においてシフト (n− a, a)は添え字
•(j)に影響しないので、Loop Schur関数 (48)と同様にして円柱状タブローについても多項
式が定まり、Cylindric Loop Schur関数とよぶ。もし λ1 < n− aであれば円柱状分割は
通常の分割の非連結和となることから s

(r)
Da(λ/µ)

= s
(r)
λ/µとなる。

重要な性質として、Cylindric Loop Schur関数は全てR不変量となっている [LPS2, The-

orem 4.4]。

例 n = 3および a = 1の時シフトとしては (n− a, a) = (2, 1)を考える。分割 λ = (2, 1)を
考えると対応する円柱状分割D1(λ)は以下の通り：

· · ·

· · ·

先ほどの例と同じ状況で考えよう。L = 3とすると、Cylindric Loop Schur関数は以下の
通り。

s
(1)
D1(2,1)

(x1, x2, x3) = x
(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
2 + x

(1)
1 x

(3)
2 x

(2)
3 +

x
(1)
1 x

(3)
1 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
2 x

(2)
3 + x

(1)
1 x

(3)
3 x

(2)
3 + x

(1)
2 x

(3)
3 x

(2)
3 .

円柱状ではない場合 (49)にあげた 8個のYoung準標準盤が存在する。そのうち最初の 3つ
をシフト (2, 1)により円柱状に伸ばすと、以下のように準標準盤の条件を満たす。

1 1 · · ·
1 1 2

1 1 2

· · · 2

,

1 2 · · ·
1 2 2

1 2 2

· · · 2

,

1 2 · · ·
1 2 3

1 2 3

· · · 3

.
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しかしながら 4つ目のタブローは以下のように円柱状タブローとはならない。

1 3 · · ·
1 3 2

1 3 2

· · · 2

.

従ってこの項は s
(1)
D1(2,1)

には寄与しない。残る 4つのタブローは s
(1)
D1(2,1)

に寄与することも同
様にして確かめることができる。

艤装配位との関連 結果を定式化するためにいくつか準備をしよう。テンソル積 b = b1 ⊗
· · · ⊗ bL ∈ B1,s1 ⊗ · · · ⊗B1,sL をタブロー表示したときに x

(i+j−1)
j で bL+1−jにおける文字 iの

個数を表すものとする。例えば n = 3かつ L = 4の時

1x
(1)
4 2x

(2)
4 3x

(3)
4 ⊗ 1x

(3)
3 2x

(1)
3 3x

(2)
3 ⊗ 1x

(2)
2 2x

(3)
2 3x

(1)
2 ⊗ 1x

(1)
1 2x

(2)
1 3x

(3)
1

となる。
次に 1 ≤ a ≤ (n− 1)に対し分割 λ(a, i)を以下のように再帰的に定める。最初に λ(a, 0) =

(n− a)L、すなわち長さ (n− a)の行L本からなる長方形とする。λ(a, i)まで定まったとき、
λ(a, i+1)は λ(a, i)の最も左下のます目からスタートして、右または上向きに λ(a, i)の外縁
のます目を最大 n個削除して得られる分割とする。iが十分大きくなると λ(a, i)は空集合と
なる。例えば n = 6, a = 2および L = 7の時は以下のようになる。

一方 n = 6, a = 3およびL = 3の時は各ステップで必ずしも n個のます目を取ることはでき
ず、以下のようになる。

最後に有理関数P (x1, x2, . . . , xr)の超離散化ないしトロピカル化 trop(P )(x1, x2, . . . , xr)と
は有理関数 P (x1, x2, . . . , xr)の中で形式的に+ 7→ min,、× 7→ +および÷ 7→ −と置き換え
ることとする。この極限の概念的問題については既に 26ページから始まる項目『超離散極
限について』で詳しく検討したが、ここでは技術的側面について若干補足しておこう。今与
えた定式化では P (x1, x2, . . . , xr)は負符号が含まれない正整数係数多項式の商であることが
望ましいが、対数と極限を用いた理解（25ページ式 (16)参照）によればこれは本質的な問
題ではなく、特異性の問題を何らかの形で回避できればより一般的な係数を持っていても良
いことになる。実際 40ページでの議論はそのようなものであり、結果として行列式の超離
散極限を取っている。式 (16)の場合も厳密にいえば正整数係数有理関数の範疇を超えてい
る。よって超離散化の問題を考察するときに頭から正整数係数有理関数であることを仮定す
る訳にはいかない。なお、当然のことながら超離散化の過程で係数の情報は消し去られてし
まっているので、超離散化された式から元の式を復元することは不可能である。
以上の準備の下で結果を述べよう。Φ(b)に現れる分割 ν(a) = (ν

(a)
1 , ν

(a)
2 , . . .)は

ν
(a)
i = trop

(
s
(0)
Da(λ(a,i−1))

s
(0)
Da(λ(a,i))

)
(x

(k)
l ) (50)
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で与えられる。a = 1の場合これは定理であり [LPS2, Theorem 6.1]、a > 1の場合は予想で
ある [LPS2, Conjecture 5.3]。証明は 33ページの式 (33)で与えた ν(a)のエネルギー関数によ
る表示と [LP]によるエネルギー関数の Loop Schur関数による表示とを用いる。
a = 1の場合の定理 (50)から得られる興味深い結果の一つは、A(1)

n−1型の長さLの pathに
含まれるソリトンの個数は最大 ⌈

(n− 1)L

n

⌉
である。ここで天井関数 ⌈N⌉とはN 以上の最小の整数とする。

例 a = 2の場合の予想 (50)の例を考えよう。具体的には n = 4およびL = 4の場合を考え
る。この時 λ(2, 0), λ(2, 1), . . .は以下の通り。

∅ ∅ · · ·

ここからD2(λ(a, i))を構成するにはシフト (n− a, a) = (2, 2)を考えればよい。文字 1, . . . , L

によるタブローを考えるので、s(0)D2(2,2,2,2)
は一項のみである。

s
(0)
D2(2,2,2,2)

= x
(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
2 x

(4)
2 x

(2)
3 x

(1)
3 x

(3)
4 x

(2)
4 .

次に s
(0)
D2(2,1,1)

には以下の 14個のタブローが該当するが

1 1
2
3

1 1
2
4

1 1
3
4

1 2
2
3

1 2
2
4

1 2
3
4

1 3
2
3

1 3
2
4

1 3
3
4

1 4
2
4

1 4
3
4

2 2
3
4

2 3
3
4

2 4
3
4

次のタブローは円柱状タブローの条件を満たさず s
(0)
D2(2,1,1)

には含まれない。

1 4
2
3

従って以下のような多項式を得る。

s
(0)
D2(2,1,1)

= x
(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
2 x

(2)
3 + x

(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
2 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
1 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
2 x

(1)
2 x

(2)
3

+ x
(4)
1 x

(3)
2 x

(1)
2 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
2 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
3 x

(1)
2 x

(2)
3 + x

(4)
1 x

(3)
3 x

(1)
2 x

(2)
4

+ x
(4)
1 x

(3)
3 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
4 x

(1)
2 x

(2)
4 + x

(4)
1 x

(3)
4 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
2 x

(3)
2 x

(1)
3 x

(2)
4

+ x
(4)
2 x

(3)
3 x

(1)
3 x

(2)
4 + x

(4)
2 x

(3)
4 x

(1)
3 x

(2)
4 .

path b = b1 ⊗ b2 ⊗ b3 ⊗ b4に対して以下のような座標を用いることにしよう。

b = 1x
(4)
4 2x

(1)
4 3x

(2)
4 4x

(3)
4 ⊗ 1x

(3)
3 2x

(4)
3 3x

(1)
3 4x

(2)
3 ⊗ 1x

(2)
2 2x

(3)
2 3x

(4)
2 4x

(1)
2 ⊗ 1x

(1)
1 2x

(2)
1 3x

(3)
1 4x

(4)
1

= 1a2b3c4d ⊗ 1e2f3g4h ⊗ 1i2j3k4l ⊗ 1m2n3o4p .
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その時

trop s
(0)
D2(2,2,2,2)

= p+ o+ l + k + h+ g + d+ c,

trop s
(0)
D2(2,1,1)

= min(p+ o+ l + h, p+ o+ l + c, p+ o+ g + c, p+ j + l + h,

p+ j + l + c, p+ j + g + c, p+ e+ l + h, p+ e+ l + c,

p+ e+ g + c, p+ d+ l + c, p+ d+ g + c, k + j + g + c,

k + e+ g + c, k + d+ g + c).

すると式 (50)は ν
(2)
1 = trop s

(0)
D2(2,2,2,2)

− trop s
(0)
D2(2,1,1)

および ν
(2)
2 = trop s

(0)
D2(2,1,1)

となる。
数値的な例を考えると、以下の paths

{a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l,m, n, o, p} = {3, 2, c, 3, 3, 3, 1, 0, 0, 3, 0, 2, 1, 0, 3, 3}

に対してΦ(b)は以下のようになる。

c (ν
(1)
1 , J

(1)
1 ) (ν

(1)
2 , J

(1)
2 ) (ν

(1)
3 , J

(1)
3 ) (ν

(2)
1 , J

(2)
1 ) (ν

(2)
2 , J

(2)
2 ) (ν

(3)
1 , J

(3)
1 )

0 (8,−2) (8,−2) (4,−1) (8, 4) (4, 0) (8,−7)
1 (9,−2) (8,−1) (4,−1) (8, 2) (5,−1) (8,−6)
2 (10,−2) (8, 0) (4,−1) (8, 0) (6,−2) (8,−5)
3 (11,−2) (8, 1) (4,−1) (8,−2) (7,−3) (8,−4)
4 (12,−2) (8, 2) (4,−1) (8,−4) (8,−4) (8,−3)
5 (13,−2) (8, 2) (4,−1) (9,−5) (8,−4) (8,−3)
6 (14,−2) (8, 2) (4,−1) (10,−6) (8,−4) (8,−3)
7 (15,−2) (8, 2) (4,−1) (11,−7) (8,−4) (8,−3)

この結果は式 (50)による結果に一致する。一見して明らかなように riggingsの振る舞いは
ν(a)の振る舞いよりはるかに複雑である。

8.7 D
(1)
n 型艤装配位

A
(1)
n 型艤装配位の理論を振り返ってみると、最も核心部を成す艤装配位写像とは組み合わ

せR行列の親玉のような存在である、という点に注目すべきであろう。ところがA
(1)
n 型の

場合必要となる組み合わせ論的構造は Lascoux–Schützenberger理論等に代表される代数的
組み合わせ論の世界では既によく知られた構造であり、ある意味では結晶基底導入以前に既
に存在していたと言っても良いほどのものであった。この点に関する一部の研究者の不満は
根深いもののようであり、「あなたたちの研究は既に知られている事実の再定式化や単純な
拡張に過ぎず、本質的には何も新しい発見をしていない」という意見が噴出するのもやむを
得ないものと思っている。
幸いにして艤装配位の理論は従来の代数的組み合わせ論の手法では全く手が付けられな
かったような問題でも十分に取り扱える場合がある。以下ではそのような事例について詳し
く紹介し、今紹介したようなご意見に対する一つの答えとしようと思う。もちろんこれまで
組み合わせ論に携わる多くの研究者にとって難問であった問題であれば、艤装配位の枠組み
で研究してもその過程で大きな困難を伴うのは当然のことである。壁が高ければ高いほど新
しい結果を得ている証拠であると思って先へ進むことにする。
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クリスタルBr,s 以下ではD
(1)
n 型の場合を考える。Dynkin図は以下の通り。

1

0

c
c

c c2 3 p p p p p p p p p p p p p p p cn− 2

c
c
n− 1

n

A
(1)
n 型の場合であればクリスタルBr,sとは長方形型のYoung準標準盤の全体、と簡単に言っ
てしまえるのでイメージもわきやすいのであるが、D(1)

n 型の場合はすでにこの段階からかな
り厄介な問題が生じる。
手始めは簡単なB1,1から始めよう。この場合B1,1は一ますのタブロー 1 , 2 , . . . , n , n ,

. . . , 2 , 1からなる。柏原作用素 f̃aを矢印にラベル aを添えて表示することにすると、B1,1

上のDnの作用（クリスタルグラフという）は以下の通り。

1 -1 2 -2 p p p p p p p p -n− 2
n− 1

�
���n− 1

@
@@Rn

n

�
���

@
@@R
n

n− 1

n− 1

n̄

-n− 2 p p p p p p p p -2 2̄ -1 1̄

念のため付け加えておくと、D(1)
n 型の場合これらの作用に加えて

f̃0 : 2 7−→ 1 , f̃0 : 1 7−→ 2

という作用が存在するのでB1,1は最高ウェイト表現ではなくなる。
一般のBr,sでは、部分代数Dnに制限した時、ウェイトとして縦 r横 sの長方形から縦ド
ミノ を任意個数取り除いたものを持つ表現が一つずつ発生する。Kashiwara–Nakashima

タブロー [KN]とはそれら古典部分代数の表現のウェイトと同じ形のYoung盤にB1,1の時と
同じ文字を埋めてBr,sの元を実現するという方法である。しかし無限次元の代数D

(1)
n を扱

う場合にはこのやり方では深刻な困難に直面する。
そもそもD

(1)
n のKirillov–Reshetikhinクリスタルといった場合Br,sという形で表されるこ

とから想像がつくように、基本的には長方形型の対象を取り扱う方が自然である。よって
Kashiwara–Nakashimaタブローを縦 r横 sの長方形に置いた時に現れる「すき間」は一見
空っぽに見えるが本当は情報が含まれているべき場所である。実際A型の場合の真似をして
組み合わせR行列をD型版 row insertionによって計算してみようとすればすぐに分かるよ
うに、重要な情報が次々消去されて「すき間」に飲み込まれていってしまい計算不能になる。
よってD

(1)
n のクリスタルBr,sの表示は長方形型の対象であるべきである。その様な問題

意識を持っていた研究者も存在していたが何の方針もなく探してもうまく行かなかったよう
である。艤装配位写像を用いることによりそのような長方形型タブローを構成することがで
きる [OSS11]。この様なタブローはKRタブローと呼ばれ、詳細な定義は §8.8で与えること
とするが、以下で必要となる重要な点のみ述べる。
KRタブローは縦 r横 sの長方形タブローであり、古典部分代数Dnに関する最高ウェイト
元についてのみ明示的に定義される。すなわち他のタブローは適切な f̃aの列を作用させて
定義される。その場合一般のタブローの形はかなり複雑であり、Kashiwara–Nakashimaタ
ブローにみられるような特徴づけを与えることは今の所成功していない。なおD型以外の
非例外型アフィン代数について行われた観察 [ScScr14]によれば、D型以外でもほぼ同じ定
義で良いようであり、普遍性がある。同様な方向で定義すれば、艤装配位写像を構成すると
懸案だった例外型のE型代数に対してもタブロー表示を定義できると思われる。

46



D
(1)
n 型艤装配位 A

(1)
n 型の場合と同様にしてD

(1)
n 型でも古典部分代数Dn型Dynkin図の各

頂点にYoung図 ν(a)を配置することにより艤装配位を考える。以下 28ページにおける定義
と並行して定義する。riggingを J

(a)
i と書くとき、次のような対象を考える。

(ν, J) =
(
µ(1), . . . , µ(n), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
. (51)

ただしµ(a)における添え字 aのつけ方はA
(1)
n 型の場合とはずらしてあることに注意（表現論

の比重が重くなるとそのような記法の方が自然に見える）。ν(a)をDn型Dynkin図の各頂点
と対応付ける必然性が生じるのは vacancy numberの定義においてである。A(1)

n 型の場合の
定義 (21)と同様にして、Dynkin図上で単線でつながっている頂点には係数 1を、自分自身
には係数−2を与えることにより以下のように定義する（Cartanデータを想起されたい）。

P
(a)
l (µ, ν) = Ql(µ

(a)) +Ql(ν
(a−1))− 2Ql(ν

(a)) +Ql(ν
(a+1)) (1 ≤ a ≤ n− 3),

P
(n−2)
l (µ, ν) = Ql(µ

(n−2)) +Ql(ν
(n−3))− 2Ql(ν

(n−2)) +Ql(ν
(n−1)) +Ql(ν

(n)),

P
(a)
l (µ, ν) = Ql(µ

(a)) +Ql(ν
(n−2))− 2Ql(ν

(a)) (a = n− 1, n). (52)

以降の定義はA
(1)
n 型の場合と全く同様である。念のため書くと、(ν, J)が最高ウェイトベ

クトルに対する艤装配位であるとは以下の条件を満たす場合である。

• 全ての ν
(a)
i に対し P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν) ≥ 0。

• 全ての riggingが 0 ≤ J
(a)
i ≤ P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)を満たす。

一般の艤装配位はKashiwara作用素を艤装配位上に定義することによって得られる。ここ
で艤装配位上の ẽa, f̃aは 29 ページにおけるA

(1)
n 型の場合と全く同様である [Sc06]。艤装配

位の著しい自然さの一例である。

D
(1)
n 型艤装配位写像の構成 詳しい定義は§8.8に譲るが、D(1)

n 型でも完全に一般の
⊗L

k=1B
rk,sk

型 pathに対して艤装配位写像

Φ : path 7−→ rigged configuration

が確立されている（[OSSS]、2016年）。A(1)
n 型の場合の達成（[KSS]、1999年）から 17年も

かかってしまったが、これは艤装配位の理論が新たな段階に到達したことを示す。最終的な
解決は以下の三つの論文によってなされた。まず 2011年に発表した論文 [OSS11]において
艤装配位写像とそれを実現するKRタブローの定義および基本的な性質を予想した。同時に
以下で述べるDynkn図の頂点 0↔ 1の入れ替えに関し艤装配位が持っている重要な性質を
与えた。次いで執筆された論文 [Sa14]において、艤装配位写像の持つ最も基本的な性質の一
つ、柏原作用素との可換性

[ẽa,Φ] = [f̃a,Φ] = 0 (53)

が確立された。証明は極めて困難であるが、D(1)
n 型艤装配位の最終的構成に当たってどうし

ても解決しなければならない最難関の壁として立ちはだかっていた問題であった。最終的に
論文 [OSSS]において艤装配位写像の構成及びもう一つの基本定理であるR不変性が確立さ
れた。D(1)

n 型の艤装配位写像の場合、アルゴリズムが複雑すぎてR不変性の証明はそのま
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までは歯が立たない。そうした時上述の柏原作用素との可換性は強力な武器を提供する。こ
れは pathが最高ウェイト元の場合であっても同様の状況であり、本質的なステップである
と考えている。
なお [OSSS]において艤装配位写像を構成する際に di Francesco–Kedemの結果 [dFK] を
引用している個所があるが、筆者の印象ではおそらくそれは本質的なことではなく、除去可
能なのではないかという気がしている。その場合D

(1)
n 型の写像を完成させた三つの論文の

議論は原理的には全ての非例外型代数すべてについて適用可能な方法であろうと思われる。
最終的な解決だけでなく、開拓者的な仕事にも触れておく必要があるだろう。D(1)

n 型艤装
配位写像の最初の形は 2003年の論文 [OSS03] において (B1,1)⊗L型の pathについて与えら
れた。その後論文 [Sc04]において

⊗L
k=1B

rk,1型の pathについて、また論文 [ScSh]におい
て
⊗L

k=1B
1,sk型の pathについて拡張された。特に論文 [Sc04, Appendix C]において予告さ

れた結果は最終的な構成でも重要な役割を果たした結果なのだが、残念ながら現在も未出
版である。しかしD

(1)
n 型といえども以上の結果に含まれるような単純な場合はそれまでの

代数的組み合わせ論の手法の拡張である程度手がつけられたので（[HKOT]参照）、艤装配
位の理論が代数的組み合わせ論にとって真に新しい領域に到達するにはどうしても一般の⊗L

k=1B
rk,sk 型 pathに対して構成しなければならないと考えた次第である。

様々な双対性 艤装配位が単なるモデルではなく、無限次元対称性の核心部とかかわる数学
的に意味のある量である、という事実の一つの証左として、対称性の持っている双対性など
の非常に深い性質がごく自然な形で実現するという事を指摘しておこう。組み合わせR行
列が艤装配位上で自明化するR不変性は一つの典型的な例である。他の例として、Lusztig

involutionと呼ばれる深い双対性は艤装配位上以下のように現れる。与えられた艤装配位に
対して、rigging J

(a)
i と corigging P

(a)

ν
(a)
i

(µ, ν)− J (a)
i の役割を全て入れ替えて定義される艤装

配位写像 Φ̃を実行して得られる像は、もともとの pathをLusztig involutionで写した像が所
属する古典部分代数の表現の最高ウェイトベクトルと一致する [OSSS]。この様な深い性質
を持った量がそういくつも存在するはずがないのは明らかであろう。なお、同様の双対性は
16ページの式 (10)にも登場し、Bethe仮説方程式の解の解析においても基本的であったこ
とを注意しておく。
さらに次のような興味深い例がある [OSS11]。話の順序として Schillingによるアフィン柏
原作用素 ẽ0, f̃0 の構成 [Sc08]から必要な部分を見ておこう。アフィン代数としてのD

(1)
n の構

造をKRクリスタルBr,sに導入するには避けて通れない部分であるが、単純にはいかない。
そこでDynkin図の 0番目と 1番目の頂点を入れ替えるような involution σを構成し、良く知
られた（そして単純な）ẽ1と f̃1の作用に帰着させることとなる。よって核心部は involution

σの構成となるが、これも一筋縄には行かない。A型の楽園から外に出てしまうと何かと難
しくなってしまう。
以下簡単のため r ≤ n − 2とする。Dynkin図の頂点 I = {0, 1, . . . , n}の部分集合 J ⊂ I

に対し、ẽab = 0が全ての a ∈ J に対し成り立つ時 bを J-最高ウェイト元と呼ぶことにし
よう。上で述べた involution σを一般的に構成するのは至難の業だが、頂点 0と 1を除いた
J = {2, 3, . . . , n}-最高ウェイト元に対してなら構成することができる。構成の中心は J-最
高ウェイト元 bから±-ダイヤグラムと呼ばれるものへの非自明な全単射である。±-ダイヤ
グラムとは Young盤の組 λ ⊃ µに対し λ/µ の部分に+,−の符号を入れたもので、各列で
+,−の符号はそれぞれ最大一つ（両方無しも可）、かつ両符号が共に存在するときは上側に
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+を入れるものとしよう。例えば、

+
+ −

−

+
+ −

+
−

といったものである。±-ダイヤグラムの形 λは古典部分代数Dnの最高ウェイトの形に合わ
せるので（つまりKashiwara–Nakashimaタブローと同じ形）、Br,sならば縦 r横 sの長方形
から縦ドミノ を任意個数取り除いたものとなる。求める involution σは±-ダイヤグラム
の上で以下のような形をとる。すなわち内側の形 µは固定したうえで、+および−、±およ
び空集合をそれぞれ入れ替える。図式的には、

+
←→

−
, +

−
←→

という形である。
まとめると、J-最高ウェイト元 bから±-ダイヤグラムへの非自明な全単射を用いると in-

volution σが非常に自然な実現をすることが分かった。単に「表現を構成する」という事だ
けが目的であればこれで十分であるかもしれない。しかし表現の構成というのは、いかに
重要な課題であったとしても、「対称性そのものを理解すること」という最終的な目標に対
するそれ以外の接近法の重要性を減ずるものではないだろう。殊に無限次元の対称性は有限
次元の対称性とは圧倒的に異なる巨大さを持つので、従来の理論的枠組みに加えて何か本
質的に新しい考え方が必要とされるであろうという事を常に肝に銘じておかなければなら
ない。例えば我々の問題としているD

(1)
n 代数が表している対称性の理解という観点からは、

±-ダイヤグラムおよびそこへの全単射というものをブラックボックスとせずに、それらが
数学的に何を表しているのかという点まで踏み込んで理解してみることも有用であろう。論
文 [OSS11]で筆者が念頭としていたのはその様な問題意識であり、実際艤装配位の理論とい
う大きな枠組みを通してみると±-ダイヤグラムの正しい居場所が明らかになる。
より具体的にいえば、以下のような対応により、±-ダイヤグラムとは本質的には艤装配位
の事であり、J-最高ウェイト元からの全単射とは本質的には艤装配位写像の事であった。ク
リスタルBr,sの±-ダイヤグラムP のある列 cについて考える。cの高さが x、また x+ y = r

とすると、yはタブロー P を r × sの長方形に置いた時のすき間の高さとなる。この「すき
間」は縦ドミノ を取り除いて得られるので、yは偶数となる。さてまず各列 cに対応する
艤装配位を与える。以下分割 ν(a)の形を一行目に、対応する riggingを二行目に書く。

(A) cが符号を含まないとき。

ν = (

x︷ ︸︸ ︷
( 1), (1), · · · , (1),

y︷ ︸︸ ︷
(1), (1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y), · · · , (1y), (1

y
2 ), (1

y
2 ))

J = (

x︷ ︸︸ ︷
(−1), (0), · · · , (0),

y︷ ︸︸ ︷
(1), (0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y), · · · , (0y), (0

y
2 ), (0

y
2 ))

(B) cが符号+を含むとき。

ν = (

x︷ ︸︸ ︷
∅, ∅, · · · , ∅,

y︷ ︸︸ ︷
(1), (1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y), · · · , (1y), (1

y
2 ), (1

y
2 ))

J = (

x︷ ︸︸ ︷
∅, ∅, · · · , ∅,

y︷ ︸︸ ︷
(0), (0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y), · · · , (0y), (0

y
2 ), (0

y
2 ))
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(C) cが符号−を含むとき。

ν = (

x−1︷ ︸︸ ︷
( 2), (2), · · · , (2),

y+1︷ ︸︸ ︷
(1, 1), (1, 1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y+2), · · · , (1y+2), (1

y+2
2 ), (1

y+2
2 ))

J = (

x−1︷ ︸︸ ︷
(−2), (0), · · · , (0),

y+1︷ ︸︸ ︷
(0, 0), (0, 0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y+2), · · · , (0y+2), (0

y+2
2 ), (0

y+2
2 ))

(D) cが符号±を含むとき。

ν = (

x−1︷ ︸︸ ︷
( 1), (1), · · · , (1),

y+1︷ ︸︸ ︷
(1, 1), (1, 1, 1), · · · , (1, . . . , 1), (1y+2), · · · , (1y+2), (1

y+2
2 ), (1

y+2
2 ))

J = (

x−1︷ ︸︸ ︷
(−1), (0), · · · , (0),

y+1︷ ︸︸ ︷
(0, 0), (0, 0, 0), · · · , (0, . . . , 0), (0y+2), · · · , (0y+2), (0

y+2
2 ), (0

y+2
2 ))

若干補足をすると、±の場合の ν(x−1)を除きすべて特異なストリングである。また cが空の
時（つまり x = 0の時）は+の場合の特別な場合として扱う。また−の場合で x = 1なら
ば (ν(1), J (1)) = ((1, 1), (−1,−1))と取る。
一般の±-ダイヤグラムP に対応する艤装配位は、各列 cに対応する艤装配位を「加えて」
得られる。ここで「加える」とは各分割 ν(a)ではYoung図を横に全て結合し、また rigging

は対応するものを全て足しあげることによって得られる。こうして得られる艤装配位が確か
に艤装配位写像Φの下で±-ダイヤグラムP に対応する艤装配位であることは、論文 [OSS11]

においてクリスタル同型であることが確かめられたことと論文 [Sa14]において艤装配位写
像Φと柏原作用素 ẽa, f̃a (a = 1, . . . , n) とが可換であることが確立されたことを合わせて証
明された（[Sa14, §4.1]参照）。D(1)

n 型の艤装配位写像は複雑であるから、こういった結果を
証明するのにも柏原作用素との可換性のような飛び道具がないと極めて困難である。
2010年から 2011年にかけてD

(1)
n 型艤装配位写像の形が大体予想出来てきたころ、折角

今まで誰も足を踏み入れたことのない領域に到達したのだからちょっとは面白い現象がある
だろう、と思いあれこれの論文を出来立ての写像を使って調べているうちに以上のような
結果に行きつき、大変面白く感じたのを思い出す。当時写像を計算していると 8.8節で述べ
るKirillov–Reshetikhinタブローという実に奇妙なもの（特に±-ダイヤグラムのように最高
ウェイト元でない場合）が出てきてなかなか自信が持てなかったのだが、この現象や、組み
合わせR行列の計算をしているうちに少しずつ正しさを確信して行ったように思う。最終
的には論文 [OSS11]を公表した後 Scrimshaw氏が別のプログラムを組み私のもろもろの予
想を独立に確認して頂き、ほぼ間違いがないことが分かってほっとしたことを思い出す。
最後に一つ例を見ておこう。D(1)

n 型 (n ≥ 10)のクリスタルB8,5の以下の元を考える：

P =

+
−

+
− −

最後の列は空である。一行目に νP を、二行目に JP を書くことにすると、対応する艤装配位
は以下の通り：

(( 6), (6, 2), (6, 2, 2), (6, 2, 2, 2), (6, 2, 2, 2, 2), (5, 5, 2, 2, 2, 2), (5, 5, 5, 2, 2, 2, 2), · · · )
((−5), (0, 0), (0, 0, 0), (0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), · · · )
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ここでは例として ν
(5)
P を見てみよう。これはP の各列に由来する下記の艤装配位の「和」で

ある：

0, 0, 1,

0
0
0
0
0

,

0
0
0
0
0

.

ここでは対応する riggingsのみ表示した。これらを加えて ν
(5)
P

1

0
0
0
0

が得られる。

箱玉系の逆散乱形式 この話はD
(1)
n 型艤装配位写像の研究の主要な動機の一つであり、ま

た主要な結果の一つなのであるが、論文 [OSSS]では残念ながらある共著者の強い反対によ
り触れることができなかったので27、ここで述べることにする。
結果自体は 32ページで述べたA

(1)
n 型の場合と全く同様であるが、念のため結果を書いてお

こう。時間発展 T a,lはA
(1)
n 型の場合と全く同じ元 ua,lを用いて定義される。D(1)

n 型の一般的
な path b ∈

⊗L
k=1B

rk,skに必要ならば右側に ua,1を十分付け加えて、ua,l ⊗ b R≃ T a,l(b)⊗ ua,l

となるようにしよう。その時 bに対する艤装配位が

Φ(b) =
(
(ν(1), J (1)), . . . , (ν(a), J (a)), . . . , (ν(n), J (n))

)
であれば、時間発展した pathに対する艤装配位は

Φ
(
T a,l(b)

)
=
(
(ν(1), J (1)), . . . ,

(
ν
(a)
i , J

(a)
i +min(ν

(a)
i , l)

)
i
, . . . , (ν(n), J (n))

)
(54)

となる。すなわち Young図 ν(1), . . . , ν(n)は運動の保存量（作用変数）であり、rigging J (a)

のみが線形に変化する（角変数）。スピン表現かどうかにかかわりなくA
(1)
n 型の場合と同じ

結果になるわけであり、艤装配位の自然さを表している。
証明もA

(1)
n 型の場合と全く同様である。32ページと全く同様に以下の定理が成り立つ。

定理 [OSSS]（D(1)
n 型艤装配位のR不変性）� �

任意のD
(1)
n 型KRクリスタルのテンソル積 bと b′が b

R≃ b′ ⇐⇒ Φ(b) = Φ(b′).� �
証明はまずスピン表現と他の元のテンソル積Bn,1⊗Br,sの場合に不変性を証明する。といっ
てもD型艤装配位写像は複雑であるから直接証明するのはおそらく絶望的であり、艤装配
位写像と柏原作用素の可換性 [Sa14]を用いて pathと艤装配位双方に適当な柏原作用素の列
を作用させていって証明することになる。この辺りは既に論文 [OSS11]を執筆している最中
から共著者間の議論で認識しており、最終的な困難は柏原作用素との可換性にあり、と観念
して論文 [Sa14]を準備した。さて、この部分が解決すると、あとは箱玉系の時間発展 T n,1

を十分繰り返すことによりD
(1)
n 型の場合のR不変性がA

(1)
n 型の場合のR不変性に帰着され

27結局 A型の場合もD型の場合もこの重要な結果はおかしな出版の形態となってしまい誠に遺憾である。
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てしまい、[KSS]の定理より結果が従う。A(1)
n 型の場合も [KSS]論文の長大な議論をほぼ完

全に使って証明しているので、論文 [Sa14]の同じく長大な証明もあわせると全体の証明は膨
大なものである。真に深い結果であると言えよう。
この後の式 (54)の証明はA

(1)
n 型の場合と全く同様である。

R不変性の定理について補足しておく。A(1)
n 型の場合と同様この結果はD

(1)
n 型の組み合

わせR行列を特殊な場合として含んでいる。D(1)
n 型の場合従来の代数的組み合わせ論の手

法では全く歯が立たない難問であることが知られていたので、艤装配位の理論が代数的組み
合わせ論の世界に大きな手法をもたらしたことがようやく証明されたと言えよう。

Misra–Wilsonの箱玉系 せっかく非常に一般的な逆散乱形式が確立されたのだから非自明
な例を考察してみよう。幸いMisra–Wilson [MW]がD

(1)
n 型代数の (B2,1)⊗L型テンソル積に

対する箱玉系の T 2,s時間発展という極めて非自明な系を考察しているので、彼らの結果を艤
装配位と比較してみることにしよう。彼らの結果をかいつまんで紹介すると、B2,s⊗B2,1型
の組み合わせR行列を書き下すことにより可能なソリトンが分類された [MW, Proposition

3]。更に二つのソリトンの散乱を考察し、それらがDn型Dynkin図の頂点 2を取り除いて
得られる代数に対する組み合わせR行列によって記述されることが示された。
以下では彼らの論文に出ている例を艤装配位を用いて検討してみよう。逆散乱形式 (54)

から分かるように、与えられた path b ∈ (B2,1)⊗L に対し s ≥ maxi ν
(2)
i とすれば T 2,s(b) =

T 2,s+1(b) = · · · が成り立つ。以下この様な時間発展を T∞と書くことにすると、論文 [MW,

§IV-B]で解析されている以下の三つの例では確かに各ソリトンがストリング (ν
(2)
i , J

(2)
i )に対

応していることが確認できる。

例１ まずD
(1)
4 型の例を考察しよう。以下の図では第一行目に与えられたpath b ∈ (B2,1)⊗23

を表示し、以下第 t行目にはT t−1
∞ (b)を表示する。見やすくするために全てのテンソル積の記

号⊗やタブローの枠を省略し、また今の場合真空ないし背景と解釈される元u2,1 = 1
2
∈ B2,1

を ·
· と表すことにする。

1 1 1 · · 2 2 · · · · · · · · · · · · · · · ·
3̄ 4̄ 4̄ · · 4 3 · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · 1 1 1 · 2 2 · · · · · · · · · · · · · ·
· · · 3̄ 4̄ 4̄ · 4 3 · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 1 1 1 2 2 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 3̄ 4̄ 4̄ 4 3 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · 1 1 4̄ 2 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · 3̄ 4̄ 4 3 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · 1 4̄ 2 1 · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · 3̄ 3̄ 3 3 · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · 1 1 2 2 1 · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · 3̄ 4̄ 3̄ 3 3 · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 1 · 2 2 1 ·
· · · · · · · · · · · · · · · · 3̄ 4̄ · 3̄ 3 3 ·

状態 T t∞(b)に対応する艤装配位Φ(T t∞(b))は以下の通り。
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0
5 + 2t

1 + 3t −1 −3

ν(2)には長さ 3と 2の行があり、それぞれの riggingは速さ 3と 2で時間発展する。これは
pathのレベルで視覚的に了解される事実と一致する。

例２ 次に同論文で解析されているD
(1)
5 型の例について、先ほどの例と同様に表示すると

以下のようになる。

2 2 1 1 · · 2 1 · · · · · · · · · · · · · · ·
3̄ 5 4 3 · · 4̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · 2 2 1 1 2 1 · · · · · · · · · · · · ·
· · · · 3̄ 5 4 3 4̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · 2 2 4 1 1 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · 3̄ 5 4̄ 5̄ 3 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · 2 1 2 2 1 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · 5 4 3̄ 4̄ 5̄ 3 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · 2 1 · · 2 2 1 1 · ·
· · · · · · · · · · · · · 5 4 · · 3̄ 4̄ 5̄ 3 · ·

状態 T t∞(b)に対応する艤装配位Φ(T t∞(b))は以下の通り。

−2
6 + 2t

2 + 4t
−2
−1 −1 0

例３ 最後に同論文のD
(1)
6 型の例を見てみよう。

2 2 1 1 1 · · 2 2 · · · · · · · · · · · · · · · ·
3̄ 5̄ 6 5 4 · · 5̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · 2 2 1 1 4 2 · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · 3̄ 5̄ 6 5 5̄ 5̄ · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · 2 5̄ 6 2 1 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · 3̄ 4̄ 5̄ 4 4 · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · 1 1 2 2 2 2 1 · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · 5̄ 6 3̄ 4̄ 5̄ 4 4 · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · 1 1 · · · 2 2 2 2 1

· · · · · · · · · · · · · · · 5̄ 6 · · · 3̄ 4̄ 5̄ 4 4

状態 T t∞(b)に対応する艤装配位Φ(T t∞(b))は以下の通り。

(ν(1), J (1)) = {(4), (−2)}, (ν(2), J (2)) = {(5, 2), (3 + 5t, 7 + 2t)},
(ν(3), J (3)) = {(5, 3), (−2,−1)}, (ν(4), J (4)) = {(4, 3), (0, 0)},
(ν(5), J (5)) = {(5), (−3)}, (ν(6), J (6)) = {(4), (−1)}.

ここで艤装配位を以下のように記述した。

(ν(a), J (a)) = {(ν(a)1 , ν
(a)
2 , . . .), (J

(a)
1 , J

(a)
2 , . . .)}.

以上Misra–Wilsonによる極めて非自明なD型箱玉系は艤装配位の理論からも明瞭に理解
できることが確認された。
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8.8 D
(1)
n 型艤装配位写像のアルゴリズム

D
(1)
n 型の path b ∈

⊗L
k=1B

rk,sk と艤装配位

(ν, J) =
(
µ(1), . . . , µ(n), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
との間の全単射

Φ−1 : (ν, J) 7−→ path

の記述を行う。ただしここでも艤装配位の µ(a)のラベル aは A
(1)
n 型の場合とずらしてある

ことに注意。
主に定義するべき内容はBr,sを記述するためのKirillov–Reshetikhinタブローと写像Φ−1

のアルゴリズムの二種類に大別される。なお以下簡単のため r ≤ n− 2と仮定する。スピン
表現の場合については論文 [Sa14, OSSS]を参照されたい。

Kirillov–Reshetikhinタブロー KRタブローは最初論文 [OSS11]において導入された。
その後論文 [ScScr14]において A型とD型以外の非例外型代数についても数値的に検討さ
れ、それぞれの代数に対する柏原作用素を用いれば細かな修正を除き実質的に同じ定義が使
用できることが確かめられた。すなわち普遍性のある自然な概念であると言えよう。
I0 = {1, 2, . . . , n}とする。KRタブローは Br,s の古典部分代数 Dn に対する最高ウェイ
ト元 uλ、すなわち ẽauλ = 0 (a ∈ I0)に対してのみ明示的に定義される。その他の元は柏
原作用素 f̃a (a ∈ I0)を通常通り作用させることにより得られる。元 uλのウェイト λの形
を、高さ hのコラムが kh個あるというように表記しよう。基本ウェイトの記号を使えば、
λ = krΛ̄r + kr−2Λ̄r−2 + · · · となる。
uλ に対応する KRタブローを fill(uλ)と書き、その対応を filling mapと呼ぼう。以下

filling mapを定義する。kcを数列 kr−2, kr−4, . . .における最初の奇数としよう。その様な kc
が存在しないときは kc = k−1、すなわち c = −1とおく。tを uλのKashiwara–Nakashimaタ
ブロー表示とする。すなわちYoung図 λの一行目には文字 1を、二行目には文字 2を、と順
に埋めたものとする。タブロー tを r × sの長方形の左上におき、すき間を以下のように埋
めていく。手続きは tの左端の列から始め、以下の手順で右向きに進む。

1. 高さ rの列には何もしない。c ≥ 0である場合、高さ cの列を一つ減らし、また高さ c

未満の列を全て左に一列ずらす。

2. 高さが c以上の列の充填法。高さ hの列に対するすき間であれば以下の文字列の転置
で埋める。

r r − 1 · · · h+ 1

h+ 1 h+ 2 · · · r
.

c = −1であればこれで全てのすき間が埋まるので手続きが終了する。

3. 右端を除く他の列の充填法。文字 xを再帰的に再定義しながら下記の内容で埋める。
初期条件として x = c+ 1と定める。対応する列の高さが hであれば、

y · · · r − 1 r r · · · x+ 1 x

の転置をすき間に埋める。すき間のます目の数は r − hなので y = r − (x− h− 2)と
なる。x = yと再定義して次の列に同じ手順を繰り返す。
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4. 最終的に得られた xを用いて

1 2 · · · y y · · · x+ 1 x

の転置を右端の列とする。ここで c ≥ 0の場合 Step 1の結果右端の列は空白になって
いる事に注意。また以上の定義から y = (r + x− 1)/2と定まる。

例１ B8,7の I0-最高ウェイト元 uλで λ = Λ̄8 + 2Λ̄6 + Λ̄4 + 2Λ̄2 なるものを考える。この場
合 (k6, k4, k2, k0) = (2, 1, 2, 1)なので c = 4となる。uλのKNタブロー表示を 8× 7の長方形
の左上に置くと、

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

5 5 5

6 6 6

7

8

Step 1−−−−−−→

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3

4 4 4

5 5 5

6 6 6

7

8

.

そこですき間を次のように埋める。

5 1

6 2

7 5 7 3

8 6 8 4

8̄ 7 8̄ 5

7̄ 8 7̄ 6

8̄ 7 6̄ 8̄ 6̄ 6̄

7̄ 8 5̄ 7̄ 5̄ 5̄

, よって, fill(uλ) =

1 1 1 1 1 5 1

2 2 2 2 2 6 2

3 3 3 7 5 7 3

4 4 4 8 6 8 4

5 5 5 8̄ 7 8̄ 5

6 6 6 7̄ 8 7̄ 6

7 8̄ 7 6̄ 8̄ 6̄ 6̄

8 7̄ 8 5̄ 7̄ 5̄ 5̄

.

例２ 見慣れない概念でしょうからもう少し r = 12の例を。

1 1 1 1 1 1 1 7 1

2 2 2 2 2 2 2 8 2

3 3 3 3 7 9 7 9 3

4 4 4 4 8 10 8 10 4

5 5 5 5 9 11 9 11 5

6 6 6 6 10 12 10 12 6

7 7 7 7 11 12 11 12 7

8 8 8 8 12 11 12 11 8

9 9 12 9 12 10 12 10 9

10 10 11 10 11 9 11 9 9

12 11 10 11 10 8 10 8 8

11 12 9 12 9 7 9 7 7

1 1 1 1 1 7 1

2 2 2 2 2 8 2

3 3 7 9 7 9 3

4 4 8 10 8 10 4

5 5 9 11 9 11 5

6 6 10 12 10 12 6

7 7 11 12 11 12 7

8 8 12 11 12 11 8

9 9 12 10 12 10 9

10 10 11 9 11 9 9

12 11 10 8 10 8 8

11 12 9 7 9 7 7

1 1 1 1 1 5 1

2 2 2 2 2 6 2

3 3 9 7 9 7 3

4 4 10 8 10 8 4

5 5 11 9 11 9 5

6 6 12 10 12 10 6

7 7 12 11 12 11 7

8 8 11 12 11 12 8

9 9 10 12 10 12 8

10 10 9 11 9 11 7

12 11 8 10 8 10 6

11 12 7 9 7 9 5

左から順に (k10, k8, k6, k4, k2, k0) = (2, 3, 0, 0, 3, 1), (2, 1, 0, 0, 3, 1), (2, 0, 1, 0, 3, 1) に対する
fill(uλ)。下線を引いた文字が kcを表す。khに対応する列の文字 1, 2, . . . , hを対応する各Step

2, 3, 4に応じてピンク、黄色、緑で表した。
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Φ−1のアルゴリズム 基本的にはA
(1)
n 型のアルゴリズムと類似であるが、46ページに与えた

古典部分代数Dnのクリスタルグラフにそって実行されるため以下のような相違点が生じる。
µ(a)のある行 µ

(a)
i を選択し、B

a,µ
(a)
i の元を以下のようにして定める。ℓ(a−1) = µ

(a)
i とする。

次いで ν(a)の特異なストリングで長さが ℓ(a−1)以上で最も短いものを選び、その長さを ℓ(a)

と定める。再帰的に以上の手続きを繰り返していき、途中 ν(j)で初めて該当する特異なスト
リングが選べなくなった場合、ℓ(j) =∞としてそこでストップし、出力の文字を k = jとす
る。以上はA

(1)
n 型の場合と同一であるが、ν(n−2)から先はDynkin図ないしDnのクリスタ

ルグラフが二股に分かれることから以下のような手続きとなる。
ℓ(n−2) <∞だったとしよう。その時 (ν(n−1), J (n−1))または (ν(n), J (n))の特異なストリング
で ℓ(n−2)以上の長さで最小のものを探し、それぞれの長さから同様にして ℓ(n−1)および ℓ(n)

を定める（該当するものがなければ∞とする）。

1. ℓ(n−1) =∞かつ ℓ(n) =∞ならば出力を k = n− 1として停止。

2. ℓ(n−1) <∞かつ ℓ(n) =∞ならば出力を k = nとして停止。

3. ℓ(n−1) =∞かつ ℓ(n) <∞ならば出力を k = n̄として停止。

4. ℓ(n−1) <∞かつ ℓ(n) <∞ならば ℓ(n−1) = max(ℓ(n−1), ℓ(n))として継続する。

以降は手続きの左右を入れ替えて繰り返す。すなわち ℓ(j+1)が定まってるとき (ν(j), J (j))の
特異なストリングで ℓ(j+1) 以上のもののうち最小のものの長さを ℓ(j) と定義する。初めて
ℓ(j) =∞となったとき出力を k = j + 1として停止する。一方最終的に ℓ(1) <∞となったと
きには出力を k = 1として停止する。
その後のステップは A

(1)
n 型の場合と全く同一である。すなわち選択したストリングから

一ますずつ削り、新しい riggingは、削られたストリングについては新しい艤装配位で特異
なストリングとなるように定め、一方削られなかったストリングの riggingは変更しない。

例１ D
(1)
5 とする。以下のB3,2 ⊗B2,2型艤装配位を考えよう。

0 −1

0
1
1

0
1
1

0
−2
−2
−3

0
−2
−2

−3
0
0

0
0
−1
0

−1
0

µ(a)は略してあるが、今のテンソル積の形状から µ(2) = (2)および µ(3) = (2)である。計
算を見やすくするために以下の記号を使用する。µ(a)の長さ j の行から削るとき（つまり
ℓ(a−1) = jのとき）、ます目を選択してから一ますずつ削除し新しい riggingを決定するまで
の一連の操作を δ

(a)
j と表すことにしよう。与えられた艤装配位で µ(a)の長さ jの行を選択す

ると順に δ
(a)
j , δ

(a−1)
1 , δ

(a−2)
1 , . . . , δ

(1)
1 を行うことでBa,jの一つの列が得られることになる。次

いで δ
(a)
j−1, δ

(a−1)
1 , δ

(a−2)
1 , . . . , δ

(1)
1 を行うと二列目が得られる、等となる。この手順はA

(1)
n 型の

場合と共通である。
ここでは µ(2)の長さ 2の行を選択してB2,2の元を得るところから始めよう。すなわち最
初のステップは δ

(2)
2 であり、ν

(2) = (4, 3, 1)の長さ 2かそれ以上の特異なストリングを探す
ことから開始する。同様の操作を続けていってB2,2に対する全ての手順を実行すると以下
のようになる。ます目に “×”のしるしを付したものが選択され除去されるます目である。ま
た δ

(a)
j と矢印を挟んで途中段階の像を記述した。
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0 −1

0
1
1

×
0

1
1

0
−2
−2
−3 ×

×
0

−2
−2

−3
0
0 ×

0
0
−1
0 ×

−1
0

δ
(2)
2

?
3̄

0 −1

0
0
1

0
0

1

0
0
−2
−2

0
0
−2
−2

0
0

0
0

−1
−1

−1
−1

δ
(1)
1

?

1
3̄

−1 × −1

0
0
1
×
× 0

0
1

0
0
−2
−2

×
× 0

0
−2
−2

0
0
× 0

0
−1
−1

× −1
−1

δ
(2)
1

?

1
3̄ 1̄

−1 × −1
0
1 ×

0
1

0
−2
−2 ×

0
−2
−2 0 × 0

−1
−1

−1
−1

δ
(1)
1

?

1 5
3̄ 1̄

−1 −1
0
1

0
1

0
−2
−2

0
−2
−2 1 1

−1
−1

−1
−1

いくつか注釈をつけておく。

• δ(2)2 の後新しい vacancy numbersを計算する時には pathがB3,2 ⊗ B2,1 ⊗ B1,1である
として計算する。つまり µ(1) = (2, 1), µ(2) = (1)とする。

• 最初の δ
(1)
1 は ν(1)に特異なストリングが存在しないため削れずに出力が 1である。

• δ(2)1 は ν(2)から削り始めて右端まで行って折り返した後 ν(1)まで削っている。

残りの計算も実行すると、最終的な像Φ−1(ν, J)は以下の通り。

Φ−1
B3,2⊗B2,2(ν, J) =

1 5̄
4 3̄
5 1̄

⊗ 1 5
3̄ 1̄

. (55)
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参考までに µ(a)の選び方の順を逆にすると以下の像が得られる。

Φ−1
B2,2⊗B3,2(ν, J) =

2 5̄
5 3̄

⊗
1 4
5 2̄
3̄ 1̄

. (56)

艤装配位写像のR不変性により (55)と (56)はR-行列により移りあう。

R : 1 5
3̄ 1̄

⊗
1 5̄
4 3̄
5 1̄

7−→
1 4
5 2̄
3̄ 1̄

⊗ 2 5̄
5 3̄

.

よってこの場合R-行列はR = Φ−1
B3,2⊗B2,2 ◦ ΦB2,2⊗B3,2 と実現される。長さ 2以上のテンソル

積に対して任意の回数R-行列を作用させたものでも同様にR = Φ−1
B′ ◦ΦBと一回で計算でき

る。計算の効率だけではなく、組み合わせR-行列を定義から原理的に計算を行ったり、又
はそれを改良したような再帰的な方法ではなく、明示的なアルゴリズムによって計算する方
法はおそらく存在していなかったと思われる。アルゴリズムが明示的に与えられたからこそ
箱玉系の逆散乱形式などの重要な結果が導出できるのである。

例２ 今考えた例は出てくるタブローがKashiwara–Nakashimaタブローばかりだったので、
そうではない例をひとつあげる。D(1)

6 とする。B
4,3 ⊗ B2,3 ≃ B2,3 ⊗ B4,3型のテンソル積に

ついての以下の最高ウェイト艤装配位を考える。

∅ 0
0 0

0

0
0
1

0
0

0

0
0
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

二通りの方法で艤装配位写像Φ−1を計算すると以下の像を得る。

R :

1 1 1
2 2 2
4̄ 3 3
3̄ 4 3̄

⊗ 1 1 1
2 3 2̄

≃ 1 1 1
2 2 2

⊗
1 1 1
2 4 3
4 4̄ 4
4̄ 2̄ 4̄

.

1 1 1
2 4 3
4 4̄ 4
4̄ 2̄ 4̄

に対応する最高ウェイト元は

1 1 1
2 2 2
3 4̄ 3
4 3̄ 4

= fill

 1 1 1
2 2 2
3
4

。最高ウェイト元を得るた
めに作用させた ẽaの列を逆順にして f̃a の列としてかければ対応するKashiwara–Nakashima

タブローが得られる。結局上記R-行列の結果をKNタブロー表示すれば

R : 1 1 1
2 2 2

⊗ 1 1 1
2 3 2̄

≃ 1 1 1
2 2 2

⊗
1 1 1
2 3 2̄
4
4̄

という形になる。
艤装配位写像Φの定義をよくご理解いただければ、KRタブローの様に風変わりな、しか
し代数構造を持つ対象が発生することは誠に驚異的なこととご納得頂けると思う。しかし実
際にはなかなか受け入れがたい事実であるようで、かつて関係者の方々に概念を正しく理解
して頂くのに大変な労力を要したことを思い出す。
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8.9 Littlewood–Richardsonタブロー

本稿の締めくくりにデザートのような話題を提供しようと思う28。この話題における一つ
の主役は Littlewood–Richardson（LR）タブローである。普通 LRタブローを扱う時はタブ
ローそのものではなくある条件を満たす LRタブローの総数について関心をもたれる場合が
多いのであるが、以下で述べる構成では LRタブローそのものに重要な意味があるところが
興味深い。
考察する問題をより具体的に述べると、任意の非例外型アフィンリー代数 gの最高ウェイ
ト表現とA

(1)
n 型の最高ウェイト表現およびLRタブローの組との間には興味深い全単射が存

在する。そのような全単射は母関数のレベルでの恒等式として Shimozono–Zabrocki [SZ] に
より提唱され、また論文 [Sh05, LS05, LOS]において恒等式の証明が行われた。その様な恒
等式の成り立つ数学的根拠として論文 [OS]において具体的に表現の間の全単射が構成され
たので、以下はその内容を紹介する。Cartanデータを含む詳細は原論文に譲ることとして、
議論の本質的な部分をあまり細部に立ち入らずに概観することを目標とする。
なお本節では代数として一般の非例外型アフィンリー代数を考察する。代数のランクが低
い場合を除き全ての代数について普遍的な構成となっている。

LRタブロー まずは LRタブローの復習から。T が LRタブローであるとは以下の二つの
条件を満たす時をいう。

• T は歪準標準盤である。つまり T は左上のあるYoung図の部分を空白として他の部分
に数字を書き込んだタブローであり、書き込まれた文字について通常の準標準盤とし
ての条件を課す。

• T に書き込まれた文字を右から左、上から下へ、という順に読んで得られる数列を
row wordと呼ぶとき、row word w = x1 · · · xl が Yamanouchi条件を満たす。ここ
で Yamanouchi条件とは wを左端から任意の部分まで読んで得られる任意の部分列
x1 · · · xk に対して、部分列に含まれる文字 1の総数が文字 2の総数以上であり、文字
2の総数が文字 3の総数以上であり、等々という条件が満たされることをいう29。

LRタブロー T の型 η/λとは、T の外形が ηであり、左上の文字が書き込まれない領域の形
が λであることをいう。また LRタブロー T のウェイト µ = (µ1, . . . , µl)とは、T に含まれ
る文字 jの個数を µjとして得られる分割の事である。
例えば以下のタブローは (43312)/(221)型の LRタブローであり、ウェイトは (3, 3, 2, 2)で
ある。

1 1
2

1 3
2 2 4
3
4

この場合の row wordは 1123142234であり、確かにYamanouchi条件を満たす。

28大分こってりした味付けで胃もたれしてしまうかもしれないが。
29Yamanouchi条件はAn型クリスタルのテンソル積 (B1,1)⊗Lの元が最高ウェイト元であるための条件と同
一である。

59



型 η/λでウェイト µの LRタブローの総数は Littlewoood–Richardson係数と呼ばれ、通
常 cηλµと表される。良く知られているように cηλµは、glnのウェイト λ の既約表現を Vλと書
くとき、テンソル積 Vλ ⊗ Vµの中に含まれる表現 Vηの重複度に等しい。

艤装配位の安定化 元々考えられていた問題では代数 gに対するKRクリスタルのテンソル
積
⊗

k B
rk,skを考える事になるが、我々の立場では艤装配位上で考察することになる。いく

つか用語を準備しよう。KRクリスタルの議論では非例外型アフィンリー代数をDynkin図
の 0番目の頂点付近の形状に応じて以下のように分類すると便利なことが多い。

♢ ♢型の g

∅ A
(1)
n

D
(2)
n+1, A

(2)
2n

C
(1)
n

A
(2)
2n−1, B

(1)
n , D

(1)
n

ここで代数の型を表す♢の形は、クリスタルBr,sを古典部分代数の表現に分解したときに
現れるウェイトの形（すなわちKashiwara–Nakashimaタブローの取りうる形）が r× sの長
方形から♢の形を任意個数取り除いて得られる形となることによる。以下簡単のため各型
♢ = ∅, , , について

g♢ = A(1)
n , D

(2)
n+1, C

(1)
n , D(1)

n (57)

という場合を念頭に置いて議論するが、この選択は必須のものではない30。なお特に断りが
ない場合、本節での艤装配位は最高ウェイト元の場合を考える。
♢型の代数に対する艤装配位を考えよう。詳細は論文 [OSS03]に譲るが、一般の代数に対
する艤装配位もDynkin図の 0番を除く各頂点に ν(a)を配置して

(ν, J) =
(
µ(1), . . . , µ(n), (ν(1), J (1)), . . . , (ν(n), J (n))

)
(58)

の様に得られる。ここで µ(a)の番号付はD
(1)
n 型と同様に行 µ

(a)
i はクリスタルBa,µ

(a)
i に対応

するとしよう。記号 a♢を以下のように定める。

a = a = n− 1, a = n− 2.

その心はDynkin図の真ん中にあるA型的な頂点のうち最大のものを表している。一般の代
数の場合の vacancy numbersもA型的な頂点に対してはA

(1)
n 型艤装配位と同様に定義され

る（例えば [OS, §2.3]を参照されたい）。
興味深い点として与えられた pathに対し考察する代数のランク nを変化させていくと、

nが十分小さい場合を除き艤装配位が安定化し、特徴的な振る舞いをするようになる [OS,

§2.4]。具体的には、ある kが存在して

ν(k) = ν(k+1) = · · · = ν(a
♢) (59)

となり、かつ ν(a
♢)は♢を単位として敷き詰めることのできる形状となる（A(1)

n 型なら空集
合となる）。この時 (59)に対する vacancy numbersは全て 0となり、艤装配位に対する最

30一方 [LOS]の議論においては必須のものだった
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高ウェイト条件から riggingsは全て正となることと合わせると、実質的にこの部分に対する
riggingの自由度は消滅する。この様な状況下では艤装配位の ν(a

♢)より右側の部分に現れる
各代数への依存性は無視することができてしまい、艤装配位は型♢のみで分類されること
になる。
艤装配位を用いてもウェイトを計算することができ、例えば [Sa14, Eq.(13)]や [OS, Eq.(2.7)]

に一般的な式が与えられているが、さしあたって以下の議論を理解するために代数のランク
が十分大きくて安定化 (59)が成立している場合の式を示す。その場合λ = wt(ν, J)をYoung

図で表した時の a行目 λaは

λa =
∑
b≥a

∣∣µ(b)
∣∣+ ∣∣ν(a−1)

∣∣− ∣∣ν(a)∣∣ (60)

で与えられる。ここで分割 λに対し |λ|でます目の総数を表す。以下型 ♢でウェイト λの
（最高ウェイト）艤装配位の全体をRC♢(λ)で表すことにする。pathの形状を表す µ(a)は固
定しておき、特に明示しないことにする。

全単射の定式化 本題の全単射を定義しよう。いくつか記号を準備する。LRη
λµで型 η/λを

もつウェイト µのLRタブローの全体としよう。また分割 λに対し ℓ(λ)で分割の長さを表す
ことにしよう。
考察する全単射は

Ψ : RC♢(λ) −→ RC∅(η)× LRη
λµ (61)

というものである。ここで各要素の対応が

Ψ : (ν, J) 7−→ {(ν ′, J ′), T}

であるとき

λ = wt(ν, J), µ = ν(a
♢), η = wt(ν ′, J ′)

である。♢ = ∅すなわちA
(1)
n 型の場合も λ = ηとして含まれている。この全単射は抽象的

なものではなく具体的なものであり、本節末で述べるように代数の持っている双対性とも関
連した深い内容を持ったものである。
全単射 (61)が成立するためには、代数のランクは安定化 (59)が成立しているようなもの
であれば十分であるが、より精密に述べることができる。一つ艤装配位 (ν, J) ∈ RC♢(λ) が
与えられたとしよう。この時代数のランク nが条件

a♢ ≥ ℓ(wt(ν, J)) + ℓ
(
ν(a

♢)
)

(62)

を満たす時、写像Ψが成立する。この条件の意味は、具体的なアルゴリズムを見て頂ければ
ご理解いただけると思うが、大体以下のようなものである。簡単のためD

(1)
n 型の場合で考

えよう。LRタブロー T ∈ LRη
λµに対しNout = ℓ(η)およびNin = ℓ(λ)と定義しよう。この時

アルゴリズムの定義からΨ−1は代数のランク n がNout + 2 ≤ nを満たす時定義される。一
方NoutとNinの差の最大値はNout−Nin = ℓ(ν(a

♢))なので合わせるとNin+ ℓ(ν
(a♢))+2 ≤ n

すなわち (62)が得られる。割と精密な評価であるから必要に応じて定理が成立するための
代数のランクに関する条件を導出するのに利用できる（例えば [OS, Remark 4.1]を参照）。
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艤装配位写像 Φ : path 7→ rigged configuration が確立されている場合は全単射Ψはクリ
スタルのテンソル積

⊗
k B

rk,sk のレベルに拡張される。その様な写像を直接求めることは非
常に難しい問題のようであり [Sh05]、おそらく一般には未解決であると思われる。もちろん
艤装配位上に直接柏原作用素を導入することもできるので、表現の間の全単射という意味で
は (61)で完成しているといっても良いが、クリスタルのテンソル積のレベルで実現される
ことも重要であろう。

アルゴリズムの定義 では写像Ψのアルゴリズムの記述をしよう。大雑把にいってアルゴリ
ズムは A

(1)
n 型の艤装配位写像のアルゴリズムをそのまま左右を入れ替えたものである。こ

れは節末で関連を述べる代数の双対性がDynkin図の左右を入れ替えるものであるのと見事
に整合する。またLRタブローは写像の recording tableauとしてごく自然に現れる。考えて
いる問題の複雑さから見るとあっけないほど単純になってしまい、艤装配位の底知れぬ強力
さに驚かされる。
アルゴリズムは ν(a

♢)の各列を右から順に見て以下のように行う（ν(n)等には自然に拡張
されるが本質的ではないので省略）。ν(a

♢)の右端の列が左から数えて l列目であり、高さが
hlであるとしよう。その時操作 δlが以下のようにして定まる。

1. ℓ(a
♢) = lとし、再帰的に ℓ(a)を定める。ℓ(a)が定まっているとき、ν(a−1)の特異なスト

リングで長さが ℓ(a)以上のもののうち最小のものの長さを ℓ(a−1)と定める。その様な
ものがないとき、ℓ(a−1) =∞とし、出力を k = aとして停止する。一方 ℓ(1) <∞なら
ば出力を k = 1として停止する。

2. 前項で選んだ ν(a)の各行の右端から一ますずつ削る。新しい riggingは、削られなかっ
た行に対しては元と同じとし、一方削られた行に対しては新しい艤装配位において特
異なストリングとなるように定める。ただし vacancy numberの計算において pathの
形状を表す µ(a)は変化させない。

3. recording tableau T には以下の要領で文字を書き込む。写像Ψの過程では δlを hl回
繰り返して艤装配位に作用させる。もし考えている δlが δhll の中の j番目であったと
き、T の k行目の右端に文字 jを書き込む。

ν(a
♢)の i列目の高さが hiである時、写像Ψは

Ψ(ν, J) = {(ν ′, J ′), T} = δh11 ◦ δh22 ◦ · · · ◦ δ
hl
l (ν, J)

で与えられる。
写像Ψは各ステップで逆にすることができ、それが逆写像Ψ−1を与える。

写像の例 ここではD
(1)
n (n ≥ 8)型 (B1,3)⊗3⊗ (B1,2)⊗2⊗ (B1,1)⊗2 テンソル積の以下の元を

考える：
b = 1 1 1 ⊗ 2 1̄ 1̄ ⊗ 1 2 2̄ ⊗ 2 3 ⊗ 2 2̄ ⊗ 2̄ ⊗ 2 .

その時対応する艤装配位上で写像Ψは以下のように計算される。以下の図では次のような
記述をする。一番最初の艤装配位は上で与えた元 bに対応する。紫色の印をつけた箱は矢印
の左側で指定されたそれぞれの操作 δによって取り除かれるます目を表す。各段階で得られ
るレコーディングタブロー T はそれぞれの矢印の右側に与えた。
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図式の最後に与えられた艤装配位および T が今の場合の写像Ψの像となる。特に T は準
標準盤となっており、更にその row wordは 1123142234 となっていて確かにYamanouchi条
件を満たしていることが確かめられる。なお艤装配位写像 Φ−1のもとで最終的な艤装配位
は以下のテンソル積の元に対応している：

b′ = 1 1 1 ⊗ 2 2 2 ⊗ 1 3 3 ⊗ 4 4 ⊗ 3 5 ⊗ 4 ⊗ 6 .

なお逆写像Ψ−1の計算は上記の計算を完全に逆にたどっていけばよい。

双対性 bおよび b′は先ほどの例で与えられたものと同じとし、それらをD
(1)
8 の元であると

みなす。これらを文献 [LOS]第 5.3節に与えられた対合 (involution) σと比較してみよう。σ
はDynkin図の左右を入れ替える双対性、すなわち

σ ◦ ẽa = ẽn−a ◦ σ

が任意の a ∈ I = {0, 1, . . . , n}について成り立つものとしよう。今考えている path bについ
て具体的に計算すると、

σ(b) = 8̄ 8̄ 8̄ ⊗ 8 8 7̄ ⊗ 6 8̄ 6̄ ⊗ 7̄ 6̄ ⊗ 6 6̄ ⊗ 7 ⊗ 7̄ .

すると b′は σ(b)に対応する I0-最高ウェイト元と一致する（I0 = I \ {0}）。同様の関係が任
意のΨの像に対して成り立っているものと予想している。
なお σの定義では代数として (57)に与えたものを取る必要があるが、艤装配位上の全単
射Ψの定義では任意の非例外型アフィンリー代数を選ぶことができ、その定式化は代数の種
類にほとんど依存しない普遍性のあるものであった。これもまた艤装配位のもつ顕著に深い
性質の一つであり、艤装配位自身が数学的に意味のある量であることの証左となっている。

8.10 その他の話題

本稿では触れられなかったが興味深い結果について簡単に紹介して本稿の〆とする。

他の代数への拡張 艤装配位写像 Φは様々な代数に対して拡張されている。現状を知るた
めに筆者の知る範囲での星取表を以下に載せておく。

• A(1)
n 型：完全に一般の場合に完成 [KSS]。

• D(1)
n 型：完全に一般の場合に完成 [OSSS]。

• その他の非例外型代数：[OSS03]により (B1,1)⊗L型のテンソル積について完成。

• E(1)
6 型：[OSano]により (B1,1)⊗L型のテンソル積について完成。

• D(3)
4 型：[Scr15]により (B1,1)⊗L型のテンソル積について完成。

65



様子を見るために代数が simply lacedではない場合の例として C
(1)
n 型の場合を紹介する

ことにしよう。[OSS03]により完成されているのは (B1,1)⊗L型の場合なので µ(1) = (1L)と
しよう。すると艤装配位は

(ν, J) =
(
(ν(1), J (1)), (ν(2), J (2)), . . . , (ν(n), J (n))

)
となる。ここで ν(n)の各行の長さは偶数 ν

(n)
i ∈ 2Zとする。vacancy numbersは

P
(1)
l (ν) = L− 2Ql(ν

(1)) +Ql(ν
(2)),

P
(a)
l (ν) = Ql(ν

(a−1))− 2Ql(ν
(a)) +Ql(ν

(a+1)), (1 < a < n),

P
(n)
l (ν) = Ql(ν

(n−1))−Ql(ν
(n)).

今までと異なるのは a = nの場合である。最高ウェイト元の場合の艤装配位の定義はA
(1)
n 型

やD
(1)
n 型の場合と全く同一である。すなわち全ての vacancy numbersが 0以上であり、か

つ riggingは常に 0以上対応する vacancy number以下であることとする。
艤装配位写像のかなめであるます目を選択し除去する手続き δ は以下のようになる。

1. ℓ(0) = 1とし以下のように再帰的に ℓ(a)を定めていく。ℓ(a−1)まで定まったとする。そ
の時 ν(a)の特異なストリングで長さが ℓ(a−1)以上のものが存在するとき、そのうち最
小のものの長さを ℓ(a)と定め、手順を続行する。もし ν(a)に該当する特異なストリン
グが存在しない時は ℓ(a) =∞と定め、出力を aとして手続きを停止する。

2. もし ℓ(n) <∞であった場合、ν(n)の長さ ℓ(n)の行からは二ます並んで削ることとする
（そうすると ν(n)の行はいつでも偶数にできる）。ℓ

(n)
= ℓ(n)と定義し、ℓ(n) = ℓ

(n) − 1

と再定義すると、ν(n)の ℓ(n)列目と ℓ
(n)
列目のます目が削られることになる。

3. もし ℓ
(a+1)

= ℓ(a)であった場合 Case (S)であると言い、以下のように該当する各 ν(a)

の行から二ますずつ削る。ℓ
(a)

= ℓ(a)と定義し、ℓ(a) = ℓ
(a)− 1と再定義し、ν(a)の特異

なストリングの右端二ます（ℓ(a)列目と ℓ
(a)
列目）を並んで削る。

4. もし ℓ
(a+1)

> ℓ(a)であれば、ν(a)の特異なストリングで長さが ℓ
(a+1)

以上であるものの
うち最少のものの長さを ℓ

(a)
と定義する。もし ℓ

(a+1)
<∞かつ ν(a)に該当する特異な

ストリングが存在しなかった場合、ℓ
(a)

=∞とおき、出力を a+ 1として停止する。一
方 ℓ

(1)
<∞ならば出力を 1として停止する。

こうして選んだ特異なストリングから一ますないし二ますずつ削り、µ(1) = (1L−1)とする。
新しい riggingは、変化しなかったストリングに対しては元と同じものを、削除されたスト
リングに対しては新しい艤装配位において該当するストリングが特異になるように与えるこ
とはA

(1)
n 型やD

(1)
n 型の場合と同様である。

一般の
⊗L

k=1B
rk,skの場合にも数値的に実験がなされている [ScScr14]。結果として、Br,s

を表示するタブローは §8.8 で与えたD
(1)
n 型の場合と全く同様である。より詳しく述べると、

クリスタルBr,sを古典部分代数の表現として分解すると、r× s型の長方形から横ドミノ
を任意個数取り除いたものが得られる。従ってD

(1)
n 型KRタブローの定義で現れた奇数の

ステップ kcは存在せず、かえって単純なものになってしまう。もちろん他のKRタブローを
得るために用いる柏原作用素 f̃aにはC

(1)
n 型のものを用いる。また艤装配位上の柏原作用素

の定義もA
(1)
n 型やD

(1)
n 型の場合と全く同じ定義で良いようである。
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代数の種類が異なるのであるから、全ての種類に対して全く同じ結果が成り立つのでは各
代数の個性を見落としてしまっている可能性が高い。一方代数の種類ごとに全く異なる構成
をしているのでは普遍性の面で難がある。艤装配位の場合ここで見たように、各代数で共通
するべき部分では共通の定義が成り立ち、一方各々の代数の個性が最も発揮されるであろう
部分には適切な違いが発生するので、筆者には好ましく感じられる31。

B(∞)-クリスタル 最近 Salisbury–ScrimshawによりKRクリスタルとは別の興味深いクリ
スタルのクラスであるB(∞)-クリスタルの構造が艤装配位上に導入された [SalScr14]。この
場合 0番目の頂点も含む全てのDynkin図の頂点に ν(a)が配置される。柏原作用素の定義な
ど代数構造の面だけに限れば一般の対称化可能なKac–Moodyリー代数の場合にも全く同様
にして定義することができる [SalScr15b]。なお、この様な考え方では本稿で考えてきたKR

クリスタルの場合は 0番目の頂点には何も配置していないので有限型と呼ばれるが、KRク
リスタルの場合にはアフィン代数による無限次元対称性が深くかかわっているので、ここで
の議論とはかなり異なる話なのかもしれない。
もう少し詳細に彼らの構成を記述しておこう。本稿で述べてきた艤装配位と異なる点とし
て、Br,sの形状を記述している µ(a)は全て空集合として扱い、vacancy numberからも µ(a)

の関わる項を消去する。次に柏原作用素 ẽaと f̃aであるが、基本的な定義は本稿で述べてき
たKRクリスタルの場合と全く同様である。唯一の相違点は、f̃aの定義において riggingが
対応する vacancy numberを超過した場合 f̃aの作用を 0と定めていたのを、その様な場合で
も構わず（形式的に全く同じ手順で）そのまま計算を続けていってしまう点である。元々の
Schilling [Sc06]によるKRクリスタルの構造の導入では f̃aの作用が 0 となる場合を含む定
義である事を本質的に用いて Stembridgeの方法に帰着させていたのでB(∞)-クリスタルの
状況には適用できない議論であった。一方論文 [Sa14]による方法は関数 εaを艤装配位上に
導入する直接的な方法であるためB(∞)-クリスタルの場合にもそのまま通用し、実際論文
[SalScr14]ではその方法で導入されている。
最終的にB(∞)-クリスタルは、ν(a) = ∅が全ての頂点 aについて成り立つような空の艤装
配位から出発して、柏原作用素 f̃aを任意の仕方で作用させたものの全体として定義される。
B(∞)-クリスタルに対する艤装配位の持つ著しい性質として、Kashiwara involution と呼
ばれる重要な双対性が非常に単純な形をとることがあげられる [SalScr16]。具体的には各ス
トリングの riggingと coriggingを入れ替える操作(

ν
(a)
i , J

(a)
i

)
7−→

(
ν
(a)
i , P

ν
(a)
i
(ν)− J (a)

i

)
で移った先で柏原作用素 ẽaと f̃aを定義すればよい。実にすっきりとした状況である。同じ
操作は 48ページでLusztig involutionを実現した際にも用いたし、またBethe仮説方程式の
解析でも 16ページの式 (10)で登場して基本的であった。
B(∞)-クリスタルは空の艤装配位から柏原作用素で得られるもの全体として定義された
が、最も単純なAn型の場合にはより詳細な情報を得ることができる [SalScr15a, HL]。組み
合わせ論的な記述にはmarginally large (reverse) tableauxと呼ばれる対象が登場する。
B(∞)-クリスタルの場合の艤装配位の理論は現状では柏原作用素が定義され、表現が構成
されました、という段階の様に筆者には感じられる。その意味では著者らも述べているよう
にまだ一つの「モデル」というべき段階であろう。モデルを超えてどのように本質的な意味
が存在するのか解明するのは将来の重要な課題である。
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組み合わせ論等との関連 元々艤装配位の理論はKostka–Foulkes多項式やその一般化に関
わる組み合わせ論的な恒等式の証明を目的として導入されたものだった。これはチャージ
関数（38ページ (39)参照）の生成母関数がKostka–Foulkes多項式となることによる。この
方面についても多くの研究がなされており、例えば [K01, HKOTT]を参照されたい。また
Kostka–Macdonald多項式との関連 [F95]や二重Kostka多項式との関連 [Liu]等も議論され
ている。なおアフィン量子群の表現論との関連は、例えば [Her, dFK]を参照。

おわりに 艤装配位の研究は 1980年代中ごろのKirillov氏らの研究を嚆矢として現在まで
30年ほどの間様々な研究者により研究が進められてきた。本稿では、少なくとも筆者の視
野に収まっている範囲でその全体像をお示ししたつもりである。ようやく広がりのある世界
が見えてきたところだと思う。
艤装配位の研究は、単に表現を構成する、という地点を超えて、我々の扱っている代数の
表す無限次元の対称性とは何なのか、という問題について考える際に深い洞察を与えてくれ
るようである。無限次元代数の表す対称性は有限次元代数における感覚からは想像もつかな
いほど大きいため、系に強い制限を課し適用可能な対象は限定されてしまう一方、驚くほど
精緻で意外性のある現象が発生することが多い。従って有限次元代数の研究において伝統的
に育まれてきた方法に加え、全く異なる発想からの研究も重要になると思われる。無限次元
代数の表す対称性が本格的に研究されるようになったのは歴史的に見て決して長い期間では
なく、その特有の世界についてはまだまだ解明の余地が残っているように感じられる。その
時本稿で述べた様な観点からの研究も一つの考え方を提供するであろう。
艤装配位は人間の頭の中で論理的に作られたようなものではなく、無限次元の対称性に由
来した自然界に実在する数学的量であると言って良いであろう。今後とも艤装配位の研究が
進み、様々な姿を見せてくれるのを楽しみにしている。
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Invitation to the Bethe ansatz (by Reiho Sakamoto)

Proceedings for the 61st Symposium on Algebra (Mathematical Society of Japan, 2016)

Abstract: We review the algebraic Bethe ansatz for the Heisenberg model. The exposition

includes some of recent advancements with the emphasize on a relation with the rigged

configurations. We also provide somewhat thorough review of the crystal bases and the

rigged configurations.

In particular, we provide the inverse scattering transform for the type D
(1)
n box-ball sys-

tems, see (54) at page 51. The result is analogous to the type A
(1)
n case and is a consequence

of [OSSS]. We compare the result with Misra–Wilson’s box-ball system [MW].

We also provide a reformulation of a result of [Sa07] at page 33. More precisely, we provide

a crystal interpretation of the algorithm of the type A
(1)
n rigged configuration bijection by the

simplified quantity (35), instead of ε
(a)
l,j,k of [Sa07]. Let the columns of a tableau bk ∈ Brk,sk

be c1, c2, . . . , csk from left to right. Then we introduce the intermediate tensor product Cj
as in (34). Here we use the Kashiwara convention for the tensor products of crystals. Then

we compute the sum of energy functions as in (32) to derive (35). As for the definitions

used in the sum (32), see (31) where ua,l ∈ Ba,l is the classical highest weight element and
R≃ stands for the isomorphism under the combinatorial R-matrix.
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頂点代数の表現と結合的代数

田辺顕一朗 (北海道大学大学院理学研究院数学部門)

e-mail : ktanabe@math.sci.hokudai.ac.jp

1 はじめに
頂点代数V とは，物理における共形場理論の代数的定式化や，ムーンシャイン予想

の解決等を目的として1986年にBorcherds[4]によって導入された可換環的な性質を
持つ代数系である．頂点代数に，Virasoro元 (共形ベクトル) ωの存在を仮定し，付随
するいくつかの条件を追加したものを頂点作用素代数 (cf. [11],[14])という．筆者は
頂点代数上の加群，特に不変部分頂点代数 V G = {a ∈ V | 任意の gに対して ga =

a} 上の加群を研究している．ここで，Gは頂点代数 V の有限位数の自己同型群で
ある．V G加群は，Borcherdsによるムーンシャイン予想の解決 [5]で中心的役割を
果たしたムーンシャイン頂点代数の構成に用いられていることもあり，活発に研
究されている．V Gの表現論でまず興味があるのは，当然 V 加群と V G加群との関
係である．V 加群は自然に V G加群となるが，さらに次のことが予想されている:

予想 1.1. [6] 頂点作用素代数 V が “よい性質”を持つならば，任意の既約 V G加群
M に対して，ある g ∈ Gとある既約 g-twisted V 加群N(定義 2.4を参照)が存在
して，M はN の部分加群になっている (1-twisted V 加群が V 加群である)．

ここで “よい性質”についての説明は省略する．自己同型の位数が小さい場合
は，ハイゼンベルグ頂点代数M(1) ([8],[10]) や正定値偶格子に付随する頂点代数
([1],[9],[20],[21])等で予想 1.1が正しいことが検証されてきた．これらの検証は，い
ずれも頂点作用素代数に付随する Zhu代数を詳細に調べることによってなされて
いる．Zhu[22]により，頂点作用素代数の既約加群 (正しくはN次数付き既約弱加
群)と，付随するZhu代数の既約加群とが一対一に対応していることが示されてい
るからである．
最近，頂点作用素代数の表現論において重要な性質であるC2余有限性に関して

大きな進展 [17]があり，それを用いて予想 1.1および関連する問題の解明が進んで
いる．
さて，ここでは V 加群ではなく，そこから次数付けの条件をはずした，弱 V 加

群とよばれる対象を考察する．弱加群は頂点代数の表現の研究の様々な場面で自然
に現れてくる (cf. [15])．予想 1.1は加群を弱加群に変えても意味をなすことから，
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弱加群の場合に予想が成り立つかどうかは，筆者自身は昔から気になっていた．し
かし，一般の弱 V 加群では範囲が広すぎること，また Zhu代数のような便利が道
具がないことから，予想を具体例で確かめてみようにもどうすればよいのか分か
らなかった．最近になってリー環の表現において，Whittaker加群という最高ウェ
イト加群ではない加群のクラスがあるのを知った．Whittaker 加群 (Whittaker ベ
クトル)は，リー環 sl2(C)の既約加群の研究 [3]において初めて現れた後，[13]に
おいて一般の複素数体上の有限次元半単純リー環の場合に研究された．Whittaker

加群は三角分解を持つリー環ならば，いつでも定義できるものであるため，その後
様々なリー環に対して調べられているようである．特にVirasoro代数のWhittaker

加群 [18]およびその拡張 [16]は，Virasoro頂点代数の既約弱加群であるが，加群
とならない例を与えていることが分かる．Virasoro代数のWhittaker 加群はまた，
[12]においても用いられている．[2]ではA

(1)
1 型のアフィンリー環のWhittaker 加

群が考察されている．一般の頂点代数に関しては，三角分解のような構造が期待
出来ないため，Whittaker 加群の類似が定義できるかどうかは不明である．しか
し，頂点作用素代数は Virasoro元を持つので，Virasoro代数としてのWhittaker

ベクトルをもつ頂点代数の加群を考えることは出来る．そこでハイゼンベルグ頂
点代数の不変部分代数M(1)+に対して，Whittakerベクトルをもつ既約弱加群の
分類をおこない，この場合にも予想 1.1 の類似が正しいことを検証できたという
のが今回の報告である．

2 頂点 (作用素)代数とその加群
まず頂点代数の定義を書いておく．

定義 2.1. 次の条件を満たす (V, Y,1)を頂点代数という:

(1) V はC上のベクトル空間.

(2) xを形式的変数として，Y は線形写像

Y ( , x) : V ⊗C V //

∈

V ((x))

∈

a⊗ b � // Y (a, x)b

である．Y (a, x)b =
∑
i∈Z

aibx
−i−1と展開を書く．

(3) 1 ∈ V で Y (1, x) = idV (V 上の恒等写像). つまり，1−1 = idV と 1i = 0 (i ̸=
−1). また，a ∈ V に対して，Y (a, x)1 = a+

∑
i≤−2 ai1x

−i−1 ∈ V [[x]].
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(4) a, b, c ∈ V に対して，Y (a, b, c|x, y) ∈ V [[x, y]][x−1, y−1, (x−y)−1]が存在して

ιx,yY (a, b, c|x, y) = Y (a, x)Y (b, y)c ∈ V ((x))((y)),

ιy,xY (a, b, c|x, y) = Y (b, y)Y (a, x)c ∈ V ((y))((x)),

ιy,x−yY (a, b, c|x, y) = Y (Y (a, x− y)b, y)c ∈ V ((y))((x− y)).

ここで

V [[x]] = {
∞∑
i=0

v(i)x
i | vi ∈ V (i = 0, 1, . . .)},

V [[x, y]] =
∞∑

i,j=0

v(i,j)x
iyj | v(i,j) ∈ V (i, j = 0, 1, . . .)},

V ((x)) = {
∑
i∈Z

v(i)x
i | v(i) ∈ V (i ∈ Z) で v(i) = 0(i≪ 0)},

V ((x))((y)) = (V ((x)))((y))

等である．V ((x))((y)) ̸= V ((y))((x))に注意する．また ιx,yf は，f を |x| > |y|と思っ
て形式的に展開したものである．ιy,x, ιx,y−xも同様に定める．つまり，a ∈ V に対
して ιx,y(a) = ιy,x(a) = ιy,x−y(a) = aで，j, k, l ∈ Zに対して二項展開を用いて

ιx,y
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)ixj+l−iyk+i ∈ C((x))((y)),

ιy,x
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)l−iyk+l−ixj+i ∈ C((y))((x)),

ιx,y−x
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
k

i

)
xj+k−i(−1)l(y − x)l+i ∈ C((y))((x− y)) (2.1)

と定める．例えば

ιx,y(x− y)−1 =
∞∑
i=0

x−i−1yi, ιy,x(x− y)−1 = −
∞∑
i=0

y−i−1xi,

ιy,x−yx
−1 =

∞∑
i=0

(−1)iy−i−1(x− y)i

となる．頂点代数の例は 3節で与える．
定義 2.1中の (4)は，条件 (2)の下で，Borcherds恒等式と呼ばれる次の条件と

同値である: a, b, c ∈ V と l,m, n ∈ Zに対して
∞∑
i=0

(
m

i

)
(al+ib)m+n−ic =

∞∑
i=0

(−1)i
(
l

i

)(
am+l−ibn+ic+ (−1)l+1bn+l−iam+ic

)
.
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こちらを用いたものが，よく見かける頂点代数の定義である．
頂点代数 V に対してVirasoro元 ωの存在を仮定し，いくつかの条件を追加した

ものを頂点作用素代数 (cf. [11],[14])という:

定義 2.2. (V, Y,1)を頂点代数で，ω ∈ V とする．次の条件を満たすとき，(V, Y,1, ω)
を頂点作用素代数という．

(1) L(i) = ωi+1 (i ∈ Z)としたとき，cV ∈ Cが存在して

[L(i), L(j)] = (i− j)L(i+ j) + δi+j,0
i(i2 − 1)

12
cV (2.2)

を満たす．さらに a ∈ V に対して L(−1)a = a−21となる．

(2) i ∈ Zに対して，Vi = {a ∈ V | L(0)a = ia}とおくと，V = ⊕i∈ZViと直和分
解する. さらに各 iに対して dimC Vi <∞で Vi = 0 (i≪ 0).

以下 V は頂点作用素代数とする．次に頂点作用素代数上の弱加群を次のように
定める．

定義 2.3. 次の条件を全て満たす組 (M,YM)を弱 V 加群という．

(1) M はC上のベクトル空間.

(2) YM( , x) : V ⊗C M //

∈

M((x))

∈

a⊗ u � // YM(a, x)u

はC線形写像．YM(a, x)b =
∑
i∈Z

aiux
−i−1

と展開を書く．

(3) YM(1, x) = idM .

(4) a, b ∈ V, u ∈ M に対して，YM(a, b, u|x, y) ∈ M [[x, y]][x−1, y−1, (x− y)−1]が
存在して

ιx,yYM(a, b, u|x, y) = YM(a, x)YM(b, y)u ∈M((x))((y)),

ιy,xYM(a, b, u|x, y) = YM(b, y)YM(a, x)u ∈M((y))((x)),

ιy,x−yYM(a, b, u|x, y) = YM(Y (a, x− y)b, y)u ∈M((y))((x− y))

となる．

頂点作用素代数 V に対して，g ∈ GL(V )で g(Y (a, x)b) = Y (ga, x)gb (a, b ∈ V ),

g(1) = 1, g(ω) = ωをみたすものを，V の自己同型という．V の自己同型の全体を
AutV で表す．g ∈ AutV を有限位数 T の自己同型として

V (g,r) = {a ∈ V | ga = e−2π
√
−1r/Ta}, r = 0, 1, . . . , T − 1

とおく．

4



定義 2.4. 上の設定の下で，次の条件を全て満たす組 (M,YM)を弱 g-twisted V

加群という．

(1) M はC上のベクトル空間.

(2) YM( , x) : V ⊗C M //

∈

M((x1/T ))

∈

a⊗ u � // YM(a, x)u

はC線形写像．YM(a, x)u =
∑

i∈(1/T )Z
aiux

−i−1

と展開を書く．

(3) a ∈ V (g,r) のとき，i ̸∈ r/T + Z ならば aib = 0. つまり YM(a, x)b =∑
i∈r/T+Z aibx

−i−1.

(4) YM(1, x) = idM .

(5) a, b ∈ V, u ∈Mに対して，YM(a, b, u|x, y) ∈M [[x1/T , y1/T ]][x−1/T , y−1/T , (x−
y)−1]が存在して

ιx,yYM(a, b, u|x, y) = YM(a, x)YM(b, y)u ∈M((x1/T ))((y1/T )),

ιy,xYM(a, b, u|x, y) = YM(b, y)YM(a, x)u ∈M((y1/T ))((x1/T )),

ιy,x−yYM(a, b, u|x, y) = YM(Y (a, x− y)b, y)u ∈M((y1/T ))((x− y))

となる．ここで ιx,y等は (2.1)を適切に拡張して定義する．

GをAutV の部分群としたとき，不変部分空間V G = {a ∈ V |任意の gに対して ga =

a}は，V の 1とVirasoro元を持つ頂点作用素代数となる．g ∈ Gを有限位数の自
己同型とすると，g-twisted 弱 V 加群は弱 V G加群になる．
次に V 加群の定義を紹介する．

定義 2.5. M を弱 V 加群とする．M がM =
⊕
i∈C

Mi,Mi = {u ∈ M | L(0)u = iu}

と L(0)の固有空間に分解し

(1) 任意の i ∈ Cに対して dimCMi <∞である．

(2) 任意の λ ∈ Cに対して，Mλ+n = 0,Z ∋ n≪ 0 となっている．

とき，M を V 加群という．

定義 2.6. g ∈ AutV を有限位数 T の自己同型とする．M を弱 g-twisted V 加群と
する．M がM =

⊕
i∈C

Mi,Mi = {u ∈M | L(0)u = iu}と L(0)の固有空間に分解し

(1) 任意の i ∈ Cに対して dimCMi <∞である．

(2) 任意の λ ∈ Cに対して，Mλ+n/T = 0,Z ∋ n≪ 0 となっている．

とき，M を g-twisted V 加群という．
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3 ハイゼンベルグ頂点作用素代数
ここでは本稿の考察の対象であるハイゼンベルグ頂点作用素代数とその不変部

分代数を紹介する．Hを 1次元ベクトル空間 (有限次元としても以下同様のことが
成り立つ)で，非退化双線形形式 ⟨−,−⟩ : H ×H → C を一つ固定しておく．Kを
記号としてC上のベクトル空間 Ĥ = H ⊗C C[t, t−1]⊕ CKに，リー環の構造を

[α(i), β(j)] = δi+j,0⟨α, β⟩K, [Ĥ,K] = 0

で定める．ただし，ここで α(i) = α ⊗ ti (α ∈ H, i ∈ Z)とおいている．Ĥの部分
リー環 Ĥ≥0 = ⊕∞

i=0H ⊗ ti ⊕ CKをとる．Ĥ≥0加群 U であって，任意の α ∈ Hと
任意の u ∈ U に対して

α(i)u = 0, i≫ 0, Ku = u (3.1)

を満たしているものを考える．U に対して，Ĥへの誘導加群

M(1, U) = U (Ĥ)⊗U (Ĥ≥0) U

を取る．ここでU (Ĥ)は，Ĥの包絡環を表している．
α ∈ Hに対して，一次元 Ĥ≥0加群 Ceαを

β(i)eα =

{
⟨β, α⟩eα, i = 0,

0, i ≥ 1,
(β ∈ H), Keα = eα

で定める．Ceαは条件 (3.1)を満たしていることに注意する．α = 0のとき，1⊗e0 ∈
M(1,Ce0)を 1と書いて，M(1,Ce0)の元 α1(−j1) · · ·αk(−jk) ⊗ e0 (α1, . . . , αk ∈
H, j1, . . . , jk ∈ Z>0) を，α1(−j1) · · ·αk(−jk)1と表すことにする．
α1, . . . , αk ∈ Hとする．i1, . . . , ik ∈ Z に対して写像

◦
◦α1(i1) · · ·α1(ik)

◦
◦ :M(1, U)→M(1, U)

を帰納的に

◦
◦α1(i1)

◦
◦ = α1(i1),

◦
◦α1(i1) · · ·α1(ik)

◦
◦ =

{
α1(i1)

◦
◦α2(i2) · · ·α1(ik)

◦
◦ i1 < 0

◦
◦α2(i2) · · ·α1(ik)

◦
◦α1(i1) i1 ≥ 0.

(k ≥ 2)

で定め，α1(−j1) . . . αk(−jk)1 ∈M(1,Ce0), (j1, . . . , jk ∈ Z>0)に対して

YM(1,U)(α1(−j1) . . . αk(−jk)1, x)

= ◦
◦

( 1

(j1 − 1)!

dj1−1

dxj1−1

∑
m1∈Z

α1(m1)x
−m1−1

)
· · ·
( 1

(jk − 1)!

djk−1

dxjk−1

∑
mk∈Z

αk(mk)x
−mk−1

)
◦
◦
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とおく．例えば

YM(1,U)(α(−1)1, x) =
∑
m∈Z

α(m)x−m−1,

YM(1,U)(α1(−1)α2(−1)1, x) =
∑

m1,m2∈Z

◦
◦α1(m1)α1(m2)

◦
◦x

−m1−m2−2

=
∑
m2∈Z

∑
m1<0

α1(m1)α2(m2)x
−m1−m2−2 +

∑
m2∈Z

∑
m1≥0

α2(m2)α1(m1)x
−m1−m2−2

(3.2)

となる．条件 (3.1)より，a ∈ M(1,Ce0)と b ∈ M(1, U)に対して YM(1,U)(a, x)bの
各 xi (i ∈ Z)の係数はちゃんと定まっていることが分かる．次のことはよく知られ
ている:

定理 3.1. (1) (M(1,Ce0), YM(1,Ce0),1, h(−1)21/2)は頂点作用素代数となる．こ
こで，h ∈ Hは ⟨h, h⟩ = 1となる元である．頂点作用素代数M(1,Ce0)を (ラ
ンク 1の)ハイゼンベルグ頂点作用素代数といい，以降，M(1)で表すことに
する．

(2) 任意のα ∈ Hに対して，(M(1,Ceα), YM(1,Ceα))は既約M(1)加群となる．ま
た {M(1,Ceα) | α ∈ H}は既約M(1)加群の同型類の完全代表系となって
いる．

(3) 条件 (3.1)を満たす Ĥ≥0加群 U に対して，M(1, U)は弱M(1)加群になる．

θ :M(1)→M(1)を

θ : α(−j1) . . . αk(−jk)1 7→ (−1)kα(−j1) . . . αk(−jk)1.

で定められるM(1)の位数 2の自己同型とし

M(1)± = {a ∈M(1) | θa = ±a} (3.3)

とおく．頂点作用素代数M(1)+(=M(1)⟨θ⟩)はVirasoro元 ω = h(−1)21/2と

J = h(−1)41− 2h(−3)h(−1)1+
3

2
h(−2)21 ∈M(1)+ (3.4)

で生成されており [7, Theorem 2.7 (2)]，さらに ω, J は次の関係式

[ωi, Jj] = (3i− j)Ji+j−1,

[Ji, Jj] = (−1392

5
ω−61−

2784

5
ω−4ω−11+ 120ω−3ω−21+

1632

5
ω−2ω

2
−11

− 56

5
ω−2J−11−

56

5
ω−1J−21+

6

5
J−41)i+j + · · · (3.5)

を満たしている．M(1)+に対しては予想 1.1が成り立つことが知られている:
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定理 3.2. [8, Theorem 4.5] M(1)±, M(1,Ceα)
(∼=M(1,Ce−α))

(0 ̸= α ∈ H), M(1)(θ)± は既

約M(1)+の完全代表系である．ここで，M(1)(θ)は θ-twisted 既約M(1)加群で，
M(1)(θ)± = {u ∈M(1)(θ) | θu = ±u}である．

4 ハイゼンベルグ頂点作用素代数の不変部分代数とWhit-

taker ベクトル
ここでは本稿の主結果である，M(1)+の既約弱加群のあるクラスの分類につい

て述べる．まず，Virasoro代数のWhittakerベクトルを [18],[16]に沿って紹介す
る．Vir = ⊕i∈ZCL(i)⊕CCをVirasoro 代数とし，1 ≤ s ∈ Zに対して部分リー環
Vir≥s = ⊕∞

i=sCL(i) ⊕ CCを考える．χ : Vir≥s → Cを 0でないリー環の準同型写
像とする．

定義 4.1. M をVir加群とする．0 ̸= w ∈M は，任意の a ∈ Vir≥sに対して

aw = χ(a)u

を満たすとき，Whittaker ベクトルであるという．一つのWhittakerベクトルで
生成されているVir加群をWhittaker加群という．

Remark 4.2. (1) wをWhittaker ベクトルとするとき，(2.2)より，i ≥ 2s + 1

ならば χ(L(i)) = 0が分かる．したがって (χ(L(s)), . . . , χ(L(2s)))を指定す
れば χが定まる．(χ(L(2s − 1), χ(L(2s))) ̸= (0, 0)ならば，wから生成され
るWhittaker加群は既約となる ([18],[16]).

(2) 定義 4.1で s = 1の場合が，もともとのWhittaker ベクトルの定義である
[18]．

一般の頂点作用素代数に対しては，三角分解を持つことが期待できないため，
Whittaker加群の類似があるかどうかは不明である．Whittaker加群を考える代わ
りに，(2.2)が頂点作用素代数のVirasoro元 ωがVirの表現を与えていることに着
目して次のようにWhittakerベクトルを定める．

定義 4.3. 2 ≤ m ∈ Z, λ = (λ⌊m/2⌋+1, λ⌊m/2⌋+2, . . . , λm) ∈ Cm−⌊m/2⌋で λm ̸= 0とす
る．M を V 加群とする．0 ̸= w ∈M は

ωiw(= L(i− 1)w) = λiw, i = ⌊m/2⌋+ 1, ⌊m/2⌋+ 2, . . . ,m (4.1)

を満たすとき，(ωに関する)λ型のWhittaker ベクトルであるという．ここで，
⌊m/2⌋ = max{i ∈ Z |i ≤ m/2}とおいている．
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3節のハイゼンベルグ頂点作用素代数M(1)を考える．rを正の整数，ζ = (ζ0, . . . , ζr) ∈
Cr+1で ζr ̸= 0とする．Ĥ≥0加群Cuζを次で定める．

h(i)uζ =

{
ζiuζ , i = 0, . . . , r,

0, i > r,
Kuζ = uζ .

弱M(1)加群M(1,Cuζ) = U (Ĥ) ⊗U (Ĥ≥0) Cuζ を簡単にM(1, ζ)と書くことにす
る．M(1, ζ)が既約であることは簡単に分かる．(3.2)より

ωiuζ(= L(i− 1)uζ)

{
∈ Cuζ , i = r + 1, r + 2, . . . , 2r + 1,

= 0, i ≥ 2r + 2,

特に，ω2r+1uζ = (ζ2r /2)uζ ∈ C×uζ が分かる．したがって，uζ はM(1, ζ)のWhit-

taker ベクトルである．また，頂点作用素代数の加群では，ω2r+1は 0以外の固有
値が持たないことがすぐに分かるので，M(1, ζ)はM(1)加群でない弱M(1)加群
であることが分かる．
Whittakerベクトルを持つ既約弱M(1)+加群について，予想 1.1の類似が正し

いことを示したのが本稿の主結果である:

定理 4.4. [19, Theorem 1.1] ωに関するWhittakerベクトルから生成されている弱
M(1)+加群Mは既約である．また，次はWhittakerベクトルをもつ既約弱M(1)+

加群の完全代表系である:

(1) M(1, ζ)(∼= M(1,−ζ)), ζ ∈ Cr × C×, r = 1, 2, . . .

(2) M(1, ζ)(θ)(∼= M(1,−ζ)(θ)), ζ ∈ Cr−1×C×, r = 1, 2, . . .. ここで，M(1, ζ)(θ)

は既約弱 θ-twisted M(1)加群である．

証明は，まず (3.4)の ω, J に関して，M(1)+での関係式をうまく見つけておく．
その関係式を用い，(3.5)と (4.1)を繰り返し使って，[18],[16]の Virasoro代数の
Whittaker 加群の場合に問題を帰着させれば，証明が完了する．
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多重ゼータ値

金子 昌信 （九州大学数理学研究院）

1. 序

多重ゼータ値とは，与えられたいくつかの自然数 k1, . . . , krに対して無限級数

ζ(k1, . . . , kr) =
∑

0<m1<···<mr

1

m
k1
1 · · ·m

kr
r

で定まる実数のことである．ただし収束のため kr ≥ 2と仮定する．自然数の個数 r（「深
さ」とよぶ）が 1ならばこれはリーマンゼータ関数の正整数での値 ζ(k)に他ならない．k
が偶数の場合の値を円周率とベルヌーイ数で表したオイラーによる公式はよく知られてい
る．オイラーは r = 2の場合も扱っていて，1776年の論文 [3]があるが，このような級数
（r = 2）を最初に考えたのはゴルトバッハのようである．それは遡ること 1742年の 12月，
ゴルトバッハからオイラーに宛てた手紙に，何かの書き間違いからこのような級数を考え
た云々とあって，オイラーが直ちにそれについていくつかの考察を書き送り，翌年 2月ま
で，5通のやりとりが残っている [4]．それを見ると，既にその時点で論文 [3]の内容はあ
らかた見つけられているようである．
時代下って，結び目理論や場の量子論などとの関係で多重ゼータ値が現れるようになっ
た 1990年代から活発な研究がなされるようになり，その勢いは今のところ留まるところ
を知らぬかのように見える．ほぼ四半世紀になるその進展の火付け役，あるいは牽引役と
なった論文の一つがザギエによる [19] である．そこで提出された次の「次元予想」は，そ
の背後に奥深い数学が存在することが示唆されていたこともあり，活発な研究を促した．
いま記号Zk で，重さ（= k1 + · · ·+ kr）が kの多重ゼータ値全体がQ上張るベクトル

空間を表すとする．このときザギエの予想は，Zkの次元が，漸化式 dk = dk−2 + dk−3（初
期値 d0 = 1, d<0 = 0）で定まる数列 dkで与えられるだろう，

dimQZk = dk ?

というものである． 10年以上も前の寺杣 [17]やゴンチャロフ [2]らの仕事により，不等式

dimQZk ≤ dk

は知られている．逆向きの不等式については，dimQZk > 1 となるようなただ一つの kす
ら未だ知られていない，というのが現状である．
もう一人，ホフマンも早くから独自に深さが一般の場合の多重ゼータ値の研究を行って
いた（[5, 6]）．そのうち論文 [6]で提出されていた予想

Zk は，成分が 2と 3だけからなる多重ゼータ値でQ上張られるであろう

は，ザギエの予想のようには耳目を集めなかったと思われるが（確かに数は合うが，どれ
だけの理論的根拠があるのか疑わしい，というのが大方の見方ではなかったか），数年前
にブラウン [1]がそれを解決した．その解決方法（ゴンチャロフが研究してきた「モチビッ
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ク多重ゼータ値」，とくにそのホップ代数構造を用いる）が極めて広範な影響を持つもの
であったため，大いに注目された．たとえばそのひとつの帰結として，P1 \ {0, 1,∞}の ℓ

進基本群へのガロア表現に関する「ドリーニュ－伊原の予想」が解決された．

この四半世紀に多重ゼータ値に関連してなされてきた研究はもちろん様々なものがある
が，大きな結果として以上をざっと記すに留め，以下，講演で述べた私の最近の二つの共
同研究について簡単に紹介したい．

2. 山本積分と多重ゼータ値の新しい関係式

山本修司氏は [18]において，一般の 2色半順序集合に対してある積分を定義し，その特
別な場合として「等号付き多重ゼータ値」の新しい積分表示を与えた．その後の彼との共
同研究で，この積分を用いた新しい「積分=級数」型の等式を導き，さらにそれが「正規
化複シャッフル関係式」と同値な関係式族を与えることを証明した [11]．本節ではこれに
ついて簡単に説明する．
まず山本積分を実例により説明しよう．（有限）2色半順序集合を

•
◦���� •?
??

? ◦����

◦����

のような ◦と •を線で結んだグラフで表す．線で結ばれた二つの頂点の順序は上が下より
大きい，としておく．このグラフの各頂点に，区間 (0, 1)を動く変数を一つずつ対応させ
る．この例では左から t1, t2, . . . , t5が対応しているものとしよう．そして，頂点の順序に
対応した，変数の大小順序を入れる．たとえばこの場合は t1 < t2, t2 > t3など．さらに，
◦には dt

t
, •には dt

1−t が対応するとして，頂点の個数次元の積分∫
D

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

dt4
t4

dt5
t5
,

ただしDは頂点順序に対応する不等式

0 < t1 < t2 < 1

∨
0 < t3 < t4 < t5 < 1

で定まる領域，を考え，これを記号

I
(

•
◦���� •?
??

? ◦����

◦����
)

で表すことにする．この記号のもとで，多重ゼータ値のよく知られた積分表示は

ζ(k1, . . . , kr) = I


•

◦����

◦
����

•����

◦����

◦
•����

◦����

◦

k1

kr−1

kr
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である．
今 ζ⋆(l1, . . . , ls)で等号付き多重ゼータ値

ζ⋆(l1, . . . , ls) =
∑

0<n1≤···≤ns

1

n
l1
1 · · ·n

ls
s

を表すものとするとき（l1, . . . , lsは自然数で ls ≥ 2），山本氏による積分表示は

ζ⋆(l1, . . . , ls) = I

(
•

◦����

◦

•
//
//
//

•
◦����

◦

•
//
//
//

◦����

◦ls l2 l1
)

と書かれる．一番簡単な例が I ( •
◦��� •
77

7
) で，定義からこれは積分∫

0<t1<t2>t3<1

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

に等しいが（変数はすべて (0, 1)内を動く），これを左から級数展開し逐次積分を行って
いくと， ∫

0<t1<t2>t3<1

dt1
1− t1

dt2
t2

dt3
1− t3

=

∫
0<t2>t3<1

∫ t2

0

∞∑
n=1

tn−1
1 dt1

dt2
t2

dt3
1− t3

=

∫
0<t2>t3<1

∞∑
n=1

tn−1
2

n
dt2

dt3
1− t3

=

∫ 1

0

∫ 1

t3

∞∑
n=1

tn−1
2

n
dt2

dt3
1− t3

=

∫ 1

0

∞∑
n=1

1− tn3
n2

dt3
1− t3

=

∫ 1

0

∞∑
n=1

1

n2

n∑
m=1

tm−1
3 dt3

=
∑

1≤m≤n

1

mn2

となって ζ⋆(1, 2)が得られる． dt3
1−t3 が現れる手前の t2に関する積分が t3から 1までとなっ

ていて，和
∑n

m=1 t
m−1
3 （=

1−tn3
1−t3）が現れるのがミソである．一般の場合も同様に左から順

に積分していけば確かめることが出来て，証明自体は至極簡単なのであるが，やはり最初
にこれを発見するのはえらいと思う．さらに重要なことは，この 2色半順序集合に対応し
た積分（収束条件「極大点はすべて ◦で極小点はすべて •」は満たしているとして）はす
べて，多重ゼータ値の和で書ける，ということである．これは，全順序集合に対応するの
が多重ゼータ値であることと，積分領域を分割して，全順序集合に対応する積分の和に書
き直せることから従う．例えば上の例で，領域

0 < t1 < t2 < 1

∨
0 < t3
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は，測度零の集合を無視（積分には影響ないので）すれば，全順序集合の合併

{0 < t1 < t3 < t2 < 1} ∪ {0 < t3 < t1 < t2 < 1}

に等しい．これは，順序がついていない t1と t3（に対応する頂点）の一方が他方より大き
いという順序を新たに付加することによって元の半順序集合を全順序集合に埋め込んでい
て，対応する積分はそのすべての埋め込みかたに渡る和となるのである．今の例では

I ( •
◦��� •
77

7
) = 2I

(
•
•




◦



)

= 2ζ(1, 2)

となる．面白いのは，これが級数による定義における和の範囲 0 < m ≤ n を 0 < m < n

と 0 < m = nに分けて得られる式

ζ⋆(1, 2) = ζ(1, 2) + ζ(3)

と異なることで，この二つが等しいことからオイラーによる ζ(1, 2) = ζ(3)が得られる．
この一般化として，山本氏と共同で次の結果を得た．これは ζ(k1, . . . , kr)や ζ⋆(l1, . . . , ls)

の積分表示を特別な場合として含む（前者は s = 1, 後者は r = 1の場合），ハイブリッド
型の「積分=級数」定理である．

定理 任意の自然数 k1, . . . , kr, l1, . . . , ls に対し（r, s ≥ 1），

I


•
���
◦

◦

•
���
◦

◦
���
◦
���
◦

◦
//
//

•
���
◦

◦ //
/

•
���
◦

◦

k1

kr

ls

ls−1 l1


=

∑
0<m1<···<mr=

0<n1≤···≤ns

1

m
k1
1 · · ·m

kr
r n

l1
1 · · ·n

ls
s

. (1)

たとえ krや lsが 1であっても積分，級数ともに収束することに注意する．左辺，およ
び右辺はそれぞれ先の例と同様のやり方で多重ゼータ値の和として書ける．その際，左辺
から出てくる多重ゼータ値はすべて深さ r + s− 1を持ち（深さは “•”の個数），他方右辺
からは，s ≥ 2であれば深さが r+ s− 1より小さい項が混ざる（等号がある部分で深さが
落ちる）ので，そのとき二通りの表示は必ず見かけが異なる．つまり多重ゼータ値の自明
でない線形関係式が得られる．
当初驚いたことに，計算機で実験してみると，この関係式だけを用いてZkの次元を上
限の dkにまで落とせるのである．このことを重さ 17まで確かめた．予想としては，

予想 多重ゼータ値のすべての線形関係式は (1)から導くことが出来るであろう．

ということになるが，この予想の根拠となりうる結果として，我々は次を示した．

定理 適当な意味で，関係式族 (1)は「正規化複シャッフル関係式」と同値である．
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「適当な意味」を説明するには代数的な準備が必要なので，詳細は論文 [11]に譲るとす
るが，もう少しだけ説明しておこう．
我々は，通常の「調和積」（stuffle product）および「シャッフル積」（k, lは「収束イン
デックス」とする）

ζ(k)ζ(l) = ζ(k ∗ l) (2)

ζ(k)ζ(l) = ζ(kx l) (3)

のもとで（右辺はそれぞれ，級数の積，積分の積を和に直すことから生じる多重ゼータ値
の線形和を表す），関係式族 (1)が，「正規化の基本定理」

ζx(k;T ) = ρ
(
ζ∗(k;T )

)
(4)

と同値であることを示した．ここで kは任意の（最後の成分が 2以上とは限らない）イン
デックスで，ζx(k;T )と ζ∗(k;T )はそれぞれ，積分と級数による正規化多項式と呼ばれる，
R[T ]の多項式である．その係数は多重ゼータ値の一次結合で書かれる．これらは，多重
ゼータ値の積分，および級数による表示を考えたとき，インデックスの最後の成分が 1で
あると発散するのだが，その発散の度合いを計るような多項式である．それらが，ガンマ
関数のテイラー展開級数を用いて定義されるあるR線形写像 ρ : R[T ] → R[T ]によって
(4)のようにきれいに関係している，というのが正規化の基本定理である [8],[15]．そして，
多重ゼータ値のすべての関係式（Q上の代数関係式や線形関係式）は，(2), (3), (4)（両辺
の係数を比べたもの）から出てくるであろう，と予想されている．また [11]では，等式 (1)

のもと，(2)と (3)が同値になる，という少し意外な結果も証明されている．これらが，先
ほどの予想「(1)がすべての線形関係式を導く？」の根拠である．論文では「～のもとで～
が同値」の意味をはっきりさせるため，ζを，インデックスの形式和がなす空間からRや
R[T ]への写像で置き換えて，代数的に議論する．副産物として，基本定理 (4)のほぼ純代
数的な証明が得られる．実数の性質を使うのは唯一 (1)の初等的な積分の計算だけである．
いずれにせよ，ここで強調したいことは，等式 (1)は，発散の正規化であるとかいうこ

とは一切出てこない，収束する積分と収束する級数の間の，大学初年次の微積分で習う範
囲の計算で簡単に証明できる全く初等的な等式であると言うことである．これが多重ゼー
タ値のすべての線形関係式を導くであろうというのは，なかなか愉快なことではないか．
ただしまだ不十分な点もある．それは，左辺や右辺を多重ゼータ値の和として書く明示的
な公式がないことである．

3. 有限多重ゼータ値

次にドン・ザギエ氏と共同で行っている「有限多重ゼータ値」について手短に紹介する．
これは多重ゼータ値の二通りの，全く異なる「有限類似」に関するもので，両者の関係を
発見したことが一番の目玉である．
まず第一のものは，各素数 pごとの素朴な有限類似∑

0<m1<···<mr<p

1

m
k1
1 · · ·m

kr
r

mod p (5)
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を，全素数まとめて，ただし有限個の素数でのずれはあっても無視し（ここがポイント），
商環

A :=

∏
p Z/pZ⊕
p Z/pZ

= {(ap)p | ap ∈ Z/pZ}/ ∼

において考える．ここで，pはすべての素数をわたり，(ap)p ∼ (bp)p は高々有限個の例外を
除きap = bp となることを意味する．Aは成分ごとの和，積から来る演算によって環であり，
Qを対角的に埋め込む（有限個の成分はどうでもよいことに注意）ことにより，Q代数と
見ることが出来る．そこで，このQ代数Aにおいて，「A-多重ゼータ値」ζA(k1, . . . , kr) ∈ A
を，その p成分が (5)であるような

∏
p Z/pZの元で代表されるAの元として定義する．ザ

ギエは２０１０年に台湾を訪れた際に聞いた，スンのある予想に触発され，このような枠
組みで (5)や類似の和の合同式を考えることを始めたそうである．
古典的な場合と同じように，重さが kのインデックス (k1, . . . , kr)すべて（ただし kiは
正整数とする）に対する ζA(k1, . . . , kr)たちがQ上生成するAの部分ベクトル空間をZA,k

で表す．またそれらのすべての kについての和をZAとする：

ZA :=
∞∑
k=0

ZA,k (ZA,0 = Q).

今は収束発散の問題がないから ki は 0でも負でも構わないわけであるが，そのような
ζA(k1, . . . , kr)を考えてもやはりZAの元となることが容易に示される（ただし一般には重
さが混ざった和になる）．
さて，調和積 (2)の計算は有限で切った和 (5)でも成り立つから，ZAがQ代数になる

ことが分かる．この代数について，我々は次を予想した．Zで通常の多重ゼータ値のなす
Q代数

Z :=
∞∑
k=0

Zk (Z0 = Q, Z1 = {0})

を表すとする．

予想 Q代数の同型
ZA ≃ Z/ζ(2)Z (6)

が存在する．右辺の ζ(2)Zは ζ(2)が生成するZの単項イデアルである．
さらに精密に，ζA(k1, . . . , kr)を以下で具体的に定義する ζS(k1, . . . , kr)に移すような同
型写像が存在する．従って ζA(k1, . . . , kr)たちが満たす関係式は全く同じ形で ζS(k1, . . . , kr)

で成り立つし，逆も然りである．

もしZが重さによって次数付き環になっているとし，ザギエの次元予想が正しいとする
と，商環Z/ζ(2)Zの重さが kの部分の次元は dk − dk−2, すなわち dk−3に等しいはずであ
る．これが，ザギエが数値計算（！）により予想したZA,kの次元である．
ザギエは２０１１年の１１月から，コレージュドフランスにおいて５回にわたって多重
ゼータ値の講義をした．その最終回（１２月５日）にA-多重ゼータ値についてもふれ，次
元の予想を述べている．私は翌年５月に彼が九大を訪れたときにこの話しを聞いた．あと
で書くように，以前に (5)の和の合同をいろいろ計算したことがあったので，Aという環
の中で考える枠組みに大変興味をひかれ，責任重い役職仕事からの格好の逃避場所（？）
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のように，時間を見つけては研究を続けた．そして１３年の３月末から公務の合間を縫っ
てイギリスのニュートン研究所を訪れたとき，二日余りだけ彼と集中的に議論することが
出来，上記の予想にたどり着いた．私は肝心の多重ゼータ値の研究集会まではニュートン
研に滞在できなかったのであるが（入学式に出席せねばならなかった），かつてない実り
ある，印象に残る外国出張となった．次元の予想値を見ればそれが π2 = 0とおいて得ら
れるもの，又は「p進多重ゼータ値」（そこでの π2の類似は 0である）の次元予想値に等
しいことはすぐに気がつくが，まさか実数世界にこのようにはっきり対応物があるとは，
見つけるまでは，二人とも思いもしなかった．

さてもう一つの有限類似とも言うべき ζS(k1, . . . , kr)の定義は次の通り．まず Z の元
ζS,∗(k1, . . . , kr)を，

ζS,∗(k1, . . . , kr) :=
r∑
i=0

(−1)ki+1+···+krζ∗(k1, . . . , ki;T )ζ∗(kr, . . . , ki+1;T ) (7)

で定義する．kiたちは自然数であり，どこに 1があってもよい．右辺に現れているのは，
先に登場した級数による正規化多項式である（ζ∗(∅;T ) = 1, (−1)空和 = 1とする）．イン
デックス (k1, . . . , kr) を途中で二つに分けて後半の順序を逆転させ掛け，それらの符号つ
きの和をとるのである．この定義からは右辺は T の多項式になるとしか見えないが，実は
T によらない定数，実際は重さが k1 + · · ·+ krの多重ゼータ値の和となることが示される．
そこで ζS(k1, . . . , kr)を

ζS(k1, . . . , kr) := ζS,∗(k1, . . . , kr) mod ζ(2) ∈ Z/ζ(2)Z

として定義する．(7)の右辺の和をいきなり見せられても余り自然なものとは思えないで
あろうが，より自然に見える，級数としての表示もある．一応書いておくと，

ζS,∗(k1, . . . , kr) = lim
N→∞

∑
m1≺···≺mr

mi∈Z, |mi|<N

1

m
k1
1 · · ·m

kr
r

.

ここで，0以外の整数に順序≺を

1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ · · · ≺ (∞ = −∞) ≺ · · · − 3 ≺ −2 ≺ −1

で入れている．
また，(7)の ζ∗を ζxに置き換えて同様の量 ζS,x(k1, . . . , kr)を定義することも出来る．こ
れもZの元となり，両者は一般には異なる値をとるが，実は常に

ζS,∗(k1, . . . , kr) ≡ ζS,x(k1, . . . , kr) mod ζ(2)

が成り立つ．従ってZ/ζ(2)Zにおける剰余類を考えるということが自然なこととなる．そ
うして ζ(2) = 0としていろいろと計算をしてみると，ζAと全く同じ関係式が成り立つ！
ということをイギリスで発見したのであった．
今では ζA(k1, . . . , kr)たちや，ζS(k1, . . . , kr)たちが満たすいろいろな関係式が証明され

ていて，今のところ，一方で成り立っている式は ζAと ζSを入れ替えるだけで全く同じ関
係式が他方で成り立つ．そういう意味で上の予想のエビデンスは沢山ある．また，すべて
の関係式を生み出すであろうと予想される，「複シャッフル関係式」の類似物と思える関係
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式族も双方で証明されていて，これも全く同じ形をとる．しかしながら，現時点ではZA

がQより真に大きいか，またZ/ζ(2)Z ̸= 0か，も証明されていない！（従って一切が全て
蜃気楼，証明した等式は皆，実は 0 = 0，と言う可能性もある．何と．）
本稿では定義と主な予想だけを述べて，関係式など具体的なことは一切省略することに
してしまった．より詳しくは，近く出るであろう日本語の概説 [10]，論文としては（いい
加減に公表しないとちょっとマズイ）[12], また既に出ているジャオの本 [20]などを参照し
て頂きたい．

最後に一つだけ，当初より大変面白く思っていることを述べて本稿を終えたい．
多重ゼータ値の関係式の中でおそらく最もよく引き合いに出され，証明も多数知られて
いるものに「和公式」というものがある．これは重さと深さが一定の多重ゼータ値すべて
の和がリーマンゼータ値になるというエレガントな等式∑

k1+···+kr=k
ki≥1,kr≥2

ζ(k1, . . . , kr) = ζ(k)

のことであるが，私はこれの有限類似を以前予想した [9]．その当時（２０１０年の９月に
数理研で講演している）はまだAのことは知らなかったので mod pでの合同式として書
いたのだが，それをA-多重ゼータ値の言葉で書くと∑

k1+···+kr=k
ki≥1,kr≥2

ζA(k1, . . . , kr) =
(
1 + (−1)r

(
k − 1

r − 1

))
Z(k)

となる．ここでZ(k)は，

Z(k) :=

(
Bp−k

k
mod p

)
p

∈ A

で定まる量である（Bp−kはベルヌーイ数）．この予想は，kr ≥ 2という条件の rを一般の
位置に変えたものも含め，斎藤－若林 [16]が証明した．（ちなみに，どの kiも 1以上として
対称な和をとると 0になる．）そして村原 [13]が ζS版の∑

k1+···+kr=k
ki≥1,kr≥2

ζS(k1, . . . , kr) ≡
(
1 + (−1)r

(
k − 1

r − 1

))
ζ(k) mod ζ(2)

を証明した（斎藤－若林の一般化の形で証明されている）．これを見ても分かるように，ま
た他にもいくつかそれを示唆する結果があって，ζ(k)の，正確には ζ(k) mod ζ(2)のA世
界における類似物はZ(k)と思われる．すなわち同型予想 (6)で右辺にある ζ(k) mod ζ(2)

にAで対応するのはZ(k)であると信じられる（Z(k)は実際ZAの元として書ける）．オ
イラーによる結果「kが偶数のときは ζ(k)は ζ(2)のべきの有理数倍である」ということ
と，「kが偶数なら p > k + 1なる奇素数 pについてBp−k = 0である」という事実が対応し
ている．また，次の “heuristic”ももっともらしい：

ζ(k) “ ≡
Fermat

” ζ(k − (p− 1)) =
Euler
−Bp−k

p− k
≡ Z(k)(p) (mod p).

ついでに書くと，kが負のときはAにおいて Z(k) = ζ(k) (∈ Q ⊂ A)が成り立っている
（クンマーの合同式による）．
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ところで，いかなる奇数 k ≥ 3に対しても，ζ(k) mod ζ(2)が 0でないこと（そう信じら
れていると思う）は証明されていない．一方，いかなる奇数 k ≥ 3に対しても，Z(k) ̸= 0

であるかどうか，まだ分かっていないようである．このことは，正則素数が無限にあると
いうことが証明されれば，そこから従うことであるが，個別の kに対してはそれよりもずっ
と弱いことを言っていることに注意する．すなわち，Z(k) ̸= 0か？というのは，Aの定
義によれば，「十分大きなすべての素数 pに対してBp−k ≡ 0 mod pとなる」ことが起こら
ない，ということである．言い換えると，固定された奇数 kに対し，「Bp−k ̸≡ 0 mod pと
なる素数が無限に存在する」ということである．これを示すことが ζ(k) mod ζ(2) ̸= 0を
示すことと同程度に難しいのであろうか．後者については，現時点では重さが異なる多重
ゼータ値の間に線形関係がないと言うことは知られてないから，たとえば ζ(3)が ζ(2)の
有理数倍ではない，ζ(2)2の有理数倍でもない，等々，無限の可能性をつぶす必要がある．
これはちょっと手がつかない感じではある．重さが違えば独立，ということが何らかの方
法で一般的に分かったとすると，ζ(3) mod ζ(2) ̸= 0は言えるが，ζ(5) mod ζ(2) ̸= 0を言
うには ζ(5)と ζ(2)ζ(3)の独立性を示す必要がある．「重さが違えば独立」ということは正
則素数の無限性ほど強くないのであろうか？ ζAと ζSの同じ形の関係式でも証明の難易度
に（今のところ）かなり差があると思われるものがあり，このあたりのことをつらつら考
えていると何かと不思議な感に打たれる．それはともかく，ζ(5)の無理性を証明しようと
している人はいると思うが，ζ(5)と ζ(2)ζ(3)がQ上独立であるか，といった問題を考え
ている人はいるのであろうか．また，Z(k) ̸= 0（またはより強く Z(k) ̸∈ Q）を岩澤理論
やABC予想などから導くことは出来ないのであろうか．

4. おわりに

私は伊原康隆先生の指導のもと，P1 \ {0, 1,∞}の基本群へのガロア表現に関係する仕
事で数学者としての出発をしたが，その方面では優秀な後輩が続々と出てきた頃に挫折し
てしまった．以後雑多なことをやってきた中で，P1 \ {0, 1,∞}のガロア表現から見ると
「裏側」というか，表裏一体のホッジ側にあたる多重ゼータ値の研究を，ザギエさんや故
荒川恒男さんの大きなお蔭もあり，何とか今日まで続けてこられた．ブラウンのような，
ガロア側にも実質的な進展をもたらすような（言わば恩返し的な）研究はついぞ出来ずじ
まいでいるし，今後も出来るとは思われないのだが，２節や３節で述べたような予想を提
出し得たことは数学者冥利に尽きるというもので，これまでに関係したすべての人に感謝
している．また思わぬことで今回講演の機会を頂いたことにもお礼を申し上げます．
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代数多様体の数論的基本群とその線形表現

玉川安騎男

京都大学数理解析研究所

本稿の主目的は、Anna Cadoret 氏らとの最近の共同研究について紹介すること
です。非常に大ざっぱに言えば、代数多様体（特に代数曲線）の数論的基本群の幾何
的 ℓ 進表現や幾何的法 ℓ 表現族が、よい群論的／幾何的／数論的性質を持つという
研究です。

§0. 定義と問題設定

この節では、数論的基本群とその線形表現に関連するさまざまな定義をいくつか
の例とともに復習し、最後に本稿で取り扱う問題について説明します。

0.1. 位相群

Γ を位相群とし、ℓ を素数とします。

定義

Γ: 副有限群
def⇐⇒ Γ ≃ lim←−Γλ, Γλ: 有限群
⇐⇒ Γ: コンパクトかつ全不連結

Γ: 副 ℓ 群
def⇐⇒ Γ ≃ lim←−Γλ, Γλ: 有限 ℓ 群

Γ: 概副 ℓ 群
def⇐⇒ Γ: 副有限 & Γ ⊃

op
∃Γ′: 副 ℓ

Γ: ℓ 進リー群
def⇐⇒ Γ: Qℓ 上の解析多様体の構造が与えられ、群演算が解析的
⇝ Lie(Γ): Qℓ 上の有限次元リー代数

注意 Γ: コンパクト ℓ 進リー群 ⇐⇒ ∃Γ ↪→
cl

GLN (Zℓ) =⇒ Γ: 概副 ℓ

0.2. 数論的基本群

連結スキーム X とその上の幾何的点（すなわち、代数閉体のスペクトラムから X
への射）b が与えられたとき、エタール基本群と呼ばれる副有限群 π1(X, b) が定ま
ります。π1(X, b) は b を取り替えても同型なので、しばしば π1(X) と書きます。簡
単に言えば、X̃ を「副有限普遍被覆」とするとき π1(X) = Aut(X̃/X) であり、次
の基本的な一対一対応（ガロア対応）が成り立ちます。

U ⊂
op
π1(X)

1:1←→ XU : X の連結有限エタール被覆

Typeset by AMS-TEX
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例 1 X: C 上の代数多様体 =⇒ π1(X) ≃ ̂πtop
1 (Xan)

ここで、Xan は X に付随する複素解析空間、πtop
1 は通常の位相的基本群、Ĝ def

=
lim←−N◁G,(G:N)<∞G/N は群 G の副有限完備化。

例 2 k: 体 =⇒ π1(Spec(k)) ≃ Γk
def
= Gal(ksep/k)

例 3 X:（局所ネーター）正規スキーム =⇒ π1(X) ≃ Gal(k(X)∼/k(X))↞ Γk(X)

ここで、k(X)∼ は、X 上いたるところ不分岐な k(X) 上のガロア拡大で最大のもの。

例 4 k: 体、 X: k 上の幾何的連結（Xk

def
= X ×k k が連結）な代数多様体 =⇒

1→ π1(Xk)→ π1(X)
prX→ Γk → 1 (完全)

ここで、π1(X) を「数論的基本群」、π1(Xk) を「幾何的基本群」と呼びます。

各点 x ∈ Xcl def
= {X の閉点全体 } に対し、k 上の自然な射 Spec(k(x))→ X から

Γk 上の自然な射 sx : Γk(x) → π1(X)、すなわち

1→ π1(Xk)→ π1(X)
prX→ Γk → 1

∪op
Γk(x)

の自然な（準）切断が定まります。Dx
def
= Im sx は π1(X) の x における分解群と一

致します。

0.3. ℓ 進表現

以下本稿では、

k: 体

X: k 上の正規かつ幾何的連結な代数多様体

K
def
= k(X): X の関数体

ℓ: k の標数と異なる素数

とします。数論的基本群 π1(X) の ℓ 進表現とは、

V : Qℓ 上の有限次元ベクトル空間、dim(V ) = r

ρ: π1(X)→ GL(V ) 連続群準同型

のことを言います。このとき、V の π1(X) 安定な Zℓ（必ず存在）T を取ると、次
の図式が得られます。

ρ : π1(X) → GL(T ) ↪→ GL(V )
|≀ |≀

GLr(Zℓ) ⊂ GLr(Qℓ)

例 1 A→ X: 相対次元 δ のアーベルスキーム（すなわち、X によってパラメトライ
ズされた δ 次元アーベル多様体の族）

⇝ ρA : π1(X)→ GL(T ) ⊂ GL(V )

ここで、

T
def
= Tℓ(AK) = lim←−AK [ℓn] (≃ Z2δ

ℓ )

V
def
= Vℓ(AK) = T ⊗Zℓ

Qℓ (≃ Q2δ
ℓ )
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例 2 （幾何的 ℓ 進表現）Y → X: 固有かつ滑らか、i, j ∈ Z、i ≥ 0

⇝ ρY,i,j : π1(X)→ GL(T ) ⊂ GL(V )

ここで、

T
def
= Hi

ét(YK ,Zℓ(j))/(torsion)

V
def
= Hi

ét(YK ,Qℓ(j)) = T ⊗Zℓ
Qℓ

但し、

Zℓ(1)
def
= Tℓ(Gm,K) = lim←−Gm,K [ℓn] (≃ Zℓ)

Zℓ(j)
def
= Zℓ(1)⊗j (j ≥ 0), Zℓ(−j)∨ (j < 0) (≃ Zℓ)

Qℓ(j)
def
= Zℓ(j)⊗Zℓ

Qℓ (≃ Qℓ)

注意例 1 は例 2 の特別な場合と見なせます: ρA = ρA∨,1,1 = ρA,2δ−1,δ

注意 Hi
ét(YK ,Zℓ(j)) は、ほとんどすべての ℓ に対し非自明なねじれ元を持たないこ

とが知られています（Gabber-Orgogozo）。

ℓ 進表現 ρ : π1(X)→ GL(T ) ⊂ GL(V ) と x ∈ Xcl が与えられたとき、次の図式
が得られます。

G G
∥def ∥def

ρ(π1(X)) ◁
cl

ρ(π1(X)) ⊂
cl

GL(T ) ≃ GLr(Zℓ)

∪cl
ρ(Dx)
∥def
Gx

これらはすべて（コンパクト）ℓ 進リー群になります。したがって、リー理論により
次の図式が得られます。

g g
∥def ∥def

Lie(G) ⊂
ideal

Lie(G) ⊂ gl(V ) ≃ glr(Qℓ)

∪
Lie(Gx)
∥def
gx

これらはすべて Qℓ 上の有限次元リー代数になります。

0.4. 法 ℓ 表現族

数論的基本群 π1(X) の法 ℓ 表現とは、

Mℓ: 有限次元 Fℓ ベクトル空間。dim(Mℓ) = r

ρℓ: π1(X)→ GL(Mℓ) (≃ GLr(Fℓ))

のことを言います。素数の無限集合を走らせて、族 (ρℓ)ℓ を考えることが多いです。

例 1 A→ X: 相対次元 δ のアーベルスキーム

⇝ ρA,ℓ : π1(X)→ GL(Mℓ)
3



ここで、

Mℓ
def
= AK [ℓ] (≃ F2δ

ℓ )

注意 AK [ℓ] = Tℓ(AK)⊗Zℓ
Fℓ

例 2 （幾何的法 ℓ 表現族）Y → X: 固有かつ滑らか、i, j ∈ Z、i ≥ 0

⇝ ρY,i,j,ℓ : π1(X)→ GL(Mℓ)

ここで、

Mℓ
def
= Hi

ét(YK ,Fℓ(j))

但し、

Fℓ(1)
def
= Gm,K [ℓ] (≃ Fℓ)

Fℓ(j)
def
= Fℓ(1)⊗j (j ≥ 0), Fℓ(−j)∨ (j < 0) (≃ Fℓ)

注意 例 1 は例 2 の特別な場合と見なせます: ρA,ℓ = ρA∨,1,1,ℓ = ρA,2δ−1,δ,ℓ

注意 ほとんどすべての ℓ に対し、Hi
ét(YK ,Fℓ(j)) = Hi

ét(YK ,Zℓ(j))⊗Zℓ
Fℓ

0.5. 問題設定

本稿の主目的は、Anna Cadoret 氏との最近の共同研究（現在も進行中）につい
て紹介することです。非常に大ざっぱに言えば、幾何的 ℓ 進表現や幾何的法 ℓ 表現
族がよい群論的／幾何的／数論的性質を持つという研究で、本稿では、特に次の二
つの問題について考えます：

(§1) π1(X) の幾何的 ℓ 進表現 ρ において、Gx ⊂ G は「たいていの」x ∈ Xcl に対
して「大きい」。

(§2) π1(X)の幾何的法 ℓ 表現族 (ρℓ)ℓにおいて、ρℓ|π1(Xk
) はほとんどすべての ℓ に

対して半単純。

§1. 普遍開像定理 (Anna Cadoret氏との共同研究)

本節では、k は Q 上有限生成な体（例：[k : Q] <∞）とし、引き続き
X: k 上の正規かつ幾何的連結な代数多様体

K
def
= k(X): X の関数体

ρ : π1(X)→ GL(T ) ⊂ GL(V ) ℓ 進表現

とします。

定義 ρ: GLP（Geometrically Lie Perfect 幾何的リー完全）
def⇐⇒ gab = 0

⇐⇒ ∀U ⊂
op
G, |Uab| <∞

命題 1 ([CT4]) 例 2 の幾何的 ℓ 進表現 ρY,i,j は GLP である。特に、例 1 の ℓ 進表
現 ρA は GLP である。

証明フロベニウス重みの理論によります。（ホッジ理論による別証明もあります。） □

以下この節では、X が（滑らかな）代数曲線であると仮定し、各 d ≥ 1 に対し、
X≤d

def
= {x ∈ Xcl | [k(x) : k] ≤ d} と定義します。次の定理が、この節の主結果です。
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定理 2 ([CT4][CT5]) ρ が GLP であると仮定し、d ≥ 1 とする。このとき、ほとん
どすべての x ∈ X≤d に対し、gx = g（すなわち Gx ⊂

op
G）が成立する。より精密に

は、Ud ◁
op
G が存在し、ほとんどすべての x ∈ X≤d に対し、Gx ⊃ Ud が成立する。

注意 以下の命題は、ヒルベルトの既約性定理から直ちに従います：（必ずしも GLP
でない）任意の ρ と十分大きい正整数 d に対し、Gx = G となるような無限個の
x ∈ X≤d が存在する。

定理 2 の証明 証明は、群論的部分、幾何的部分、数論的部分からなります。群論的
部分では、（コンパクト）ℓ 進リー群の性質を用いて G の開部分群からなる射影系を
構成します。幾何的部分では、GLP 性質を用いて、この射影系に対応する Xk の被
覆の塔の種数やゴナリティーが無限大に発散することを証明します。（この部分が一
番大変です。）数論的部分では、幾何的部分の帰結及びモーデル予想／モーデル・ラ
ング予想（Faltings）を用いて、例外点の有限性を証明します。 □
系 ([CT3][CT4][CT5]) A→ X をアーベルスキームとし、d ≥ 1 とする。このとき、
N = N(k,X,A, ℓ, d)が存在して、すべての x ∈ X≤d 及びすべての v ∈ Ax(k(x))[ℓ∞]
に対し、v の位数は N 以下である。

証明定理 2 を ℓ 進表現 ρ = ρA に適用します。 □
GLP でない ℓ 進表現に対しては、定理 2 は一般には成立しません：

例 X = Spec(k[T, T−1]) とし、a ∈ k× ∖ (k×)tors とします。ρ : π1(X) → GL3(Zℓ)
を、以下で与えられる ℓ 進表現とします：

ρ =

χ ψT ψa
0 1 0
0 0 1


ここで、χ は ℓ 進円分指標、ψh は h に付随する ℓ 進クンマー 1 次コサイクルを表
します。このとき、任意の x ∈ aZ ⊂ k× = X(k) に対し、Gx は G の開でない部分
群です。

一般の ℓ 進表現 ρ : π1(X)→ GL(T ) (X は代数曲線) と d ≥ 1 に対しては、定理
2（とその証明の手法）及びリー代数の理論を用いて、以下が証明できます。

定理 3 ([CT5])ほとんどすべての x ∈ X≤d に対し、codimg(gx) ≤ 2が成立する。 □

定理 4 ([CT6]) ほとんどすべての x ∈ X≤d に対し、D(D(g)) ⊂ gx が成立する

（D(h)
def
= [h, h]）。 □

定理 2、定理 4 から思い付く次の問題の成否は、現時点では不明です。

問題 ほとんどすべての x ∈ X≤d に対し、D(g) ⊂ gx が成立するか？

注意 (i) [CT1] では、定理 2 の系の正標数類似が取り扱われています。

(ii) [CT2][CT7][CT8][CT9] では、定理 2 の法 ℓ 表現族類似が取り扱われています。

§2. 幾何的半単純性定理 (Anna Cadoret氏、Chun Yin Hui氏との共同研究)

この節では、k は任意の体とし、

X: k 上の正規かつ幾何的連結な代数多様体

K
def
= k(X): X の関数体
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Y → X: 固有かつ滑らかな射

i, j ∈ Z, i ≥ 0

ℓ: k の標数と異なる素数

とします。このとき、付随する幾何的 ℓ 進表現

ρY,i,j : π1(X)→ GL(Hi
ét(YK ,Qℓ(j)))

の幾何的基本群 π1(Xk) への制限は半単純であることが知られています（Deligne）。
この事実の幾何的法 ℓ 表現族

(ρY,i,j,ℓ)ℓ, ρY,i,j,ℓ : π1(X)→ GL(Hi
ét(YK ,Fℓ(j)))

における類似がこの節の主結果です：

定理 5 ([CHT]) ほとんどすべての ℓ に対し、ρℓ|π1(Xk
) は半単純。

定理 5 の証明の鍵となるのが、次の定理（とそのいくつかの一般化）です：

定理 6 ([CHT]) ほとんど全ての ℓ に対し、

Hi
ét(YK ,Zℓ)

π1(Xk
) ⊗Zℓ

Fℓ
∼−→ Hi

ét(YK ,Fℓ)
π1(Xk

)

証明 k が有限体の場合に帰着し、フロベニウス重みの理論を使うというのが基本的
方針ですが、ねじれ係数のため工夫が必要です。X が k 上固有的な場合には Y に
対してフロベニウス重みの理論（Deligne）を適用でき、一般にはオルタレーション
（de Jong）を使って、次元に関する帰納法により必要な重みの性質を導きます。 □

定理 5 の証明 Mℓ
def
= Hi

ét(YK ,Fℓ(j)) とし、Nℓ をその任意の π1(Xk) 部分加群とし
ます。証明したいことは、π1(Xk) 加群の完全列

0→ Nℓ →Mℓ →Mℓ/Nℓ → 0

が分裂することです。Nℓ が Mℓ∞
def
= Hi

ét(YK ,Zℓ(j)) の π1(Xk) 部分加群 Nℓ∞ に持
ち上がる場合には、定理 5 の一般化（Mℓ∞ , Mℓ を Nℓ∞ , Nℓ にかえたもの）を用い
て上述の Deligne の半単純性定理に帰着できます。
一般の場合は、dim(Nℓ) = s とすると、上記の完全列の分裂が、完全列

0→
s
∧Nℓ →

s
∧Mℓ →

s
∧Mℓ/

s
∧Nℓ → 0

の分裂と同値になることがわかります。定理 1 の法 ℓ 版（[CT8][CT9]）を用いると、

X を適当な被覆に取り替えることにより、
s
∧Nℓ への π1(Xk) の作用が自明である場

合に帰着できます。このとき、上記の完全列の分裂は

0→ (
s
∧Mℓ)

π1(Xk
) →

s
∧Mℓ →

s
∧Mℓ/(

s
∧Mℓ)

π1(Xk
) → 0

の分裂に帰着できます。ここで、定理 5の一般化（Mℓ∞ を
s
∧Mℓ∞ にかえたもの）によ

り、
s
∧Mℓの π1(Xk)部分加群 (

s
∧Mℓ)

π1(Xk
)が

s
∧Mℓ∞ の π1(Xk)部分加群 (

s
∧Mℓ∞)π1(Xk

)

に持ち上がることがわかります。
s
∧Mℓ∞ は（ℓ≫ 0 のとき）Hsi

ét (Y s
K
,Zℓ(sj)) の直和

因子となりますので、これで冒頭の特別な場合に帰着できて証明が終了します。 □
6
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標数が奇素数の場合の
二次元非可換Lubin-Tate理論
の局所的証明とその周辺

津嶋貴弘

1 導入と背景

この節では研究の背景や動機について歴史的な事柄にもふれながら概観したい。
フェルマー予想 (F): 「rを 3以上の整数とする。このとき、

Xr + Y r = Zr, XY Z ̸= 0

をみたす整数の組 (X, Y, Z)は存在しない。」
この予想はFreyのアイデアを受けてRibetにより志村・谷山予想の特別な場合に帰着され、1994
年にWilesは、その特別な場合を示すことでフェルマー予想を解決した。志村・谷山予想は大
雑把には次の二つの対象の結び付きを予想している。

志村・谷山予想 (ST): ガロワ表現 (代数的対象) ←→ 保型形式（解析的対象) (1.1)

左辺は有理数体Qの絶対ガロワ群GQ = AutQ(Q)の連続表現のことである。右辺は上半平面
H = {z ∈ C | Im z > 0}上の保型性をみたすある種の正則関数のことである。このように左辺
は代数的な対象で右辺は解析対象で各々独立に長らく研究されてきたものである。志村氏は保
型形式に対して二次元のガロワ表現を構成した。ある種のガロワ表現が保型形式からくるとい
うのが志村・谷山予想のおおまかな内容である。上の二つの出自の異なる対象を結び付ける橋
渡しの役割を果たすのがモジュラー曲線である。標語的には

モジュラー曲線 = {楕円曲線, レベル構造 }の組の同型類のモジュライ

となる。レベル構造の種類に応じてX0(p
m), X1(p

m), X(pm) (pは素数)などと表記される (cf.
[KM]や [Sa]を参照)。これらは古典的にはコンパクトリーマン面として調べられ、代数幾何の
発展に伴ってQ上の射影スムーズ曲線として調べられた。更に重要なことは、これらのZ上の
モデルの性質が詳しく調べられたことである。この発展のキーアイデアはDrinfeldによる適切
なレベル構造の定義である ([Dr]と [KM, Introduction]を参照)。任意の素数 pに対してZ→ Fp
という環の射による底変換でZ上の多様体Xを還元できる。還元で得られるFp上の多様体XFp

がスムーズになればXは pで良い還元を持つという。上のモジュラー曲線達はいずれも pで良
い還元を持たない。良い還元の次に「良い」還元を安定還元という。 X0(p)は pで安定還元を
持ち、その還元の様子が詳しくわかっている (井草, Deligne-Rapoport, Katz-Mazur)。この事実
は (F)を (ST)に帰着させる際に重要な役割を果たす。その後の研究で、m = 2, m = 3, m = 4
の場合のX0(p

m)の安定還元はそれぞれ [E], [CMc], [T2]において与えられている。m ≥ 5のと
0千葉大学理学研究科

E-mail addresses: tsushima@math.s.chiba-u.ac.jp, or affa4282@chiba-u.jp
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きは、X0(p
m)の安定還元の具体的な様子は知られていない。

(1.1)の対応はLanglandsにより表現同士の対応として再定式化された。現在Langlands対応と
呼ばれ盛に研究されている。

(大域)Langlands対応 : ガロワ表現 ←→ 保型表現

この対応は各素点ごとの局所Langlands対応に分解される。局所Langlands対応の方は後ほども
出てくるので少し正確に述べる。F を非アルキメデス局所体とする。OF をその整数環とする。

局所 Langlands対応 : GLn(F )の既約尖点表現の同型類
1:1←→ n次元既約ガロワ表現の同型類

([Yo3]を参照)。左から右への一対一対応写像を LLと書く。n = 1のときには局所類体論にな
る。この対応はL因子や ϵ因子を保つ数論的に意味のある対応になっている。この対応の仲間
として局所 Jacquet-Langlands対応というものがある。DnをHasse 不変量 1/nの F 上の中心
斜体とする。D×

n をその乗法群とする。局所 Jacquet-Langlands対応は以下の二つの集合の一対
一対応を与える。

GLn(F )の既約尖点表現の同型類
1:1←→ D×

n の既約許容表現の同型類

この左から右への一対一対応写像を JLと書く。この二つの対応の詳細については例えば [Hen]
を参照。この二つの対応がLubin-Tate空間という rigid analytic空間のエタール・コホモロジー
の中に実現されるだろう、というのが非可換 Lubin-Tate理論 (Deligne-Carayol予想)であ
る。n = 2, F = Qp, p ̸= 2の場合を、大域的な保型表現論に基づいて最初にDeligneが示した。
Carayolは後ろの二つの条件を外し、一般の nに関して予想を定式化した。非可換 Lubin-Tate
理論は [Bo], [HT]において大域的な保型表現論や志村多様体・Drinfeldモジュラー多様体を使っ
て示されている。非可換 Lubin-Tate理論の n = 1の場合は Lubin-Tate理論 ([LT])と等価にな
る。Lubin-Tate理論は局所類体論の局所的理論を与えるものだった (cf. [Iw], [Yo2, §2])。最初、
局所類体論は大域類体論の系として証明された。その後Lubin-Tate理論により、簡明な局所的
証明が与えられた (この辺りの歴史的な事情については [Iw, Preface]を参照)。Lubin-Tate理
論によれば F のアーベル拡大は、高さ 1, 一次元の形式OF 加群の等分点を全て F に添加した
体と F の最大不分岐拡大体との合成体として明示的に構成される。非可換 Lubin-Tate理論は
Lubin-Tate理論の一般化・非可換化であることを標榜しており、Lubin-Tate理論は局所類体論
の局所的理論を与えるものであったので、非可換 Lubin-Tate理論も局所的な理論として確立
されるべきだと考えている。そのような問題意識の下、F の標数が pで p ̸= 2のときにこの予
想を局所的に証明したというのが本稿で紹介したい [T3]の主定理である。以下の節では何を調
べることでこれが可能になったか、またどのような既知の結果がその証明で重要であるか、要
点をかいつまんで説明したい。ここまでの話で現れた色々の予想や理論の相関図を以下にまと
める。
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重要な用語を標語的にまとめると

Lubin-Tate空間 = {形式群, レベル構造 } の組の同種類の変形空間の生成ファイバー
=モジュラー曲線の局所モデル (n = 2のとき)

Lubin-Tate理論 =形式群の等分点を使って F の最大アーベル拡大体を構成する理論

=局所類体論の局所的・構成的理論

非可換 Lubin-Tate理論 = Lubin-Tate空間のコホモロジーの中に表現の対応を構成する理論

となる。ここまでの話のより詳しい解説が [Ka]や [IY]にあるのでそちらも参照されたい。また
フェルマー予想の証明については [Sa]に詳しい。

2 非可換Lubin-Tate理論 ([Bo], [Ca])

以下、もう少し正確に Lubin-Tate空間を導入し、Deligne-Carayol予想・非可換 Lubin-Tate理
論がどのように定式化されるかを紹介する。
OF の極大イデアルを pと書く。F の代数閉包 F を固定する。F の p進完備化をCと書く。

F の中での F の最大不分岐拡大体を F urと書く。これの p進完備化を F̂ urと書く。これの整数
環を Ôと書く。これの剰余体は Fp となっている。

nを正の整数とする。Fp上の高さ nの一次元の形式OF 加群は同型を除いて唯一つ存在す
る。これをΩと書く。Ô-代数であり、剰余体が Fpとなる完備ネーター局所環のなす圏を C と
書く。非負整数 rに対して以下の関手を考える。

R(pr) : C → Sets; A 7→ {(FA, ι, ϕ)}.

但し、右辺は (FA, ι, ϕ)という三つ組の同型類の集合とする。ここで、FAはA上の形式OF 加
群で、ι : Ω ∼−→ FA ⊗A Fp は同型であり、ϕ : (OF/pr)⊕n → FA[p

r]はDrinfeldレベル構造であ
る。この関手R(pr)は正則局所環により表現可能であることが [Dr, Proposition 4.3]において示
されている。形式スキーム Spf R(pr) の生成ファイバーをX(pr) と書く。これは F̂ ur 上の rigid
analytic空間というものになる (rigid analytic空間については [BGR]を参照)。更に

· · · → X(pr+1)→ X(pr)→ · · · → X(p)→ X(1) (2.1)

と rigid analytic空間の射影系を成す。
さて非可換 Lubin-Tate理論を定式化するためには、rigid analytic空間のエタールコホモロ

ジーが必要である。スキームに関しては SGAにおいてDeligne, Grothendieckらによりエター
ルコホモロジー理論が発展せられた (cf. [Del])。rigid analytic空間のエタールコホモロジーに
関しては van der Put-de Jong, Berkovich, Huberらにより発展せられた。Berkovich, Huberら
はそれぞれ rigid analytic空間の概念を拡張して、より広いクラスの空間に関しエタールサイト
を定義している (cf. [Be], [Be2], [Hu], [Hu2]を参照)。それらの空間はそれぞれBerkovich空間、
adic空間と呼ばれている。エタールサイトからはエタールコホモロジーが定義される。例えば
[Hu2]においては、rigid analytic空間のコンパクト台を持つエタールコホモロジーは、adic空
間の枠組みでそれの部分的なコンパクト化を取ることで、スキームの場合と類似的に定義され
る。rigid analytic空間の枠組みではコンパクト化の存在がわからないので、このような所でも
空間概念を拡張しておく必要がある。詳しくは [Hu2, p.19]を参照されたい。F̂ urからCへの
X(pr) の底変換をX(pr)C と書く。ℓを pと異なる素数とする。整数 iに対してX(pr)C の i番
目のコンパクト台付きのエタールコホモロジーを

H i
r = H i

c(X(pr)C,Qℓ)
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と書く。射影系 (2.1)の引き戻しにより帰納系{H i
r}∞r=0を得る。X(pr)はn−1次元の rigid analytic

空間であり、以下では中間コホモロジーに注目する。

Hn = lim−→
r

Hn−1
r (2.2)

とおく。WF をF のヴェイユ群とする。このHnには直積群Gn = GLn(F )×D×
n ×WF のある部

分群 P が作用する。この P 表現HnのGnへの誘導表現を Unと書く (cf. この辺りの話は [Bo],
[Ca]を参照)。

定理 2.1. (n次元非可換Lubin-Tate理論) 任意のGLn(F )の既約尖点表現πに対して、D×
n ×WF

表現としての同型
HomGLn(F )(Un, π) ≃ LL(π)⊗ JL(π)

が存在する。

定理 2.2. ([T3]) 上の定理の n = 2, char F = p ̸= 2 の場合に上の定理の局所的な証明を得た。

以下ではこの証明のポイントを解説したい。n = 2のときX(pr)は 1次元なので、これを
Lubin-Tate曲線と呼ぶ。

3 明示的局所Langlands対応 ([BH])

Bushnell, Kutzko, Henniartらによって、構築されたタイプ理論という表現論の理論がある。こ
れはGLn(F )の尖点表現を、GLn(F )の中心でわってコンパクト (compact mod center) になる
ような具体的な開部分群とその有限次元スムーズ表現を用いて具体的に構成するという理論で
ある。n = 2の場合には [BH]に詳しく述べられている。局所 Langlands対応で比較される二
つの表現の同型類の集合は、n = 2かつ p ̸= 2の場合には非常に簡明に記述できる。二つの表
現の同型類の集合は、共に許容対 (admissible pair)というものでパラメトライズされる。この
許容対が局所 Langlands対応と局所 Jacquet-Langlands対応の下でどのように振る舞うかを理
解する理論をそれぞれ明示的局所Langlands対応、明示的局所 Jacquet-Langlands対応と呼ぶ。
n = 2かつ p ̸= 2の場合に、これについてざっと雰囲気を述べたい。一般の nに関するこの理
論の進展については [Hen]にまとめられている。以下本稿では断らない限り n = 2, p ̸= 2を仮
定する。

定義 3.1. E/F を分離的な二次拡大体とする。χをE×のスムーズな指標とする。
1. (E/F, χ)が許容対であるとは、以下の二条件を満たすことである。
(1) χがノルム写像E× → F×を経由せず、
(2) もし χ|U1

E
がノルム写像E× → F×を経由するならば、E/F は不分岐拡大である。

2. 二つの許容対 (E/F, χ), (E ′/F, χ′)が同型であるとは、F 上の体の同型 ϕ : E
∼−→ E ′が存在し

て χ = χ′ ◦ ϕが成立することとする。

許容対 (E/F, χ)があると χを局所類体論を通じてWEの指標と見なし、WF の二次元既約
表現 τ 0χ = IndE/Fχ が構成出来る。ここで既約性は許容対の定義から従う。さらにこの表現の
同型類は許容対の同型類にしかよらない。
許容対 (E/F, χ)が与えられたとき、D×

2 の既約許容表現 ρχとGL2(F )の既約尖点表現 πχを
作る明示的なレシピが知られている。出来上がる ρχ, πχは許容対 (E/F, χ)の同型類にのみ依
存する。
非アルキメデス局所体Lに対してその整数環の極大イデアルを pL と書き、正の整数 kに対

して Uk
L = 1 + pkLとおく。E

×のスムーズ指標 χのスワン導手 sw(χ) を χ|Un+1
E

= 1なる最小の
非負整数 nとして定義する。
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上で述べたレシピについてすべて述べるとなかなか煩雑なので以下では、E/F が不分岐で
χのスワン導手が正の偶数の場合に、許容対 (E/F, χ)に対する πχの構成を述べる。U1

F への制
限が自明で ψ|OF

̸= 1 となる指標 ψ : F → Q×
ℓ を固定する。sw(χ) = 2(m− 1) = r − 1 ≥ 1と書

く。F 代数としての単射準同型写像
E ↪→M2(F ) (3.1)

を固定する。非負整数 k ≥ 0に対してGL2(F )の開コンパクト部分群を

Uk
M =

{
GL2(OF ) if k = 0,

1 + pkM2(OF ) if k > 0

と定める。ここで添字のMはM2(OF )というM2(F ) の orderを表し、この orderに付随する
開コンパクト部分群という意味で添字に付いている。余談ではあるが、E/F が分岐するときに

は
(
OF OF
p OF

)
という別のM2(F ) の orderとそれに付随する開コンパクト部分群を考える。任

意の元 x ∈ pmE に対して χ(1 + x) = ψ ◦TrE/F (αx) となる α ∈ p
−(r−1)
E を一つ取る。まずU1

EU
m
M

のスムーズ指標 θ を以下で定義する。任意の元 x ∈ U1
E, 1 + y ∈ Um

Mに対して

θ(x(1 + y)) = χ(x)ψ(Tr(αy)).

このとき、有限Heisenberg群の表現論を使うと、U1
EU

m−1
M の q次元既約表現 ηθで θを含むも

のが同型を除いて唯一つ存在することがわかる。更に

J1,r = E×Um−1
M

とおく。J1,rの q次元既約表現 Λχで ηθを含み、以下の二条件を満たすものが同型を除いて唯
一つ存在する。
(1) Λχ|E×は χ|⊕qE×と同型であり、
(2) 任意の元 µ ∈ µq2−1(E) \ µq−1(F )に対してTrΛχ(µ) = −χ(µ)が成立する。
最後に

πχ = c-Ind
GL2(F )
J1,r

Λχ

とおく。ただし、右辺はコンパクト誘導である。こうして作られたスムーズ表現は既約尖点表
現であり ([BH, Theorem 15.3])、その同型類は埋め込み (3.1)の取り方によらないことも示せ
る。前述通り、これは許容類の同型類にのみ依存する。

定理 3.2. ([BH, Parametrization theorem 20.2], タイプ理論) 任意のGL2(F )の既約尖点表現 π
に対して、許容対 (E/F, χ)が存在して同型 π ≃ πχが成り立つ。更に、このような許容対の同
型類は唯一つに定まる。

残念ながらこうして構成される πχと τ 0χは局所Langlands対応で移り合わない。位数が 4の
約数であるような特別な馴分岐指標で τ 0χを捻る必要がある。この微妙なズレは [BH]において
イプシロン因子を計算することで明示的に理解されている。この補正を行った正しいWF の二
次元既約表現を τχと書くことにする。上の構成と類似的に ρχの方も適切に構成することが出
来る。
すると、明示的局所Langlands対応と明示的局所 Jacquet-Langlands対応は以下の形で述べ

られる。

定理 3.3. ([BH, §34, §56]) 任意の許容対 (E/F, χ)に対して

LL(πχ) = τχ, JL(πχ) = ρχ

が成り立つ。

[T3, §5.1]にもこの理論の要約があるので詳しくはそちらもご覧頂きたい。
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4 アフィノイドとその還元のコホモロジー ([T3])

(2.2)のエタールコホモロジーを理解することが目標である。そのためにはLubin-Tate曲線の安
定モデルを構成してその還元の様子がわかればよい。曲線の安定モデルの存在については本質
的にはDeligne-Mumfordの定理の帰結であるが rigid幾何的な設定でのそのような話は [CMc,
§2]に詳しい。しかし、安定モデルを完全に理解することは一般には難しい ([IT]や [T]にレベル
を固定した場合の計算例がある)。そこでこの文脈で表現論の重要な部分と結びつくLubin-Tate
曲線のアフィノイドを見つけてそれを (2.2)と結び付けて考えるという方針を考える (cf. [Ha])。
アフィノイドについては [BGR]を参照されたい。定理 2.2の証明では、そのようなアフィノイド
を構成し、還元を理解することが一つの大きな部分を占める。このアフィノイドに二つの系列
があり、一方はX(pr)の中に自然に住んでいるが、一方のアフィノイドはねじれた感じでX(pr)
に入っており解析が少しやりづらいので別のレベル構造を持つLubin-Tate曲線を考えた方が都
合が良い。モジュライ解釈を説明することはしないが、岩掘型のレベル構造を持つ Lubin-Tate
空間を考える。それをXIw(p

r)と書こう。これは [GL]において詳しく調べられたものである。
アフィノイドXに対してその還元をXと書く。アフィノイドの還元についての基本事項につ
いて [T3, §2.1]に要約がある。F の剰余体を Fqとする。アフィノイド

Xr ⊂ X(pr),

Yr ⊂ XIw(p
r)

で以下のような良い還元

X1 : x
qy − xyq = 1,

Xr : a
q − a = tq+1 (r ≥ 2),

Yr : a
q − a = s2

(4.1)

を持ち、例えばXr の中間コホモロジーは前節の U
[r/2]
M の表現 Λχ|U [r/2]

M
を全て含んでいるよう

なものが存在する。他のYrの中間コホモロジーの方もE/F が分岐二次拡大であるような許容
対 (E/F, χ)から定まるタイプ理論の核となるようなΛχ が定義され、それと結びつく。このよ
うに添字の rは表現の導手と関係付く整数なのだが、方程式の形は rによらずたった三種類し
かないことは不思議である。つまり群作用は rごとに異なっているが、代数幾何的には同じも
のが繰り返し現れるという現象が起きる。これらのコホモロジーへの群作用がどうなるかを理
解し、更にフロベニウス固有値等も理解することができる。
これらのアフィノイドが Lubin-Tate 空間の中でどの辺りに存在するかを少し説明する。

Lubin-Tate曲線上には CM点と呼ばれる F の分離的二次拡大体の整数環乗法を持つ特殊な
形式OF 加群に対応する点があり、これらのアフィノイドはこの点の近くに住んでいる (CM点
については [Gr]を参照)。この二次拡大体が不分岐か分岐かということでXr, Yr という二つの
系列が出てきていて、そのコホモロジーと関係付く許容対に現れる二次拡大体と一致するとい
う風になっている。r = 1のときだけ少し特殊なことがおきていて、方程式も見た目は異なる
がX1も不分岐型ということでXrの仲間と見なせる。X1の還元はDrinfeld曲線或は SL2(Fq)
に対するDeligne-Lusztig曲線と呼ばれる (この由来については [DL, p.117]を参照)。これらの
アフィノイドはCM点の近くにあることはわかるが、モジュライ解釈を用いてその正確な場所
を特定するわけではない。現状では具体的な関数を考えて、その関数が定義する適当な半径の
アフィノイドとして定義される。これらのアフィノイド上に何らかのモジュライ解釈があるか
どうかは著者には分からない。
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4.1 鍵となる観察

ここで、これらの曲線に関して以下の顕著な性質が満たされる。コンパクト台を忘れるという
標準的な以下の写像は共に同型である。

H1
c (Xr,Qℓ)

∼−→ H1(Xr,Qℓ) (r ≥ 2),

H1
c (Yr,Qℓ)

∼−→ H1(Yr,Qℓ).
(4.2)

更にこれらのコホモロジーはすべて非零である (この辺りのことは [T3, §4.2, §4.3] に詳しい)。
一般に固有的でない有限体上の代数多様体X に対して標準写像

H i
c(X,Qℓ)→ H i(X,Qℓ) (4.3)

は必ずしも同型でない。しかし、Lubin-Tate空間の部分アフィノイドで中間コホモロジーが消
えていない場合には、その還元として現れる多様体の中間コホモロジーに関して (4.3)は同型に
なると期待している。アフィノイドXr は良い還元を持つので、Huberの消滅輪体に関する結
果 [Hu2, Theorem 5.7.6]とスキームの場合の消滅輪体に関する事実 [Del2, Reformulation 2.1.5]
が適用できて標準同型

H1
c (Xr,Qℓ) ≃ H1

c (Xr,C,Qℓ), (4.4)

H1(Xr,Qℓ) ≃ H1(Xr,C,Qℓ) (4.5)

が存在する ([Mi2]も参照)。(4.2)と同様に、標準写像H1
c (Xr,C,Qℓ)→ H1(Xr,C,Qℓ)があり、次

の図式が可換になる。

H1
c (Xr,Qℓ) ≃

(4.4) //

≃
��

H1
c (Xr,C,Qℓ)

��

H1(Xr,Qℓ) ≃
(4.5) // H1(Xr,C,Qℓ).

これより同型
H1

c (Xr,C,Qℓ)
∼−→ H1(Xr,C,Qℓ)

を得る。更に標準的な写像を組み合わせて次の可換図式を得る。

H1
c (Xr,C,Qℓ)

(a) //

≃
��

H1
c (X(pr)C,Qℓ)

��

H1(Xr,C,Qℓ) H1(X(pr)C,Qℓ)制限写像
oo

(cf. [T3, Lemma 4.5]). (a)についてはスキームX とその開部分スキーム U に対して、自然な
写像H i

c(U,Qℓ) → H i
c(X,Qℓ) があったことを想起して頂きたい。上の可換図式より、写像 (a)

が単射であることが従う。全く同様に単射

H1
c (Yr,Qℓ) ≃ H1

c (Yr,C,Qℓ) ↪→ H1
Iw,r = H1

c (XIw(p
r),Qℓ)

を得る。以上の単純な議論でX(pr)やXIw(p
r)の安定モデル全体の様子が分かっていなくても、

ある一部のアフィノイドの性質 (4.2)から生成ファイバーのコホモロジーに非自明な表現が含
まれることが分かる。更に

H1
c (Xr,Qℓ), H1

c (Yr,Qℓ)

というコホモロジーは、タイプ理論の構成の核になるような本質的部分を含むことが理解出来
る。合わせると生成ファイバーのコホモロジーH1

r やH1
Iw,r にタイプ理論の核となる表現が含
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まれることが分かる。更にH1
r ⊂ U2, H1

Iw,r ⊂ U2 なのでU2にもそのような寄与があることが示
せる。r = 1の場合には (4.2)が成り立たないので、この議論ではH1

1 ⊂ U2 は示せないが、尖点
部分H1

1,cusp ⊂ H1
1 というタイプ理論と関係付く部分は U2 に単射で入っていることが示せる。

以上のことを勘案して、きちんと議論すると次の命題を得る。

定理 4.1. ([T3, Theorem 5.18]) 任意の許容対 (E/F, χ)に対して、G2同変な単射準同型写像

πχ ⊗ ρ∨χ ⊗ τ∨χ ↪→ U2

が存在する。

この命題の証明が論文 [T3]の主要部分 (§2, §3)を占めている。この定理を得るためには定
理 3.3は未だ使っていないことを注意しておく。

5 定理4.1から定理2.2を導く

定理 4.1で然るべき三つ組の表現がU2 の部分表現として入っていることが分かったが、ここか
ら定理 2.2のように対応を一つに特定するにはまだギャップがある。つまり別の三つ組が U2 の
部分表現として入っている可能性が排除出来ていない。この可能性を排除するためには [Mi2],
[St]において示されている Lubin-Tate空間のコホモロジーと局所 Jacquet-Langlands対応を結
び付ける以下の結果が必要になる。

定理 5.1. ([Mi2], [St]) 任意の尖点表現 πに対してD×
2 表現としての同型

HomGL2(F )(U2, π) ≃ JL(π)⊕2

が成立する。

この証明は大域保型表現に依らず幾何学的かつ局所的なものである。この意味で、我々の
目的に適した結果であることを注意しておく。NrdD2/F : D

×
2 → F× を被約ノルム写像とする。

また局所類体論の相互写像 aF : W
ab
F

∼−→ F× を幾何的フロベニウス写像が素元に移るように正
規化しておく。これと標準写像WF → W ab

F の合成写像も aF と書く。次の群の準同型写像を考
える。

G2 = GL2(F )×D×
2 ×WF → F×; (g, d, σ) 7→ det(g)

(
NrdD2/F (d)aF (σ)

)−1
. (5.1)

Lubin-Tate曲線の連結成分のなす集合への群作用を調べると、F×の任意のスムーズ指標と (5.1)
の合成で得られる G2 の指標による捻りで U2 が不変であることが示せる (cf. [T3, Corollary
5.15])。このことを使うと定理 2.2を示すためには πの中心指標は自明であるとしてよい。中心
指標が自明な尖点表現は、中心指標が自明なGL2(F ) のスムーズ表現のなす圏の入射的対象で
あることが知られている ([Cs, Theorem 5.4.1])。これを使うと定理 2.2の単射から次のD×

2 ×WF

同変な全射
HomGL2(F )(U2, πχ)↠ ρχ ⊗ τχ (5.2)

を得る。D×
2 は中心でわるとコンパクトなのでD×

2 の許容表現は有限次元になる。定理 5.1と明
示的 Jacquet-Langlands対応の帰結

dim ρχ = dimJL(πχ)

を使うと全射 (5.2)の両辺の次元は等しい。故に (5.2)は同型であることが従う。ここで使った
定理 5.1に関しては、次元の情報だけが必要であったことを注意しておく。以上と定理 3.2, 定
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理 3.3を使えば定理 2.2を得て証明が完了する。ここまでの定理 2.2の証明の流れを以下の図式
にまとめておく。

Lubin-Tate曲線 CM 点の近く///o/o/o/o/o/o/o アフィノイドXr, Yr
///o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o 還元

中間コホモロジー
�� �O
�O
�O

定理 4.1

定理 3.2+定理 3.3+定理 5.1
��

タイプ理論の核となる部分
§4.1 の観察oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/

定理 2.2

本稿で解説した定理 4.1 はGL2の場合であった。[Yo]では深さが零の表現について非可換
Lubin-Tate理論の局所的証明を与えている。[We1] はそれを一つ深いレベルの表現の場合に部
分的に一般化している。定理 2.1の証明までには至っていないが、高次元の場合のアフィノイド
の研究として [IT2], [IT3], [To]がある。これらに §4.1の考察を適用すれば、定理 2.1の命題がこ
れらの論文で対象としている特別なクラスの πに対しては証明できる。この三つは perfectoid
空間に基づいた研究である。
また p ̸= 2の場合に非可換 Lubin-Tate理論を使ってコホモロジーの情報から Lubin-Tate

曲線の安定還元に関する情報を導くという研究が [We3] にある。[We2]では p ̸= 2のときに
Lubin-Tate曲線の安定還元になるべき有限体上の安定曲線を群作用込みで構成・予想している。
p = 2のときには安定還元の既約成分にどのような曲線があらわれるのか未知な部分が多い。
少なくともレベルが低い Lubin-Tate曲線の安定還元の既約成分として F2上の同型を除いて唯
一つの超特異楕円曲線 (定義方程式は a2 + a = s3で与えられる)が現れることが [IT]により知
られている。これだけ見ても p = 2の場合は奇素数の (4.1)の様子と大分異なることが見て取れ
る。この場合にLubin-Tate曲線X(pr)の安定還元の既約成分のリストを作ることは今後の課題
である。

謝辞 今回代数学シンポジウムにて講演させて頂く貴重な機会を与えて下さったオーガナイザー
の先生方、特に推薦して頂いた三枝洋一先生に感謝します。
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有理曲面上のボエタ予想

安福 悠 (日本大学理工学部)∗

yasufuku@math.cst.nihon-u.ac.jp

1 はじめに

本稿は，プレプリント [6]に基づいて行った 2016年の代数学シンポジウム

での講演内容をまとめたものである．

2 主定理の紹介

Vojtaの主予想 [3, Main Conjecture 3.4.3]とは，代数体 k，k上定義され

る滑らかな射影代数多様体 X，k 上定義される正規交叉因子 D ごとに定ま

る，X の k有理点が満たすとされる高さ関数の不等式である．代数多様体の

標準因子が負であればあるほど，正規交叉因子に有理点が近づけると主張し，

「幾何が整数論を制御する」という哲学が明示化される一つの方法となってい

る．大変難解な予想とされており，Faltingsにより証明されたMordell予想

や，ディオファントス近似の金字塔とされる Schmidtの部分空間定理も，特

別な場合として含んでしまっている．また，「一般型の代数多様体には k有理

点が Zariski稠密にはない」と主張する Bombieri–Lang予想や，2012年に京

都大学数理解析研究所の望月新一教授により証明が発表された abc予想も導

ける (Vojta [4]）ことが分かっている．

このような背景から，Vojta主予想が正しいと証明できる具体例の構築は

重要である．高さ関数が具体的に計算できる代数曲面として，射影平面から

(infinitely nearなものも含めて)繰り返しブローアップすることで得られる

多様体が考えられる．まず，次の定理を証明した．

定理 1. L1, L2, L3 ⊂ P2をQ上定義できるような，一般の位置にある 3直線

とする． P2 を L1 \ (L2 ∪ L3)の点で一度ブローアップしたものを X1 と呼

び，このときの例外因子を E1 とする．n ≥ 2に対しては，En−1 ∩ L̃1 に含

まれる唯一の点でXn−1をブローアップしたものを，Xnと帰納的に定義し，

このときの例外因子を En とする．このとき，Xn とその上の因子

L̃1 + L̃2 + L̃3 + Ẽ1 + · · ·+ Ẽn−1 + En
∗本研究は科研費 若手研究 B (15K17522) の援助を受けている.
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に関する Vojta予想が成り立つ．

ここで，̃·はXnへの strict transformを指している．定理 1では，必ず L̃1

との交点でブローアップを続けていったが，同じX1から始めて交点をブロー

アップし続けるものの，一度は L̃1 との交点ではないところでブローアップ

した状況を考えたのが次の 2つの定理である．

定理 2. L1, L2, L3 ⊂ P2をQ上定義できるような，一般の位置にある 3直線

とする． P2を L1 \ (L2 ∪L3)の点で一度ブローアップしたものをX1と呼び，

このときの例外因子をE1とする．n ≥ 2に対しては，L̃1, Ẽ1, . . . , Ẽn−2, En−1

のうちの 2つが交わる点でXn−1 をブローアップしたものをXn と帰納的に

定義し，このときの例外因子を En とする．また，少なくとも一度のブロー

アップは L̃1 上にない点で行われるとする．このとき，Xn とその上の因子

L̃1 + L̃2 + L̃3 + Ẽ1 + · · ·+ Ẽn−1 + En

に関するVojta予想を仮定すると，次の集合に対する abc予想を導ける：kを

代数体, S を素イデアルの有限集合とし，

{(a, b, c) : a ∈ k, aOk の素イデアル分解は

S に含まれる素イデアルで書ける, b = 1− a, c = 1}.

逆に：

定理 3. L1, L2, L3 ⊂ P2をQ上定義できるような，一般の位置にある 3直線

とする． P2を L1 \ (L2 ∪L3)の点で一度ブローアップしたものをX1と呼び，

このときの例外因子をE1とする．n ≥ 2に対しては，L̃1, Ẽ1, . . . , Ẽn−2, En−1

のうちの 2つが交わる点でXn−1 をブローアップしたものをXn と帰納的に

定義し，このときの例外因子を En とする．このとき，abc予想を仮定する

と，Xn とその上の因子

L̃1 + L̃2 + L̃3 + Ẽ1 + · · ·+ Ẽn−1 + En

に関する Vojta予想を導ける．

これらの定理で扱う典型的状況を図解したものが図 1である．三角形のう

ち，水平な直線L1にだけのっている点をブローアップしたものがX1である．

このとき，例外因子との交点は一つしかないので，そこをブローアップした

ものがX2となる．X2において，水平な直線 L̃1との交点をブローアップし

たものが，図解されたX3である．上の図において，X3の黒く塗られた点で

ブローアップしたら定理 1の状況となり無条件に Vojta予想が証明でき，塗

られていない 2点のいずれかを次にブローアップしたら定理 2や 3の範疇と

なり abc予想との相互関連性がある状況になる．下の図では，X2においては

L̃1との交点をブローアップするものの，X3においては L̃1にない点 (この場

2



合は E2 と E3 との交点）をブローアップしている．この場合，L̃1 にない点

を一度ブローアップしているので，得られた X4 においてどの 4点を次にブ

ローアップしたとしても，定理 2や 3の範疇となり，abc予想との相互関連

性がある状況となる．
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図 1: ブローアップの図解

ブローアップを行うと，例外因子に対する高さ関数が最大公約数の式とな

るので，ブローアップ上での Vojta予想は，最大公約数に関する不等式とな

ることが多い (詳しくは Silverman [2]を参照のこと）．本稿の定理の結果か

らも最大公約数に関する非自明な不等式を得られるが，証明に触れないと具

体的な式を紹介しづらいので，次節 ((2)式)に行う．

先行研究としては，[5]において，X1における Vojta予想を証明している．

Vojta予想はブローアップするごとに，より強い主張となるので，この結果

が定理 1の一番簡単な場合となっている．また，X1で E1上の一般の点をブ

ローアップした場合 (本稿でのX2とは少し違う，射影平面の 2重ブローアッ

プ)の Vojta予想が，定理 2の場合と同じ abc予想の特別な場合を導くこと

も，同じ論文で証明した．ちなみに，始めに三角形の交点で P2をブローアッ

プした場合 Vojta予想は非常に自明な主張である．逆に，どの直線にものら

ない点から始めると，一度ブローアップした空間でのVojta予想が未解決で，

大変難解であろうと思われている．ただ，3直線に対する整数点集合におい
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ては，Vojta予想の高さ不等式が成り立つことが，Corvajaと Zannier[1]に

より示されている．

3 証明の概略

定理 1に関しては，基本方針は論文 [5]と同じで，まず，ブローアップによっ

て構築される例外因子の局所方程式を計算する．これにより，高さ関数を最大

公約数の式として明示的表示できるようになるので，あとは上手に Schmidt

の部分空間定理を活用することで，示すことができる．

定理 2と 3の証明には，Farey数列，特に Stern–Brocot樹と呼ばれる形で

整理されたものが活躍する．0
1 と

1
1 から始めて，分母同士，分子同士足した
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図 2: Stern–Brocot樹

ものを間に挿入し続けることでこの樹は作られている．定理 2と 3の状況で，

「Xn−1からのブローアップを必ず一番最近に構築された例外因子 En−1との

交点で行う」という追加条件をつけると，Xn上の例外因子Enの v進局所高

さ関数は，

gcd+
v

(
(x− 1)bn

yan
,

ycn

(x− 1)dn

)
と表すことができる．ここで，gcd+

v とは，分子の最大公約数の v進部分の対

数をとったもので，an
bn
と cn

dn
は，Stern–Brocot樹のレベル nにある隣同士の

分数である．これで Farey数列が本稿の定理と関連があることが分かる．

ただ，定理 2と 3の状況の Vojta予想を調べるには，Farey数列に関して

知られている性質だけでは無理と思われ，次の新しい性質が必要となった．

定理 4. α ∈ Q∩ (0, 1)が，レベル (n+ 1)で初めて Stern–Brocot樹に登場す

るとする．また，レベル iにおいて，αが ai(α)
bi(α)

と ci(α)
di(α)

の間にあるとする．
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このとき，Iα =

(
an(α)

bn(α)
,
cn(α)

dn(α)

)
上で関数 φα を

φα(x) =
n∑
i=1

min

(
bi(α) · x− ai(α), ci(α)− di(α) · x

)
(1)

と定義すると，この関数の最大値は x = αのときの (αの分母)−1
αの分母 である．

定理 2の証明では，初めて L̃1 との交点でないところでブローアップする

のが n回目だとして，このときの Vojta予想に着目する．aが S 単数で整数

の場合，a− 1の素因数分解
∏
pnp に対して，

mp =


0 np = 1

np

2 · (2n− 3) np が偶数
np(2n−3)−1

2 np が 3以上の奇数

とし，b =
∏
pmp とおく．Vojta予想の不等式に点 [a : b : 1]を代入し，定理

4を使って高さ関数を評価することで，abc予想の特別な場合を導いていく．

定理 3の証明においての一番のアイディアは，空間Xn ごとに Vojta予想

の不等式を
:::::::
考えないことである．Vojta予想には，不等式が成り立たなくて

もよい「例外集合」が許されているので，Xnの点のうち P2と同一視できる

ような点でだけ Vojta不等式を示せばよい．そこで，P2 の点 P と非アルキ

メデス付値 vごとに，一番 Vojta予想の不等式が成り立たなさそうなブロー

アップを考える．この「最悪」な状態において定理 4を使って点 [a : b : 1]で

高さ関数の評価をすると，a − 1の v 進付値より一つ少ない位の高さ関数の

大きさとなる．これは，定理 4を α = v(b)
v(a−1) で使うことにより従う．(P, v)

にとって「最悪」の場合でこうなので，一般のXn の場合はこれより悪化す

ることはない．abc予想によると，a − 1の素因数分解の殆どは 1乗なので，

この寄与を足したとしても，元々の aの v進付値と同じくらいにしかならな

いことが分かり証明が終わる．

最後に，本稿の定理により証明される最大公約数の不等式の一例を紹介し

よう： S を素数の有限集合，ϵを正の数としたとき, 定数 C と代数曲線の有

限集合 Zϵ が存在して，

gcd(a− 1, b) +
∑
p/∈S

n∑
i=1

gcd+
p

(
(a− 1)bi

bai
,

bci

(a− 1)di

)
< ϵ log max(|a|, |b|) + log |ab|′S + C (2)

が (a, b) ∈ Z2 \ Zϵ で成り立つ．ここで，整数 nに対して |n|′S とは nの素因

数分解のうち Sの外の部分を指し，ai
bi
と ci

di
は Stern–Brocot樹のレベル iで

隣接する分数である．
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アーベル多様体の標準部分群とヒルベルト固有値多様体

服部 新
九州大学数理学研究院

平成 28年 9月 8日

概 要

本稿では，第 61回代数学シンポジウムにおける講演に基づき，過収束保型形式・固有値多様
体・Abel多様体の標準部分群など，p進保型形式の理論についての概説を行ったのち，Hilbert
固有値多様体の整数重さでの固有性について筆者が得た結果 [Hat2] を紹介する．

1 背景

1.1 保型形式の p進族

pを素数，Q̄p を Qp の代数閉包，Cp を Q̄p の p進完備化とする．vp で Cp 上の（加法的）p進
付値を表し，vp(p) = 1と正規化する．任意の a ∈ Cpに対し，aの p進絶対値を |a|p = p−vp(a)で

定義する．（階数 1の）付値体の拡大K/Qpに対し，K の整数環をOK と書き，m⩾i
K = {x ∈ OK |

vp(x) ≥ i}，OK,i = OK/m⩾i
K とおく．また，pが奇素数のとき p = p，p = 2のとき p = 4とお

く．ω : Z×p → (Z/pZ)× → O×Cp
を Teichmüller指標とする．

始めに偶数 k ≥ 4に対し，レベル 1，重さ kの Eisenstein級数 Ek(z)を考える．Ek(z)は Hecke

固有形式であり，定数倍で正規化すれば次のような q展開を持つ．

Ek(q) = 1 +
2

ζ(1− k)

∑
n≥1

σk−1(n)qn, ただし σm(n) =
∑

d>0,d|n

dm.

Eisenstein級数に関して著しいのは，重さを変化させるとこれらはHecke固有形式の p進的な族を

なす，という事実である．実際，

E∗k(z) = (1− pk−1)−1(Ek(z)− pk−1Ek(pz))

とおく．E∗k(z)はレベル Γ0(p)のHecke固有形式で，p以外のHecke固有値がEk(z)のものと等し

く，q展開は次で与えられる．

E∗k(q) = 1 +
2

(1− pk−1)ζ(1− k)

∑
n≥1

σ∗k−1(n)qn, ただし σ∗m(n) =
∑

d>0,d|n,p∤d

dm.

整数 k に対し，連続環準同型 x∗k : Zp[[X]] → Cp を X 7→ (1 + p)k − 1で定める．このとき，久

保田-Leopoldt の p 進 L 関数の性質から次のことが分かる [Ser, §4.5]．任意の n ≥ 1 に対して

An(X) ∈ Zp[[X]]が存在して，巾級数

E(q) = 1 +
∑
n≥1

An(X)qn

1
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は，4以上の任意の偶数 k ≡ 0 mod φ(p)に対し x∗k(E(q)) = E∗k(q)を満たす．

任意の連続環準同型 x∗ : Zp[[X]]→ Cp は対応 x∗ 7→ x∗(X)により単位開円盤

D(0, 1−) = {x ∈ Cp | |x|p < 1}

の元と同一視できる．D(0, 1−)にはリジッド解析多様体の構造が入り，各 An(X)は x 7→ An(x)

によりD(0, 1−)上のリジッド解析関数と見なせる．従って，E(q)は多様体D(0, 1−)でパラメータ

付けられた Hecke固有形式の p進解析的な族である，と考えることができる．これが Eisenstein

族（Eisenstein family）と呼ばれる，固有形式の p進族の最初の例である．

このように，Hecke固有形式はしばしば p進族をなすことが知られている．保型形式の p進族は

1970年代に，総実代数体の p進 ζ 関数を構成するために Serre [Ser] が導入して以来，整数論にお

ける強力な研究手法であり続けてきた．その理由の一端としては，p進族の存在が固有形式の合同

を大量に生み出すこと，また族のパラメータ空間上での稠密性を用いた議論が可能になること，な

どが挙げられる．どちらも，調べるのが難しい保型形式のクラスの研究を調べるのが容易な保型形

式のクラスに帰着するのに用いられる．例えば，保型形式に伴う Galois表現を構成するのに，ま

ず志村多様体のエタールコホモロジーを使って多くの保型形式に対して Galois表現を構成し，そ

のような方法ではアプローチできない保型形式に対しては合同や稠密性を用いて前者に帰着する，

という手段が採られるが，これは保型形式の p進族の典型的な応用例である [Wil, CH]．

1.2 重さ空間

古典的な保型形式の重さは整数だが，固有形式の p進族をより精密に理解するためには，重さも

p進解析的に変動する，と考える必要がある．整数重さとは限らない「p進的な重さ」のパラメー

タ空間が，重さ空間（weight space）と呼ばれるリジッド解析多様体である．

重さ空間W は，その Cp 値点のなす集合W(Cp)が

W(Cp) = Homcont.(Z×p ,O×Cp
)

と同一視される Qp 上のリジッド解析多様体である．直積分解 Z×p = (Z/pZ)× × (1 + pZp)から，
W は単位開円盤D(0, 1−)の，有限集合 Hom((Z/pZ)×,O×Cp

)で添字付けられた直和であることが

分かる．連続準同型 Z×p → O×Cp
のことを重さ指標（weight character）と呼ぶ．

整数 kと有限指標 χ : Z×p → (Z/pmZ)× → O×Cp
に対し，重さ指標

x∗k,χ : Z×p → O×Cp
, a 7→ χ(a)(ω(a)−1a)k

に対応する点 xk,χ ∈ W(Cp)を数論的点（arithmetic point）と呼ぶ．pm
′

= LCM(pm,p)と書く

とこの点は，pと素な任意の整数 N > 0に対し，重さ k，レベル Γ1(Npm
′
)，pでの指標 χω−k の

保型形式の重さに対応する点である．また，xk,ωk を整数重さの点と呼ぶ．これは重さ k，レベル

Γ1(N)∩ Γ0(p)の保型形式の重さに対応する．このように，重さ指標には保型形式の重さの情報だ

けではなく，pでのレベルと指標の情報も含まれている．

1.3 p進保型形式と肥田族

連続的に分布しているわけではない整数重さを p進解析的に補間したのが重さ空間だった．同様

に，重さが整数である古典的な保型形式も連続的に分布しているわけではないため，保型形式の p
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進族を構成するためには，何らかの接合剤によって古典的な保型形式を p進解析的に繋げることが

必要になる．そのような接合剤としてはいくつかの選択肢があるが，ここでは p進保型形式を用

いる．

p進保型形式とは，古典的な保型形式の q展開の p進極限に当たるものである．つまり，保型形

式の列 {fn}nでその q展開の列 {fn(q)}nが p進的に収束しているようなものに対し，{fn}nの収
束先として p進保型形式を定義したい．古典的な保型形式とはモジュラー曲線上の適当な線束の

大域切断のことだったが，そのままでは今述べた意味での保型形式の p進収束先を定義できない．

実際，p ≥ 5に対し，Eisenstein級数 Ep−1(z)の q展開 Ep−1(q)は Ep−1(q) ∈ 1 + pqZp[[q]]を満た
すことが知られている．従って {Ep−1(q)p

n}n は p進的に 1に収束するから，{Ep−1(z)p
n−1}n の

収束先が Ep−1(z)の逆元を定めることになり，良還元を持つ楕円曲線での Ep−1(z)の特殊化は p

進単数になるはずである．しかし，Ep−1(z)の法 p還元は Hasse不変量と一致するため，超特異

（supersingular）良還元を持つ楕円曲線での Ep−1(z)の特殊化は p進単数ではない．

この観察から，q展開の p進位相で完備な保型形式の空間を構成するためには，超特異良還元を

持つ楕円曲線をモジュラー曲線から除いた集合を考えなければならないことが分かる．この集合は

モジュラー曲線の代数幾何的な開集合にはならないが，リジッド解析幾何における許容開集合と見

なすことができる．そこで，p進保型形式とはこの集合上での適当な線束の切断である，と定義す

る．そのためにまず，除外集合の大きさを計る尺度—Hodge高さ—を導入する．

定義 1.1. L/Qpを完備付値体の拡大，AをOL上のAbelスキームとし，A1 = A×OL
Spec(OL,1)と

おく．双対AbelスキームA∨1 のVerschiebungを V とし，V が Lie環 Lie(A∨1 )に引き起こす写像を

Lie(V ) : Lie(A∨1 )(p) → Lie(A∨1 )で表す．Lie(A∨1 )の基底を選んで Lie(V )の行列式 a = det(Lie(V ))

を考え，aの OL への持ち上げ ãを選ぶ．頂切 p進付値

Hdg(A) = min{1, vp(ã)} ∈ [0, 1]

は基底や ãの選び方によらない．これを Aの Hodge高さ（Hodge height）と呼ぶ．

このとき，Aが通常（ordinary）還元を持つための必要十分条件は Hdg(A) = 0であることが示

せる．つまり，Hodge高さは Abel多様体の通常還元からの距離を測る不変量である．

pと素な整数 N ≥ 5に対し，X1(N)でレベル Γ1(N)の（Qp 上の）モジュラー曲線を表し，こ
れを Qp上のリジッド解析曲線と見なす．付値体の拡大 L/Qpに対し，X1(N)(L)の元はOL上の
広義楕円曲線 E とそのレベル Γ1(N)構造 Qの組の同型類 [(E,Q)]と同一視できるが，Hodge高

さもEが楕円曲線の場合にHdg(E)と一致するようなX1(N)上の関数に適切に拡張できる．そこ

で，任意の有理数 r ≥ 0に対し，X1(N)の許容開集合X1(N)(r)を

X1(N)(r) = {y ∈ X1(N) | Hdg(y) ≤ r}

と定義する．X1(N)(0)は通常良還元または乗法的還元を持つ楕円曲線に対応する点とカスプから

なるX1(N)の部分集合であり，通常跡（ordinary locus）と呼ばれる．X1(N) \X1(N)(0)の点は

超特異良還元を持つ楕円曲線に対応する．これを用いて，整数重さの p進保型形式を次のように定

義する．

定義 1.2. k を整数，ω を X1(N)上の Hodge線束とする．Cp への係数拡大 X1(N)(0)Cp に対し

H0(X1(N)(0)Cp , ω
k)の元を，重さ k，従順（tame）レベルN の p進保型形式と呼ぶ．X1(N)の境

界因子をDとするとき，H0(X1(N)(0)Cp , ω
k(−D))の元を，重さ k，従順レベルN の p進尖点形

式と呼ぶ．（従順レベル< 5の場合は，これらのうち適切な群作用で固定される元として定義する．）
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整数重さとは限らない重さ指標 x ∈ W(Cp) に対しても，重さ x，従順レベル N の p 進保型

形式の概念を定義することができる．そのためには，整数重さ k の場合の ωk の一般化に当たる

X1(N)(0)Cp 上の線束 ωx を適切に定義する必要がある．（§3.2を参照．）

定義 1.3. 重さ指標 x ∈ W(Cp)に対し，Mx(N) = H0(X1(N)(0)Cp , ω
x)の元を，重さ x，従順レ

ベルN の p進保型形式と呼ぶ．尖点形式も同様に定義する．Mx(N)は一般に無限次元 Cpベクト
ル空間である．

p進保型形式に対しても q展開を定義することができる．さらに，古典的な保型形式の空間と同

様に，Mx(N)にも Hecke作用素 Tl (l ∤ Np)，Ul (l | N)，ダイアモンド作用素 ⟨l⟩N (l ∤ Np)が作
用する．また，pでの Hecke作用素として，尖点形式の q展開に∑

n≥1

anq
n 7→

∑
n≥1

anpq
n

を引き起こすAtkinの作用素 Upが作用する．従って，p進保型形式に対してもHecke固有形式の

概念が定義される．

定義 1.4. p進保型形式 f が Up 固有形式であるとき，f の Up 固有値 ap(f)の p進付値 vp(ap(f))

を f の傾き（slope）と呼ぶ．f の傾きは Q≥0 ∪ {∞}の元である．

固有形式の p進族で Eisenstein族の次に構成されたのは，傾き 0の p進尖点固有形式のなす肥

田族（Hida family）である [Hid, §3]．肥田族とは，リジッド解析多様体の有限平坦射 κ : X →W
と，X 上のリジッド解析関数 An ∈ O(X)（n ≥ 2）の組で，任意の x ∈ X(Cp)に対し

q +A2(x)q2 + · · ·+An(x)qn + · · ·

が傾き 0，重さ κ(x)の p進尖点固有形式の q展開と一致するようなもののことである．（ここで考

えているのは，実際は肥田族のリジッド生成ファイバーに過ぎない．）κ(x)が重さ≥ 2の数論的点

であるような xでの特殊化は，傾き 0の古典的な尖点形式の q展開を与える．

1.4 過収束保型形式と標準部分群

傾き 0の p進保型形式には，Mx(N)における傾き 0の固有値に属する Up の広義固有空間が有

限次元になる，という著しい性質がある．肥田族を超えて傾き> 0の固有形式の p進族を構成する

ためには，傾き> 0の Up広義固有空間に対する同じような統制が必要になる．ところが，Mx(N)

における傾き > 0 の固有値に属する Up 広義固有空間は一般に無限次元である [Gou, Corollary

II.3.13, Proposition II.3.14]．

これは p進保型形式の空間が大きすぎるためだと考えられる．そこで，Up が意味のある作用を

する部分空間を定義したい．p進保型形式はモジュラー曲線 X1(N)の許容開集合 X1(N)(0)上で

定義された保型形式だったので，空間を小さくするには定義域を広げればよい．こうして重さ kの

過収束保型形式の定義に到達する．

定義 1.5. k を整数とする．
∪
r>0H

0(X1(N)(r)Cp
, ωk)の元を，重さ k，従順レベル N の過収束

（overconvergent）保型形式と呼ぶ．過収束尖点形式も同様に定義する．

一般の重さ指標 x ∈ W(Cp)に対する過収束保型形式の定義を最初に与えたのは Coleman [Col]

である．Colemanの定義は，Eisenstein級数で割ることで重さ 0の場合の定義に帰着するという
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ad hocなものだが，一方で Pilloni [Pil] による新しい定義は，X1(N)(0)Cp 上の線束 ωx が適当な

rx > 0に対するX1(N)(rx)Cp にまで拡張されることを証明し，∪
rx≥r>0

H0(X1(N)(r)Cp , ω
x)

の元を重さ xの過収束保型形式とするという，より自然なものである．重さ x，従順レベル N の

過収束保型形式の空間をM†x(N)，過収束尖点形式の空間を S†x(N)と書く．これらも一般に無限次

元 Cp ベクトル空間である．
どちらの定義を採用しても，重要なのは UpがM†x(N)や S†x(N)にコンパクト作用素として作用

するという事実である．Cp 上の Banach空間 V に対し連続作用素 T : V → V がコンパクトであ

るとは，像が有限次元の作用素の極限として T が得られることである．作用素の像が有限次元で

あれば特性多項式を考えることができるが，その極限を取ることでコンパクト作用素にも特性巾級

数を定義でき，意味のあるスペクトル理論を展開できる．（M†x(N)は Banach空間の順極限でしか

ないので，実際は一旦過収束度 rを止めて議論する．）特に，0以外の固有値に属する Up広義固有

空間が有限次元になることを証明できる．肥田族の場合を鑑みると，これは傾き有限な固有形式

の p進族の存在を強く示唆する．実際，そのような族で重さ空間のアフィノイド許容開集合の有限

平坦被覆でパラメータ付けられるものが Colemanによって構成されている（Coleman族，[Col,

Theorem B5.7]）．

M†x(N) における Up 作用のコンパクト性を保証するのが，楕円曲線の標準部分群（canonical

subgroup）の理論である．L/Qpを有限次拡大，EをOL上の楕円曲線で通常還元を持つものとす
ると，E[pn]はOL上階数 p2nだが，その単位成分 E[pn]0はOL上階数 pnの有限平坦閉部分群ス

キームである．この特別な部分群スキームの存在が p進保型形式の理論で本質的な役割を果たす

が，Eが超特異還元を持つ場合はE[pn] = E[pn]0であり，この方法では階数 pnの部分群スキーム

を構成できない．標準部分群の理論とは，E が通常還元に十分近いときに，E[pn]の階数 pn の部

分群スキームで他と異なる特別なものの存在を保証するものである．

定理 1.6. (Katz, Lubin) EをOL上の楕円曲線とする．Hdg(E) < 1/(pn−2(p+ 1))ならば，E[pn]

にOL上階数 pnの有限平坦閉部分群スキーム Cnが存在して，通常還元の場合の E[pn]0と類似の

性質を持つ．Cn を E のレベル nの標準部分群と呼ぶ．

「E[pn]0 と類似の性質」については詳しく述べないが（[Kat, Chapter 3], [Buz1, §3]を参照），

例えば C1 の性質として次のようなものがある．

定理 1.7. ([Kat, Theorem 3.10.7]) E をOL上の楕円曲線で Hdg(E) < p/(p+ 1)を満たすものと

し，C1をEのレベル 1の標準部分群とする．HをE[p]のOL上階数 pの有限平坦閉部分群スキー

ムでHL ∩ C1,L = 0を満たすものとする．このとき，

Hdg(E/H) =
1

p
Hdg(E)

であり，E[p]/Hは E/Hのレベル 1の標準部分群である．

この性質は「Up作用素が過収束保型形式の過収束性を向上する」ということを意味している．実

際，例えば整数重さ kの過収束保型形式 f は，適当な r > 0に対するX1(N)(r)の L値点 [(E,Q)]

に対して EL上の不変微分形式の層 ωEL
の k階テンソル ωkEL

の大域切断 f(E,Q)を与えるルール

と見なすことができるが，こう思ったとき Up 作用素は

Up(f)(E,Q) =
1

p

∑
HL∩C1,L=0

f(E/H, Q̄)|EL
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で定義される．（但し Q̄はレベル Γ1(N)構造 Qの E/Hにおける像．）従って上の性質が意味して
いるのは，f がX1(N)(r)上定義される過収束保型形式ならば Up(f)はX1(N)(pr)上定義される，

ということである．このことから Up 作用素のコンパクト性が従う．

さらに，f を傾き有限の過収束固有形式とすると，f の Up固有値 ap(f)は 0ではないので，等式

f =
1

ap(f)
Up(f)

が f の定義域上で成り立つ．上の性質から，右辺の保型形式は f よりも大きな定義域を持つので，

f の解析接続を与えていることになる [Buz1, Theorem 5.2]．このように，傾き有限の過収束固有

形式はモジュラー曲線上の大きな領域にまで解析接続することができ，どこまで解析接続されるか

を標準部分群の理論が統制している．

1.5 Coleman-Mazur固有値曲線と固有値多様体

肥田族（のリジッド生成ファイバー）や Coleman族を含み，傾き有限な固有形式を全てパラメ

トライズするリジッド解析多様体がColeman-Mazur固有値曲線（eigencurve）である．

定理 1.8. （[CM, Buz2]）等次元 1のリジッド解析多様体 CN と射 κ : CN →W が存在して次を満
たす．任意の x ∈ W(Cp)に対し κ−1(x)は，重さ x，従順レベル N の傾き有限な過収束正規固有

形式全体の集合と同一視できる．CN を従順レベルN の Coleman-Mazur固有値曲線と呼ぶ．

肥田族（のリジッド生成ファイバー）は CN の既約成分をなす．また，Coleman族は CN のアフィ
ノイド許容開集合と同一視できる．肥田族そのものには整構造の情報もあり，リジッド生成ファイ

バーに移行することで CN は肥田族の持つ整構造の情報を失っているが，最近の研究ではW や CN
の整構造を考えることが重要になっている [AIP2].

CN の構成法には Galois的手法と Hecke的手法の二種類があるが，後者は大雑把に言うと，CN
を適当なHecke環のスペクトラムとして定義するものである．（実際には，M†x(N)における傾き有

限な Up広義固有空間の有限次元性（の族への適切な一般化）を用いて，Hecke環の商でアフィノ

イド代数になるようなものを構成し，その極大スペクトラムを貼り合わせる．）

Hecke的手法は他の代数群上の保型形式に一般化でき，CN と同じような Hecke固有値系のモ

ジュライ空間を構成することができる．つまり，代数体上の簡約代数群 Gに対し，重さ空間WG

と，WG 上の（固定した従順レベルに対する）リジッド解析多様体 E で，G上の保型形式の空間
に現れる傾き有限な Hecke固有値系を p進的に補間するものが存在する．E のことを Gに対する

固有値多様体（eigenvariety）と呼ぶ．（[Buz2, Loe, Urb]などを参照．）G上の古典的な保型形式に

対応する E の点を古典的点（classical point）と呼ぶ．

注 1.9. GL2以外の代数群では一般に弱重複度 1定理が成立せず，成立したとしても楕円尖点形式

の正規化に相当する適切な概念が存在しない．従って「Hecke固有値系」と「固有形式」の間にず

れがあり，一般の場合は Hecke固有値系のモジュライ空間しか得られない．

注 1.10. Eigencurve，eigenvarietyの訳としては「固有曲線」「固有多様体」が逐語的だろうが，こ

れでは曲線や多様体が固有（proper）であることと紛れが生じ，特に本稿のような「eigenvariety

の properness」を論じる場合に混乱の惧れがある．同じ問題があるフランス語圏では eigenvariety

を variété de Hecke（Hecke多様体）と呼んでいるが，ここでは「Hecke固有値系のモジュライ空

間」という意味を汲んで「固有値曲線」「固有値多様体」という訳語を採用した．
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注 1.11. CN の Hecke的構成法には，ここで紹介した過収束保型形式と標準部分群を用いる幾何

的な手法の他に，過収束モジュラーシンボルを用いる Stevensの手法 [Bel1, Bel2] や，Jacquet加

群関手を用いる Emertonの手法 [Eme] が知られている．ここで幾何的な手法を採用した理由は，

本稿の主定理 2.2を証明するのに過収束保型形式の解析接続性の分析が必要になるからである．

1.6 固有性

固有値多様体 E は Hecke固有値系のモジュライ空間であり，E の幾何的構造に興味を持つのは
自然だろう．Coleman-Mazur [CM, p. 4–8] は固有値曲線 CN の幾何について多くの問いを提出し，
それらについては近年かなり研究が進んでいるが，例えば「CN の既約成分は有限個か無限個か」
という基本的な問いも未解決のまま残されている．固有値多様体のそうした幾何的構造はしばしば

保型形式の深い p進的性質と関連している．実際，Belläıche-Chenevier [BeC, Theorem 9.1.2] は

ユニタリ群U (m)のある種の固有値多様体に対し，その古典的点 xにおける接空間の次元と，xに

対応する保型表現に伴う p進 Galois表現の Selmer群の次元が関連することを示した．

本稿で着目する幾何的性質は，固有値多様体 E の固有性（properness）と呼ばれる，E のある種
の完備性である．Cp⟨X⟩を Cp上の Tate代数，D = Sp(Cp⟨X⟩)を単位閉円盤とする．このアフィ
ノイド多様体を単位閉円盤と呼ぶ理由は，その Cp 値点の集合 D(Cp)が

D(Cp) = {x ∈ Cp | |x|p ≤ 1}

と同一視されるためである．x = 0に対応する閉点をOで表し，D× = D \ {O}とおく（穴あき単
位閉円盤）．E やWG の Cp への係数拡大を ECp やWG

Cp
で表す．

定義 1.12. （[BuC]）固有値多様体 E が固有（proper）であるとは，任意の射 φ : D× → ECp が

φ̄ : D → ECp に延長されることを言う．これは次の条件と同値である．任意の射 φ : D× → ECp と

ψ : D →WG
Cp
で，自然な埋め込み D× → Dと構造射 κ : ECp

→WG
Cp
について図式

D×
φ //

��

ECp

κ

��
D

ψ
//

==

WG
Cp

を可換にするものに対し，射 φ̄ : D → ECp が存在してこれを付け加えた図式も可換にする．

定義に現れる条件は代数幾何における固有性の付値判定法の類似であり，E がある意味で完備な
ことを示唆している．逆に E が固有でなければ，E に傾き無限のHecke固有値系を付け加えて「完

備化」する余地がありそうだ．CN の固有性は Coleman-Mazur [CM, p. 5] が提出した問いの一つ

だが，一方で「傾き有限な固有形式の列で傾き無限の固有形式に p進収束するようなものは存在し

ない」という，より強い意味での完備性は成り立たないことが知られている [CS]．

注 1.13. 射 κは一般に（CN の場合でも）準コンパクトではないので，リジッド解析幾何で通常用い
られる（Kiehlの）意味で固有ではない．一方，多くの場合 κは部分的固有性（partial properness）

と呼ばれる弱い固有性を持つが，一般論としては部分的固有性から上の意味での固有性は従わな

い．（例えば開埋め込み D× → Dは部分的固有だが切断 φ̄ : D → D× は存在しない．）
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固有値多様体の固有性について知られている結果はこれまで，Coleman-Mazur固有値曲線 CN
の場合に限られていた．考えるべきモジュラー曲線の種数が 0の場合は，過収束保型形式の空間

の基底や Upの作用を具体的に書き下すことができる．これを用いて Buzzard-Calegari [BuC] は，

N = 1かつ p = 2の場合に CN の固有性を示した．他の場合にはそのような手法は使えないが，
Calegari [Cal] は [BuC] の一部の議論を一般化することで，任意の N と pに対して CN の整数重
さでの固有性を示した．つまり，重さ指標 ψ(O)が整数 kに対する代数的指標 t 7→ tk と一致する

場合に，条件を満たす射 φ̄ : D → CN,Cp の存在を証明した．

一方で Diao-Liu [DL] は，射 φ : D× → CN,Cp がQpの有限次拡大上定義されている場合に φ̄の

存在を示した．これにより CN の固有性はほぼ証明されたと言える．彼らの証明は族の p進Hodge

理論を用いるもので，CN の正規化 C̃N 上に，（擬表現ではなく）O(C̃N )上階数 2の Galois表現で

各古典的点では保型形式に伴う p進 Galois表現を与えるようなもの，が存在することが鍵になっ

ている．ところが，このような大域的なGalois表現の存在は一次元の場合にしか知られておらず，

現時点ではこの証明を高次元に一般化することはできないようだ．本稿の主定理は，[BuC, Cal] の

アイデアを一般化することにより，Hilbert保型形式に対する高次元の固有値多様体の整数重さで

の固有性を（pに関する条件のもとで）証明するものである．

主定理を述べる前に，固有値多様体の固有性の応用を一つ挙げておく．肥田族は CN の既約成分と
見なせるが，同様に他の既約成分も固有形式の何らかの p進族であると見なせる．構造射 CN →W
は無限次数であり，CN の既約成分がW 上有限次数であることも無限次数であることも起こり得
る．（例えば肥田族はW 上有限な既約成分であり，従って有限次数である．）実は，Diao-Liuの固

有性を用いると次のことが証明できる．

定理 1.14. （[HN]）CN の既約成分でW 上有限次数のものはW 上有限である．

このことが CN の固有性から従うことは Chenevier によって予想されていたことであり [Che,

Chapitre 1, §3.7]，代数幾何・p進解析幾何における「固有かつ準有限は有限」という標準的な事実

の類似とも見なせる．さらにChenevier [Che, loc. cit.] によれば，Buzzard-Kilford予想から CN
の既約成分でW 上有限なものは全て傾き 0の p進族であることが従う．Buzzard-Kilford予想と

は，固有形式の重さが重さ空間W（これは単位開円盤の有限直和だった）の境界に近付くとき傾き
は 0に収束するだろう，という主張であり，多くの場合に正しいことが知られている [BK, LWX]．

従って上の定理は，CN の既約成分でW 上有限次数のものは多くの場合（Buzzard-Kilford予想を

仮定すれば全ての場合）に傾き 0である，ということを意味している．これも Coleman-Mazurが

提出した問いの一つだった [CM, p. 5]．

2 主定理

2.1 Hilbert保型形式の場合

F を次数 g の総実代数体とする．Coleman-Mazur 固有値曲線は傾き有限な楕円固有形式のモ

ジュライ空間だったが，F 上の Hilbert固有形式で傾きが有限なもののモジュライ空間に当たる

Hilbert固有値多様体の存在が知られている．Hilbert固有値多様体の構成法も複数あるが，ここ

では Andreatta-Iovita-Pilloni [AIP1] による Hilbert-Blumenthalモジュライ空間を用いた構成を

採用する．
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有限次拡大 K/Qp で，K 代数 F ⊗Q K が K の g 階直積と同型になるものを固定する．G =

ResF/Q(GL2)と T = ResOF /Z(Gm)に対し，Gの重さ空間WG として

WG(Cp) = Homcont.(T(Zp)× Z×p ,O×Cp
)

と同一視できるようなK 上のリジッド解析多様体を考える．（WG は g + 1次元単位開円盤の有限

個の直和である．）WG(Cp)の元は，二つの指標

ν : T(Zp) = (OF ⊗Z Zp)× → O×Cp
, w : Z×p → O×Cp

の組 (ν, w)で与えられる．

注 2.1. 重さ指標として νだけでなく組 (ν, w)を考えるのは，古典的なHilbert保型形式の重さが，

g+1個の整数の組 (k1, . . . , kg, w)で任意の iに対し kiとwの偶奇が同じもの，として与えられるこ

とに対応している．Gから定まる志村多様体 Sh(G,X)（Hilbertモジュラー多様体）上には，この

ような組を重さとする古典的Hilbert保型形式を与える保型線束が存在する．ここから §1のように，
Abel多様体の標準部分群を用いて過収束 Hilbert保型形式の概念を定義したいが，問題は F ̸= Q
のとき，Sh(G,X)は Abel多様体の粗（coarse）モジュライに過ぎず，Abel多様体の精（fine）モ

ジュライになるのは G⋆ = ResF/Q(GL2) ×ResF/Q(Gm) Gm から定まる志村多様体 Sh(G⋆, X⋆)の方

（Hilbert-Blumenthalモジュライ空間）だということである．そこで，過収束 Hilbert保型形式の

定義のためには，一旦 Sh(G⋆, X⋆)上で過収束保型形式の定義を行い，総正な単数の群O×,+F の自

然な作用での固定部分を取ることで G上に移行する，という手段を採る．

N ≥ 4をpと素な整数とする．このとき，等次元 g+1のリジッド解析多様体ENと射κ : EN →WG

で次を満たすものが構成できる：任意の x ∈ WG(Cp)に対しファイバー κ−1(x)は，重さ x，従順

レベルN の過収束Hilbert正規尖点固有形式で Upの傾きが有限であるもの全体の集合と同一視で

きる．EN が Andreatta-Iovita-Pilloni [AIP1] の（尖点的）Hilbert固有値多様体である．

2.2 Hilbert固有値多様体の整数重さでの固有性

本稿の主定理は次のものである．

定理 2.2. （[Hat2], Theorem 1.1）F は奇素数 p上不分岐で，かつ pを割る F の任意の素イデア

ル pに対し，pにおける剰余次数 fp が 1か 2だとする．このとき，F 上の Hilbert保型形式に関

する Hilbert固有値多様体 EN は整数重さで固有である．つまり，任意の射 φ : D× → EN,Cp は，

κ ◦φ : D× →WG
Cp
の唯一の延長 ψ : D →WG

Cp
による原点の像 ψ(O)が代数的指標 T×Gm → Gm

に対応しているとき，射 φ̄ : D → EN,Cp に延長される．

注 2.3. 高次元の固有値多様体について次元以外の大域的な性質が分かったのは（筆者の知る限り）

これが最初のようだ．また，任意の代数群に対し固有値多様体が固有であると強く期待する理由は

今の所なさそうだが，少なくともこの定理によって Hilbert固有値多様体の場合には状況証拠が与

えられたことになる．一方で，整数重さでの固有性だけでは（例えば [HN] のような）数論的によ

り興味のある主張は示せそうにない．

注 2.4. p = 2の時には，2が F で完全分解なら少し弱い結果を証明できる．p = 2の場合に条件

が必要なのは 1 + 2Z2 がねじれ元 −1を持つことに起因する事情で，整 p進 Hodge理論的な理由

ではない．
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注 2.5. F が p上不分岐であるという仮定は，最近研究が進んでいる Pappas-Rapoportの分裂モ

デルを用いれば外せるかもしれない．一方で，剰余次数の仮定は本質的である（注 3.6）．また，定

理の証明は過収束保型形式の解析接続性の分析に基づいており，そのために固有値多様体への射 φ

から過収束保型形式の族を構成する必要がある．そこに Hecke固有値系と正規固有形式の概念が

一致することを用いるので，証明の手法を GL2 以外の代数群に一般化するのは難しそうだ．

3 証明の概略

以下 F は奇素数 p上で不分岐とし，DF で F/Qの共役差積を表す．F の狭義類群 Cl+F の完全代

表系 [Cl+F ]で pと素なイデアルからなり OF を含むものを固定する．

3.1 Hilbert-Blumenthal Abel多様体

過収束楕円保型形式の定義には楕円曲線のモジュライ空間であるモジュラー曲線が用いられた

が，過収束 Hilbert保型形式を定義するにはその高次元化に当たるHilbert-Blumenthal Abel

多様体（以下HBAVと略す）のモジュライ空間を用いる．

S を OK 上のスキームとする．S 上の HBAVとは，S 上の Abelスキーム Aと，環準同型 ι :

OF → EndS(A)，F の 0でない分数イデアル cに対するOF 同変な同型 λ : A⊗OF c→ A∨， S上

の群スキームの閉埋め込み i : D−1F ⊗ µN → Aの組 (A, ι, λ, i)で適切な条件を満たすものである．

上のような λを c偏極（c-polarization），iをレベル Γ00(N)構造と呼ぶ．S上のOF 作用，c偏極，

レベル Γ00(N)構造付き HBAVの同型類は OK 上準射影的スムーズなスキームM(µN , c)を精モ

ジュライとして持つ．各カスプに対し適切な錐体分解を固定することで，M(µN , c)のOK 上射影
的スムーズなトロイダルコンパクト化 M̄(µN , c)を得る．M̄(µN , c)の上には普遍的HBAVと Tate

対象との貼り合わせで得られる半Abelスキーム Āunが存在する．また，D = M̄(µN , c)\M(µN , c)

を境界因子とする．M̄(µN , c)に伴うK 上のリジッド解析多様体を M̄(µN , c)と書く．

F からK への体の埋め込み全体の集合を Bで表わし，その中で素イデアル p | pでの完備化 Fp

を通るもの全体のなす部分集合を Bp と書く．F が p 上不分岐という仮定から，各 Bp には p 乗

Frobenius写像（の持ち上げ）σが自然に作用する．このとき，HBAV AのOF 作用により，Aの
Hodge高さ Hdg(A)は各 β ∈ Bごとのより精密な不変量 Hdgβ(A) ∈ [0, 1]の和に分解される：

Hdg(A) = min{1,
∑
β∈B

Hdgβ(A)}.

Hdgβ は M̄(µN , c) 上の関数に適切に拡張され，モジュラー曲線の場合と同様に，任意の有理数

v ≥ 0に対し

M̄(µN , c)(v) = {y ∈ M̄(µN , c) | Hdgβ(y) ≤ v (∀β ∈ B)}

と定義する．これは M̄(µN , c)の許容開集合である．

G⋆ の重さ空間WG⋆

を，

WG⋆

(Cp) = Homcont.(T(Zp),O×Cp
)

を満たすK 上のリジッド解析多様体とする．重さ指標 (ν, w) ∈ WG(Cp)の過収束 Hilbert保型形

式を定義するためには，まず重さ指標 κ ∈ WG⋆

(Cp)に対する G⋆ 上の過収束保型形式を定義する

必要がある．そのうえで，κ(t) = ν(t)2w(NF/Q(t))で定まる κを重さ指標とする G⋆ 上の過収束

保型形式の中で自然なO×,+F 作用で固定されるもの，として重さ指標 (ν, w)の過収束 Hilbert保型
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形式を定義する．重さ指標 (ν, w)が代数的指標なら，対応する κもそうであり，従って整数の組

(kβ)β ∈ ZBと対応する．この場合は保型線束として古典的な層 Ωκ =
⊗

β∈B ω
⊗kβ
Āun,β

を採用すれば，

重さ指標 κに対するG⋆上の過収束保型形式の空間を
∪
v>0H

0(M̄(µN , c)(v)Cp ,Ω
κ)として定義で

きる．特に，この場合の保型線束は M̄(µN , c)Cp 全体で定義される．問題は (ν, w)が代数的でない

場合であり，ここに高次元標準部分群の理論が必要になる．

3.2 HBAVの標準部分群と過収束Hilbert保型線束

定理 3.1. （[GK]）L/Kを有限次拡大とし，AをOL上のHBAV，p | pを F の素イデアル，n > 0

を整数とする．任意の β ∈ Bp に対し

Hdgβ(A) + pHdgσ−1◦β(A) < p2−n (3.1)

が成り立つと仮定する．このとき，A[pn]に OL 上階数 pnfp の有限平坦閉部分 OFp
加群スキーム

Cn,pが存在して，他の閉部分群スキームと区別できる性質を持つ．Cn,pをA[pn]の標準部分群と呼

ぶ．また，条件が任意の p | pで満たされるときは，Cn =
⊕

p|p Cn,pを A[pn]の標準部分群と呼ぶ．

「他のものと区別できる性質」については詳しく述べないが，例えば C1,pは次の性質を持つ．OL
上階数 pfp の有限平坦閉部分OFp

加群スキームH ⊆ A[p]でHL ∩ C1,p,L = 0を満たすものに対し，

Hdgβ(A/H) =
1

p
Hdgσ◦β(A) (3.2)

であり，A[p]/Hは (A/H)[p]の標準部分群である．楕円保型形式の場合と同様にこの性質が，過収

束 Hilbert保型形式の空間における Up 作用素のコンパクト性や，傾き有限の過収束 Hilbert保型

形式が M̄(µN , c)上の大きな領域にまで解析接続されることを保証する．

過収束保型線束の定義においては，標準部分群とHodge-Tate写像との関係が重要になる．G
を環R上の pnで消える有限平坦群スキームとし，G∨で Gの Cartier双対を表す．G∨の不変微分
形式の加群を ωG∨ と書く．任意の R代数 R′ に対し，G∨ は同型

G(R′) ≃ HomR′-gp.(G∨R′ , µpn,R′)

を与えるので，準同型

HTG : G(R′)→ ωG∨ ⊗R R′, x 7→ x∗(
dT

T
)

が定まる．これを Hodge-Tate写像と呼ぶ．

命題 3.2. （[Hat3, Theorem 8.1]）v = max{Hdgβ(A) | β ∈ B}とおく．このとき，v < (p−1)/pn

なら次が成立する．

1. Hodge-Tate写像 HTC∨n : C∨n (OK̄)⊗OK̄ → ωCn ⊗OK̄ の余核はm
⩾v/(p−1)
K̄

で消える.

2. i ≤ n− v(pn − 1)/(p− 1)なら，自然な写像 ωA ⊗OL
OL,i → ωCn ⊗OL

OL,i は同型．

注 3.3. 証明には，[Hat1] とそれを一般化した [Tia] で用いられた，有限平坦群スキームの Breuil-

Kisin分類を用いた標準部分群の構成法を用いる．Hdgβ ではなく Hdgに関する条件を課せば，こ

れは（p > 2なら）Farguesの標準部分群の理論 [Far] からも従うが，その場合保型線束の定義域

が小さくなり，p < 5の場合が主定理から除かれる．
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命題 3.2を用いると，F が p上不分岐な場合に，[AIP1] における過収束 Hilbert保型線束の定

義域を M̄(µN , c)(
1
p+1 )に拡張することができる．[AIP1] の構成を説明するために，まず重さ指標

x ∈ W(Cp)の p進楕円保型形式の定義について述べる．E を OL 上の通常楕円曲線とすると，任
意の nに対し E[pn]は標準部分群 Cn = E[pn]0を持つ．命題 3.2に対応するこの場合の（以前から

知られていた）主張は，Hodge-Tate写像が「Betti対 de Rham」の比較同型

C∨n (OK̄)⊗OK̄ ≃ ωE ⊗OL
OK̄,n

を引き起こすということである．右辺（de Rham側）を n → ∞とすれば ωE の情報，従って保

型形式を復元できるので，左辺（Betti側）の極限を考えても何らかの保型形式が定義できそうに

思える．実際，x ∈ W(Cp)に対し，通常跡X1(N)(0)Cp の形式モデル X = X1(N)(0)∧OCp
上に標準

部分群の族 Cnと，X上Galois群 (Z/pnZ)×を持つGalois被覆Mn = Isom(Z/pnZ,C∨n)を考える

と，lim−→O(Mn)の p進完備化 V には Z×p が作用する．そこで，V [1/p]の中で Z×p が指標 xで作用

する部分を，重さ指標 xの p進保型形式の空間と定義する．（lim←−nMnは井草塔 (Igusa tower)と呼

ばれる．）

過収束保型形式を定義するにはX1(N)(0)ではなく r > 0に対するX1(N)(r)を考えなければな

らないが，問題はその場合，X1(N)(r)上に標準部分群は 1/(pn−2(p− 1)) > rを満たす nに関す

る Cnしか存在できない，ということである．従って，上の構成で n→∞とすることはできず，こ
のままでは de Rham側の情報を復元できない．

これに対する Pilloni [Pil] のアイデアは次のようなものである．まず，重さ指標 x ∈ W(Cp)に
依存して決まる nx > 0に対し，X1(N)(rx)上に命題 3.2（に相当する楕円曲線についての主張）

を満たすレベル nxの標準部分群の族 Cnx が存在するような rxを取り，X1(N)(rx)のGalois被覆

Mnx = Isom(Z/pnxZ, C∨nx
)を考える．Mnx は楕円曲線 Eの標準部分群（の双対）C∨nx

の自明化を

分類するリジッド解析多様体だが，これだけでは de Rham側の情報を復元できない．そこで，命

題 3.2（に相当する楕円曲線についての主張）を用いて，この自明化の Hodge-Tate写像による像

の ωE への持ち上げを分類する捻子 IW → Mnx を構成する．π : IW → X1(N)(rx)には Z×p が
作用するので，π∗(OIWCp

)における x同変部分を，重さ指標 xの過収束保型線束 ωxと定義する．

IW は井草塔の構成が n→∞の途中でできなくなる代わりに de Rham側の情報を補ったもので

ある．

Hilbert保型形式の場合もこれと同じ構成によって，M̄(µN , c)の許容開集合上に，T(Zp)が作用
する捻子 IWcと，重さ指標 x ∈ WG⋆

(Cp)に対する過収束Hilbert保型線束 Ωxc を定義することが

できる．構成から分かるように，Ωxc は M̄(µN , c)Cp の中で命題 3.2が成立する領域で定義される

もので，xが 1解析的（1-analytic）という条件を満たす場合は，定義域が M̄(µN , c)(
1
p+1 )Cp を含

む．xが代数的指標の場合は，古典的な保型線束の制限と Ωxc が一致することを示せるので，定義

域は全体になる．被約アフィノイド代数 Rを終域に持つ重さ指標 x : T(Zp) → R× の場合も，同

様の構成で M̄(µN , c)(rx)× Sp(R)上の過収束 Hilbert保型形式の層を定義できる．

古典的なHilbert保型形式は，狭義類群 Cl+F で添え字付けられた連結成分ごとの関数の組として

定義されていた．同様に，重さ指標 (ν, w) ∈ WG(Cp)に対する過収束Hilbert尖点形式のなす加群

が，(ν, w)に対応する κ ∈ WG⋆

(Cp)を用いて，
⊕

c∈[Cl+F ]H
0(Ωκc (−D))におけるO×,+F の自然な作

用での固定部分，として定義される．
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3.3 臨界跡の分析

定理 2.2の証明の鍵になるのは，臨界的（critical）な HBAVの部分群の分析であり，ここに剰

余次数 fp に関する仮定が必要になる．

定義 3.4. 完備付値体の拡大 L/K に対し，OL 上の HBAVが臨界的とは，任意の β ∈ Bに対し
Hdgβ(A) = p/(p+ 1)が成立することを言う．条件が任意の β ∈ Bp で成立するとき，Aは p臨界

的（p-critical）であると言う．

臨界的な HBAVには標準部分群が存在しないが，M̄(µN , c)の中で標準部分群が存在する領域

の突端に接して位置しており，標準部分群が存在するものに最も近いクラスの HBAVと考えられ

る．臨界的 HBAVについては次が成立する．

命題 3.5. （[Hat3], Proposition 6.1）p | pを F の素イデアルで fp ≤ 2を満たすもの，L/K を有

限次拡大，Aを OL 上の p臨界的な HBAVとする．H ⊆ A[p]を OL 上階数 pfp の有限平坦閉部

分OFp
加群スキームとする．このとき，任意の β ∈ Bpに対し Hdgβ(A/H) = 1/(p+ 1)が成立し，

A[p]/Hは (A/H)[p]の標準部分群になる．

この命題は，M̄(µN , c)(
1
p+1 )Cp 上定義された過収束 Hilbert保型形式 f に対し，その Up作用素

による像 Up(f)が，臨界的HBAVとその階数 pg の巡回部分OF 加群スキームHの組 (A,H)に対

応する点で定義されることを意味している．

注 3.6. 剰余次数 3の場合には，頂切Barsotti-Tate OFp
加群での対応する主張に反例があり [Hat3,

Remark 6.2]，HBAVの場合も成立しないと思われる．剰余次数 2が限界なのは，標準部分群の存

在条件 (3.1)が Hdgβ とその一つ隣の Hdgβ とを組にした形で書かれているため，Hdgβ が三つ出

てくる場合には三つ目が統制できなくなる，という事情による．

3.4 主定理の証明

以上の準備の下で，定理 2.2の証明の方針を説明する．証明の中心的原理は次のもので，楕円保

型形式の場合に [BuC, Cal] で用いられた原理の Hilbert保型形式への一般化に当たる．� �
整数重さの過収束 Hilbert正規尖点固有形式は，傾き有限なら M̄(µN , c)(

1
p+1 )Cp にまで解析

接続されるが，傾き無限なら M̄(µN , c)(
1
p+1 )Cp には解析接続されない．� �

まず，必要なら Dの半径を小さくして，ψ : D →WG
Cp
が 1解析的であるとしてよい．

ステップ 1 Deligne-Serre持ち上げ

与えられた φ : D× → EN,Cp に対し，D× の許容アフィノイド被覆 D× =
∪
i∈I Ui と，重さ指標

Ui →WG
Cp
に対する傾き有限の過収束 Hilbert正規尖点固有形式 fiが存在して，φ|Ui

が fiの与え

る Hecke固有値系で定まることを示す．証明は，法 p固有形式を標数 0の固有形式に持ち上げる

Deligne-Serreの補題 [DS, Lemme 6.11] の証明で用いられた手法による．つまり，適切な Hecke

環の極小素イデアル P が，保型形式の適切な加群 N の台に入ることを示すことで，P = Ann(h)

を満たす h ∈ N の存在を保証する．hから求める固有形式が構成できる．過収束Hilbert保型形式

の定義から，各 fi は
⊕

c∈[Cl+F ]O(IWc,Cp × Ui)の元で，重さ指標についての適切な変換性を満た
し O×,+F で固定され境界因子で消えるもの，と解釈できる．
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ステップ 2 Up による解析接続

(3.2)により，Up作用素は過収束Hilbert固有形式の過収束性を向上する．このことを用いると，

傾き有限の過収束 Hilbert固有形式 fi を過収束保型線束の定義域全体にまで解析接続することが

できる．特に，fi は各連結成分では M̄(µN , c)(
1
p+1 )Cp × Ui 上で定義されているとしてよい．

ステップ 3 q展開による貼り合わせ

fi は正規尖点形式だが，その全ての Hecke 固有値は φ によって指定されている．従って，弱

重複度 1 定理（の p 進版，つまり p 進 Hilbert 正規尖点固有形式が Hecke 固有値系と重さ指標

で決まること）により fi と fj は Ui ∩ Uj で一致する．このことから {fi}i∈I は貼り合わさって⊕
c∈[Cl+F ]O(IWc,Cp ×D×)の元 f = (fc)c∈[Cl+F ] を与えることが分かる．

ステップ 4 Oでの特異点除去

f が
⊕

c∈[Cl+F ]O(IWc,Cp × D) の元で O では消えないものに延長されることを示す．（これも

f = (fc)c∈[Cl+F ] と書く．）D× 上で重さ指標の変換性などを満たすことから，延長された f は D上
の重さ指標 ψ : D →WG

Cp
に対する過収束 Hilbert正規尖点固有形式を定める．

f が延長されるのは「D×上の有界関数はDに延長される」という事実（複素解析での除去可能
特異点に関する Riemannの定理の類似）の帰結であり，有界性は過収束 Hilbert正規尖点固有形

式の任意のHecke固有値がOCp の元であることから従う．必要ならOでの素元で割ることで f が

Oで消えないようにできる．

f は固有値多様体への射 φ : D× → EN,Cp
から構成したので，D×上は傾き有限である．従って，

f のOでの特殊化 f(O)が傾き有限であることさえ示せば，f のHecke固有値系を考えることで求

める射 φ̄ : D → EN,Cp を得られる．ψ(O)に関する仮定より，f(O)は整数重さの過収束 Hilbert正

規尖点固有形式で，各連結成分では M̄(µN , c)(
1
p+1 )Cp 上定義されている．

ステップ 5 臨界点の絶対連結近傍

M̄(µN , c)の良還元部分をXc，M̄(µN , c)(
1
p+1 )の良還元部分をXc(

1
p+1 )と書く．レベル Γ0(p)に

相当するXcの被覆をYcと書き，Xc(
1
p+1 )の逆像をYc( 1

p+1 )と書く．標準部分群が被覆Yc( 1
p+1 )→

Xc(
1
p+1 )の切断 sを与える．sによる像 S = s(Xc(

1
p+1 ))は，適当な有限次拡大 L/K に対するOL

上のHBAV Aと，Aの階数 pgの有限平坦巡回閉部分OF 加群スキームHの組 (A,H)（の同型類）

で，任意の β ∈ Bに対しHdgβ(A) ≤ 1/(p+ 1)であり，かつHがA[p]の標準部分群であるような

もの全体，と同一視される．sによって fc(O)を古典的保型線束の SCp 上の切断と考える．

L/K を有限次拡大，Aを OL 上の臨界的 HBAV，Hを Aの階数 pg の有限平坦巡回閉部分 OF
加群スキームとする．y = (A,H)は Yc(Cp)の元を定める．このとき，Yc,Cp における yの連結な

アフィノイド許容開近傍 Vy,Cp で，

1. Vy,Cp は SCp と交わる

2. Kの有限次拡大の整数環上定義された任意の組 (A′,H′) ∈ Vy,Cpと，L ⊆ A′[p]でH′Cp
∩LCp =

0を満たすものに対し，(A′/L, A′[p]/L)は SCp に入る



15

の二条件を満たすものを，Yc の整モデルの完備局所環の記述 [Sta] を用いて構成する．構成のう

ち，二つの条件を満たすように取れるのは標準部分群の理論と命題 3.5から従う．連結性は Vy,Cp

の還元を具体的に計算することで証明する．

ステップ 6 組み合わせ論

fc(O)の定義域は M̄(µN , c)(
1
p+1 )Cp を含むので，Vy,Cp に関する二つ目の条件から Up(fc(O))が

Vy,Cp 上で定義できることを示せる．（ここで，整数重さの仮定より重さ指標 ψ(O)の保型線束が

M̄(µN , c)全体で定義できることを使っている．）もし f(O)が傾き無限だったとすると，Up(fc(O))

は SCp では 0である．Vy,Cp に関する一つ目の条件と連結性より，Up(fc(O))は Vy,Cp 全体で 0で

ある．従って，y = (A,H)で特殊化すると 0になる．つまり次の式が成り立つ．∑
DL∩HL=0

fc(O)(A/D, A[p]/D)|AL = 0.

ここで，Hを動かしてこの式を色々なやり方で足すことで十分多くの線型関係が生じ，結果的に
fc(O)(A/H, A[p]/H)|AL

= 0となることを示す．ここから任意の c ∈ [Cl+F ]に対し fc(O) = 0であ

ることが従うが，これは f が正規だったことに反し，定理 2.2が証明される．

この部分の議論を，簡単のため楕円曲線の場合に説明する．（この場合は [BuC] による．）E を

OL上の臨界的な楕円曲線とし，g = fc(O)とおく．Eの階数 pの任意の部分群スキームHに対し，∑
DL∩HL=0

g(E/D, E[p]/D)|EL = 0 (3.3)

が成り立つとする．これを全てのHについて足すと，総和の中に各 g(E/D, E[p]/D)|EL が丁度 p

回ずつ現れるから，総和は E の階数 pの任意の部分群スキーム Dをわたる和

p
∑
D
g(E/D, E[p]/D)|EL = 0

となる．(3.3)をここから引くと g(E/H, E[p]/H)|EL
= 0が分かる．E が標準部分群 C1 を持つ場

合は，E[p]/C1が E/C1の標準部分群になるとは限らないので g(E/C1, E[p]/C1)を定義できず，等

式 (3.3)がH = C1でしか成立しない．従って，全てのHに関する総和を考えるためには標準部分
群を持たない E に特殊化する必要がある．HBAVの場合は，各素イデアル p | pごとにHの p部

分を動かして総和を取ると，線型関係を十分作れて各項が 0になることを示せる．
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PRIMITIVE AUTOMORPHISMS OF A SIMPLE ABELIAN VARIETY

KEIJI OGUISO

Abstract. We shall prove that an automorphism of a simple abelian variety is primitive
if and only if it is of infinite order.

1. Introduction

This note provides a supplementary result (Theorem 1.1) of my talk at the sixty-first Al-
gebra Symposium of Mathematical Society of Japan, held at Saga University on September
7–10, 2016. My talk there was based on my previous [Og16-2].

Throughout this note, the base field is assumed to be the complex number field C. Let
M be a smooth projective variety of dimension m ≥ 2 and f ∈ Bir (M).
f is said to be imprimitive if there are a smooth projective variety B with 0 < dim B < m

and a dominant rational map π : M 99K B with connected fibers such that π is f -
equivariant, i.e., there is fB ∈ Bir (B) satisfying π ◦ f = fB ◦ π. As π is just a rational
dominant map, smoothness assumption of B is harmless by Hironaka resolution of singu-
larities ([Hi64]). We say that f is primitive if it is not imprimitive.

The notion of primitivity is introduced by De-Qi Zhang [Zh09]. Note that if f is primitive,
then ord (f) = ∞. Indeed, otherwise, the invariant field C(M)f

∗
is of the same transcen-

dental degree m as the rational function field C(M). Thus we have φ ∈ C(M)f \ C as
m ≥ 1. Then the Stein factorization of φ : M 99K P1 is f -equivariant. f is then imprimitive
as m ≥ 2.

Assume that f ∈ Aut (M). The topological entropy htop(f) of f is a fundamental quantity
measuring the complexity of the orbit behaviour under fn (n ≥ 0). Let rp be the spectral
radius of f∗|Hp,p(M). Then, by Gromov-Yomdin’s theorem, htop(f) satisfies

0 ≤ htop(f) = log max0≤p≤mrp(f)

In this note, it is harmless to regard this formula as the definition of htop(f) (See eg. [Og15]
and references therein for details).

The aim of this note is to remark the following:

Theorem 1.1. Let A be a simple abelian variety of dimension m ≥ 2 and f ∈ Aut (A).
Then f is primitive if and only if ord (f) =∞. In particular, the translation automorphism
ta (a ∈ A) defined by x 7→ x + a is primitive if a is a non-torsion point of A with fixed
zero. Moreover, if in addition A is of CM type, then A admits a primitive automorphism
of positive entropy, possibly after replacing A by an isogeny.

The author is supported by JSPS Grant-in-Aid (S) No 25220701, JSPS Grant-in-Aid (S) 15H05738, JSPS
Grant-in-Aid (A) 16H02141, JSPS Grant-in-Aid (B) 15H03611, and by KIAS Scholar Program.
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Here and hereafter, an abelian variety A = Cm/Λ is said to be simple if A has no abelian
subvariety B such that 0 < dim B < dimA. A simple abelian variety A is called of CM
type if the endomorphism ring E := Endgroup(A)⊗Q is a CM field with [E : Q] = 2 dim A.
By definition, a field E is a CM field if E is a totally imaginary quadratic extension of
a totally real number field K. Note that if an abelian variety B is isogenous to a simple
abelian variety of CM type, then so is B with the same endomorphism ring as A. However,
Autgroup (A) ̸≃ Autgroup (B) in general (even for elliptic curves of CM type).

The ”only if” part of Theorem 1.1 is clear as already remarked. Theorem 1.1 is a
generalization of our earlier work [Og16-2, Theorem 4.3]. The last statement of Theorem
1.1 gives an affrimative answer to a question asked by Gongyo at the symposium.

Our proof is a fairly geometric one based on works due to Amerik-Campana [AC13] and
Bianco [Bi16] and is in some sense close to [Og16-3].

Acknowledgement. I would like to express my thanks to Professors Tomohide Tera-
soma, Kota Yoshioka and Fumiharu Kato for their invitation to the symposium, Professor
Yoshinori Gongyo for his inspiring question there and Professor Akio Tamagawa for his
interest in this work and valuable e-mail correspondence.

2. Proof of Theorem 1.1.

Let A be a simple abelian variety of dimension m ≥ 2 and f ∈ Aut (A) such that
ord (f) =∞. We first show that f is primitive.

The following two well-known propositions will be frequently used:

Proposition 2.1. Let V be a subvariety of A such that dim V < m = dim A and Ṽ is a
Hironaka resolution of V . Then Ṽ is of general type.

Proof. See [Ue75, Corollary 10.10]. □
Proposition 2.2. Let M be a smooth projective variety of general type defined over a field
k of characteristic 0. Then the birational automorphism group Bir (M/k) of M over k is a
finite group

Proof. By the Lefschetz principle, we may reduce to [Ue75, Corollary 14.3]. □
Lemma 2.3. Let P be a very general closed point of A. Then the ⟨f⟩-orbit {fn(P ) |n ∈ Z}
of P is Zariski dense in A.

Proof. As P is very general, fn is defined at P for all n ∈ Z. By [AC13, Théorème 4.1],
there is a smooth projective variety B and a dominant rational map ρ : A 99K B such
that ρ ◦ f = ρ and ρ−1(ρ(P )) is the Zariski closure of ⟨f⟩-orbit of P . It suffices to show
that dimB = 0. In what follows, assume to the contray that dim B > 0, we derive a
contradiction.

Let η ∈ B be the generic point in the sense of scheme and Aη be the fiber over η. Then
by Proposition 2.1 and specialization, a Hironaka resolution of each irreducible component
of Aη is of general type over C(B). By ρ ◦ f = ρ, f faithfully acts on Aη over C(B). Thus,
by Proposition 2.2, fn = id on Aη for some positive integer n. Thus fn = id on A, as the
generic point ηA of A is in Aη. This contradicts to ord f =∞. □

The following general, useful proposition is due to Bianco:



PRIMITIVE AUTOMORPHISMS 3

Proposition 2.4. Let X be a projective variety and g ∈ Bir (X). Assume that π : X 99K B
is a g-equivariant dominant rational map to a smooth projective variety B with dim B <
dim X. Assume that a Hironaka resolution X̃b of the fiber Xb is of general type for a
general closed point b ∈ B. Then for any very general closed point P ∈ X, the ⟨g⟩-orbit
{gn(P )|n ∈ Z} of P is never Zariski dense in X.

Proof. See [Bi16, Section 4]. See also [Og16-3, Remark 2.6] for a minor clarification. □
The next proposition completes the first part of Theorem 1.1:

Proposition 2.5. Let A be a simple abelian variety of dimension ≥ 2 and f be an auto-
morphism of A of infinite order. Then f is primitive.

Proof. Let π : A 99K B be an f -equivariant dominant rational map to a smooth projective
variety B with dim B < dim A and with connected fibers. If dim B > 0, then by Proposi-
tion 2.1, a Hironaka resolution Ãb of the fiber Ab over b ∈ B is of general type for general
b ∈ B. Then, by Proposition 2.4, the ⟨f⟩-orbit of a very general closed point P ∈ A is not
Zariski dense. This contradicts to Lemma 2.3. Thus dim B = 0, i.e., f is primitive. □

We shall show the last part of Theorem 1.1.
Let A be a simple abelian variety of CM type of dimension m ≥ 2. We write E :=

Endgroup(A) ⊗ Q. Then by definition, E is a totally imaginary quadratic extension of a
totally real number field K with [K : Q] = m ≥ 2. First we make A explicit up to
isogeny. As E is a totally imaginary field with [E : Q] = 2m, there are exactly 2m different
complex embeddings φi : E → C (1 ≤ i ≤ 2m) such that φ2m−i = φi. Here − is the
complex conjugate of C. Note that there are exactly 2m ·m! ways of numberings I of the
embeddings here. Choosing one such numbering I, we consider the embedding:

φI := (φ1, φ2, · · · , φm) : E → Cm ; a 7→ (φ1(a), φ2(a), . . . , φm(a)) .

Let OE (resp. OK) be the integral closure of Z in E (resp. in K). Then

BI := Cm/φI(OE)

is an abelian variety and A is isogenous to BI for some numbering I (See eg. [Mi06, Chapter
I, Section 3]).

From now, we shall prove that the abelian variety B := BI admits an automorphism of
positive entropy.

Definition 2.6. Let Q be the algebraic closure of Q in C, Z be the integral closure of Z in

Q and Z×
be the unit group of the ring Z. A real algebraic integer is an element of Z ∩R.

A real algebraic integer α is called a Pisot number if α > 1 and |α′| < 1 for all Galois

conjugates α′ ̸= α of α over Q. A Pisot number α is called a Pisot unit if α ∈ Z×
.

Then, by [BDGPS92, Theorem 5.2.2], we have

Theorem 2.7. For any real number field L, there is a Pisot unit α ∈ L such that L = Q(α).

As K is (totally) real, there is then a Pisot unit α such that K = Q(α). Consider the
linear automorphism of Cm defined by:

f̃α : Cd → Cd ; (z1, z2, . . . , zm) 7→ (φ1(α)z1, φ2(α)z2, . . . , φm(α)zm) .
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As α is a unit in OK (hence in OE), so are φi(α) in φi(OE). Thus f̃α(φI(OE)) = φI(OE)

by the definition of φI . Hence f̃α descends to an automorphism fα of B. We set f := fα.
As K is totally real, regardless of I, we have

{φi(α) | 1 ≤ i ≤ m} = {α := α1, α2, . . . , αm} .
Here the right hand side is the set of all Galois conjugates of α over Q. By the construction of
f from f̃α, the left hand side set also coincides with the set of eigenvalues of f∗|H0(B,Ω1

B)∗,
and therefore, coincides with the set of eigenvalues of f∗|H0(B,Ω1

B). As B is an abelian
variety, we have

H1,1(B) = H0(B,Ω1
B)⊗H0(B,Ω1

B) .

Here H0(B,Ω1
B) is the complex conjugate of H0(B,Ω1

B) ⊂ H1(B,Z) ⊗ C. As α is real, it
follows that α2 is an eigenvalue of the action of f on H1,1(B). Hence

htop(f) ≥ r1(f) ≥ α2 > 1 .

Here the last inequality follows from the fact that α > 1. Thus f is of postive entropy. In
particular, ord (f) =∞. Therefore, f is primitive as well by the first part of Theorem 1.1.
This completes the proof of Theorem 1.1.
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極小モデル理論と拡張定理

權業善範 ∗

東京大学大学院数理科学研究科

1 準備
この報告集では, ネフ (nef)や巨大 (big)などの基本的な用語は [KoM]または [KaMM]に
従って用いる. また全て複素数体上の仕事である. 特に対数的特異点解消と対の特異点に
関して, 次のような用語を用いる.

定義 1.1. 対数的対 (X,∆), すなわち, 正規多様体Xと有効Q-ヴェイユ因子∆で, KX +∆

がQ-Cartierになる対, に対して その対数的特異点解消 φ : Y → Xとは, 次を満たすもの
である.

(1) Y は非特異多様体,

(2) φは射影的双有理射,

(3) φの例外集合 Exφが因子の和集合であり, Exφ ∪ Suppφ−1
∗ ∆は単純正規交差, ここ

で φ−1
∗ ∆は∆の φによる Y 上の厳密変換である.

定義 1.2. 対数的対 (X,∆)で∆の係数が全て 1以下なものに対して, その対数的特異点解
消を φ : Y → Xとする. 対数的標準束公式を次のように書く.

KY + φ−1
∗ ∆ = φ∗(KX +∆) +

∑
aiEi,

ここでEiは Y 上の φ-例外素因子である. このとき,

(1) もし, すべての iに対して ai > −1が成り立ち, かつ ∆の係数が 1未満のとき, 対
(X,∆)は川又対数的端末 (klt)対であるといい,

(2) もし, すべての iに対して ai > −1が成り立ち, 対 (X,∆)は因子的対数的端末対 (dlt)

であるといい,

(3) もし, すべての iに対して ai ≥ −1が成り立つとき, 対 (X,∆)は対数的標準 (lc)対で
あるという.

∗gongyo@ms.u-tokyo.ac.jp



2 アバンダンス予想について
次の予想がアバンダンス予想と呼ばれる.

予想 2.1 (アバンダンス予想). 対 (X,∆)を射影的対数的標準対とする. このとき ν(KX +

∆) = κ(KX +∆)が成り立つ. さらに, もしKX +∆がネフの時, それは半豊富である.

ここで, Q-カルティエ因子Dが半豊富とは, 十分割り切れる自然数m > 0に対して完全
線形系 |mD|が固定点自由である時を言う.

擬有効 (pseudo-effective)因子Dと豊富因子Aに対して,

ν(A,D) = max{k ∈ Z≥0| lim sup
m→∞

m−kdimH0(X, ⌞mD⌟+ A) > 0},

ν(D) = max{ν(A,D)|A is ample}

と定義する. 擬有効でない因子Dに対しては ν(D) = −∞と定義する. 注意としては,

ν(D)は [N]の中では, κσ(D)という記号が使われている.

予想 2.1は極小モデル理論においてとても重要な予想である. 実際, 川又対数的端末対の
擬有効対数的標準因子KX +∆に対して, ν(KX+∆) = κ(KX+∆)が成り立つなら, (X,∆)

の極小モデルの存在が従う (cf. [GL], [DHP, Remark 2.6]).

とくに, 次元による帰納法を行っている場合では, 極小モデルの存在は, 実際は次の非消滅
予想から従う (cf. [B], [G4], [DHP, Section 8]).

予想 2.2 (非消滅予想). 非特異射影多様体 X に対して, 標準因子 KX が擬有効ならば,

κ(KX) ≥ 0.

まず, 3次元以下の予想 2.1は, 藤田氏, 川又氏, Kollár氏, 森氏, 宮岡氏, Shokurov氏らを
始めとする様々な人らの貢献により肯定的に知られている. 一般次元では, ∆ = A+Bと書
け, Aが豊富かつBが有効因子ととれる因子的対数的端末対 (X,∆)に対しては, [BCHM]

により予想 2.1が成立することが知られている. さらに, ν(KX +∆) = 0の場合も知られて
いる ( [N], [G3, Theorem 1.2], [Ka2], [CKP]).

次に半対数的標準対に対する予想 2.1を考える. ここで半対数的標準対は次のような定
義である.

定義 2.3. 純 d次元被約 S2-スキームXと, その上のQ-係数有効ヴェイユ因子∆について,

Q-係数ヴェイユ因子KX +∆がQ-カルティエ因子であるとする. さらにXが余次元 1で正
規交叉を仮定する. 既約分解をX =

∪
Xiとする. 正規化を ν : X ′ :=

⨿
X ′
i → X =

∪
Xi

とする. ここでいう正規化とは各既約成分を正規化をして非交和をとったものをさす. ス
キームX ′上のQ-因子 ΘをKX′ +Θ := ν∗(KX +∆)を満たす因子として定義する, そして
Θi := Θ|X′

i
をおく. この対 (X,∆)が半対数的標準対 (略して, slc対)とは, (X ′

i,Θi)は lcを
満たすときをいう.

さらに, 我々は slc対に対する予想 2.1は, 対数的標準因子がネフである場合のみを考え
るのが妥当である. なぜなら, Kollár氏による標準環が有限生成でない極小でない半対数的
標準曲面の例 [Ko, Proposition 1]が存在する. 実は, この例は slc対に対する極小モデルの
存在は通常の意味では期待できないことを示唆している. したがって slc対に対するアバン
ダンスはネフを仮定する. 以下が [FG]の主定理の一つである:



定理 2.4. 対 (X,∆)を射影的半対数的標準対とする. ν : (X ′Θ) → (X,∆)を定義 2.3に現
れる正規化とする. このとき, もしKX′ +Θが半豊富なら, KX +∆も半豊富である.

この定理は藤野の貼合わせ理論 [F1]と [BCHM]を組み合わせて得られるが, 鍵となるの
が対数的多重標準表現の有限性である. 論文以外の詳しい記事で日本語で読める文献とし
て, [藤]と [權]があるのでこれの詳細についてはそちらに譲る.

3 ひとつのアプローチ
まずアプローチ一つ目の説明を行う. これは 3次元の場合の証明の一般化として捉えら
れるが一般次元ではリーマン・ロッホを用いたテクニックがうまくいかないのでその辺を
クリすることが課題となる. 予想 2.1を証明するために次の 3つが鍵と思わている.

1. lc centerの構成法,

2. 拡張定理の一般化, そして,

3. 既約の場合のアバンダンス予想から可約の場合のアバンダンス予想を導くこと.

定理 2.4はこの 3.が完全に解決したことになる.

具体的に, 今, n−1次元までの予想 2.1と予想 2.2 を認めてn次元非特異多様体Xに対し
て予想 2.1の証明を試みよう. 実はこの予想 2.2が最も難しいところであると思われている.

例 3.1. まず, n次元非特異射影多様体X に対して, 予想 2.2からある有効因子Dが存在
して, D ∼Q KX がわかる. また [Ka1, Theorem 7.3]より, κ(KX) = 0としてよい. さ
らに対数的特異点解消をとることで, SuppDは単純正規交差であるとしてよい. 今D =∑

i aiDi (ai > 0)と書く. さらに∆ =
∑

iDiとする. このとき, (X,∆)は因子的対数的端末
対であり, κ(KX +∆) = 0はすぐにわかる. 実は,

0 ≤ ν(KX) ≤ ν(KX +∆)

より, この ν(KX + ∆) = 0がチェック出来れば十分である. ここがいわゆる, 1.のステッ
プである. [B]より今の仮定の下では極小モデルの存在が自由に使える (cf. [G4], [DHP,

Section 8]). 従って, 対 (X,∆)の極小モデル f : X 99K Y が存在する. 今, f∗(KX+∆) ∼Q 0

が成り立つとする. このとき ν(KX +∆) = 0は直ちに従う. 従って, f∗D ̸= 0としてよい.

今∆の構成から, Supp∆ = SuppDである. 記号をS = f∗∆と置くと, S ̸= 0かつ, KY +S

がネフとなる. 随伴公式より, (KY +S)|S = KS+∆Sが成り立つ∆Sが構成できる. ここで
現れる (S,∆S)が, slc対である. ここを直接既約にする程の自由度は, 今, このXは持って
いない. ステップ 2のセクションの拡張, すなわち十分割り切れる大きな整数mに対して,

H0(Y,m(KY + S))→ H0(S,m(KS +∆S))

が全射であることが期待できる (実際, (S,∆S)が既約 klt対の場合は大沢・竹腰の拡張定
理の応用により証明できる cf. [DHP]). 今, n− 1次元までの予想 2.1の仮定から, (S,∆S)

の各成分上では, KS + ∆S は半豊富はわかる. ここでステップ 3. の KS + ∆S は S上半



豊富か？という問題になる. しかし, ここは定理 2.4により, KS + ∆S は半豊富. 従って,

κ(KY + S) = 0かつ
SuppS = Supp f∗D = Supp f∗(D + S)

なので,

H0(Y,m(KY + S))→ H0(S,m(KS +∆S))

はゼロ射のはずである. これは矛盾であり, f∗D = 0であることがわかる. 注意としては,

川又の固定点自由化定理や [BCHM]のような設定の元でSの作り方に自由度があったので,

(S,∆S)が kltにとれた. 従って, 定理 2.4のような定理が必要なかった.

4 拡張定理
この章は松村慎一氏との共同研究についての説明にあてる. メインの問題は 2章のなか
でのアプローチの 2.の拡張定理の確立である. より具体的に次の予想を扱う:

予想 4.1. 対 (X,∆)を射影的Dlt対とする. ある有効Q因子Dが存在してKX +∆ ∼Q D

と仮定する. さらに, S := ⌊∆⌋ ⊆ SuppDを仮定する. このときKX +∆が nefならば十分
大きい自然数mについて Sへの制限写像

H0(X,m!(KX +∆))→ H0(S,m!(KX +∆))

が全射である.

結論から言うと論文 [GM]で上の予想の部分的な結果を得た:

定理 4.2. 予想 4.1は次の下でなりたつ. 自然数 lを l(KX +∆)がCartierになるものとす
る. ある対数的特異点解消 φ : Y → X と φ∗(l(KX + ∆))上に非負な特異計量 hが存在し,

hの Lelong数が Y 上の各点で 0である.

ここで定理に用いた用語の説明をする.

定義 4.3. 複素多様体Xに対して, X上直線束L上の特異計量 hとは, あるL上のエルミー
ト計量 gとX上の局所 L1関数 ϕが存在して h = g · e−ϕとなるもののことである. 特異計
量 hが非負とは, その曲率

√
−1Θh(F ) :=

√
−1Θg(F ) + ddcϕ,

は (1,1)-currentの意味で非負を意味する. ここで ϕはただの局所 L1関数なので ddcϕは超
関数の意味での微分であり,

√
−1Θg(F )は gのチャーン曲率である.

定義 4.4. 複素多様体X上の直線束と非負な特異計量 (L, h = g · e−ϕ)とX上の閉点 xに対
して, Lelong数

l(ϕ, x) := lim inf
z→x

ϕ(z)

log |z − x|
と定義する.



実際この Lelong数がX 上の各点で 0という条件以下の乗数イデアル層を用いた同値条
件で表される:

命題 4.5 (スコダの補題). 複素多様体X上の直線束と非負な特異計量 (L, h = g · e−ϕ)とX

上の閉点 xに対して, 条件 l(ϕ, x) = 0と任意のm ∈ Nに対して

I(hm)x ≃ OX,x

が成り立つことは同値である.

実際, 定理 4.2は次の乗数イデアル層が絡まった松村の単射性定理 [M, Theorem 1.3]を
対数化することにより得られる. ちなみに松村の単射性定理の hが非特異の時はオリジナ
ルの榎の単射性定理 [En]で hが高々解析的特異点を持つの場合は藤野の単射性定理 [F2]で
ある.

定理 4.6 (松村の単射性定理). コンパクトケーラー複素多様体Xとその上の直線束と非負な
特異計量 (L, h = g ·e−ϕ)に任意の a ∈ Nと任意の非零切断 s ∈ H0(X,La)で supX |s|ha <∞
をみたすものに対して次の射

· ⊗ s : Hq(X,KX ⊗ L⊗ I(h))→ Hq(X,KX ⊗ La+1 ⊗ I(ha+1))

が well-definedかつ単射である.

したがって問題はどうやって定理 4.2の仮定を満たす計量を作るか？という問題になる.

5 特異葉層構造を用いたアプローチ
この章で, [S]の論文におけるシウのアプローチのギャップおよび問題点について筆者の
理解の下で議論する. この章でのアプローチは前章までとは毛色が異なる. まずシウのア
プローチは次である. これはおそらく [T]で辻元氏が暗に提案しているという雰囲気もあ
る. ちなみにこの方向で, 葉層構造を用いないで代数的な有理写像のみを考えてアプローチ
し問題点をあぶりだしたのが論文 [GL]である. シウのアプローチは次の様なものである.

用いる特異葉層構造 F はエッケルの数値的自明葉層構造というものである [Ec]. これは一
般の擬有効直線束に定義される.

1. ν(KX) = 0のときの解決

2. F が代数的であることを示す.

これでできるというわけだが, まず一つずつ見ていく. この葉層構造が存在するのは問
題ないだろう. この葉層構造の葉の閉包が全空間X と一致する場合, 特に代数的だが, こ
の場合は数値的小平次元 ν(KX) = 0は問題ない. そしてその場合はアバンダンス予想は 1

章で述べたように証明できている. さて次のエクストリーマルな場合の一般葉が閉点の場
合, この場合KX は巨大か?という問題にぶちあたる. これはかなり微妙であるといわざる
得ない. すくなくともこの時点でエッケルの数値的自明葉層構造をみるだけで証明できる
とは思えない. また F の代数性の証明であるが, シウの証明には次の問題点があるように
思える. 数体上の多様体に対してはあるが, F の代数性を証明するためにBostによる次の
定理がある:



定理 5.1 ([Bo, Theorem 2.1]). 数体上定義された非特異射影代数多様体上の特異葉層構造
F に対して, 次の条件をみたすとする:

a. (p-閉性) F の一般正標数還元 Fpについて, (Fr∗)Fp ⊆ Fpをみたす. Fr : Xp → Xp

はXの正標数還元Xpの (絶対的)フロベニウス写像である,

b. ( リュービル条件) F の一般葉上の有界多重劣調和関数は定数である.

このとき F は代数的である.

シウが証明しようとしているのは上の b.の条件をネヴァリンナ理論を用いて示そうとい
うものである. それがうまく回っているかは著者には不明である. それだけでも確かめる
のは十分に価値があると思われる. また上の定理が数体上だけでなくて, 任意の正標数還
元をとる基礎体に拡張できるか?といのも興味深い問題である.

とりあえず数体上に限り, この方針において何をすればよいかをもう一度羅列する.

(1) F の一般葉が閉点の時に, KX が巨大であることを示す.

(2) F が代数的であることを示すために, p-閉性およびリュービル条件を示す.

確かにこの二つができるなら, 証明可能でありそうである.

さてここから (1)に関連して次の葉層構造を考えることを提案してこの報告集を終わり
にしようと思う. 任意のコンパクトケーラー多様体上にはケーラー計量から誘導されて断
面曲率 S というものが定義される. (1, 1)-形式 Sを考えそれに付随する葉層構造を考える.

その葉が閉点ならばKXが巨大であることを示せばよい. これは次のWu–Yauの定理 (Yau

予想と呼ばれていたもの)の巨大版である.

定理 5.2 ([WY1]). 非特異射影多様体Xに対して断面曲率 Sが各点で負ならばKXは豊富
である.

そこで巨大版の予想は以下である.

予想 5.3. 非特異射影多様体Xに対して断面曲率Sがほとんどいたるところな点でnegative

ならばKX は巨大である, ここでほとんどいたるところとはあるルベーグ測度 0集合を除
いた全てという意味である.

ただし, もし断面曲率Sが semi-negativeの場合は, ある一点でnegativeならKXは ample

になるという. 上に関連して非常に興味深い ([DP], [WY2]).
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非可換代数曲面
(NONCOMMUTATIVE ALGEBRAIC SURFACES)

大川新之介

概要. 非可換代数曲面についてサーベイする。

謝辞. 講演およびプロシーディングスに記事を書く機会を下さった世話人の皆様に感謝
致します。

0. 序

非可換代数幾何学は 1987年に発表された [AS87]にはじまり、以降 30年、今日に至る
まで発展を続けてきた分野である。特に 2次元の場合 (すなわち非可換代数曲面)が最も
深く研究されてきた。3次元以上についての研究もあるが、曲面の場合と比較するとさら
に未開拓である。
非可換代数幾何学は、当初、非可換代数あるいは非可換次数つき代数を基本対象とし

て始まった。実際、[AS87]で導入されたArtin-Schelter正則代数は多項式環 (” = ”射影
空間)の持つ性質の一部を満たす非可換次数つき代数として定義された。また、それに続
き、非可換次数つき代数とそれに付随する「非可換偏極多様体」に関する基礎が [AZ94]
で与えられた。
その後、アーベル圏や導来圏 (あるいはその適切な enhancement)を基本対象とする視

点の重要性が明らかになってきた [BP93, VdB11]。この記事ではその点に重きを置いて
説明をしたいと思っている。
非可換代数幾何学に関する標準的な教科書は存在しない。これは分野の性格によると

ころが大きいが、そのため、分野の全体像を把握するのが容易ではない。このサーベイ
ではこの分野に対する筆者なりの視点を提供したい。半分は本人のためのまとめである。
教科書のかわりに既存のサーベイ記事を挙げる。2001年に発表された [SvdB01]は非

可換曲線・曲面に関するとても良い入門記事である。日本語で書かれた解説記事である
[Mor10]もある。筆者の講演では非可換 del Pezzo曲面のモジュライに関する共同研究に
ついて話をしたが、その一部は共同研究者の植田一石氏が [Ued14]1において日本語で解
説している。この記事では [Mor10, Ued14]であまり説明されていない点を扱ったつもり
である。
筆者は大学院生の頃は従来の代数多様体に関する研究をしていたのだが、4年ほど前か

ら非可換代数多様体にも興味を持って研究をしている。やってみて驚いたことに、非可換
代数多様体は通常の代数多様体と極めて似た性格を持っていると感じた。また、従来の
代数幾何学の考え方や手法を様々な形で適用することができた。代数幾何学の知識・経
験を持っていることが小さくないアドヴァンテージになる分野なのではないかと思う。
さらに個人的な印象の話をすると、非可換代数多様体は K3曲面に代表されるような

「特殊で豊かな構造を持つ代数多様体」に類する対象であると感じる。また、「可換」と
「非可換」の関係が「線型」と「非線型」の関係と相似であると思ったとき、非可換代数
多様体はちょうど可積分系に相当するような対象なのではないかと思う2。

Date: January 2, 2017.
1http://repository.kulib.kyoto-u.ac.jp/dspace/handle/2433/202022にて入手可能。
2[OR15]では非可換射影平面およびその blowupと [Sak01]の意味の elliptic Painlevé equationの関係が

議論されている。
1

http://repository.kulib.kyoto-u.ac.jp/dspace/handle/2433/202022


この記事では中心上有限な非可換代数多様体 (=代数多様体上の有限多元環の層)につ
いては触れないが、これも多くの研究がある興味深い話題である。ちなみに、2次元の
場合には [CI05]において極小モデル理論が確立されている。この結果が曲面上の conic
bundleの研究に活かせないか、というのは気になる問題である [CI12]。

1. Z代数と非可換代数多様体

以下、基礎体を k とする。特に断らない限り、考える圏は全て k線型圏とする3。

定義 1.1. 集合 I を考える。I代数とは k 線型圏 C であって
ob C = I (1.1)

を満たすもののことである。

I代数は次のようにも定義できる。

定義 1.2. I 代数とは (単位元を持つとは限らない)結合的 k代数A で、集合 I × I で次
数づけられており、さらに局所単位元を持つものである。すなわち k線型空間としての
分解

A =
⊕
i,j∈I

Ai,j (1.2)

が存在して

Ai,j · Ak,ℓ

{
⊂ Ai,ℓ if j = k

= 0 otherwise
(1.3)

を満たし、さらに各 i ∈ I ごとに元 ei ∈ Ai,i であって
eia = a (∀a ∈ Ai,∗) (1.4)

bei = b (∀b ∈ A∗,i) (1.5)

(1.6)

を満たすものが存在するような結合代数のことである。

I代数の 2通りの定義は

C (j, i) = Ai,j (1.7)

によって結びついている4。Aを記号 Alg (C)で表すことにする。状況に応じて考えやす
い方を用いる。

例 1.3. (1) I が 1元集合のとき、I 代数とは (通常の意味の)単位元を持つ結合的な k
代数のことに他ならない。

(2) 有限集合Q0 および半単純環 kQ0 上の有限生成両側加群 V を考える。このとき、
自由代数

TkQ0V =
⊕
d≥0

d回︷ ︸︸ ︷
V ⊗kQ0 V ⊗kQ0 · · · ⊗kQ0 V (1.8)

は標準的にQ0 代数の構造を持つ (I = Q0)。なお、V =
⊕

i,j∈Q0
eiV ej と分解す

ることで上述の自由代数が箙 (=有向グラフ)の道代数に他ならないということが
3k線型空間の圏は通常のテンソル積についてモノイダル圏になる。k線型圏とは、そのモノイダル圏上

の豊穣圏 (enriched category)に他ならない。
4HomC (−,−)を C (−,−)とも書く。

2



わかる。頂点 j から i へ dimk eiV ej 本の矢があるような箙を考えれば良いわけで
ある。

(3) I = Z とする。このとき、Z次数つき代数 S =
⊕

d∈Z Sd に付随する Z代数 Š =

A =
⊕

i,j∈ZAi,j が

Ai,j := Sj−i (1.9)

として構成される。
Z代数A と d ∈ Z に対して新しい Z 代数A(d) をA(d)i,j := Ai+d,j+d で定義す

ることができる。A ≃ A(d) が成立するときにA は d周期的であると言う。A が
1周期的であるということは、適当な次数つき代数 S が存在してA ≃ Š が成立す
るということと同値である。
偏極多様体 (X,L) に対し、充満部分圏

(
L⊗−d)

d∈Z ⊂ cohX は自然に Z 代数の
構造を持つが、それは切断環R (X,L) に付随するZ代数に他ならない。偏極の選
択は cohX の然るべき充満部分圏の選択とみなせるわけである。
Z代数を基礎において非可換射影平面を考察したのは [BP93]である。筆者の知

る限り、Z代数の有用性を最初に露わにした論文である。上述の「偏極に相当する
然るべき部分圏を選ぶ」というアイディアはこの論文で明示的に述べられている。
なお、次数つき代数 S, T が Š ≃ Ť を満たすための必要十分条件が知られてい

る [Sie11]。特に、同型でない次数つき代数が同型な Z代数を与えることがある。
これは非可換射影平面を考える上で実際に現れる現象である (後述)。

定義 1.4. I代数 C に対し、右 C加群 (⇐⇒ 右A = Alg (C)加群)の圏を

GrmodA = Grmod C = Fun (Copp,Vectk) (1.10)

と定める。ただし Fun は k線型関手のなす k線型圏であり、Vectk は k線型空間のなす
k線型圏である。

すなわち、関手 1つ 1つを加群と呼び、それらの間の自然変換を加群の射と呼ぶので
ある。対応する定義を Aの言葉で表すとその正当性が納得できるはずである ([VdB11,
Section 2]参照)。また、次数つき代数 Sに対して標準的な圏同値

GrmodS ≃ Grmod Š (1.11)

が構成できる。この意味で Z代数は次数つき代数の一般化になっている。
以下、右加群のことを単に加群と呼ぶことにする。

定義 1.5. (1) Z代数A が

A =
⊕
i≤j

Ai,j (1.12)

かつ

Ai,i = kei (∀i) (1.13)

を満たすとき、Aは連結であるという。
(2) A加群M が i≫ 0 に対してMi = 0 を満たすとき、上に有界であるという。上に
有界な加群の順極限になっている加群全体のなすGrmodA の部分圏をTorsA で
表す。これは Serre部分圏になっているため商アーベル圏GrmodA/TorsA が定
義できるが、それをQGrA で表す。
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(3) A が右Noetherの時、有限生成右加群からなるGrmodA の部分圏を grmodA で
表す。これは再びアーベル圏である。また、TorsA との共通部分を torsA で表
し、それによる Serre商を qgrA で表す。また、商関手を

π : grmodA→ qgrA (1.14)

で表す。

QGr は元来次数つき代数に対して定義されていた概念だが、Z代数にまで一般化され
た。次数つき代数から構成されたZ代数に対しては次数つき代数のQGrと自然に同値に
なる。

qgrを考える動機は次の圏同値にある (Serreの定理)。

cohX ≃ coh[V \ {0} /Gm] ≃ coh[V/Gm]/ coh[0/Gm][V/Gm]

≃ cohGm V/ cohGm
0 V ≃ grmodR (X,L) / torsR (X,L) ≃ qgrR (X,L)

(1.15)

ただし (X,L) は Lが十分豊富な偏極多様体であり、V = SpecR (X,L) である。代数群
Gm = k∗ の作用はR (X,L) の次数づけから決まっている。また、cohZ は閉部分多様体
(スタック)Zに台を持つ (同変)層のなす部分圏である。

2. 非可換変形とその変形理論

[Gab62]で証明されたように、体 k上の代数多様体X の同型類は連接層の圏 cohX の
k線型アーベル圏としての構造から一意的に復元することができる。また、X の平坦な
変形はアーベル圏 cohX の [LVdB06]の意味での平坦な変形を引き起こす。前者をXの
可換変形、後者をXの非可換変形と呼ぶことにすると、実は後者の方が自由度が大きい。
次にこれを説明しよう。
アーベル圏の変形理論は [LVdB05]で確立されており、基礎体 kの標数が 0の場合には

圏のHochschild微分次数つき Lie代数 (differential graded Lie algebra, dgla)によってコ
ントロールされることがわかっている5。特に非特異代数多様体X に対して cohX の変
形を考えると、Hochschild-Kostant-Rosenberg同型 (HKR同型)と合わせて次のことがわ
かる。

• 1次無限小変形 (すなわち k[ϵ]/ (ϵ2) 上の変形)の同値類は

HH2 (X) ≃ H2 (OX)⊕H1 (TX)⊕H0
(
∧2TX

)
(2.1)

の元と 1対 1対応する。
• 変形の障害空間として

HH3 (X) ≃
⊕
p+q=3

Hq (∧pTX) (2.2)

が取れる。
(2.1)の右辺の 3成分はそれぞれ gerby変形、可換変形、(正則)Poisson変形と呼ばれる

変形の方向に対応している。特に、可換変形が非可換変形の特別な場合であることが見
て取れる。
X が非特異曲線の場合、(2.1)の右辺は可換方向しか残らない。その意味で非可換変形

が意味を持つのは曲面の場合からである。この場合 (2.1)の第 3成分はH0 (−KX) に他な
らない。また、この記事では非可換有理曲面の場合だけを扱うが、その場合第 1成分は
消えてしまう。

5Hochschild dglaは結合的代数の変形理論において導入された概念だが、k線型圏を上述のように「対
象が沢山ある k代数 (k-algebroid)」と思うことによってHochschild dglaの定義を拡張することができる。
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X が del Pezzo曲面6の場合、HKR分解の右辺を見ることでHH3 (X) = 0 が証明でき
る。従ってこの場合は非可換変形が障害を持たないことになり、非可換変形のモジュライ
空間が (スタックとして)特異点を持たないということになる。なお、XとしてHirzebruch
曲面7 Fd = PP1 (OP1 ⊕OP1(d)) を考えると、d > 3 の時に障害射が非自明になることが知
られている ([Got16, Remark 5, Proposition 9]。この論文では Fd の複素構造から決まる
一般化された複素構造 (generalized complex structure、GCS)の変形を論じているが、実
はGCSの変形理論とアーベル圏の変形理論が一致することがわかっている [VdB07])。な
お、Hirzebruch曲面を少し非可換変形したものは必ず [VdB12]の意味の「P1上の非可換
P1束」であることが証明されており、特にそれらは (非可換射影平面等の場合と同様に)
可換代数幾何的な対象でパラメトライズされることがわかっている。この結果はGCSに
よる視点よりも精密であると言えよう。なお、具体的な分類や導来圏的な視点について
は筆者らが研究している [MOU]。

3次元以上の Fano多様体を考えると非可換変形は一般に障害されている。最も基本的
な場合である P3 ですら、非可換変形が分類されたのは最近である [Pym15]。なお、一部
の非可換 P3 は非可換 del Pezzo曲面を閉部分多様体として含んでおり、この点を理解す
るのは今後の課題である。

3. 3次元正則代数と種数 1曲線の幾何

A =
⊕

i,j∈ZAi,j を連結なZ代数とする。局所単位元 ei ∈ Ai,i を用いて定義される射影
対象

Pi = eiA ∈ grmodA (3.1)

は単純対象への全射

Pi → Si → 0 (3.2)

を持つ。これをふまえて以下が定義される。

定義 3.1. (1) 以下の条件が満たされるとき、連結な Z 代数A は quadraticな 3次元
(Artin-Schelter)正則代数と呼ばれる8。
(i) 任意の i ∈ Z に対して∑

j∈Z,k∈Z

dimk Ext
k
GrmodA (Si, Pj) = 1 (3.3)

が成立する (AS-Gorenstein条件)。
(ii) 任意の i ∈ Z に対して次の形の完全列が存在する。

0→ Pi+3 → P⊕3
i+2 → P⊕3

i+1 → Pi → Si → 0. (3.4)

(2) (1)において (3.4)を次の形の完全列に置き換えたものを cubicな 3次元正則代数と
呼ぶ。

0→ Pi+4 → P⊕2
i+3 → P⊕2

i+1 → Pi → Si → 0. (3.5)

Quadraticな 3次元正則代数の典型例は 3変数多項式環 S = k[x0, x1, x2] に付随する Z
代数である。このとき (3.4)はKoszul解消に他ならない。Serreの圏同値 qgr Š ≃ qgrS ≃
cohP2 を思い出すと、次の定義が妥当であるとわかる。

6反標準束 ∧2TX が豊富であるような非特異射影代数曲面のこと。分類が知られており、射影平面を一般
の位置にある 8つ以下の点で爆発して得られる曲面または 2次曲面である。

7P1 上の P1 束のことであるが、同型類は Fd (d ≥ 0)たちで完全に代表されることが知られている。な
お、dのパリティが同じもの同士は変形で互いに繋がる。

8Quadraticの適当な和訳が思いつかなかったので無理をせず英語のままにした。
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定義 3.2. Quadraticな 3次元正則代数Aから定まる qgrA と k線型圏として同値なアー
ベル圏を非可換射影平面と呼ぶ。同様に、cubicな 3次元正則代数Aから定まる圏を非可
換 2次曲面と呼ぶ。

[AS87]においては 3次元正則代数 (の次数つき代数版)が導入され、その分類が試みら
れた。分類が完成したのは [ATVdB90]においてであった。そこでは、3次元正則代数の
分類が平面 3次曲線とその (代数群ではなく単に代数曲線としての)自己同型の組の分類
と等価であることが証明された。これは真に驚くべき発見であった。以下、この結果の
Z代数版 ([BP93]で示された。)を紹介する。

定義 3.3. 許容可能な 3つ組 (admissible triple) (Y, L0, L1) とは
• 種数 1の曲線 Y
• Y 上の非常に豊富な直線束 L0, L1

であって以下の条件を満たすものである。
• Li は Y を P2 に 3次曲線として埋め込む。
• L0 ̸≃ L1。
• 任意の既約成分C ⊂ Y に対して degL0|C = degL1|C。

定理 3.4. Quadraticな 3次元正則代数であって qgrが cohP2と同値でないものの同型類
は許容可能な 3つ組の同型類と 1対 1対応する。

対応を説明する。まずAを定理のような Z代数として、積

m : A0,1 ⊗ A1,2 → A0,2 (3.6)

に注目する。代数に関する仮定からこれが全射であることがわかり、3次元部分ベクトル
空間

kerm ⊂ A0,1 ⊗ A1,2 ≃ H0 (PA0,1 × PA1,2,O (1, 1)) (3.7)

を得る。kerm の定める PA0,1 × PA1,2 ≃ P2 × P2 の閉部分スキームを Y とすると、仮定
から Y は完全交叉となり、特に種数 1の射影的代数曲線となる (qgrA ≃ cohP2 となる
場合は Y ≃ P2 となるが、この場合は除いているのであった)。さらにL0, L1 をそれぞれ
O (1, 0) ,O (0, 1) の Y への制限とすることで、許容可能な 3つ組が得られる。
逆に、許容可能な 3つ組 (Y, L0, L1) が与えられたとする。このとき Y 上の直線束の列

(Li)i∈Z を漸化式

Li ⊗ L⊗−2
i+1 ⊗ Li+2 ≃ OY (3.8)

によって定義する。すると各 iについて自然な写像

H0 (Li)⊗H0 (Li+1)→ H0 (Li ⊗ Li+1) (3.9)

が全射になることがわかる。この写像の核をRiとする。
Ai,i+1 := H0 (Li) とし、これらで自由に生成されるZ代数を考える。これをRiたちの

生成する両側イデアルで剰余したのが所望のAである。詳しくは [VdB11]や [BP93]を読
んでいただきたい。
定理 3.4の状況において、さらに興味深い事が示せる。

Mi :=
⊗

k∈(−∞, i−1]

L−1
k (3.10)

とし、これらの定める部分圏

(Mi)i∈Z ⊂ cohY (3.11)
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を Z 代数と見たものを考えよう9。B = Alg
(
(Mi)i∈Z

)
とすると、自然な全射

A→ B (3.12)

が存在することがわかる。よって充満忠実な関手

qgrB ↪→ qgrA (3.13)

ができるが、実は

qgrB ≃ cohY (3.14)

となっていることがわかる。実際、Y の自己同型σであってL1 ≃ σ∗L0を満たすものが存在
するのであるが (一般には9個存在する)、これを用いるとB ≃ R (Y, L0, σ)

∨となっている。
ただしR (Y, L0, σ) は捻り斉次座標環 (twisted homogeneous coordinate ring, [AVdB90])
である。R (Y, L0, σ) は一般には非可換環であり、R (Y, L0, idY ) = R (Y, L0) である。今
の場合 (L0, σ) が Y の「豊富な対」であるため、qgrR (Y, L0, σ) ≃ cohY が証明できる。
これにより、Y が非可換射影平面 qgrAに因子として埋まっている、という描像ができ

る。特に Y 上の点は qgrAの点とみなせるわけだが、逆にAの点加群 (point module)は
Y の上にしかないということがわかる。
これをふまえて、[VdB01]において、qgrAの (複数)点における爆発が定義された。爆

発の結果は次数つき環・アーベル圏・導来圏のいずれとも思えるのであるが、導来圏と
思った場合にOrlov型の半直交分解があることも証明された。例えば 6点爆発の場合を
考えると可換 3次曲面の非可換変形が出来るわけだが、それらと非可換 P3の 3次超曲面
との関係は完全には理解されていない。
なお、qaudraticな3次元正則代数Aは必ず1周期的であることがわかっており、quadratic

な 3次元正則次数つき環から来ることがわかる。対応する幾何学的なデータの対応は

(Y, L0, σ) 7→ (Y, L0, L1 = σ∗L0) (3.15)

となっており、一般には 9対 1対応であることがわかる。

注 3.5. 非可換射影平面の中に平面 3次曲線が入っているのは何故か？という問に対する
完全な解答はまだ得られていないと言える。しかし、次のような概念的な説明がある。
射影平面の非可換変形は 0 ̸= β ∈ H0 (P2,∧2TP2) によって与えられる。βは直線束の切

断なので零点集合を考えると P2の閉部分多様体になるが、それは平面 3次曲線に他なら
ない。また、そこは非可換変形が自明になっている部分である。従って、その曲線は非
可換変形後の射影平面にそのまま閉部分多様体として埋まっているわけである。
この描像はGCS[Gua11]の言葉で厳密化することができる。この場合、βは最初に与え

られた複素構造から決まるGCSの正則Poisson変形を引き起こす。GCSは可微分多様体
上のベクトル束の自己同型であるが、その変形が βの零点上のファイバーでは自明にな
るわけである。変形後の一般化された複素多様体上で type数を見ると、βの零点集合上
では 2、その外では 0ということになる。これを標語的に「βの零点集合上では複素多様
体、その外ではシンプレクティック多様体になっている」と表現することがある。

GCSと非可換代数幾何の関係は現時点で明らかでない。主たる困難は、一般化された
複素多様体に対してその上の対象の良い dg圏を定義する事が出来ていないというところ
にある。しかし、GualtieriやCavalcantiらが解明に向けて研究を進めているようである。

9わかりやすさを優先して、記号を濫用した。要するに jから iへの射がH0
(
Y,M−1j ⊗Mi

)
となるよう

な圏のことである (M−1j ⊗Mi はMj とMi の「ズレ」の部分を表している、と読むと意味が通る)。
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4. 印つき非可換 del Pezzo曲面とモジュライ

次に、k線型アーベル圏 qgrA から Z代数Aの同型類がどこまで復元できるか、とい
う問題を考えよう。Aが quadraticな 3次元正則代数の時、実はAの同型類が qgrA の情
報だけから復元できることがわかっている ([SvdB01]。証明は [AOU14, Appendix]参照)。
これは非可換射影平面の特殊事情であり、一般には正しくない。これを説明するために
cubicな 3次元正則代数 (非可換 2次曲面)の場合について少し説明をしたい。

Cubicな 3次元正則代数について quadraticの場合と完全に平行な結果を確立したのが
[VdB11]である。特に qgrA ̸≃ cohP1×P1 であるような cubic3次元正則代数Aの同型類
が許容可能な 4つ組 (Y, L0, L1, L2) の同型類と 1対 1対応する事が証明されている。ただ
し、ここで

• Y は種数 1の射影曲線。
• Liは Y 上の直線束で L0 ̸≃ L2。
• L0⊗L1, L1⊗L2 はどちらも非常に豊富で、Y を P1× P1 に次数 (2, 2) の因子とし
て埋め込む。
• 任意の既約成分C ⊂ Y について degL0|C = degL2|C。

Quadratic代数の場合と違い、cubic代数の場合には qgrA からA の同型類を復元する
ことはできない。それどころかA の同型類の集合に離散無限群 Z/2 ∗ Z/2 が qgr を保つ
ように作用することがわかっている。具体的には、生成元の作用を許容可能な 4つ組で
表すと

(Y, L0, L1, L2) 7→ (Y, L1, L2, L3) (4.1)

(Y, L0, L1, L2) 7→ (Y, L−1, L2, L1) (4.2)

となる10。
このように、代数を復元しようとすると圏に情報を付加しないとならないということが

わかる。これは、非可換 del Pezzo曲面の「良い」モジュライ空間を構成するためには圏
同値類そのものを見るのではなく「印つき (marked)圏」の同値類を考えるべきであると
いう事を示唆する11。そのような付加的な情報として (導来)圏の充満強例外対象列 (full
strong exceptional collection, FSEC)を考えるべきである、というのが筆者らの立場であ
る。これは筆者らによる非可換 del Pezzo曲面のモジュライの構成法の基礎にもなって
いる。

定義 4.1. T をある程度性質の良いk線型三角圏とする。T の対象の列 E1, E2, . . . , Er ∈ T
が次の条件をみたすとき FSECと呼ばれ、記号

T = ⟨E1, E2, . . . , Er⟩ (4.4)

で表される。
(1) T は E1, E2, . . . , Er を含む最小の三角圏である。
(2) [k = 0 かつ i ≤ j] が成立する場合を除いて

T (Ei, Ej[k]) = 0 (4.5)

となる。
(3) 全ての Ei について T (Ei, Ei) = k · idEi が成立する。

10直線束 Li は L0, L1, L2 から漸化式

Li ⊗ L−1i+1 ⊗ L
−1
i+2 ⊗ Li+3 ≃ OY (4.3)

で定まる。
11例えばアーベル多様体のモジュライ空間を考える時は実際には偏極つきアーベル多様体のモジュライ

を考えるのであった。
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非特異射影多様体Xの導来圏を考えた時、FSECを持つというのはとても強い制約で
ある。例えばその仮定から自動的にK0 (X) ≃ Z⊕r が従う。よって、例えば、射影直線以
外の曲線の導来圏が FSECを持たないということがわかる12。
一方、del Pezzo曲面は常にFSECを持つということがわかる。より強く、(爆発する点

の個数が 3以上ならば)3-block FSECという大変性質の良い FSECを持つことがわかっ
ている [KN98]。

FSECの各メンバー Ei を考えると、仮定から T (Ei, Ei[1]) = T (Ei, Ei[2]) = 0 である。
これは、圏 T を変形した時に Ei も一意的に・必ず変形することを意味する [LVdB06]。
従って、del Pezzo曲面の非可換変形のうち少なくとも一般のものは FSECを持つことに
なる。
以上を踏まえて次の定義を導入する。

定義 4.2. C を非可換 del Pezzo曲面とする。このとき C の印づけ (marking)とは、導来
圏Db (C) の FSECのことである。

例 4.3. Quadraticな 3次元正則代数A を考える。対応する非可換射影平面を便宜的にX
で表し、qgrA = cohX と思う。このとき「直線束」を

OX (i) := π (P−i) ∈ cohX (4.6)

と定めると

Db cohX = ⟨OX (−2) ,OX (−1) ,OX⟩ (4.7)

という FSECがある。
同様にCubicな 3次元正則代数の場合を考えると

Db cohX = ⟨OX (−3) ,OX (−2) ,OX (−1) ,OX⟩ (4.8)

という FSECがある。X = P1 × P1 の場合には右辺の 4つの対象はそれぞれ

OX (−2,−1) ,OX (−1,−1) ,OX (−1, 0) ,OX (4.9)

となる。一般には、これらを変形して得られる対象が右辺にあらわれているわけである。

Db cohX から FSECを 1組取った時、それらだけを対象とした部分圏

C = (Ei)i=1,2,...,r ⊂ Db cohX (4.10)

を {1, 2, . . . , r} 代数と見たものが大事である。R = Alg (C) を考えると、これを (Q0 =
{1, 2, . . . , r}を満たすような) 特定の箙Qから決まる道代数 kQの商代数として表現する
ことができる。表現に対応する kr 代数の全射準同型 kQ → R の核として得られる両側
イデアルを Iとすると、IをG = Autkr kQ の作用で動かしても商代数の kr代数として
の同型類は変わらないことになる。また、両側イデアルとして長さ 1の道を含まないも
のだけを考えるならば、商代数の同型類を変えないようなイデアルの取り替え方はこれ
で尽きるということもわかる。以上より

X 7→ [I mod the action of G] (4.11)

という対応ができるわけであるが、これを「Xから線型代数的なデータを抽出する操作」
と思うことで、Xの変形をパラメトライズするモジュライ空間やその (GIT)コンパクト
化が構成できる。特に非可換 del Pezzo曲面に対してこのプログラムを実行することがで
きる。以下、非可換射影平面の場合に限ってこの話をする。内容が一部 [Ued14]と重複部
分があるが、説明の都合上くり返すことにする。詳細に興味を持っていただけた場合に
は元論文 [AOU14, OUa]も見ていただきたい。

12FSECを持つならばその多様体は有理的なのではないか、という folkloreがあるが、証明も反証もさ
れていない。pg = 0の一般型代数曲面のことを考えると、容易な問題とは言えないであろう。
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次の形の箙Qを考える (Beilinson quiver)。

−2 ++// 33 −1 (( //66 0 (4.12)

Quadraticな 3次元正則代数A に対して FSEC(4.7)を考えると、それに対応するZ 代
数BへQの道代数 kQ からの k3 代数としての全射準同型

φ : kQ↠ B (4.13)

が構成できる。ただし、これを構成するためには

qgrA (O (−2) ,O (−1)) = A1,2 (4.14)

および

qgrA (O (−1) ,O) = A0,1 (4.15)

のベクトル空間としての基底を 1組ずつ選ばないといけない。その選び方の自由度は上
述の群G = Autk3 kQ の作用と等価である。
さて、記号

U = e−1kQe−2, V = e0kQe−1 (4.16)

を用意する。これらはともに 3次元の kベクトル空間である。この記号のもとで、全射
準同型 φの核は 3次元部分ベクトル空間 I ⊂ V ⊗ U で与えられる13。これを箙Qの関係
式と呼ぶ。また、G = GL (V )×GL (U) である。以上をふまえて次のように定義する。

定義 4.4. 非可換射影平面のモジュライスタックとは商スタック

MncP2 := [Grass (3, V ⊗ U) /G] (4.17)

のことである。

商スタックの定義にあらわれる代数群Gは、今の例の場合簡約である。よって、対応
するGIT商が定義できる。ここで、Gの中心≃ Gm ×Gm はGrass (3, V ⊗ U) に自明に
作用しているので、GIT商を考えるときにはGLをPGLに取り替えて商を考えることに
する。さらに、本質的にGITを変えないのでPGLをエタール被覆SLに取り替えること
で以下の定義を得る。

定義 4.5. 非可換射影平面のコンパクト化されたモジュライ空間をGIT商

MncP2 := Grass (3, V ⊗ U) //SL (V )× SL (U) (4.18)

として定義する。ただし、//は半安定点集合14の圏論的商 (categorical quotient)を表す。

[Ued14]でも説明されているように、実は不変式環が知られており、MncP2 ≃ P (6, 9, 12)
であることがわかる15。特にモジュライは 2次元である。これは変形理論

HH3
(
P2
)
= 0,

HH2
(
P2
)
≃ H0

(
P2,OP2 (3)

)
≃ k10,

HH1
(
P2
)
≃ H0

(
P2, TP2

)
≃ Tid AutP2 ≃ k8

(4.19)

13これは (3.7)と本質的に同じものである。
14今の場合Grass (3, V ⊗ U)の同変 Picard群は階数 1なので、VGITはなく、GIT安定性は一意に決ま

る。
15Vinbergによる「次数つき Lie環に付随するWeyl群の不変式論」の特別な例になっており、不変式環

が適当な複素鏡映群 (有限群)の不変式環と同型になることがわかるので、計算できるということになって
いる。今の場合は e6を Z/3次数づき Lie環と思ったものに付随する不変式論になっているのだが、何故こ
の次数つき Lie環があらわれるのか、という問に対する明快な解答を持っていない。なお、このあたりの
不変式論の話は量子情報理論の論文 [BLTV04]で知った ([OUb]も見よ)。
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から求まる期待次元 10− 0− 8 = 2 とちゃんと符合している。
MncP2 の点は次のようにモジュライ解釈できる。以下、開部分集合Mo

ncP2 ⊂ MncP2 を
安定点集合の商とする。

(1) Mo
ncP2 の点は Y が非特異であるような許容可能な 3つ組から定まる非可換射影平
面16の圏同値類と自然に 1対 1対応している。

(2) 曲線∆ := MncP2 \Mo
ncP2 は cuspidal cubic curveと同型である。

(3) ∆ の特異点 0に対応する閉軌道は可換な P2に対応する箙の関係式の軌道である。
(4) ∆ には上述の点以外にもう 1つ特別な点∞があり、この点に対応する箙の関係式
はどの非可換射影平面にも対応しない。

(5) ∆ \ {0,∞} の点に対応する閉軌道は、Y が P13本の三角形と同型であるような非
可換射影平面から決まる箙の関係式からなる。特に、そのようなタイプの非可換
射影平面の圏同値類と 1対 1対応する。

(6) MncP2 の 2つの商特異点は共にMo
ncP2 に含まれている。これらは、曲線 Y が虚数

乗法から来る余分な自己同型を持っており、さらにそれが 3つ組 (Y, L0, L1) の自
己同型になっているような非可換射影平面の同値類に対応している。

(7) MncP2 を可換な P2に対応する点で適当に重みつき爆発すると、種数が 1で 2点つ
きの安定曲線の粗モジュライ空間M1,2 と同型になる。自然な射 π : M1,2 → M1,1

をM1,1 の普遍族 (の粗モジュライ)とみなすと 0切断

o : M1,1 → M1,2 (4.20)

があるが、この像を収縮する射がちょうど上述の重みつき爆発の射に一致する。
M1,2 → MncP2 は、一般点 (Y, o, p) ∈ M1,2 を 3つ組 (Y,OY (3o) ,OY (3p)) に対応す
る非可換射影平面 (が定める箙の関係式)に送る。

なお、箙の関係式 I ⊂ V ⊗ U から逆に 3つ組を復元することもできる。次にこれを説
明する。
関係式つき箙 (Q, I) の次元ベクトル (1, 1, 1) の表現全体を考え、その中で安定性条件

χ = (−2, 1, 1)について安定なものだけを集めてできるファインモジュライ空間 [Kin94]を
考える。その上には普遍表現があるので、特にQの各頂点に対応して直線束L−2,L−1,L0

が乗っている。L−2 をモジュライの構造層に正規化しておけば、実はモジュライ空間が
曲線 Y を与え、またL−1,L0 がそれぞれ L0, L1 を与えるのである。
ここまで、MncP2 の話は全て特定の FSEC(4.7)を使って行ってきた。P2 の導来圏には

無限にFSECがあるため、他のFSECを使っても当然同様の話ができるわけである。とこ
ろが、P2 の導来圏の FSECは全て (4.7)に何回か変異 (mutation)という操作を施すこと
で得られることがわかっている。これは、Markov方程式と呼ばれるDiophantus方程式

x2 + y2 + z2 = xyz (4.21)

の自然数解が全て基本的な解 (3, 3, 3) に何回か変異 (mutation)という操作を施すことで
得られる、ということに密接に関係している [GK04, Bri05]。これを用いると、実は、異
なる FSECに対して構成したMncP2 が全て互いに標準的に同型である、ということが証
明できる。これは射影平面の場合にだけおきる特別な現象で、他の del Pezzo曲面の場合
にはモジュライの異なる双有理モデルが得られる。ただし、3-block FSECに限定して考
えれば、射影平面の場合と同様な現象が観察できる。
以上、非可換射影平面の場合に限って話をしてきたが、全く平行な話が他のdel Pezzo曲

面に対しても成立する17。射影平面の場合ですらかなり内容があるわけで、他の del Pezzo
曲面についても調べようとすると膨大な話になる (可換な del Pezzo曲面のモジュライや
そのコンパクト化ですら、大変な蓄積のある話題である)。なお、低い次数の del Pezzo曲

16(3変数多項式環を除いた)3次元 Sklyanin代数から定まる非可換射影平面、と言ってもよい。
17Abdelgadir-大川-植田で鋭意準備中。
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面には可換な変形も存在するが、可換な変形のモジュライが非可換変形のモジュライの
閉部分多様体になることがわかる。可換変形のモジュライのコンパクト化と非可換変形
のモジュライのコンパクト化の関係を調べるのは興味深い問題である。
なお、非可換代数多様体のモジュライ (特にK安定性の一般化)は [BN15]でも扱われ

ている。筆者らとは全く異なる定義を採用しており、筆者らの定義で不安定だがかれら
の定義では半安定性な非可換射影平面があるようである。一方で一般化されたKähler多
様体に対するKähler-Einstein計量の理論も後藤竜司氏らによって構築されつつあるよう
であり、その意味での計量の存在と安定性の関係は気になるところである。
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代数学シンポジウム報告集

阿部拓郎 ∗

平成 28 年 12 月 27 日

1 序文
本文は佐賀大学にて開催された, 第 61回代数学シンポジウムの講演に
関する報告集である. 本文の中心的話題は超平面配置とその代数構造, 特
に自由性と呼ばれる性質である. 自由性は代数幾何的にいうと, 射影空間
上のベクトル束が直線束の直和に分解する, いわゆる分裂（splitting）を
意味する. このような代数幾何的構造が, 超平面配置の交わり方という組
み合わせ論的性質から決定されるだろうか, という問題が寺尾予想であ
り, 筆者が超平面配置の研究に興味を持ったきっかけでもある. 昔, 筆者
はハーツホーン予想という, 七次元以上の標数 0の代数的閉体上の階数 2

のベクトル束は必ず分裂する, という予想に興味を持っていた. 当時はこ
の予想に研究するという段階までは到底至らなかったし, 現在でも自分で
何かできるとは思えない. そんなとき, 超平面配置とそれに付随して簡単
に構成できる対数的ベクトル場という反射層の存在, およびなんとなく似
た感じがする寺尾予想を知り, 興味を惹かれて超平面配置の自由性の研究
を開始してから, ようやく 10年になる.

超平面配置を代数幾何的に研究するメリットはいくつかあるが, まず一
つは対応する幾何学が極めて具体的かつシンプルな超平面の有限族であ
るという点がある. 同時に元の幾何構造たる超平面配置の包含関係を用
いて, 対応するベクトル束の遠近が容易に定義でき, それを用いて帰納的,

あるいは構成的な議論を行うことができるのも大きなメリットである. こ
のような視点から得られたもっとも最近の定理が, 剰余定理（定理 3.6)で
あり, この結果の説明をすることを, 本報告の最初の目的とする. 剰余定

∗九州大学マス・フォア・インダストリ研究所. email:abe@imi.kyushu-u.ac.jp
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理は, 代数幾何と超平面配置の交差点にあるような定理である. 後ほど説
明するが, 超平面配置には二種類の制限がある. つまり超平面配置の元H

を一つ固定した場合, そこに交わる他の超平面たちが, Hの上に新しい超
平面配置を作る. これに重複度を考えない制限が, 長い間超平面配置の制
限であった. 代数幾何的には, 重複度を考えないというのはいささか不思
議な気もするが, 実際この制限で代数幾何・位相幾何・組合せ論的に話は
かなりうまく回っていた. 他方, 重複度を考える制限に関する代数幾何的
アプローチが, 吉永正彦による最初の定式化以降この十年急速に発展して
きた. 剰余定理は, この二つの制限をどちらも使うことで, 代数幾何的手
法を陰に隠しつつ組合せ論的議論を行うことを可能にする定理である. 換
言すれば剰余定理は, 代数幾何の古典的理論と, 超平面配置の代数学の近
年の進展をどちらも併せ持つ, まさに交差点的定理である. 以下の章で超
平面配置の自由性の基本性質・歴史を見ながら, 本定理を説明してゆくこ
とを試みる. さらに, 筆者の最近の共同研究である, 超平面配置を用いた
ある多様体のコホモロジー環の表示についても言及したい.

2 超平面配置とその自由性
Kを任意の体とし, V = Kℓ, S = Sym∗(V ∗) ≃ K[x1, . . . , xℓ]とおく. V

中の超平面配置Aとは, V 中の原点を通る超平面の有限族のことである.

H ∈ Aに対して, kerαH = H となる αH ∈ V ∗を一つ選び固定しておく.

K線型な S導分加群DerS := ⊕ℓi=1S∂xiの部分加群として, Aの代数たる
対数的ベクトル場D(A)が以下のように定義される.

定義 2.1

D(A) := {θ ∈ DerS | θ(αH) ∈ SαH (∀H ∈ A)}.

D(A)は一般に自由化群にならず, 反射加群になる. つまり自然な写像
D(A)→ (D(A)∗)∗が同型になっている. よって自由加群となる場合に以
下のように名前を付ける.

定義 2.2

Aが自由で指数 exp(A) = (d1, . . . , dℓ)であるとは,ある斉次な θ1, . . . , θℓ ∈
D(A) が存在して, D(A) = ⊕ℓi=1Sθi となっているときにいう. ここで
θ =

∑ℓ
i=1 fi∂xi ∈ DerSが斉次で次数 dとは, fi = 0もしくは fiが d次の

斉次式という条件が任意の iで成り立っているきにいう.
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極めて簡単な例として, 自由配置と自由でない配置が構成できる.

例 2.3

(1) Aが
∏ℓ

i=1 xi = 0で定義される座標平面配置のとき, これは指数が
(1, . . . , 1)となる自由配置である. 実際 θi := xi∂xi ∈ D(A)は容易にチェッ
クでき, かつこれらがD(A)の自由基底となることもほぼ明らかである.

(2) K = C, ℓ = 3とし Bを x1x2x3(x1 + x2 + x3) = 0で定義されるよ
うな平面配置とすると,

D̃(A) ≃ OP2(−1)⊕ TP2(−3)

となることがわかる. よってD(A)は局所自由配置であるが, 自由配置で
はない.

(3) ℓ = 2とすると, 全ての二次元配置は自由. これは, 二次元配置の対
数的ベクトル場が射影直線上の反射層を与えることからもわかるが, 具体
的に基底を以下のように与えることでもチェックできる. 即ちAを, x1 = 0

を含むような二次元配置とすれば,

θ1 = x1∂x1 + x2∂x2 , θ2 = (
∏

H∈A\{x1=0}

αH)∂x2

がD(A)の基底を与えることはほぼ自明. 例えば以下に与える斎藤の判定
法などを参照. よって空でない二次元配置の指数は (1, |A| − 1)である.

上の例 2.3 (2)より一般に, genericな配置はすべて自由ではないことが
簡単にわかる. ゆえに自由配置というのは, 極めて特殊なものであり, そ
れゆえ特殊で面白い性質がいろいろ成り立つ.

自由配置の意味付けはいろいろあるが, もっともわかりやすくて美しい
それは, ワイル群の鏡映面全体を集めたワイル配置の一般化, という意味
付けである. ワイル群やそのルート系には様々な良い性質があるが, その
一つとして, ワイル配置の補空間の複素化のベッチ数が, ワイル群の指数
を用いて記述できる, という事実がある. この結果は自由配置のカテゴ
リーでも以下のように完全に一般化される.

定理 2.4 ([16], 寺尾の分解定理)

Aが V = Cℓ中の自由配置で exp(A) = (d1, . . . , dℓ) であるとする. この
とき

Poin(V \ ∪H∈AH; t) =
ℓ∏
i=1

(1 + dit).
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すなわち, 位相幾何的に意味のある指数を, 代数を用いて定義できる配
置が自由配置である, ということができる. 実は複素ベクトル空間中の超
平面配置の補空間のベッチ数は, 配置がどのように交わっているかという
情報のみから（自由配置でなくとも）計算できるのだが（定理 2.8), 本数
が多かったり次元が高かったりするとこの方法で計算することは現実的
ではない. 対して, 自由配置であれば, 代数的な方法を使って指数さえ計
算できれば, そこからベッチ数が確定される. 特にワイル群が関係する配
置に対しては, 吉永によるEdelman-Reiner予想の解決（[18]）などにもあ
るように, この手法が強烈に威力を発揮することがある.

このように良い配置である自由配置であるが, その判定は一般には極め
て難しい. 判定法として最も基礎的なものは齋藤恭司による以下の定理
である.

定理 2.5 ([14], 齋藤の判定法)

θ1, . . . , θℓ ∈ D(A)がD(A)の基底となるための必要十分条件は,

det(θi(xj)) = cQ(A)

となることである. ここで cはゼロでないスカラー, Q(A) :=
∏

H∈A αHで
ある. またこの条件は, (i) θ1, . . . , θℓがS上一次独立かつ, (ii)

∑ℓ
i=1 deg θi =

|A|の二条件とも同値.

齋藤の判定法は必要十分条件を与えており, 極めて基本的な結果である
が, これを実際に適用する際に難しいのは θ1, . . . , θℓを具体的に構成し, か
つそれらがD(A)に含まれることを調べることである. しかしながら, 以
後現れる様々な自由性判定法や条件は, すべてこの齋藤の判定法を基礎と
しており, 理論的にも極めて重要な定理である.

この齋藤の判定法を用いて得られる, 自由性判定の手段として最も汎用
的といえるのが, 寺尾宏明による以下の加除定理である.

定理 2.6 ([15], 寺尾の加除定理)

Aを空でない超平面配置とし, H ∈ Aを固定する. A′ := A\{H}, AH :=

{H ∩ L | L ∈ A′}とおく. この時以下の三条件のうち, 二つが成立すれば
残りの一つも成立する：
(1) Aは自由配置で exp(A) = (d1, . . . , dℓ−1, dℓ).

(2) A′は自由配置で exp(A′) = (d1, . . . , dℓ−1, dℓ − 1).

(3) AH は自由配置で exp(AH) = (d1, . . . , dℓ−1).

特にA, A′がともに自由なら, 上の三つはすべて成立.
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加除定理は, 自由配置構成及び自由配置か否かのチェックを帰納的に可
能とする, 極めて使いやすい定理である. さらに言うと, 自由でないこ
とのチェックにも非常に有効に働くことも多く, 実はこの使い方がとて
も重要だと思う. 例えばAが自由でないことを言いたいとき, 無論ポア
ンカレ多項式が分解しないことを言えば, 定理 2.4から出ることは出る
が, 実際ポアンカレ多項式の計算はかなりしんどい. そこで, H ∈ Aで,

A′が自由だがAH が自由でないものを見つければ, 最後に書いた主張か
らAは自由とはなりえないことがわかる. 特に ℓ = 3であれば, これは
exp(A′) = (1, d1, d2) である場合に, |AH |が d1 + 1, d2 + 1のいずれにも
ならない, という条件と合致するため, 極めて使いやすい. 実際今知られ
ている自由配置のほとんどは, 加除定理 2.6を用いて構成あるいはチェッ
クされたものだと思う.

さて, ここで少しだけわき道にそれる. 自由性は, 超平面配置の組み合
わせ論と極めて深い関係がある. それを説明するため, いくつか用語を準
備する.

定義 2.7

L(A) := {∩H∈BH | B ⊂ A}
を Aの交差格子という. 交差格子上のメビウス関数 µ : L(A) → Zを,

µ(V ) = 1及び
µ(X) := −

∑
X⊊Y⊂V, Y ∈L(A)

µ(Y )

で定義する. さらにAのポアンカレ多項式 π(A; t)を,

π(A; t) :=
∑

X∈L(A)

µ(X)(−t)codimX

で定める.

ポアンカレ多項式という名前から想像がつくかもしれないが, Brieskorn

及びOrlik-Solomonより, 以下の結果が知られている,

定理 2.8

K = Cであれば, π(A; t) = Poin(V \∪H∈AH; t)が成立. さらにV \∪H∈AH

のコホモロジー環の構造は, L(A)にのみ依存して決定される. さらに定
理 2.4は, Aが自由で exp(A) = (d1, . . . , dℓ)ならば,

π(A; t) =
ℓ∏
i=1

(1 + dit)
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たる主張に, 任意の体上で定式化される.

この, コホモロジー環の構造がL(A)から決定されるという定理は極め
て衝撃的である. よってこれ以降, 超平面配置にまつわる様々な構造や不
変量が, L(A) にのみ依存するかどうか, という問題がたくさん現れた. 例
えば基本群はL(A)だけからは決まらないことが知られているが, 筆者の
印象としては, ほとんどの場合にはどちらなのかよくわからない, という
のが実情だと思う. その中で, 35年にわたり未解決の有名な予想がある.

予想 2.9 (寺尾予想)

Aが自由か否かは, L(A)にのみ依存してきまる.

例でみたように, 寺尾予想が明らかに正しいクラスは二次元配置だけあ
る. 寺尾の分解定理は寺尾予想の有力な傍証であるが, ポアンカレ多項式
が整数係数上で分解していても自由でない配置は存在する. もともと寺尾
予想は, 寺尾により予想ではなく問題として出されたものであったが, 結
果として 35年間本質的な進展はほとんどないまま来てしまった. 昨今こ
れだけ計算機が発達したのに, まだ反例が見つからないところを見ると,

予想と呼んでも差し支えないように思われる. しかしながら正しいとし
ても証明方法が全く見当もつかないことから, 計算機を用いて不意に反例
が見つかっても全くおかしくない予想だと思われる.

ともあれ, 寺尾予想を忘れたとしても, 自由性がどれくらい組み合わせ
論的に決定されるかという問題は自然であり面白いものだと思う. それ
に関連した話を一つ紹介する.

定義 2.10 (帰納的自由配置)

IF1, IF2をそれぞれ一次元, 二次元のすべての配置からなる集合とし,

IF ℓ (ℓ ≥ 3)を, 以下の条件を満たすような ℓ次元配置の集合とする. す
なわちA ∈ IF ℓとなるためには, A = ∅か, もしくはあるH ∈ Aが存在
して, A \ {H} ∈ IF ℓ, AH ∈ IF ℓ−1, exp(AH) ⊂ exp(A \ {H})を満たし
ていることが必要十分とする. IF := ∪ℓ≥1IF ℓとし, これに含まれる超平
面配置を帰納的自由配置という.

定義の中に含まれてしまっているが,加除定理を繰り返し用いることで,

帰納的自由配置は自由配置であることが直ちにわかる. 具体的には, 二次
元以下の配置及び空集合たる配置が自由なので, 次元と本数に関する帰納
法と組み合わせて加除定理をあてはめてゆけばよい. またこの構成から,

以下の主張が直ちに従う.
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系 2.11

A,Bを超平面配置, A ∈ IFとする. もし半順序集合としてL(A) ≃ L(B)
であれば, Bも自由.

即ち帰納的自由配置は寺尾予想が成立するような超平面配置のクラス
を与えている. アルゴリズム的に構成されるクラスであるが, 寺尾による
定義以来, これが最も広い寺尾予想の成立するクラスであった. また同時
に, このクラスに入ることを示す以外には, なかなか自由性が組合せ論的
に決定されることを示すのは難しかった. これに関する代数幾何的な進展
を, 次の章で述べる.

3 自由配置に関する最近の進展
自由配置に関するここ 10年余りの進展については, 吉永正彦による代
数幾何的手法, より具体的にはHorrocksの判定法的視点の自由配置理論
への導入が極めて大きな役割を果たした. 対数的ベクトル場は射影空間
上の反射層を与えるので, それらの分裂に関する代数幾何の, 長い歴史を
持つ深い知見を用いることは極めて有用であった.

それを述べるために, まず多重配置の概念を導入する.

定義 3.1 ([20])

多重配置 (A,m)とは, 超平面配置Aと重複度m : A → Z>0の組をいう.

これに対して対数的ベクトル場

D(A,m) := {θ ∈ DerS | θ(αH) ∈ Sαm(H)
H (∀H ∈ A)}

が定義され（一般にはやはり反射層）, その自由性や指数も同様に定義さ
れる.

極めて人工的に見えるこの定義であるが, 以下のように超平面配置から
自然に多重配置が構成される.

定義 3.2 ([20])

A ∋ Hに対して, AのHへの Ziegler制限 (AH ,mH)は,

mH(K) := ♯{L ∈ A \ {H} | L ∩H = K} (K ∈ AH)

で定義される.
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定義から明らかなように, これは制限した場合の被約でないような多様
体を考えよう, という代数幾何的には自然な設定の超平面配置バージョン
である. 逆にいえば, これ以前には, 例えば加除定理を見ればわかるよう
に, AHという, 重複度を全く考えない, ゆえに代数幾何的にはよくわから
ない制限で話がいろいろうまくいっていたことになる. しかしながらこれ
またやっぱり不思議なもので, この二つの制限ともに極めて重要である.

前者は代数幾何と明らかに相性がよいが, 後者はいわば組合せ論と相性が
良い制限であるからである.

さて, 代数幾何との相性の良さを示す次の定理が多重配置に関してあげ
られる.

定理 3.3 ([20])

Aが空でない自由配置で exp(A) = (1, d2, . . . , dℓ)であるならば, 任意の
H ∈ Aに対して (AH ,mH)は自由で指数は (d2, . . . , dℓ).

これは, 射影空間上で分裂している層の超平面切断もやはり分裂してい
て, 同じ分裂型を持つ, という有名な結果の超平面配置版である. さて, 代
数幾何における分裂理論に詳しい方ならば, この逆はどうなのか, という
ところが気になるはずである. 即ち, 代数幾何においては射影空間上の層
の分裂は, 射影平面より高い次元においては超平面切断における分裂と同
値である. これが有名なHorrocksの判定法（厳密にはその系）であるが,

吉永はこれを超平面配置の自由性判定の枠組みに本格的に導入した. そ
の場合重要な役割を果たすのは無論上記 Ziegler制限とその自由性である
が, ここで問題となるのが, 対数的ベクトル場を層の言葉に直そうとした
場合, 若干のずれが生じる点である. 以下, 具体的に説明しよう.

θEをオイラー微分とし, DH(A) := {θ ∈ D(A) | θ(αH) = 0}とすると,

これはD(A)/SθEと同型であること, 及び

D(A) ≃ SθE ⊕DH(A)

が簡単にわかる. よって A の自由性は, DH(A)の自由性と同じであり,

これはまたその層化の分裂とも同値となる. これに対して Ziegler制限射
DH(A) → D(AH ,mH)が, αH でmoduloを取る, という操作で定義でき
る. この層化が射影空間上の層の間の写像となり, Horrocksの判定法と関
連付けられるわけである. とすると問題となるのはただ一点,

˜D(AH ,mH) ≃ D̃H(A)|H
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たる同型が存在するか, という点に尽きる. これが存在すれば, Horrocks

の判定法は完全に機能する. しかし一般にはそうではない. 吉永はこれ
を, 射影平面に対応する場合にも適用する形で以下のように定式化した.

定理 3.4 (吉永の判定法, [18], [19], [10])

(1) ℓ = 3とし, π(A; t) = (1+t)(1+b1t+b2t
2)とおく. またexp(AH ,mH) =

(d1, d2) とする. この時 b2 ≥ d1d2, かつ等号成立は, A が指数として
(1, d1, d2)を持つ自由配置となることと同値.

(2) ℓ ≥ 4とする. この時Aが自由となることは, あるH ∈ Aが存在
して, (AH ,mH)が自由であり, かつ局所化配置AX := {H ∈ A | H ⊃ X}
が, 任意のX ∈ L(AH), codimH X = 2で自由となることと同値.

この定理が, 自由配置研究に新しい視点を導入した. その理由は色々あ
るが, まず代数幾何的手法がやはり非常に強力であることが大きい. もう
一つ, (1)にある不等式 b2 − d1d2 ≥ 0 をどう解釈するか, という視点も非
常に重要であった. これについては例えば [2]をご参照頂きたい.

さて, 定理 3.4は明らかに, 寺尾予想の解決に対する確実な, そして大
きな進展であった. つまり, 吉永の判定法により, ある次元の自由性の判
定は, それより一次元下にある多重配置の自由性の問題へと帰着された
のである. 次元に関する帰納法の働きどころであった. ところが, ここ
で現れるのが, 代数幾何の特徴である, genericな情報という問題であっ
た. 例えば射影平面上のベクトル束の分裂型は, genericにはなにか, とい
うことは色々な結果からわかることもあるが（例えば半安定束に対する
Grauert-Mülichの定理など）, specialな場合はいつでも分裂型のジャン
プが起こりうるため, 一般に確定は難しい. それと同じことが, 多重化し
て代数幾何に近づいた結果, 起きてしまったのである.

詳述すると, 定理 2.8から, b2は組合せ論で決まるため, また二次元多重
配置は自由なため, 定理 3.4(1)を用いれば, 少なくとも三次元の寺尾予想
は解決に非常に近くなったように見える. ところが, 以下のような例があ
るため, 壁がまだまだあることが分かってしまうのである.

例 3.5

(A,m)を,

x3y3(x− y)(x+ ay) = 0

で定義される多重配置とする. すると aが genericな値を取る場合にはそ
の指数は (4, 4）であるが, 例えば a = 1の場合には (3, 5)となる.

9



例 3.5のような現象はどのような配置でも起こりうるが, これは代数幾
何的には, 与えられたベクトル束の分裂型は一般には差が最小となるが,

特殊なところではジャンプしますよ, という主張である. 自由配置は先述
の通り基本的に特殊なところを見ているため, このギャップを正確に埋め
ないと, 三次元の場合であっても寺尾予想はまだ遠かったのである. ちな
みにこのようなジャンプは, Ziegler制限でない普通の制限AH に対して
は起こっていない. これはつまり, 普通の制限は組み合わせ論と相性が良
い, ということを補強している.

しかし, 明らかに強力な判定法である吉永の判定法を用いない手はな
い. これを用いて寺尾予想にアプローチするためには, 多重配置の自由性
とその指数の解析が本質的に重要になってくる. そのため, 吉永の判定法
発見からしばらくは, 多重配置の自由性に関する一般論の研究が進められ
ることとなる. 詳細は煩雑になるため省くが, 大きな進展としては多重配
置のポアンカレ多項式の定式化と応用 ([8])及び, 多重配置の自由性に関
する加除定理の完成 ([9])があげられる. これらにより, 多重配置の自由
性解析はかなり進歩した.

これらの技術を用いて, 寺尾の加除定理を本質的に改良することに成功
したのが, 以下の剰余定理である：

定理 3.6 (剰余定理, [3])

A ∋ H に対して, π(AH ; t)が π(A; t)を割り切り, かつAH が自由である
ならば, Aも自由.

寺尾の分解定理を思い出すと, 例えば加除定理 2.6中の条件 (2)と (3)が
成り立っている状況下においては, π(AH ; t) | π(A′; t)となっていること
が, 寺尾の分解定理からわかる. ここでさらに, 除去制限定理という有名
な結果を思い出そう（例えば [13]を参照）：

π(A; t) = π(A′; t) + tπ(AH ; t).

これにより, 加除定理 2.6で仮定されている条件下においては π(AH ; t)が
π(A; t)を割り切っていることもわかる. よって, 加除定理に含まれている
指数の包含関係という, 自由性がないと定式化できない条件が, これらの
観察から, ポアンカレ多項式の剰余という組み合わせ論の言葉で述べられ
るとわかる. よって剰余定理はこの観点からの加除定理の一般化であり,

実はAの自由性を帰納的に述べるには, A′の情報は不要であったことが
初めて判明した定理でもある.
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証明を細かく述べることは避けて,ここではその概略のみを述べる. まず
証明のために用いるのは吉永の判定法（定理3.4)の (2)の主張である. すな
わち, (AH ,mH)が自由であること, およびAXが任意のX ∈ L(A), X ⊂
H, codimX = 3に対して自由であることを言いたい. 後者の主張は省略
するとして, 前者に焦点を絞る. 我々はAH の自由性を仮定として持って
いる. よってこれから (AH ,mH) の自由性を導出したい. そのための道具
が多重配置の加除定理 ([9])である. 加除定理を適用するための鍵となる
のが, 多重配置の特性多項式 ([8])であり, さらにその適用がうまくゆくた
めの条件として π(AH ; t) | π(A; t)が活躍することとなる. よって剰余定
理の主張の中には多重配置の言葉が全く出てきていないのに, 証明は多重
配置の理論を徹底的に使う. また証明を見てゆくと, 組み合わせ論的情報
と相性の良いAHの対数的ベクトル場に, ポアンカレ多項式の剰余という
やはり組み合わせ論的情報を組み合わせることで, 代数幾何的情報である
(AH ,mH)の対数的ベクトル場の情報が得られる, という構造もわかる.

剰余定理の恩恵はいろいろあるが, A′の情報を不要とした結果として,

自由性が次元に関する帰納法のみでチェックできうる, とわかったことが
大きい. よって次のような定式化をすることは極めて自然である.

定理 3.7 (剰余旗, [3])

{Xi}ℓi=0が超平面配置Aの旗であるとは, Xi ∈ L(A), codimXi = i, Xi ⊂
Xi−1 (i = 1, . . . , ℓ) たる時に言う. {Xi}が剰余旗であるとは, π(AXi ; t) |
π(AXi−1 ; t)が i = 1, . . . , ℓ− 2で成立しているときに言う. もしAが剰余
旗を持てば, Aは自由配置である.

主張の証明は簡単である. AXℓ−2は二次元の配置なので自由, π(AXℓ−2 ; t) |
π(AXℓ−3 ; t)から剰余定理よりAXℓ−3も自由. 以下繰り返し, というだけで
ある. ここで注目すべきは, 剰余旗の条件は対応する制限配置たちの間の
ポアンカレ多項式の剰余関係であるため, 定義からこれらは組み合わせ論
的条件である. よって以下の定義が自然にできる.

系 3.8 (剰余的自由配置, [3])

剰余旗を持つ配置からなる集合をDFと書き, DFに属する配置を剰余的
自由配置という. もしある配置 Bが, 剰余的自由配置Aと同型な交差格
子を持てば, Bも自由である.

証明は明らかであろう. さらに定義から剰余的自由配置は帰納的自由
配置を含むことが明らかであるが, さらに強く

IF ⊊ DF
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であることも [3]で示されている. 剰余的自由配置は現在知られている,

寺尾予想の正しさが確認できる自由配置のクラスの中で最も大きなもの
である. しかしながら剰余的自由配置でない自由配置もいくつも見つかっ
ているため, 寺尾予想の解決にはほど遠い.

なお, さらっと書いているが実際上 π(A; t)を計算することは非常に難
しい. なので実用上は, AH ,A \ {H}の自由性を示して, という過程を繰
り返すことで剰余的自由配置であることを示す, ということが普通だと思
う. なので剰余定理は理論的な定理とも言える. 更に, 自由性がその交差
格子中のある旗の存在, もっと言えばメビウス関数たちがある特定の性質
を満たすか, という数値的な情報で, かなりの場合に自由性が決定される
ことがチェックできる定理, という見方が正しいと思う. 個人的に剰余定
理が示す最も重要な哲学は, 思っていた以上に簡単な組み合わせ論的構造
から自由性が決定されることが多い, という事実であると思う.

さて, ここでちょっとだけ視点を変える. 先に述べたように, AH の対
数的ベクトル場は, 代数幾何的にはAのそれと何ら関係がなく, Aの自由
性がAHの自由性を導く必然性は何もない. しかしながら実際は, Aが自
由ならばAH も自由であろう, というOrlik予想がかなり長い間未解決で
あった. その否定的解決は, EdelmanとReinerによる ([12]). しかし面白
いことに, このようなケース, すなわちAが自由でありながらAHが自由
でないという例はほとんど知られていない. 筆者が知る限り, 本質的に二
つだけである. これは, 理由はよくわからないけれど, 自由配置の制限は
代数幾何とは異なった根拠から自由になりたがる傾向がある, ということ
である. あるいはこれにも代数幾何的な意味付けができるのかもしれな
い. とりあえずは, 剰余定理をまねて, Orlik予想の改訂版として [4]で以
下の問題を提出している.

問題 3.9 ([4])

A ∋ Hに対して, π(AH ; t)が π(A; t)を割り切り, かつAが自由であるな
らば, AH も自由となるか？

[4]において, ある条件下ではこの予想を示しているが, 一般的には正し
いかどうかは未解決である. 個人的には, おそらくこの主張は正しくない
だろう, と考えている.
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4 自由配置とHessenberg多様体
この章では, 最近得られた結果を紹介する. その中で, 自由配置や対数
的ベクトル場が, 代数的側面だけでなく, 幾何学的側面でも極めて重要な
役割を果たす, ということを紹介したい.

Gを階数 ℓの複素半単純線型代数群とし, Bをそのボレル部分群として
固定し, T をBに含まれる極大トーラスとする. g, bをそれらのリー環と
し, また T の極大実トーラスのリー環を V ≃ Rℓとおく. また, これらか
ら定まるルート系と正ルートをΦ, Φ+ と書き, α1, . . . , αℓを単純ルート全
体とする. この状況下, 任意の部分集合 U ⊂ Φ+ に対して V 中の超平面
配置AU が,

AU := {Hα | α ∈ U}

で定義される. ここでHα ⊂ V は, α ∈ Φ+に対応する鏡映 sαが定める鏡
映超平面である. 特にAΦ+ をワイル配置と呼ぶ. α ≥ β (α, β ∈ Φ+)と
いう順序を, α − β ∈

∑ℓ
i=1 Z≥0αi で定義する. この順序について下に閉

じている部分集合 I ⊂ Φ+をイデアルという.

定義 4.1

A ∈ gとイデアル I ⊂ Φ+から定まるHessenberg多様体X(A, I)を,

X(A, I) := {gB ∈ G/B | Ad(g−1)(A) ∈ b
⊕

(⊕α∈Ig−α)}

で定義する. ここで gαは αに対応するルート空間である.

I = Φ+ならばこれは旗多様体G/Bであり,またAがnilpotentで I = ∅
ならば Springer fiberとなる. これらを包括的に扱う多様体がHessenberg

多様体であり, De Mari, Procesi, Shaymanにより [11]にて導入された.

特に Aが regular nilpotentの場合に A を N と表し, regular nilpotent

Hessenberg多様体X(N, I)のコホモロジー環やベッチ数の構造が, 様々な
観点から調べられている. しかし一般のタイプについてはベッチ数も特定
の場合以外はわかっていなかったし, コホモロジー環の表示もA型の場合
がつい最近得られたばかりであった ([1]). ここで不思議なことに超平面
配置が登場し, その対数的ベクトル場からX(N, I)のコホモロジー環の表
示が得られる, という結果を紹介したい.

そのために, 少し準備をする. まず不変式論に関する古典的な結果を思
い出そう. W = N(T )/T を階数 ℓのワイル群とすると, 上の記号からW

は V に作用している. この作用は双対空間や座標環への作用に自然に拡
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張される. よって特に V の座標環 S ≃ R[α1, . . . , αℓ]への作用に関する不
変式環 SW を考えることができる. ここでChevalleyの結果から,

SW = R[P1, . . . , Pℓ]

となるような, R上で代数的独立な斉次多項式P1, . . . , Pℓ (degP1 < degP2 ≤
· · · ≤ degPℓ)が存在する. これらを基本不変式と呼んだ. ここで degP1 =

2ということはよく知られている. さらに P1から定まる V 上のW 不変
内積を Iとおく. これにより V と V ∗が自然に同一視される. また,

DerS ≃ S ⊗ V, ΩS ≃ S ⊗ V ∗

に注意すると, I∗によりΩSとDerSは自然に同一視される.

さて, ここで超平面配置の代数として定式化した対数的ベクトル場の起
源の話をしよう. それは齋藤恭司による以下の定理である：

定理 4.2 (cf. [14])

AΦ+ は自由配置であり, D(AΦ+)は基底として I∗dP1, . . . , I
∗dPℓ を持つ.

特に exp(AΦ+) = exp(W )である.

すなわちワイル群の指数は, ワイル配置の自由配置としての指数と一致
するのである. この観点から, 対数的ベクトル場を用いて超平面配置の指
数が定義できる配置としてのワイル配置の一般化が自由配置であり, 実際
その指数は, 寺尾の分解定理より位相幾何的意味を持つことが証明されて
いる. よって定理 4.2こそ, 対数的ベクトル場とその自由性研究の起源た
る定理である.

さて, この観点を旗多様体の幾何学と関連付けることを考えよう. まず
有名な事実として, 2 = degP1 < degP2を思い出しておく. 空でない自由
配置の基底は必ず次数 1のオイラー微分 θE を含むので, 定理 4.2におい
てこれに対応するものは I∗dP1しかありえない. よって I∗dP1 = θEと仮
定してよい. よって

I∗dPi(P1) = I∗(dPi, dP1) = I∗(dP1, dPi) = I∗(dP1)(Pi) = θE(Pi) = Pi

が, up to non-zero scalarで成立する. よって,

a(Φ+) := {θ(P1) | θ ∈ D(AΦ+)} = (P1, . . . , Pℓ)

が直ちにわかる. ゆえに, Borelの結果と合わせることで, 以下が直ちに
従う.
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系 4.3

S/a(Φ+) ≃ H∗(G/B,R)

つまり, 旗多様体のコホモロジー環の表示が余不変式環から得られる,

という不変式論を用いたBorelの結果は, 超平面配置の対数的ベクトル場
を用いれば不変式論なしで定式化できる. よって, 一般には不変式論が出
てこないような対象に対しても, この同型を拡張できるのでは, という疑
問が当然わいてくる. この設定では特に, U ⊂ Φ+ に対して,

a(U) := {θ(P1) | θ ∈ D(AU)}

と定義した場合に, U からやはり定まる多様体XU が存在して,

S/a(U) ≃ H∗(XU)

とならないだろうか, という問題といえる. これに対して肯定的な問いが,

イデアルとイデアルに対応する配置, およびHessenberg多様体について
言える, というのがこの章の主定理である. そこでイデアルに I ⊂ Φ+に
対応するイデアル配置AI := {Hα | α ∈ I}の自由性についての以下の定
理をまず紹介しておく：

定理 4.4 ([5])

任意のイデアル I ⊂ Φ+に対して, AIは自由配置であり,その指数は Iに含
まれる正ルートたちの高さ分布の双対分割と一致. ここで (a1, a2, . . . , as)

たる単調非増加数列の双対分割とは,

((0)ℓ−a1 , (1)a1−a2 , . . . , (s− 1)as−1−as , (s)as)

たる数列である. exp(AI) =: (dI1, . . . , d
I
ℓ)と表す.

これらを用いることで, 以下の定理が得られる.

定理 4.5 ([6])

(1) I ⊂ Φ+をイデアルとし, N ∈ gを regular nilpotentとする. この時
S ⊃ Φ+ ∋ αを c1(Lα) ∈ H∗(G/B)に送るというBorelの同型の自然な制
限として,

S/a(I) ≃ H∗(X(N, I))
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が成立. 特にH∗(X(N, I))は完全交差環であり,

Poin(X(N, I); x) =
ℓ∏
i=1

(1 + x+ · · ·+ xd
I
i )

が成立. さらにH∗(G/B)→ H∗(X(N, I))は全射.

(2) I ⊂ Φ+をイデアルとし, s ∈ gを regular semisimpleとする. こ
の時

S/a(I) ≃ H∗(X(s, I))W

が成立. ここでコホモロジー環へのW の作用は, Tymoczkoにより定義さ
れた dot action ([17]参照). 特にH∗(X(s, I))W は完全交差環.

(3)

H∗(X(s, I))W ≃ H∗(X(N, I)).

証明はかなり長いので触れられないが, 重要なポイントの一つとして,

H∗(X(N, I))の完全交差性とポアンカレ多項式の決定には, それぞれイデ
アル配置AI の自由性とその指数の情報が, 決定的な役割を果たしている
という点があげられる. アルチン環 S/a(I)は一般的な定義も可能で, 自
由であればある程度の情報はわかるのだが ([7]), 自由でなければ完全交
差性などは判定できないのが現状である. よって定理 4.4 は極めて重要で
あり, 自由配置の重要性は, 対数的ベクトル場の代数的構造にとどまらな
いことがわかる.

定理 4.5はHessenberg多様体のコホモロジー環の構造論や, Aが regular

semisimpleな場合のワイル群作用に関連した幾何学的表現論などにおい
て重要な役割を果たすと期待されている（詳細は [1]などを参照）. しか
し証明はイデアル I ⊂ Φ+ の元の数に関する帰納法であり, I に元を加
えてもイデアルになる状況を帰納的に処理することで, Borelの同型にま
で帰着させることが鍵となっている. ゆえに, なぜイデアル配置の対数
的ベクトル場から構成されるイデアル a(I)が, 同じイデアルに対応する
Hessenberg多様体のコホモロジー環の表示に重要な役割を果たすのかと
いう理由は謎のままである. この辺りの本質的な構造を明らかにするこ
とができれば, これらの研究はより深みを増すと期待される.
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0. 序

導来圏やホモトピー圏は, ホモロジー代数を研究するための基本的な枠組みだが,
これら三角圏を分析するためのひとつの手がかりは, 部分圏の直交性である. 三角圏
T の部分圏 U による局所化とは, 商圏 T /U を取るVerdier局所化が基本的であり, ど
んな部分圏に対しても行うことができる. いっぽう, 一定の条件をみたす部分圏につ
いては,

T /U ≃ U⊥ = {t ∈ T | T (U , t) = 0},
または

T /U ≃ ⊥U = {t ∈ T | T (t,U) = 0}
なる準同型定理のような三角同値が成立し, 商圏を充満部分圏として捉えることがで
きる. これが Bousfield局所化である. 随伴函手対として定義されることが多いが, 直
交部分圏の対（半直交分解）として捉えることもできる.　 Bousfield局所化の発展
形としてルコルマン (連続する２対の半直交分解), 三角形ルコルマン（連続して回帰
的な３対の半直交分解）があり, 順に対称性が高くなる. 図 1.3(Bousfield局所化), 図
1.6（ルコルマン), 図 1.10（三角形ルコルマン）を比較してみて欲しい.
三角形ルコルマンの応用例として, 特異圏と Cohen-Macaulay安定圏の同値が挙

げられる.　 Gorenstein環 R上の Cohen-Macaulay加群の安定圏は, 以下のホモト

2016 年 9 月 10 日 第 61 回代数学シンポジウム
本稿は, 伊山修, 宮地淳一両氏との共同研究 [17], [18], [19] に基づく.
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2 加藤　希理子

ピー圏および導来圏（特異圏と呼ばれる）と三角同値であることが知られている.
(Buchweitz [7].)

(0.1) CM(R) ≃ Kb,−(projR)/Kb(projR) ≃ Db(modR)/Dperf

Kb,−(projR)の拡大圏である Kb,∞(projR)において同様の Verdier商を取ると, Rの
上三角行列環 T2(R)の特異圏と同値であることがわかった（定理 2.3 ).

(0.2) Kb,∞(projR)/Kb(projR) ≃ CM(T2(R))

これは, 圏の拡大 Kb(projR) ⊂ Kb,−(projR) ⊂ Kb,∞(projR)において

Kb,∞(projR)/Kb,−(projR) ≃ Kb,−(projR)/Kb(projR) ≃ CM(R)

が成立することと関係がある. Kb,∞(projR)/Kb(projR)における三角形ルコルマン
を用いると, 部分圏における同値 (0.1)から全体の同値 (0.2)を引き出すことができる.
三角圏がこのような対称性を有するとは考えられていなかったようだが, 一般に n

角形ルコルマンを定義することができる. たとえば, ADE型の道代数の導来圏には,
グラフの形に応じた多角形ルコルマンが存在する. 構造的な理由は, これらの導来圏
の分数 Calabi-Yau性である. 函手的有限な部分圏は左右の直交圏とともにルコルマ
ンを形成するが, 分数Calabi-Yau圏においては, 直交圏を取る操作が回帰的になるの
で, 多角形ルコルマンが得られる（命題 3.3).
多角形ルコルマンを備えた新しい三角圏として注目したのが N -複体の圏である.

通常の複体は微分写像 2回の合成が零になるのに対し, 微分写像N 回の合成で零にな
るのがN -複体である. 概念自体は単体的複体のホモロジー計算に端を発し [28], 最近
になって様々な動機から研究対象となっている [2, 4, 8, 9, 10, 11, 16, 20, 22, 25, 26].
実際, 加法圏 Bの N -複体のホモトピー圏 KN (B)を構成してみると, 2N 角形ルコル
マンを見つけることができた（定理 4.9）.
ところで得られた 2N 角形ルコルマンを観察してみると, 意外な事実が判明した.

M ∈ B を N − 1個並べたM = M = · · · = M は N -複体とみなせる. そこで B の
N − 2条の分裂単射の列M1 → M2 → · · · → MN−1 からなる加法圏MorsmN−1(B)を
考える. すると, N -複体のホモトピー圏 KN (B)とは, 通常の（2-複体の）ホモトピー
圏 K(MorsmN−1(B))と三角同値であることが判った (定理 5.5). たとえば Bとして環R
の射影加群の圏を考えれば, KN (ProjR) ≃ K(ProjTN−1(R))ということになる.

1. Bousfield局所化

1.1. 半直交分解.

定義 1.1 (Bousfield 局所化函手). 三角圏 T と濃密部分圏 U に対し, 　商函手 Q :
T → T /U が右随伴函手 L : T /U → T を持つとき，L を Bousfield 局所化函手
(Bousfield localization functor)と呼ぶ．このとき，T は U に関して Bousfield
局所化可能であるという．商函手の左随伴函手があれば, Bousfield余局所化函手と
呼ばれる.

　

命題 1.2 (局所化による圏の完全列). T は U に関してBousfield局所化可能としよう.
　

U
incU // T

QU // T /U
L

oo
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U⊥ = V とおくと,　 U(V)に関する包含函手および商函手は, 右（左）随伴函手をも
ち, 以下の図式が可換である.　　

(1.3) T /V
Γ

  B
BB

BB
BB

B
≃

~~||
||
||
||

U
incU // T
U

oo
QU //

V

��>
>>

>>
>>

>

QV

``BBBBBBBB
T /U

L
oo

V
incV

__>>>>>>>>
≃

=={{{{{{{{

(incU , U), (QU , L), (Γ, QV), (V, incV)は随伴函手対である.

定義 1.4 (半直交分解). 三角圏T の半直交分解 (semi-orthogonal decomposition)
(または安定 t構造 (stable t-structure))とは,　以下の条件をみたす充満部分圏の
組 (U ,V)である.　

(a) U = ΣU , V = ΣV.
(b) T (U ,V) = 0.
(c) T の各対象 x ∈ T に対し, u ∈ U , v ∈ V なる完全三角 u→ x→ v → Σuが
存在する.

命題 1.2における考察をまとめると以下のようになる.

命題 1.5 (Bousfield局所化と半直交分解: [29] 9.1). 三角圏 T の濃密部分圏 U につ
いて以下は同値である.

(1) T は U に関して Bousfield局所化可能である.
(2) T は U⊥ に関して Bousfield余局所化可能である.
(3) (U ,U⊥)は T の半直交分解である.　

1.2. ルコルマン.
(U ,V), (V,W)がともに T の半直交分解だとしよう. 命題 1.2を繰り返すと, 以下

の図式が得られる. ただし上下・左右の矢印はいずれも随伴函手対である.

(1.6) T /V
≃

}}{{
{{
{{
{{

≃ //

!!C
CC

CC
CC

C

!!C
CC

CC
CC

C
W

����
��
��
��

U // Too //

aaCCCCCCCC

??��������

}}{{
{{
{{
{{
{

��>
>>

>>
>>

>

��>
>>

>>
>>

> T /Uoo

≃
}}{{
{{
{{
{{

T /W

=={{{{{{{{{

≃
// V

__>>>>>>>>

上図の左上‐右下のラインを見ると , V に関する包含函手と商函手がそれぞれ, 右
随伴函手と左随伴函手を両方持っていることがわかる.　

V inc // Too
oo Q // T /Voo

oo

このような状況をルコルマンと呼ぶ.　 Bellinson-Bernstein-Deligneによって与えら
れたルコルマンの定義は定義 1.7の通りであるが, 命題 1.8で見るように, ルコルマ
ンは, 連続する２対の半直交分解 (U ,V), (V,W)と捉えてよい.
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定義 1.7 (ルコルマン: Bellinson-Bernstein-Deligne [3]). 三角圏と三角函手の図式

T ′ i∗ // T
i!

oo

i∗oo
j∗ // T ′′
j!

oo

j∗oo

は,　以下の条件をみたすときルコルマン (recollement）と呼ばれる.　

(1) i∗, j! および j∗ は充満忠実.
(2) (i∗, i∗), (i∗, i

!), (j∗, j
∗), (j∗, j!)は随伴函手対.

(3) 自然な包含 Im j! ↪→ Ker i!, Im i∗ ↪→ Ker j∗,
Im j∗ ↪→ Ker i∗ は同値函手.

このとき, T は T ′ と T ′′ のルコルマン（貼り合せ）であるという.

命題 1.8 (ルコルマンと半直交分解: Bellinson-Bernstein-Deligne [3] 1.4.17, Miyachi
[24] 2.7 ).

(1)

T ′ i∗ // T
i!

oo

i∗oo
j∗ // T ′′
j!

oo

j∗oo

がルコルマンであるとき, U = Im j∗, V = Im i∗, W = Im j!とおけば, (U ,V),
(V,W) は T の半直交分解となる.

(2) (U ,V), (V,W)を T の半直交分解とする. 包含函手を i∗ : V → T とすると,
Im j∗ = U , Im j! =W となるような以下のルコルマンが存在する.

V i∗ // T
i!

oo

i∗oo
j∗ // T /V
j!

oo

j∗oo

1.3. 多角形ルコルマン.

定義 1.9 (多角形ルコルマン: [19]). T に連続回帰的な n 個の半直交分解 (U1,U2),

(U2,U3), · · · , (Un−1,Un), (Un,U1) があるとき, (U1,U2, · · · ,Un) をｎ角形ルコルマン
（n-gon of recollements)と呼ぶ.　

nが奇数の場合, n角形ルコルマンは,　関係する部分圏 Uiと商圏 T /Uiはすべて
三角同値になり, 極めて高い対称性を呈する. このことは, 命題 1.2の議論を繰り返
せばわかる.下図は, 三角形ルコルマン (U ,V,W)を表している. ただし上下・左右の
矢印は随伴函手対である.

(1.10) T /V
≃

}}{{
{{
{{
{{

≃ //

!!C
CC

CC
CC

C

!!C
CC

CC
CC

C
W

≃

!!C
CC

CC
CC

CC

����
��
��
��

U // Toooo //

aaCCCCCCCC

??��������

??��������

}}{{
{{
{{
{{
{

��>
>>

>>
>>

>

��>
>>

>>
>>

> T /Uoooo

≃
}}{{
{{
{{
{{

T /W
≃

aaCCCCCCCCC

=={{{{{{{{{

=={{{{{{{{{

≃
// V

__>>>>>>>>

命題 1.11 (多角形ルコルマンの対称性; [19]). (U1,U2, · · · ,Un)を三角圏 T の n角形
ルコルマンとすると, 以下の三角同値が成り立つ.

(1) nが奇数のとき, すべての Ui, T /Ui は同値.
(2) nが偶数のとき,
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(a) すべての U2i と T /U2i+1 は同値.
(b) すべての U2i+1 と T /U2i は同値.

対称性の帰結として, 三角形ルコルマンがあるときには, 部分圏を見ただけで圏全
体の情報が得られるという便利な状況になっている.

命題 1.12 ([17] 1.16, [19] 1.7). T , S を n角形ルコルマンを持つような三角圏とし,
(U1, · · · ,Un), (V1, · · · ,Vn)をそれぞれ T , S の n角形ルコルマンとする. 三角函手
F : T → S が F (Ui) ⊂ Vi (i = 1, · · · , n)をみたすとする.

(1) nが奇数の場合, F の部分圏への制限 F |U1 : U1 → V1 が同値であれば, F は
同値である.

(2) nが偶数の場合, F の部分圏への制限 F |U1 : U1 → V1, F |U2 : U2 → V2 が同
値であれば, F は同値である.

注意 1.13. 四角形ルコルマンに対応するものとして, spherical functorなる概念が
ある. これは, DG三角圏の間の函手 S : D → E で一連の性質をみたすものである
(Anno-Logvinenko [1]). このとき, 貼り合わせ E∗Dに四角形ルコルマンが存在する.
逆に, DG 三角圏の四角形ルコルマンからは spherical functor を構成することがで
きる (Halpern-Leistner-Shipman[13]). spherical functorの定義は人工的に見えるが,
組紐群の表現に関連した自然な例があるようだ.

2. Cohen-Macaulay加群と特異圏

多角形ルコルマンの応用例として, ホモトピー圏と Cohen-Macaulay加群圏の同
値について説明しよう.

定義 2.1. 加法圏 Aのホモトピー圏 K(A)において次のような部分圏を考える.

Kb(A) K−,b(A) K+,b(A) K∞,∅(A) K∞,b(A)

complex bounded bounded above bounded below unbounded unbounded

homology bounded bounded bounded acyclic bounded

つまり添字の 1番目はホモロジーについて, 2番目は複体の形状についての記述で
ある.

以下, Rを Iwanaga-Gorenstein環, すなわち両側ネーター環かつ Rの入射次元は
両側とも有限とする. 有限生成射影加群のホモトピー圏 K(projR)の部分圏を考える.

簡単のために,　 K∞,b(projR)等を projRを省略して K∞,b 等と略記する.　
K(projR)の商部分圏のうち, 商圏 K−,b/Kb(projR) は特異圏 (singularity cate-

gory)と呼ばれ, 環の正則性を判定する. 最近は超弦理論への応用も関心を集めてい
るが (Orlov [30], [31]), 注目したいのは, 特異圏が加群圏でもあることだ.　有限生成
R-加群M で ExtiR(M,R) = 0 (i > 0)をみたすものをCohen-Macaulay加群と呼
ぶ. 1 Cohen-Macaulay加群の圏 CMRは Frobenius圏ゆえ, 安定圏 CMRは三角圏
となり (Happel [14]), 次の三角同値がある

定理 2.2 (Happel [15], Rickard [32], Buchweitz [7]).

K−,b/Kb(projR) ≃ CMR.

一方, 次の三角同値があることにも気づく.　

K∞,b/K−,b(projR) ≃ K∞,∅(projR) ≃ CMR.

1Cohen-Macaulay 加群は一般には正則列によって定義される. 上記は, Gorenstein 環上の Cohen-

Macaulay 加群を Gorenstein 射影加群として特徴づける性質である.
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これらの観察から, K∞,b/Kb(projR)は, Cohen-Macaulay 加群による記述ができる
のではないかと推測できる.

定理 2.3 ([17] 4.8 ).

(K∞,b/Kb)(projR) ≃ CMT2(R)

ただし T2(R)は R上 2次の上三角行列環である.

証明：CMT2(R)というのはイメージしにくいかも知れないが, Cohen-MacaulayR-
加群の単射からなる圏と同値である.　 Cohen-Macaulay加群の単射 λ : M → N に
対して,　

· · · → G−1 → G0 ρ→M → 0

0→ N
ϵ→ E1 → E2 → · · ·

が完全列になるような射影加群の複体 G, E を取る. それらを λで貼り合せた複体

F (λ) : · · ·G−1 → G0 ϵλρ−→ E1 → E2 → · · ·

を作ると, F は三角函手 F : CMT2(R)→ K∞,b /Kb を導く. 同値を直接計算で示そ
うとすると結構難しい.　

定理 2.4 ([17] 2.8). 商圏 K∞,b /Kb = K∞,b(projR)/Kb(projR)は, 次の三角形ルコ
ルマンを持つ.

(K−,b/Kb,K∞,∅,K+,b/Kb)

(K∞,∅ ∩Kb = 0なので K∞,∅ /Kb = K∞,∅ である. )

定理 2.3証明続き：定理 2.4で得られた三角形ルコルマン (K−,b/Kb,K∞,∅,K+,b/Kb)
に注目して F による逆像を考えると,　次の CMT2(R)の部分圏に対応することがわ
かる.　

CMp = {M ↪→ P |M ∈ CMR,P ∈ projR},
CM1 = {M = M |M ∈ CMR},
CM0 = {0→M |M ∈ CMR}

　特に, F |CM1
は,　知られた同値 CMR ≃ K∞,∅ に他ならない.　 (CMp,CM1,CM0)

は CMT2(R)の三角形ルコルマンをなすので, 命題 1.12より F の同値性を得る.　
（定理 2.3証明終）　

定理 2.4の証明：三角形ルコルマンは順次,　以下の半直交分解から得られる. こ
のうち, (1)-(3)は環 Rが Iwanaga-Gorensteinでなくても一般に成り立つ.

(1) (K−,b,K∞,∅)は K∞,b の半直交分解.　
(2) (K−,b/Kb,K∞,∅)は K∞,b/Kb の半直交分解.　
(3) (K+,b/Kb,K−,b/Kb)は K∞,b/Kb の半直交分解.　
(4) (K∞,∅,K+,b)は K∞,b の半直交分解.　
(5) (K∞,∅,K+,b/Kb)は K∞,b/Kb の半直交分解.　

(4), (5)は Rの Iwanaga-Gorenstein性から HomR(−, R)によって引き起こされる以
下の反変同値が鍵である.

K∞,b(projR) ≃ K∞,b(projRop)

K−,b(projR)≃K+,b(projRop),K+,b(projR) ≃ K−,b(projRop),K∞,∅(projR) ≃ K∞,∅(projRop).

従って (1)で得られたK∞,b(projRop)の半直交分解 (K−,b(projRop),K∞,∅(projRop))

は, HomR(−, R)によってK∞,b(projR)の半直交分解 (K∞,∅(projR),K+,b(projR))に
移される.　（証明終）
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3. 分数 Calabi-Yau圏

多角形ルコルマンを自然に導く三角圏の構造について説明しよう．

定義 3.1 (分数 Calabi-Yau圏). 三角圏 T の射の空間が体K 上有限次元ベクトル空
間となっているとする. （このとき T はK-線型な三角圏と呼ばれる）. 整数m,nに
対し,　 T が m

n -Calabi-Yau圏とは, 以下の性質をみたす自己同値函手 S : T → T
があることをいう.　

• 自然な同型 T (x, y) ≃ Homk(T (y, Sx),K) が成り立つ．このような函手 Sは
Serre函手と呼ばれる.
• 自然な同型 Sn ≃ Σm が成り立つ

n = 1のときは, 単にCalabi-Yau圏と呼ばれる.　

例 3.2 ( [21] Example 8.3 (2) ). Rを An, Dn, E6, E7, E8 型 Dynkin箙のK 上道代
数としたとき, Serre函手Στ によってDb( mod R)は h−2

h -Calabi-Yau圏になる．　
但し τ は Auslander-Reiten移動, hは Coxeter数である.

T を m
n -Calabi-Yau圏とする. 函手的有限な三角部分圏 U に対して, 以下の 2n角

形ルコルマンが得られる.

(U ,U⊥, SU , (SU)⊥, · · · , Sn−1U , (Sn−1U)⊥)

実際, (U⊥, SU)が半直交分解であることは, Serre 函手の定義からわかる.　したがっ
て ((Sn−1U)⊥, SnU)は半直交分解だが, SnU = ΣmU = U である．U の取り方によっ
ては, 上の 2n角形ルコルマンは, 2nの約数 lによって l角形ルコルマンにできる.　

命題 3.3 (分数 Calabi-Yau圏の多角形ルコルマン；[18]). m
n -Calabi-Yau圏は, 2n角

形ルコルマンを持つ.

因みに, Kuznetsovは, Lefschetzタイプの半直交分解と spherical functorから分
数 Calabi-Yau圏を構成している [23] .

4. N 複体の圏

4.1. N-複体の圏, ホモトピー圏, 導来圏.
[N-複体の圏 ] 整数N ≥ 2に対して加法圏 B上のN -複体 とは, Bにおける射の列

· · ·
di−1
X−−−→ Xi diX−−→ Xi+1 di+1

X−−−→ · · ·
で各 i ∈ Zにおいて

di+N−1X · · · di+1
X diX = 0

をみたすものをいう. 通常の複体は 2-複体である. N 複体の射は, 射の可換図式で与
えられる.

· · ·
di−1
X−−−→ Xi diX−−→ Xi+1

di+1
X−−−→ · · ·

↓fi ↓fi+1

· · ·
di−1
Y−−−→ Y i

diY−−→ Y i+1
di+1
Y−−−→ · · ·

すると, N -複体の圏 CN (B)を定義することができる.
[N-複体のホモトピー圏] N 複体の射 f : X → Y , g : X → Y がホモトピー同値

(f ∼ g）とは, 各 i ∈ Zに対して, 以下をみたす射 si ∈ HomB(Xi, Y i−N+1)が存在す
ることをいう.

(4.1) f i − gi =
N−1∑
j=1

di−1Y · · · di−N+j
Y si+j−1di+j−2X · · · diX
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N 複体のホモトピー圏 KN (B)とは, ホモトピー同値類を射とする圏である.

HomKN (B)(X,Y ) = HomCN (B)(X,Y )/ ∼ .

KN (B)の三角圏構造は, CN (B)の Frobenius圏構造から得られる. すなわち, 以下
のように段階を踏んで遷移と完全三角を定義する.

(1) CN (B)において, 射の列 0→ X
f−→ Y

g−→ Z → 0で各項 0→ Xi fi

−→ Y i
gi−→ Zi →

0が分裂完全列であるようなものを短完全列 (conflation)と呼ぶことにする. この短
完全列に関する入射対象や射影対象を考えてみる. M ∈ Bおよび 整数 sに対し, M
を第 s項から左側にN 個並べたものはN -複体になる.

µsN (M) : · · · → 0→M = · · · = M = M → 0→ · · ·

つまり µsN (M)
i

= M (s−N + 1 ≤ i ≤ s) , diµs
N (M) = 1M (s−N + 1 ≤ i < s)であ

る. すると, 以下が成り立つ.

補題 4.2 ([18] 2.2). µsN (M)は CN (B)の入射対象かつ射影対象である.

(2) 任意のX ∈ CN (B)に対して, 以下の短完全列がある.

0→ Ker ρX
ϵX−−→

⊕
n∈Z

µnN (Xn−N+1)
ρX−−→ X → 0,

0→ X
λX−−→

⊕
n∈Z

µnN (Xn)
ηX−−→ CokλX → 0.

これは, CN (B)が入射対象と射影対象を十分に備えていることを意味する. したがっ
て, 以下を得る.

定理 4.3 ([18] 2.1). CN (B)は Frobenius圏である.

(3) 一般に Frobenius圏 F の安定圏 F は, 三角圏構造を持つことが知られている
[15]. このタイプの三角圏を代数的三角圏と呼ぶ. ただし安定圏 F とは, F と同じ対
象からなり,

HomF (X,Y ) = HomF (X,Y )/I(X,Y )

と定義する. I(X,Y )は HomF (X,Y )に属する射のうち, 射影入射対象を通過するも
のからなるイデアルである.

(4) CN (B)の射 f : X → Y に対して, 補題 4.2の第 2短完全列において I(X) =⊕
n∈Z µ

n
N (Xn), ΣX = CokλX とおく. 以下の短完全列の図式が得られる.

0 // X
λX //

f
��

I(X)

ψf��

ηX // ΣX // 0

0 // Y
g // Z

h // ΣX // 0,

そこで,

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ ΣX

を完全三角とし, X 7→ ΣX を遷移とすれば良い. 写像錘の具体的な記述については
[18]2節を参照されたい.

[N-複体の導来圏] アーベル圏 A上の N -複体 に対しては, ホモロジーを定義する
ことができる. N -複体

· · · → Xi−1 di−1
X−−−→ Xi diX−−→ Xi+1 → · · · .
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および, 整数 0 ≤ r ≤ N , i ∈ Zに対して, X の i-次・振幅 rのホモロジーHi
(r)(X)を

以下のように定義する.

Zi(r)(X) := Ker(di+r−1X · · · diX), Bi(r)(X) := Im(di−1X · · · di−rX ),

Ci(r)(X) := Cok(di−1X · · · di−rX ), Hi
(r)(X) := Zi(r)(X)/Bi(N−r)(X).

定義 4.4. X ∈ CN (A)が 非輪状とは, 任意の 0 < r < N および i ∈ Zに対して
Hi

(r)(X) = 0が成り立つことをいう.

たとえばN -複体 µsN (M)はもちろん, 非輪状である. N -複体のホモロジーには, 次
数に加えて振幅があるので厄介そうだが, 実は, Hi

(r)(X) = 0 (i ∈ Z)がある rについ
て成立していれば, N -複体X は非輪状である (Kapranov [20]).

定義 4.5. 非輪状なN -複体からなる KN (A)の部分圏 Ka
N (A)は, 三角部分圏となる.

商圏 KN (A)/Ka
N (A)を AのN -複体の導来圏と呼び, DN (A)で表す.

4.2. N-複体の圏における多角形ルコルマン. (N −1)-複体は明らかにN -複体である.
この事実を, 三角函手として捉えてみよう.

[待たせる函手 Is : KN−1(B) → KN (B)] X ∈ KN−1(B), s ∈ Zに対して, IsX =
I ∈ KN (B)を以下のように定義する.

Is+iN = Xs+i(N−1), ds+iNI = 1Xs+i(N−1)

Is+iN+1 = Xs+i(N−1), ds+iN+1
I = d

s+i(N−1)
X

Is+iN+j = Xs+i(N−1)+j−1, ds+iN+j
I = d

s+i(N−1)+j−1
X (2 ≤ j < N)

I = IsX とおくと, 三角函手 Is : KN−1(B)→ KN (B)が定義される.

X : · · · // Xs // Xs+1 // Xs+2 // · · · // Xs+(N−1) //
QQQQ

Q
QQQQ

Q Xs+N // Xs+N+1 // · · ·

IsX : · · · // Xs Xs // Xs+1 // · · · // Xs+N−2 // Xs+(N−1) Xs+N−1 // · · ·

[急がせる函手 Js : KN (B) → KN−1(B) ] 逆に Y ∈ KN (B), s ∈ Z に対して
JsY = J ∈ KN−1(B)を以下のように定義する.

Js+i(N−1) = Y s+iN , d
s+i(N−1)
J = dY s+iN+1dY s+iN

Js+i(N−1)+1 = Y s+iN+2, d
s+i(N−1)+1
J = ds+iN+2

Y

Js+i(N−1)+j = Y s+iN+j+1, d
s+i(N−1)+j
J = ds+iN+j+1

Y (2 ≤ j < N − 1)

J = JsY とおくと, 三角函手 Js : KN (B)→ KN−1(B)が定義される.

Y : · · · // Y s // Y s+1 // Y s+2 // · · · // Y s+N−1 // Y s+N //

ooo
ooooo
oo

Y s+N+1 // · · ·

JsY : · · · // Y s

d2Y

// Y s+2 // Y s+3 // · · · // Y s+N

d2Y

// Y s+N+2 // Y s+N+3 // · · ·

[KN (B)のルコルマン]

命題 4.6 ([19] 5.6). 上記の対応は, 三角函手 Is : KN−1(B)→ KN (B), Js : KN (B)→
KN−1(B)を定義する. Isは Jsの左随伴函手であり. Jsは Is+1の左随伴函手である.
Is は忠実充満である.
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(4.7) KN (B)

Is←−
Js−→
Is+1←−

KN−1(B)

命題 4.6から, (Im Is,Ker Js), (Ker Js, Im Is+1)がKN (B)の半直交分解になってい
ることがわかる. また命題 1.8からKer Jsは三角函手の像になっているはずである. 合
成函手KN (B)

Js−→ KN−1(B)
Js−→ KN−2(B) · · · Js−→ K2(B)を JN−2s : KN (B)→ K2(B)

と表すことにする. 同様に IN−2s : K2(B)→ KN (B)も定義する.

Ker Js = {X ∈ KN (B) | diX = id (j ≡ s+ 2, s+ 3, · · · , s+N − 1 mod N)}
より Ker Js = Im IN−2s+2 がわかる.

命題 4.8 ([19] 5.10). 任意の整数 sに対して, 以下のルコルマンがある.

K2(B)

JN−2
s+1←−
IN−2
s+2−→
JN−2
s+2←−

KN (B)

Is←−
Js−→
Is+1←−

KN−1(B)

[KN (B)の多角形ルコルマン] Im Is = Vs, Im IN−2s = Us とおくと, 命題 4.6より,
上記のルコルマンは 以下の半直交分解を導く.

· · · (Vs,Us+2), (Us+2,Vs+1), (Vs+1,Us+3), (Us+3,Vs+2), · · ·
しかし,

Vs = {X ∈ KN (B) | diX = id (j ≡ s mod N)},
Us = {X ∈ KN (B) | diX = id (j ≡ s, s+ 1, · · · , s+N − 2 mod N)}

ゆえ Vs = Vs+N , Us = Us+N である. 従って次を得る.

定理 4.9 ([19]; 5.11). KN (B)は, 以下の 2N 角形ルコルマンを有する.

(U1,V0,U2,V1, · · · ,UN ,VN−1)

5. 分裂単射の圏

r < N のとき, Bの対象M を r個並べた

µsr(M) : · · · → 0→M = · · · = M = M → 0→ · · ·
はN -複体である.

定義 5.1. B上の分裂単射の圏 MorsmN−1(B)を以下のように定義する.

• MorsmN−1(B) の対象は, B における N − 1 条の分裂単射の列 C : C1 α1
C−−→

· · ·
αN−2

C−−−−→ CN−1 である.
• MorsmN−1(B)における C からD への射は, 以下の可換図式をみたす Bの射の
組 f = (f1, · · · , fN−1)である.

C : C1
α1

C //

f1
��

C2
α2

C //

f2
��

· · ·
αN−2

C // CN−1

fN−1

��
D : D1

α1
D // D2

α2
D // · · ·

αN−2
D // DN−1
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補題 5.2 ([19] 6.1). MorsmN−1(B)の対象 C : C1 α1
C−−→ · · ·

αN−2
C−−−−→ CN−1 に対して, N -

複体

· · · → 0→ C1 α1
C−−→ · · ·

αN−2
C−−−−→ CN−1 → 0→ · · ·

を対応させることにより, MorsmN−1(B)は, CN (B)および KN (B)の充満部分圏と同値
である. この対応によって

MorsmN−1(B) = {
N−1⨿
r=1

µN−1r (Br) | Br ∈ B}

である. C,D ∈ MorsmN−1(B)に対して,

HomCN (B)(C,Σ
iD) = HomKN (B)(C,Σ

iD) = 0(i ̸= 0).

（証明）前半は明らかである. 後半を示そう. B ∈ B, 0 < r < N に対して CN (B)の
短完全列

0→ µN−1r (B)→ µN−1N (B)→ µN−r−1N−r (B)→ 0

において, 中央の µN−1N (M)は射影入射対象なので, ΣµN−1r (B) = µN−r−1N−r (B)であ
る. これを繰り返すと一般に次がわかる.

Σ2kMorsmN−1(B) ={
N−1⨿
r=1

µ(1−k)N−1
r (Br) | Br ∈ B},

Σ2k+1 MorsmN−1(B) ={
N−1⨿
r=1

µ
(1−k)N−r−1
N−r (Br) | Br ∈ B}

すなわち, i ̸= 0なら C,D ∈ MorsmN−1(B)に対して, C と ΣiDの非零項の次数は全く
重ならない. ここから最後の式を得る. （証明終）
そこで, CN (B)をMorsmN−1(B)の 2-複体の圏 C(MorsmN−1(B))と比較してみよう.

補題 5.3 ([19] 6.3). MorsmN−1(B) ↪→ CN (B)は, 完全函手F : C(MorsmN−1(B))→ CN (B)
に拡張できる. F は三角函手 FN : K(MorsmN−1(B))→ KN (B) を導く.

証明: 以下のように段階的に三角函手を構成する.

(1) F :
⨿
i ΣiM MorsmN−1(B) → CN (B). C ∈ MorsmN−1(B)に対して, F (ΣMC) =

ΣC と定義する. ただし ΣM は C(MorsmN−1(B))における遷移（−1次項のみ
に C を置く 2-複体)を表す.

(2) F : Cb(MorsmN−1(B))→ CN (B). C(MorsmN−1(B))の対象のうち, 有界なものか
らなる部分圏をCb(MorsmN−1(B))と書く. Cb(MorsmN−1(B))の対象は, MorsmN−1(B)
の対象から, 遷移と写像錘を有限回繰り返して得られる. したがって, 上
記 F :

⨿
i ΣiM MorsmN−1(B) → CN (B) から遷移と写像錘を保つように, F :

Cb(MorsmN−1(B))→ CN (B)を定義する.

(3) F : C−(MorsmN−1(B))→ CN (B). C(MorsmN−1(B))の対象のうち, 右に有界なも
のからなる部分圏を C−(MorsmN−1(B))と書く. X ∈ C−(MorsmN−1(B)), n ∈ Z
に対して

τ≥nX : · · · → 0→ Xn → Xn+1 → Xn+2 → · · · ,

とおく. τ≥nX ∈ Cb(MorsmN−1(B))であり, τ≥nX → τ≥n−1X → · · · → X =
lim
→
τ≥iX である. そこで F (X) = lim

→
F (τ≥iX)とすれば良い.
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(4) F : C(MorsmN−1(B))→ CN (B). Y ∈ C(MorsmN−1(B)), n ∈ Zに対して

τ≤nY : · · · → Y n−2 → Y n−1 → Y n → 0→ · · ·

とおく. τ≤nY ∈ C−(MorsmN−1(B))であり, τ≤nY ← τ≤n+1Y ← · · · ← Y =
lim
←
τ≤iY である. そこで F (Y ) = lim

←
τ≤iF (Y )とすれば良い.

(5) F : K(MorsmN−1(B))→ KN (B). F : C(MorsmN−1(B))→ CN (B)が射影入射対象
を射影入射対象に送ることを示せば良い. 射影入射対象とは, 恒等射の写像
錘の直和因子だが, (2)より, 恒等射の写像錘は, 恒等射の写像錘になる.

（証明終）

注意 5.4. 函手 F : C(MorsmN−1(B))→ CN (B)は, 上記の構成を使って具体的に書くこ
とができる. [19]6.6 参照.

[19]の主定理を述べる. 多角形ルコルマンが鍵になっていることに注意してほしい.

定理 5.5 ([19]6.8). F : K(MorsmN−1(B))→ KN (B)は, 同値である.

（証明）N に関する帰納法による. N = 2なら明らか. N ≥ 3とする.
F−1(Us) = U ′s, F

−1(Vs) = V ′s とおく. すると,

(U ′1,V ′0,U ′2,V ′1, · · · ,U ′N ,V ′N−1)

は K(MorsmN−1(B))の 2N -角形ルコルマンとなる. [[19]; 4.8] 命題 1.12 より, 以下を示
せばよい.

(1) F |U ′
1
は同値.

(2) F |V′
0
は同値.

これらは, 以下のように簡単にわかる.
(1) X ∈ K(MorsmN−1(B))は, K(B)の射の列

X1
α1→ X2

α2→ · · · αN−1→ XN−1

で各 αiが次数ごとに分裂単射になっているものと捉えられる. 函手の対応を見ると,

U ′1 = {X ∈ K(MorsmN−1(B)) | X1 = · · · = XN−1}

がわかる. 三角函手 U : K(B) → K(MorsmN−1(B))を X 7→ X = · · · = X と定義する
と, 以下の図式が可換である.

K(B)
U// K(MorsmN−1(B))

F

��
K(B)

IN−2
1 // KN (B)

IN−21 は充満忠実かつU は同値なので, F |ImU は同値 U ′1 = ImU → Im IN−21 を導く.
(2)いっぽうV0は, V0 = {X | X1 = 0}である. そこで,三角函手E : K(MorsmN−2(B))→

K(MorsmN−1(B)) を E(X2 → X3 → XN−1) = (0 → X2 → X3 → XN−1) として,
V0 = ImE である. 以下の図式が可換である.

K(MorsmN−2(B))
E //

F

��

K(MorsmN−1(B))

F

��
KN−1(B)

I0 // KN (B)
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I0 は充満忠実, 左側の K(MorsmN−2(B))→ KN−1(B)は, 帰納法の仮定によって同値で
ある.　従って FE は充満忠実なので, F は同値 ImE → Im I0 を与える. （証明終）
導来圏についても, 通常の導来圏との三角同値がある.

定理 5.6 ([18]4.2, [19]6.13). Aが直和と射影対象を十分に備えた Abel圏かつ単射の
直和が単射である (Ab4圏)のとき, 以下の三角同値がある.

DN (A) ≃ D(MorN−1(A))

但しMorN−1(A)は AのN − 1条の射（分裂単射とは限らない）のなす圏である.

系 5.7. 環 Rに対して, 以下の三角同値が成立する.

KN (ProjR) ≃ K(ProjTN−1(R)), DN (R) ≃ D(TN−1(R)).
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微分作用素と多項式環

黒田 茂（首都大学東京・理工）

導分（微分作用素）は可換環の研究で重要な概念であり，様々な形で研究が行われて

いる．例えば，導分の核に関する研究の代表的なものとして Nowicki [57]が有名である．

一方，多項式環の周辺には多くの基本的な問題が未解決なまま残されており，アフィン代

数幾何学や多変数関数論などとも関係を持ちながら，活発な研究が展開されている．関連

する問題を幅広く扱った文献として，例えば van den Essen [13]がある．導分の概念は，

多項式環に関する諸問題の研究でも非常に重要な役割を果たす．本稿では多項式環研究の

観点から，導分や関連するいくつかの話題について概説する．

本稿は非専門家を念頭に，可能な限りエッセンスが伝わるよう配慮して執筆した．

1 導分の核と Hilbertの第 14問題

Rを可換環とするとき，D : R→ Rが Rにおける導分（微分作用素）であるとは，任

意の a, b ∈ Rに対し D(a+ b) = D(a) +D(b)および

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (1.1)

が成り立つときにいう．このとき，D の核 RD := {a ∈ R | D(a) = 0}は Rの部分環で

ある．(1.1)より，導分 D は必ず RD 上の線形写像になる．

S を Rの部分環とする．RD が S を含むとき，Dを S 導分と呼ぶ．RD が S を含むと

いう条件は，D が S 線形写像であるという条件と同値である．Rにおける導分全体の集

合，S 導分全体の集合をそれぞれ DerR, DerS R で表す．X ⊂ R が S 代数 R を生成す

るとき，D1, D2 ∈ DerS RがD1|X = D2|X を満たすならば，導分D1 −D2 の核は Rと

等しい．よって，D1 = D2 が成り立つ．例えば，R = S[x1, . . . , xn]が多項式環のとき，

任意の D ∈ DerS Rに対し

D = D(x1)
∂

∂x1
+ · · ·+D(xn)

∂

∂xn

が成り立つ．Rにおける S 導分 D に対して次の問題は基本的である．

1



問題 1.1 S 代数 Rが有限生成のとき，S 部分代数 RD の有限生成性を判定せよ．

S が正標数のネーター環ならば RD は有限生成である．実際，R = S[a1, . . . , an],

charS = l とすれば，i = 1, . . . , n に対し D(ali) = lal−1i D(ai) = 0 が成り立つから

R′ := S[al1, . . . , a
l
n]は RD に含まれる．Rは R′ 上整だから，Rは有限生成 R′ 加群であ

る．R′ はネーター環なので R′ 部分加群 RD は有限生成であり，従って S 代数として有

限生成である．なお，S がネーター環でなければ，charS > 0でも RD は有限生成とは

限らない．例えば，s, tを可換環 A上の不定元とするとき，S := A[s, st, st2, . . .]はネー

ター環でない．S 上の 2変数多項式環 R = S[x, y]における S 導分

D = s
∂

∂x
+ st

∂

∂y

を考える．R =
⊕∞

d=0Rd を多項式環 R の標準的次数付けとすれば，任意の d ≥ 1に対

しD(Rd) ⊂ Rd−1 であるので，RD =
⊕∞

d=0(RD ∩Rd) が成り立つ．RD ∩R1 は tx− y
を含まないため，{sti(tx− y) | i ≥ 0}で生成される非有限生成な S 加群になる．従って，

S 代数 RD は有限生成でない．

以下では k を体，k[x] := k[x1, . . . , xn]を k 上の n変数多項式環，k(x)をその商体と

する．任意の D ∈ Derk k[x]は k(x)における k 導分に一意的に拡張できる．これも同じ

D で表せば，k[x]D = k(x)D ∩ k[x]が成り立つ．k(x)D は拡大 k(x)/k の中間体なので，

k 代数 k[x]D の有限生成性の問題は，次の Hilbert の第 14 問題の特別な場合に当たる．

なお，上述のように，char k > 0のとき k[x]D は常に有限生成である．

問題 1.2（Hilbertの第 14問題） k(x)/k の中間体 L に対し，k 代数 L ∩ k[x] は有限生

成か？

Zariski [68]より，trans.degk L ≤ 2ならば L ∩ k[x]は有限生成である．char k = 0の

とき，任意の 0 ̸= D ∈ Derk k[x]は trans.degk k(x)D < nを満たすので，n ≤ 3ならば

k[x]D は有限生成である．一方，Hilbertの第 14問題に対する最初の反例は，1958年に

永田 [55]によって n = 32, trans.degk L = 4の場合に与えられた．その後，Roberts [60]

は異なる種類の反例を与えた．各 l ≥ 1に対し，

Pl := k[x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z]

を 2l + 1 変数多項式環とする．Roberts の反例は char k = 0, n = 7, trans.degk L = 6

の場合の反例であり，P3 における k 導分

D = xt+1
1

∂

∂y1
+ xt+1

2

∂

∂y2
+ xt+1

3

∂

∂y3
+ (x1x2x3)t

∂

∂z
(t ≥ 2) (1.2)
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の核として得られる．なお，藏野 [30]は t = 1のとき，この導分の核が k 上 12個の元で

生成されることを示した．

以下，第 3節まで k は標数 0の体とする．Robertsの結果を手掛かりに，Hilbertの第

14問題に対する様々な反例が構成された．小島・宮西 [25]は l ≥ 3, t ≥ 2のとき，Pl に

おける k 導分

D = xt+1
1

∂

∂y1
+ · · ·+ xt+1

l

∂

∂yl
+ (x1 · · ·xl)t

∂

∂z
(1.3)

の核が有限生成でないことを示した．黒田 [32] は Pl における k[x1, . . . , xl] 導分 D で，

D(y1), . . . , D(yl), D(z)が x1, . . . , xl の単項式であるものに対し，核が有限生成でないた

めの詳しい十分条件を与えた．それによれば，l ≥ 4, t = 1の場合も (1.3)の核は有限生

成でない．また，P3 における k 導分

D = x
δ11
1 x

δ21
2 x

δ31
3

∂

∂y1
+ x

δ12
1 x

δ22
2 x

δ32
3

∂

∂y2
+ x

δ13
1 x

δ23
2 x

δ33
3

∂

∂y3
+ x

δ14
1 x

δ24
2 x

δ34
3

∂

∂z
(1.4)

の核は，ϵii,j := δii − δij > 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4, i ̸= j)かつ

ϵ11,4
min{ϵ11,2.ϵ11,3}

+
ϵ22,4

min{ϵ22,3.ϵ22,1}
+

ϵ33,4
min{ϵ33,1.ϵ33,2}

≤ 1 (1.5)

ならば有限生成でない．一方，ϵii,j > 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4, i ̸= j)のとき，(1.5)の不

等式が成り立たなければ D の核は有限生成であると予想しているが，大きな進展は得ら

れていない ([32, Conjecture 4.8]).

より低次元の反例を得るために，Freudenburg [16] と Daigle-Freudenburg [9] は

Roberts の反例に手を加え，それぞれ n = 6, 5, trans.degk L = 5, 4 の反例を構成し

た．これらの反例も導分の核として与えられた．例えば [9]は P2 における k 導分

D = xt1
∂

∂y1
+ (x1y1 + x2)

∂

∂y2
+ y2

∂

∂z
(t ≥ 2) (1.6)

の核が有限生成でないことを示した．黒田 [33], [35] は [32] の手法を改良し，それぞれ

n = 4, 3の場合に trans.degk L = 3の反例を構成した．これにより，Hilbertの第 14問

題は全ての n について決着した．また，trans.degk L = 3 の場合に反例が存在すること

が初めて分かった．[34] より，n = 4 の場合の反例 [33] は導分の核として実現できるの

で，k[x]D の有限生成性の問題も全ての nについて決着した．なお，n = 3の場合の反例

では，k(x)/L は必然的に代数拡大になる．黒田 [36] は n = 3 の場合に，各 d ≥ 3 に対

し，[k(x) : L] = dを満たす反例 Lを構成した．
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2 Field Modification Problem

Hilbertの第 14問題に対する Robertsの反例について考える．P3 の商体を Q3 とする

とき，(1.2)で定義した導分の核 QD3 は

K = k
(
x1, x2, x3, (x1x2x3)ty1 − xt+1

1 z, (x1x2x3)ty2 − xt+1
2 z, (x1x2x3)ty3 − xt+1

i z
)

と等しい．実際，この K が QD3 に含まれることは容易に分かるが，Q3 = K(z)が K 上

の 1変数有理関数体なので，D(z) = (x1x2x3)t ̸= 0と合わせて QD3 = K と結論できる．

この場合，σ ∈ AutkQ3 を

σ(xi) = xi (i = 1, 2, 3), σ(yi) = (x1x2x3)tyi − xt+1
i z (i = 1, 2, 3), σ(z) = z

で定義でき，K は σ による k(x1, x2, x3, y1, y2, y3) の像と等しい．このように，k(x)/k

の分かり易い中間体を Autk k(x) の適当な元で写すことで，Hilbertの第 14問題の反例

が得られることがある（永田の反例について [11]を参照）．そこで，次の問題を考える．

問題 2.1（Field Modification Problem） k(x)/kの中間体M が trans.degkM ∩k[x] ≥ 3

かつM ̸= k(x)を満たすとき，k代数 A := σ(M)∩k[x]が有限生成でなく，trans.degk A

と trans.degkM ∩ k[x]が等しいような σ ∈ Autk k(x)は存在するか？

ここで，k(x)/kの中間体 Lと，A := L∩ k[x]の商体Q(A)の関係について述べる．明

らかに，Q(A) ⊂ Lかつ Q(A) ∩ k[x] = Aである．以下の理由から Q(A)は Lにおいて

代数的に閉じているので，trans.degk L = trans.degk A ならば L = Q(A) が成り立つ：

f ∈ L, a0, . . . , ad ∈ Aが
∑d
i=0 aif

i = 0, ad ̸= 0を満たすとき，adf は k[x]上整なので

k[x]に属する．よって，adf ∈ L ∩ k[x] = Aであり，f ∈ Q(A)を得る．

一方，L′∩k[x] = Aかつ trans.degk L
′ > trans.degk Aを満たす k(x)/kの中間体 L′は

一般に多数存在する．例えば，冒頭で見た Robertsの反例の場合，Q3 = K(z)はK 上の

1変数有理関数体であり，K[z]は P3 を含む．任意の d ∈ Zに対し，K ′ := K(zd + z−d)

はK ′ ∩K[z] = K を満たすから，

K ′ ∩ P3 = K ′ ∩K[z] ∩ P3 = K ∩ P3 = PD3

が成り立つ．なお，kが 1の原始 d乗根 ζ を含むとき，σ, τ ∈ AutK K(z) = AutK Q3 が

σ(z) = ζz, τ(z) = z−1 で定義される．このとき，K ′ は AutkQ3 の有限部分群 ⟨σ, τ⟩の
不変体である．
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問題 2.1の状況において，M の体論的性質は σ で写しても保たれるので，この方法に

より Hilbertの第 14問題に対する多様な反例が得られる．例えば，M が Autk k(x)の部

分群 Gの不変体ならば，σ(M)は σGσ−1 の不変体である．また，M が D ∈ Derk k(x)

の核ならば，σ(M)は導分 D′ := σDσ−1 の核である．fD′(x1), . . . , fD′(xn)が k[x]に

属するような f ∈ k(x)× に対し，fD′ は Derk k[x]の元を誘導する．このとき，

k[x]fD
′

= k(x)fD
′
∩ k[x] = k(x)D

′
∩ k[x] = σ(M) ∩ k[x]

が成り立つので，有限生成でない核を持つ Derk k[x]の元が得られる．

問題 2.1は設定が少し厳しいので，この問題の「安定板」を考える．ただし，非負整数

l ≥ 0に対し，k[x][l] := k[x1, . . . , xn+l]は k 上の n+ l 変数多項式環とし，k(x)/k の中

間体M に対してM (l) := M(xn+1, . . . , xn+l)と定義する．

問題 2.2（Stable Field Modification Problem） k(x)/k の中間体 M が M ̸= k(x) を満

たすとき，k 代数 A := σ(M (l)) ∩ k[x][l] が有限生成でなく，かつ

trans.degk A = trans.degkM ∩ k[x] + l

であるような l ≥ 0と σ ∈ Autk k(x)(l) は存在するか？

M の様々な性質がM (l) に遺伝する．例えば，M が Autk k(x)の部分群 Gの不変体な

らば，M (l) はG(l) の不変体である．ここで，G(l) はGから誘導される Autk(l) k(x)(l) の

部分群とする．同様に，M が D ∈ Derk k(x)の核ならば，M (l) は D(l) の核である．こ

こで，D(l) は D から定まる Derk(l) k(x)(l) の元とする．

Hilbertの第 14問題の反例の以前の構成法を精密化し，次の結果を最近得た [47]．

定理 2.3 問題 2.2 の解は肯定的である．ただし，trans.degkM ∩ k(x) ≥ 2 のときは

l = 1, それ以外のときは l = 3− trans.degkM ∩ k(x)とする．

定理 2.3から次の系が直ちに従う．n = 3, d = 2の場合が新しい結果である．

系 2.4 任意の n ≥ 3, d ≥ 2に対し，Hilbertの第 14問題の反例 Lで [k(x) : L] = dか

つ trans.degk L ∩ k[x] = n を満たすものが存在する．

ところで，位数 nの任意の有限群Gは，各 σ ∈ Gを集合G上の置換G ∋ τ 7→ στ ∈ G
と考えることで，n次対称群 Snの部分群と見なせる．さらに，各 σ ∈ Snを σ(xi) = xσ(i)

(i = 1, . . . , n)で定義される Autk k(x)の元と同一視すれば，Gは Autk k(x)の部分群と

見なせる．Noetherの問題は，この状況において不変体 k(G) := k(x)Gが kの純超越拡大
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であるかを問う問題である．p = 47をはじめ，様々な素数 pに対しQ(Z/pZ)がQの純

超越拡大でないことが知られている ([21], [65], [67]). 一方，Gが有限アーベル群のとき，

Q(G)がQの純超越拡大であるための必要十分条件は，ある l ≥ 0が存在し，Q(G)(l) が

Qの純超越拡大となることである ([12]). これらの事実と定理 2.3から次の系が得られる．

系 2.5 n = 48のとき，AutQ Q(x)の位数 47の巡回部分群Gが存在し，Q(x)G はQの

純超越拡大でなく，A := Q(x)G ∩Q[x]は有限生成でなく，trans.degQA = 48である．

3 局所冪零導分

D ∈ DerR が局所冪零であるとは，任意の a ∈ R に対してある整数 l ≥ 0 が存在し，

Dl(a) = 0を満たすときにいう．Rにおける局所冪零導分全体の集合，局所冪零 S 導分全

体の集合をそれぞれ LNDR, LNDS R で表す．LND は locally nilpotent derivation の

略である．多項式環の研究では，局所冪零導分が特に重要である．本節では局所冪零導分

に関する基本事項を簡潔に述べる．

R = S[x]が可換環 S 上の 1変数多項式環のとき，R における S 導分 D = d/dxは局

所冪零である．一方，D′ := xDは xを固定するので局所冪零でない．一般に，Rにおけ

る導分 D は RD 線形写像なので，

(aD)l(b) = aD(aD(· · · (aD(b)) · · · )) = alDl(b) (a ∈ RD, b ∈ R, l ≥ 0) (3.1)

が成り立つ．よって，Dが局所冪零ならば，任意の a ∈ RD に対して導分 aDは局所冪零

である．一方，節末で示すように，R が標数 0の整域のとき，D が局所冪零か否かに関

らず，D(a) ̸= 0ならば aD は局所冪零でない．

定義より，D ∈ DerRが局所冪零であるための必要十分条件は，

Nil(D) := {a ∈ R | Dl(a) = 0 を満たす l ∈ Z≥0 が存在 }

が Rと等しいことである．ただし，Z≥0 := {a ∈ Z | a ≥ 0}とする．(1.1)より

Dl(ab) =

l∑
i=0

(
l

i

)
Di(a)Dl−i(b) (a, b ∈ R, l ≥ 0) (3.2)

が成り立つから，a, b ∈ Nil(D)ならば ab ∈ Nil(D)である．よって，Nil(D)は Rの RD

部分代数である．S を Rの部分環とし，Dを Rにおける S 導分とする．このとき，S は

Nil(D)に含まれる．従って，Nil(D)が S 代数 Rの生成系を含めば，Nil(D) = Rが成り

立つので D は局所冪零である．

6



D ∈ Derk k[x]が三角であるとは，

D(x1) ∈ k, D(x2) ∈ k[x1], D(x3) ∈ k[x1, x2], . . . , D(xn) ∈ k[x1, . . . , xn−1]

を満たすときにいう．このとき，D(xi) ∈ Nil(D)⇐⇒ xi ∈ Nil(D)に注意し，x1, . . . , xn

が Nil(D) に属することを nに関する帰納法で確認できる．よって，三角導分は局所冪零

である．例えば，(1.2), (1.3), (1.4), (1.6)はいずれも三角導分である．なお，文献によっ

ては，D(xi) ∈ k[xi+1, . . . , xn] (i = 1, . . . , n)を満たすとき三角ということもある．本稿

では，この条件を満たすとき逆三角ということにする．例えば，

T = −2x2
∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2
(3.3)

は逆三角である．T (x1x3 + x22) = 0だからD := (x1x3 + x22)T も局所冪零だが，このD

は三角でも逆三角でもない．

D ∈ LNDR に対し，D(s) = 1を満たす s ∈ R を D のスライスと呼ぶ．sが D のス

ライスならば，任意の f(x) ∈ RD[x]に対し D(f(s)) = f ′(s)D(s) = f ′(s) が成り立つ．

ここで，f ′(x)は f(x)の導関数とする．よって，f(s) = 0ならば f(x) = 0であり，sは

RD 上の超越元となる．今，RをQ代数と仮定する．すると，D(a) ∈ RD[s]を満たす任

意の a ∈ Rに対し，sの多項式としての D(a)の原始関数 b ∈ RD[s]が存在する．このと

き，D(a) = D(b)だから a− b ∈ RD であり，a ∈ RD[s]となる．よって，

degD a := max{n ∈ Z≥0 | Dn(a) ̸= 0}

に関する帰納法により，任意の a ∈ Rが RD[s]に属することが分かる．以上より次のス

ライス定理を得る．

定理 3.1 RをQ代数とする．D ∈ LNDRと s ∈ RがD(s) = 1を満たすならば，Rは

RD 上の sの多項式環であり，D = d/dsである．

sが D のスライスのとき，RD 代数の全射準同型

σDs : R = RD[s] ∋ f(s) 7→ f(0) ∈ RD

を Dixmier写像と呼ぶ．Taylorの公式より

σDs (a) =
∑
l≥0

Dl(a)

l!
(−s)l (a ∈ R) (3.4)

が成り立つ．なお，スライスは一般に存在するとは限らないが，任意の 0 ̸= D ∈ LNDR

に対し，u := Dl(a) ̸= 0, Dl+1(a) = 0 を満たす l ≥ 1が必ず存在する．uが Rの冪零元
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でなければ，局所化 Ru における導分が Dから誘導される．D(u) = 0なので，この導分

も局所冪零であり，s = Dl−1(a)/uはそのスライスである．例えば，(1.6)は三角導分な

ので局所冪零である．この D はスライスを持たないが，D の P2[x−11 ]への拡張はスライ

ス s = x−t1 y1 を持つ．よって，その核 P2[x−11 ]D は，Dixmier写像を用いて

P2[x−11 ]D = σDs (P2[x1]−1) = k[σDs (x±11 ), σDs (x2), σDs (y1), σDs (y2), σDs (z)]

= k

[
x±11 , x2, y2 − (x1y1 + x2)s+ xt+1

1

s2

2
, z − y2s+ (x1y1 + x2)

s2

2
− xt+1

1

s3

6

]
と記述できる．PD2 = P2[x−11 ]D ∩ P2 が有限生成でないというのが [9]の主結果である．

RがQ代数のとき，任意の D ∈ LNDRに対し，RD 代数 Rの自己同型 expD が

(expD)(a) :=
∑
l≥0

Dl(a)

l!
(a ∈ R)

で定義される．一般に，D1, D2 ∈ LNDRに対し，導分 D1 +D2 は局所冪零であるとは

限らない．しかし，D1 ◦D2 = D2 ◦D1 を満たすとき D1 +D2 は局所冪零であり，指数

法則 exp(D1 +D2) = expD1 ◦ expD2 が成り立つ．任意の a ∈ RD に対し aDは局所冪

零導分であり，aD ◦ bD = bD ◦ aD (a, b ∈ RD)が成り立つ．よって，

RD ∋ a 7→ exp aD ∈ AutRD R

は加法群 RD から AutRD Rへの群準同型である．例えば，D がスライス sを持つとき，

任意の a ∈ RD に対し (exp aD)(s) = s+ aD(s) = s+ aが成り立つ．この場合，exp aD

は代入写像 RD[s] ∋ f(s) 7→ f(s+ a) ∈ RD[s]である．

ところで，環の準同型 ϵ : R → R[x]が指数写像であるとは，各 a ∈ Rに対して次が成
り立つときにいう．ただし，ϵ(a) =

∑m
i=0 aix

i (ai ∈ R)とし，y は新しい変数とする．

(E1) a0 = a. (E2) R[x, y]において
∑m
i=0 ϵ(ai)y

i =
∑m
i=0 ai(x+ y)i.

この条件は，準同型 ϵ : R → R[x] = R ⊗Z Z[x]が加法群スキーム Ga = Spec(Z[x])の

Spec(R)への作用を定めるための条件と同値である．例えば，Rが Q代数のとき，任意

の D ∈ LNDRに対し

R ∋ a 7→
∑
l≥0

Dl(a)

l!
xl ∈ R[x] (3.5)

は指数写像である．実際，Dは D(x) = D(y) = 0を満たすように LNDR[x, y]の元に拡

張でき，expxD ◦ exp yD = exp (x+ y)D が成り立つ．

一方，任意の指数写像 ϵに対し，(E1)より ∆ϵ : R ∋ a 7→ a1 ∈ R は R における導分

である．さらに，R が Q代数のとき，(E2)から ∆i
ϵ(a)/i! = ai (i ≥ 0, a ∈ R)が従う．
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よって，∆ϵ は局所冪零であり，∆ϵ から定まる指数写像 (3.5)は ϵと等しい．ゆえに，Q

代数における局所冪零導分はGa 作用と同値な概念である (cf. [52])．

最後に，Rが標数 0の整域の場合の注意を述べる．任意のD ∈ DerRに対し (3.2)より

degD ab ≤ degD a+ degD b (a, b ∈ Nil(D))

が成り立つ．ただし，degD 0 = −∞とする．Rが標数 0の整域のとき，上の不等式にお

いて等号が成り立つ．その帰結として，局所冪零導分に関する様々な性質が導かれる．例

えば，任意のD ∈ DerRと a ∈ R \RD に対し，D′ := aDは局所冪零でない．実際，仮

に D′ が局所冪零ならば，

degD′ a− 1 = degD′ D′(a) = degD′ aD(a) = degD′ a+ degD′ D(a) ≥ degD′ a

となり矛盾が生じる．また，任意の D ∈ LNDR に対し，RD は R において factorially

closedである．ここで，整域 Rの部分環 S が Rにおいて factorially closedであるとは，

ab ∈ S を満たす任意の a, b ∈ R \ {0}が S に属するときにいう．例えば，R = S[x]が整

域 S 上の多項式環のとき，f, g ∈ R \ {0}に対して次が成り立つ：

fg ∈ S ⇒ 0 = deg fg = deg f + deg g ⇒ deg f = deg g = 0⇒ f, g ∈ S.

よって，S は Rにおいて factorially closedである．degを degD に変えて考えれば，R
D

が Rにおいて factorially closedであることも分かる．

一般に，S が Rにおいて factorially closedであるとき，1 ∈ S より S× = R× が成り

立つ．また，R が UFDならば S は UFDである．これは，p ∈ S が R の素元であると

き，S の素元であることが分かれば容易に確認できるが，この主張は pR ∩ S = pS から

従う．そのため，任意の D ∈ LND k[x]は k× = k[x]× = (k[x]D)× ⊂ k[x]D を満たして

k 導分となり，k[x]D はネーター環であるか否かに関わらず UFDである．

4 多項式自己同型

多項式環の問題の多くが，多項式環の自己同型と深く関係している．しかし，多項式環

の自己同型には不明な点が多く，それが多項式環の問題の難しさに影響している．本節で

は，k 代数 k[x]の自己同型群 Autk k[x]やその元について考察する．

当面，kは任意標数の体とする．一般に，k代数の準同型 ϕ : k[x]→ k[x]は x1, . . . , xn

の像によって一意的に決まるので，ϕを多項式の組 (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) と同一視する．ϕ

は全射ならば全単射である．すなわち，次が成り立つ：

ϕ ∈ Autk k[x] ⇐⇒ k[ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)] = k[x] ⇐⇒ x1, . . . , xn ∈ k[ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)].
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よって，非常に具象的に書けば，

Autk k[x] = {(f1, . . . , fn) ∈ k[x]n | x1, . . . , xn ∈ k[f1, . . . , fn]}

である．ただし，合成は

(f1, . . . , fn) ◦ (g1, . . . , gn) := (g1(f1, . . . , fn), . . . , gn(f1, . . . , fn))

で定義する．例えば，

f := x1 − 2(x1x3 + x22)x2 − (x1x3 + x22)2x3, g := x2 + (x1x3 + x22)x3 (4.1)

に対し，ϕn := (f, g, x3, . . . , xn)は Autk k[x]の元である．このことは，

x1x3 + x22 = fx3 + g2 ∈ k[f, g, x3]

に気づけば容易に確認できる．もう少し分かり易い k[x]の自己同型を数種類挙げる．ま

ず，任意の A ∈ GLn(k), b1, . . . , bn ∈ k に対し，

α = (x1, . . . , xn)A+ (b1, . . . , bn)

は Autk k[x]に属する．この形の自己同型をアフィン自己同型と呼ぶ．任意の a ∈ k× と
1 ≤ l ≤ n, p ∈ k[x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xn] に対し

ϵ = (x1, . . . , xl−1, axl + p, xl+1, . . . , xn)

も Autk k[x] に属する．この形の自己同型を基本自己同型と呼ぶ．k[x] の基本自己同型

全体で生成される Autk k[x]の部分群 Tn(k)を順部分群と呼ぶ．Autk k[x]の元は Tn(k)

に属するとき順であるといい，そうでないとき野生であるという．基本自己同型の逆写像

は基本自己同型なので，自己同型が順であることと，基本自己同型の合成写像であること

は同じである．ϕ = (f1, . . . , fn) ∈ Autk k[x]に対し，

ϕ⇝ ϕ ◦ ϵ = (f1, . . . , fl−1, afl + p(f1, . . . , fl−1, fl+1, . . . , fn), fl+1, . . . , fn)

の形の変形を基本変形と呼ぶ．自己同型が順であることと，基本変形を繰り返して恒等写

像 idk[x] = (x1, . . . , xn) に変形できることは同値である．例えば，n = 2のとき

ϕ = (x1 + (x2 + x21)3, x2 + x21)⇝ (x1, x2 + x21)⇝ (x1, x2)

となるから，この ϕ は順である．行列の列基本変形で GLn(k) の任意の元を単位行列に

変形できることから，アフィン自己同型が順であることも分かる．また，char k = 0のと

10



き，D ∈ LNDk k[x]が三角ならば，i = 1, . . . , nに対して gi ∈ k[x1, . . . , xi−1]が存在し，

(expD)(xi) = xi + gi と書ける．(x1 + g1, . . . , xn + gn)も基本変形を繰り返して idk[x]

に変形できるので，expDは順である．Dが逆三角の場合も同様である．

例えば，(3.3)の T と任意の w ∈ k[x3, . . . , xn]に対し，wT は逆三角なので expwT は

順である．(3.3) の下で述べたように，h := x1x3 + x22 に対して hT も局所冪零である．

(3.1)に注意して計算すれば，

(exphT )(x1) = x1 + hT (x1) +
1

2
h2T 2(x1) + · · · = x1 − 2hx2 − h2x3 = f

(exphT )(x2) = x2 + hT (x2) + · · · = x2 + hx3 = g

となる．(exphT )(xi) = xi (i ≥ 3)なので，exphT は (4.1)で与えた ϕn と等しい．

永田 [56] は，n = 3 のとき野生自己同型が存在すると予想し，その候補として ϕ3 を

構成した．この予想は 30年の歳月を経て，2004年に Shestakov-Umirbaev [62], [63]に

よって char k = 0の場合のみ肯定的に解決された．char k > 0の場合は依然として未解

決である．ただし，char k = 2の場合も含め，ϕ3 は野生と考えるのが自然である．

char k = 0のとき，自己同型 ϕ3 は逆三角導分 T と h ∈ k[x]T を用いて exphT と書け

る．この形の自己同型がいつ野生であるか決定した ([40, Thm. 3.2.3], [41]).

定理 4.1 n = 3 とし，D ∈ LNDk k[x] を逆三角導分，f を k[x]D の元とする．このと

き，exp fD が野生であるためには，以下が満たされることが必要十分である：

D(xi) ̸= 0 (i = 1, 2), D(x3) = 0, f ̸∈ k[x3],
∂D(x1)

∂x2
̸∈ D(x2)k[x2, x3].

一方，n ≥ 4のとき ϕn は順である．一見すると奇妙だが，以下の方法で簡単に確認で

きる．前述のように ψ := expxnT は順である．ϵ := (x1, . . . , xn−1, xn + h)も順であり，

A := k[h, x3, . . . , xn−1]の元を固定する．A は k[x]T に含まれるので，ϕn, ψ も Aの元

を固定する．x3 ∈ Aなので，ϕn, ψ, ϵは A′ := A[x−13 ]代数 k[x][x−13 ]の自己同型を誘導

する．k[x][x−13 ] = A′[x2, xn]は A′ 上の 2変数多項式環なので，これらを x2, xn の像の

組と同一視すれば ϕn = (x2 + hx3, xn), ψ±1 = (x2 ± xnx3, xn), ϵ±1 = (x2, xn ± h)と

書ける．このとき，

(x2, xn − h) ◦ (x2 − xnx3, xn) ◦ (x2, xn + h) ◦ (x2 + xnx3, xn) = (x2 + hx3, xn)

が成り立つ．すなわち，ϵ−1 ◦ ψ−1 ◦ ϵ ◦ ψ = ϕn である．ψ, ϵは順なので ϕn も順である．

同様の理由から，任意の三角導分 D ∈ LNDk k[x]と f ∈ k[x]D に対し，(exp fD, xn+1)

は Tn+1(k)に属する ([64]).
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より一般に，次が成り立つと予想されている．

予想 4.2（Stable Tameness Conjecture） 任意の ϕ ∈ Autk k[x]に対し，ある l ≥ 0が存

在し，(ϕ, xn+1, . . . , xn+l)は Tn+l(k)に属する．

ϕ(xi) = xi (i = 3, . . . , n)のとき予想が正しいことがBerson-van den Essen-Wright [4]

によって示されているが，n = 3の場合でも完全な解決には至っていない．

上記の事情のため，n = 3の場合に野生自己同型が存在しても，n ≥ 4の場合に野生自

己同型が存在するとは限らない．次の問題は，n ≥ 4の場合や n = 3かつ char k > 0の

場合は未解決である．

問題 4.3（Tame Generators Problem） Autk k[x] = Tn(k)は成り立つか？

一方，n = 2かつ char k = 0の場合は Jung [22]によって，n = 2かつ char k > 0の

場合は van der Kulk [29]によって，それぞれ肯定的に解決された．

問題 4.3より現実的な以下の問題もあるが，大きな進展はない．

問題 4.4 (1) Autk k[x]は
∪n
i=1 Autk[xi] k[x]で生成されるか？

(2) Autk k[x]は expD (D ∈ LNDk k[x])とアフィン自己同型で生成されるか？

問題 4.3の研究では，以下で述べる基本簡約の概念が重要である．ϕ = (f1, . . . , fn) ∈
Autk k[x]の次数を

deg ϕ := deg f1 + · · ·+ deg fn

で定義する．f1, . . . , fn は定数でないので，常に deg ϕ ≥ nが成り立つ．deg ϕ = nであ

ることと，ϕがアフィン自己同型であることは同値である．deg ϕ > deg ϕ′ を満たす基本

変形 ϕ⇝ ϕ′ を基本簡約と呼ぶ．

次の定理より，k[x1, x2]のアフィンでない自己同型は常に基本簡約を許容する．

定理 4.5（cf. [56]） (f1, f2) ∈ Autk k[x1, x2] がアフィン自己同型でないならば，ある

(i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}, a ∈ k×, l ≥ 1が存在し，deg(fi − af lj) < deg fi が成り立つ．

ϕ ∈ Autk k[x1, x2] がアフィン自己同型でないとき，基本簡約を繰り返して ϕ をア

フィン自己同型に変形できる．アフィン自己同型は順なので ϕ も順である．これより

Autk k[x1, x2] = T2(k)を得る．
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5 Shestakov-Umirbaev理論

本節では kは標数 0の体とし，Shestakov-Umirbaev理論やその一般化について述べる．

自己同型 ϕ3 が基本簡約を許容しないことは簡単に確認できるが，それによって ϕ3 が

野生であるとは結論できない．実際，n = 3の場合に Shestakov-Umirbaevは，アフィン

自己同型でなく，基本簡約も許容しない順自己同型の存在に気づいた．そこで，彼らは基

本簡約の他に 4種類の「簡約」(I型簡約から IV型簡約)を定義し，ϕ ∈ T3(k)がアフィ

ン自己同型でないとき，基本簡約または 4種類の「簡約」のいずれかを必ず許容すること

を示した ([63]). この結果の証明は非常に複雑で難しいが，ϕ3 がどの簡約も許容しないこ

とを確かめるのはさほど難しくない．なお，II型，III型，IV型簡約の概念は理論上の要

請で導入されたもので，これらを許容する自己同型が実際に存在するかは不明である．

Shestakov-Umirbaev理論でも「微分」の概念が重要な役割を果たす．f1, . . . , fr ∈ k[x]

(1 ≤ r ≤ n)に対し，df1 ∧ · · · ∧ dfr を

df1 ∧ · · · ∧ dfr =
∑

1≤i1<···<ir≤n

Ji1,...,irdxi1 ∧ · · · ∧ dxir , Ji1,...,ir =

∣∣∣∣ ∂(f1, . . . , fr)

∂(xi1 , . . . , xir )

∣∣∣∣
と表し，その次数を

deg df1 ∧ · · · ∧ dfr := max{deg Ji1,...,irxi1 · · ·xir | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}

で定義する．自己同型の簡約に関する Shestakov-Umirbaev の理論 [63] は，多項式の次

数に関する以下の不等式 [62, Thm. 3] を基礎に構築された：f, g ∈ k[x]は k 上代数的独

立であるとし，a := deg f , b := deg g とおく．多項式 P ∈ k[x, y] \ {0}に対し，degy P

を a/ gcd(a, b)で割った商と余りをそれぞれ q, r とするとき，次の不等式が成り立つ．

定理 5.1（Shestakov-Umirbaev） degP (f, g) ≥ q(a′b− a− b+ deg df ∧ dg) + rb.

正標数の場合にこの不等式が成り立たないため，Shestakov-Umirbaev理論では標数 0

を仮定する必要がある．なお，定理 5.1は [62, Thm. 3]から不要な仮定を省いたものであ

り，[62, Thm. 3]とは若干異なる．Shestakov-Umirbaev [62]はこの不等式を使い，定理

4.5 の簡単な別証も与えた．

定理 5.1 の一般化や別証が，黒田 [37], Makar-Limanov–Yu [49], Vénéreau [66] 等に

よって与えられた．ここでは [37]の結果を紹介する．k[x]上の多項式 P (y) =
∑
i≥0 piy

i

と g ∈ k[x] \ {0}に対し，P (g)の見かけの次数を degg P := max{deg pig
i | i ≥ 0}で定
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義する．一般に，degP (g) ≤ degg P が成り立つ．P (i) を P (y)の y に関する i次導関数

とすれば，十分大きな i ≥ 0に対し degP (i)(g) = degg P (i) が成り立つ．そこで，

mg(P ) := min{i ∈ Z≥0 | degP (i)(g) = degg P (i)}

と定義する．このとき，k 上代数的独立な f1, . . . , fr ∈ k[x]と P (y) ∈ k[f1, . . . , fr][y]に

対して次が成り立つ ([37, Thm. 2.1]). ただし，ω := df1 ∧ · · · ∧ dfr とする．

定理 5.2 degP (g) ≥ degg P +mg(P )(degω ∧ dg − degω − deg g).

この定理は mg(P ) に関する帰納法で簡単に証明できる．黒田 [39] は定理 5.2 を基礎

に，自己同型の簡約に関する Shestakov-Umirbaevの理論を再構築し，IV型簡約を許容

する順自己同型が存在しないことを示した．それにより，自己同型の野生性を判定すると

き，IV型簡約を考慮する必要がなくなった．

応用上，基本簡約などは重み付き次数に対して考えると便利である．Γを全順序が定義

された加法群とし，任意の α, β, γ ∈ Γに対し α ⪯ β ⇒ α+ γ ⪯ β + γ が成り立つと仮定

する．重み w = (w1, . . . , wn) ∈ Γn に対し，単項式の w次数を

degw x
i1
1 · · ·xinn := i1w1 + · · ·+ inwn

で定め，f ∈ k[x] \ {0}に現れる単項式のw次数の最大値を degw f と定義する．また，f

に現れる単項式のうち，w 次数が degw f と等しいもの全体の和を fw と表す．例えば，

Γ = Zn に辞書式順序を考え，w = (e1, . . . , en)とするとき，fw は辞書式順序に関する f

の先頭項である．ただし，e1, . . . , en は Zn の標準基底とする．このように，w1, . . . , wn

が Z上 1次独立ならば fw は常に単項式である．上で述べた [37], [39]の理論はw次数を

用いて構築されており，その帰結として種々の実用的な野生性判定法が得られている．例

えば，次を満たす w ∈ Γ3 が存在するとき，ϕ = (f1, f2, f3) ∈ Autk k[x]は野生である：

(1) w1, w2, w3 は 0より大きく，Z上 1次独立である．

(2) fw1 , fw2 , fw3 は k 上代数的従属だが，どの 2つも k 上代数的独立である．

(3) (i, j, l) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)に対し fwi ̸∈ k[fwj , f
w
l ].

なお，w次数を使えば (2), (3)はそれぞれ以下のように言い換えられる：

(2′) degw f1, degw f2, degw f3 は Z上 1次従属だが，どの 2つも Z上 1次独立である．

(3′) (i, j, l) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)に対し degw fi ̸∈ Zdegw fj + Z degw fl.

この判定法の利点は，「簡約」に関する議論をせず fw1 , fw2 , fw3 の情報だけで ϕの野生

性を証明できる点にある．例えば，ϕ3 = (f, g, x3)の場合，上述の辞書式順序から定まる

w 次数に関して degw f = (2, 0, 3), degw g = (1, 0, 2), degw x3 = (0, 0, 1)である．これ
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らが (2′), (3′)を満たすことは容易に分かる．しかし，f1, f2, f3 を具体的に記述すること

が困難な場合も多く，この方法にも限界がある．例えば，かなり簡単な D ∈ LNDk k[x]

でも (expD)(xi) = xi +D(xi) +D2(xi)/2 + · · · がどのような多項式かよく分からない
ことが多い．より広範な自己同型の野生性を調べるために，以下の方法が有効である．一

般に，k[x]の k 部分代数 Aに対し，A代数 k[x]の自己同型群 AutA k[x]は，Autk k[x]

の部分群である．ϕが AutA k[x]に属するとき，任意の p ∈ Aに対し ϕ(p) = pが成り立

つので，f1, f2, f3, pの間の関係式が得られる．それらを解析して f1, f2, f3 の情報をと

り出し，野生性判定法を適用することで，順交叉 AutA k[x] ∩ T3(k)の様子を知ることが

できる．例えば，任意の D ∈ LNDk k[x] に対し expD は Autk[x]D k[x] に属するので，

expD の野生性の研究は順交叉 Autk[x]D k[x] ∩ T3(k)の研究に帰着される．この方法で

実際に色々な結果が得られている．特筆すべき点として，多くの場合，順交叉に含まれる

自己同型は特殊なものに限定されることが挙げられる．

Shestakov-Umirbaevによる永田予想の解決や，その後の進展について，[42]にも解説

がある．

6 座標変換

本節を通し kは標数 0の体とする．D ∈ LNDk k[x]が三角ならば c := D(x1)は定数で

ある．従って，c ̸= 0ならば s := c−1x1はDのスライスである．(3.4)より，i = 2, . . . , n

に対して gi ∈ k[x1, . . . , xi−1]が存在し σDs (xi) = xi + gi と書ける．このとき，

ϕ := (c−1x1, x2 + g2, . . . , xn + gn)

は k[x]の順自己同型であり，ϕ−1Dϕ = ∂/∂x1 が成り立つ．

一般に，D ∈ Derk k[x]を固定したとき，各 θ ∈ Autk k[x]に対して r(θ) ∈ {0, . . . , n}
と fθ,1, . . . , fθ,r(θ) ∈ k[x] が存在し，

Dθ := θ−1Dθ = fθ,1
∂

∂x1
+ · · ·+ fθ,r(θ)

∂

∂xr(θ)

と書ける．このとき，

rankD := min{r(θ) | θ ∈ Autk k[x]}

を Dの階数と呼ぶ．例えば，上で見たように，D(x1) ̸= 0を満たす三角導分Dの階数は

1である．D(x1) = 0ならば rankD < nなので，k[x]における三角導分の階数は常に n

未満である．Dθ が三角であるような θ ∈ Autk k[x]が存在するとき，D は三角化可能で
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あるという．任意の θ ∈ Autk k[x]に対し rankDθ = rankD が成り立つので，三角化可

能な導分の階数も n未満である．

rankD = 1ならばDθ = f∂/∂xn を満たす θ ∈ Autk k[x], f ∈ k[x] \ {0} が存在する．
このとき，k[x]D

θ

= k[x]∂/∂xn = k[x1, . . . , xn−1]なので，k 代数 k[x]D = θ(k[x]D
θ

) も

n − 1 個の元で生成される．さらに，D が局所冪零ならば Dθ も局所冪零なので，f は

k[x]∂/∂xn に属する．よって，階数 1の局所冪零導分は常に三角化可能である．

Rentschler [59] は，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x1, x2] が rankD = 1 を満たすことを

示した．従って，D は三角化可能である．一方，n = 3 のとき，三角化可能でない局所

冪零導分の最初の例が Bass [3] によって与えられた．Bass の例は (3.3) の下に挙げた

D = (x1x3 + x22)T である．その後，Popov [58] は任意の n ≥ 3 に対してこの D が三

角化可能でないことを示した．n ≥ 3 のとき，階数 n の局所冪零導分は三角化可能でな

い．Daigle [8] は n = 3 のとき，階数 2 の局所冪零導分が三角化可能であるための必要

十分条件を与えた．なお，階数が 2以下の局所冪零導分 D は，適当な θ ∈ Autk k[x]と

f1, f2 ∈ k[x] を用いて Dθ = f1∂/∂x1 + f2∂/∂x2 と書ける．k′ := k(x3, . . . , xn) とし，

Dθ を LNDk′ k
′[x1, x2]の元と見なせば Rentschlerの結果が使えるので，n ≥ 3でも大体

の様子は分かる．しかし，階数が 3以上の局所冪零導分については不明な点が多く，一般

的な構成法も知られていない．

ところで，D ∈ Derk k[x]が rankD < nを満たすための必要十分条件は，k[x]D が k[x]

の座標を含むことである．ここで，f ∈ k[x]が k[x]の座標であるとは，f = ϕ(xi)を満

たす ϕ ∈ Autk k[x], 1 ≤ i ≤ nが存在するときにいう．ϕのヤコビアンが k× に属するた

め，座標には 1次の単項式が必ず現れる．ϕを Tn(k)からとれるとき，f を順座標と呼ぶ．

例えば，x1 や x1 + x22 などは k[x]の順座標である．また，三角導分の核は常に順座標を

含む．f が k[x]の座標であることと，k[f, f2, . . . , fn] = k[x]を満たす f2, . . . , fn ∈ k[x]

が存在することは同値である．従って，f ∈ k[x]が k[x]の座標ならば，任意の l ≥ 1に

対して f は k[x1, . . . , xn+l]の座標である．逆に，f ∈ k[x]が k[x1, . . . , xn+l]の座標であ

るような l ≥ 1が存在するとき，f が k[x]の座標であるかは大問題である ([48])．k が体

の場合の反例は見つかっていないが，k が正規でない整域の場合の反例は存在する ([5])．

Freudenburg [15]は，k[x]における階数 nの局所冪零導分の最初の例を，各 n ≥ 3に

対して与えた．例えば n = 3のとき，整数 l ≥ 1に対し

f := x1x3 − x22, r := f lx2 + x2l+1
1

g :=
f2l+1 + r2

x1
=
f2l(x1x3 − x22) + (f lx2 + x2l+1

1 )2

x1
= f2lx3 + 2f lx2l1 x2 + x4l+1

1
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とおき，D(f,g) : k[x]→ k[x]を

D(f,g)(h) :=

∣∣∣∣ ∂(f, g, h)

∂(x1, x2, x3)

∣∣∣∣ (h ∈ k[x])

で定義する．このとき，D(f,g) は局所冪零導分であり，さらに k[x]D(f,g) = k[f, g]を満た

す (cf. [14, §4.1])．f , g は 1次の項を持たないので，1次の項を持つ多項式は k[f, g]に属

さない．よって，k[x]D(f,g) = k[f, g]であることから rankD(f,g) = 3 が直ちに従う．

黒田 [43]より，任意の 0 ̸= h ∈ k[f, g]に対し exphD(f,g) は野生である．n = 3 のと

き，階数 3の局所冪零導分の他の多くの例に対し，同様の結果を得ている ([40, §7], [41]).

n = 3のとき，expD が順ならば rankD ≤ 2と予想するのが自然だが，私はより強い次

の予想を立てている．以下の 3つの予想では n = 3, D ∈ LNDk k[x]とする．

予想 6.1 expD が順ならば，k[x]D は少なくとも 1つ k[x]の順座標を含む．

ϕ−1Dϕが三角となるような ϕ ∈ T3(k)が存在するとき，expϕ−1Dϕは順なので

expD = ϕ ◦ (expϕ−1Dϕ) ◦ ϕ−1

も順である．この逆が成り立つと予想している．

予想 6.2 expD が順ならば，ϕ−1Dϕが三角であるような ϕ ∈ T3(k)が存在する．

k[x]D が k[x] の順座標を少なくとも 1 つ含むとき，予想 6.2 は正しいことを示した

([40, Thm. 3.1.3 (i)], [41]). 従って，予想 6.1が正しければ予想 6.2も正しい．一方，三

角導分の核は必ず順座標を含むので，ϕ−1Dϕが三角であるような ϕ ∈ T3(k)が存在する

とき，k[x]D は k[x]の順座標を少なくとも 1つ含む．よって，予想 6.2が正しければ予想

6.1も正しく，これら 2つの予想は同値である．予想 6.2が正しければ次の予想も正しい．

予想 6.3 ある f ∈ k[x]D \ {0}が存在して exp fD が順ならば，expD は順である．

より正確に，Σ ⊂ LNDk k[x]が次の 2つの条件を満たすとき，任意の D ∈ Σに対して

予想 6.3は正しい．

(i) 任意の f ∈ k[x]D, D ∈ Σに対して fD は Σに属する．

(ii) 任意の D ∈ Σに対して予想 6.2は正しい．

実際，D ∈ Σ, f ∈ k[x]D \ {0} が exp fD ∈ T3(k)を満たすとき，予想 6.2より，ある

ϕ ∈ T3(k)が存在して (fD)ϕ = ϕ−1(f) · ϕ−1Dϕ が三角となる．このとき，ϕ−1Dϕは三
角である．ϕは順なので，予想 6.2の上で述べたように expDは順である．例えば，核が
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順座標を含むような局所冪零導分全体の集合は明らかに (i)を満たし，上述のように (ii)

も満たす．よって，このような局所冪零導分に対して予想 6.3は正しい．

ところで，自己同型の順性の概念は，座標系のとり方に依存する．例えば，y1, . . . , yn ∈
k[x] が k[y1, . . . , yn] = k[x]を満たすとき，ϕ ∈ Autk k[x]が

ϕ(yi) = yi (i = 1, . . . , n− 1), ϕ(yn) = yn + 1

で定義される．y1, . . . , yn を基準に考えれば ϕは明らかに順だが，x1, . . . , xn を基準に考

えた場合，ϕが順であるか否かは y1, . . . , yn の選び方による．実際，n = 3の場合に次の

ような例が存在する ([40, Thm. 6.1.1], [41]):

(†) ϕ(y1) = y1 を満たす任意の idk[x] ̸= ϕ ∈ Autk k[x]は野生である．

この例の (y1, y2, y3)は，ある種のD ∈ LNDk k[x]に対する expDとして与えられた．な

お，条件 (†)は Autk[y1] k[x] ∩T3(k) = {idk[x]} と同値であり，これも前節末で述べた順
交叉に関する結果の 1つである．

最後に 0 ̸= D ∈ LNDk k[x]の核 k[x]D の生成系について触れる．上述のように，n = 2

ならば Rentschler [59]より rankD = 1なので，k[x]D は 1つの元で生成される．n = 3

のとき，宮西 [54]より k[x]D は k 上 2個の元で生成される．これらの結果は非常に有用

である．一方，第 1節で見たように，n ≥ 5では D が三角でも k[x]D は有限生成とは限

らない．Daigle-Freudenburg [10]は，n = 4でDが三角のとき k[x]D が有限生成である

ことを示した．Bhatwadekar-Daigle [6]はこの結果を一般化し，n = 4, rankD ≤ 3なら

ば k[x]D は有限生成であることを示した．次の問題は依然として未解決である．

問題 6.4 n = 4のとき，k[x]における階数 4の局所冪零導分の核は常に有限性成か？

7 消去問題と線形化問題

本節では，特に断らない限り k は標数 0の体とする．D ∈ LNDk k[x]がスライス z を

持つとき，スライス定理より D = d/dz である．このとき rankD = 1であるか？実は，

この問題は以下で述べる消去問題と同値である．

Aを k[x]の k 部分代数とする．k[x] = A[z]を満たす A上の超越元 z ∈ k[x] が存在す

るとき k[x] = A[1] と表す．このとき，π : k[x] = A[z] ∋ f(z) 7→ f(0) ∈ Aは k 代数の全

射準同型なので，A = π(k[x])は k 上高々 n個の元で生成される．
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問題 7.1（消去問題） k[x]の k部分代数 Aが k[x] = A[1] を満たすとき，Aは k上 n− 1

個の元で生成されるか？

実際，問題 7.1の仮定の下，k[x] = A[z]における局所冪零導分D = d/dzは k[x]D = A

およびD(z) = 1を満たす．従って，“D ∈ LNDk k[x]がスライスを持つとき rankD = 1”

という主張が真ならば，A = k[x]D は n− 1個の元で生成される．一方，D ∈ LNDk k[x]

がスライス z を持つとき，定理 3.1 より k[x] = (k[x]D)[1] である．従って，問題 7.1の

解が肯定的ならば，k[x]D = k[y1, . . . , yn−1]を満たす y1, . . . , yn−1 ∈ k[x]D が存在する．

このとき，θ = (z, y1, . . . , yn−1)は k[x]の自己同型であり，Dθ = ∂/∂x1 を満たす．

問題 7.1は z が k[x]の座標の場合は易しい．実際，k[x] = k[z1, . . . , zn−1, z] を満たす

z1, . . . , zn−1 ∈ k[x]が存在するので

A ≃ A[z]/(z) = k[z1, . . . , zn−1, z]/(z) ≃ k[z1, . . . , zn−1]

が成り立つ．前節で見たように，n = 2, 3 のとき，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x] に対し

k[x]D は k 上 n − 1 個の元で生成される．問題 7.1 において A は d/dz の核と等しいの

で，この場合も肯定的である (cf. [1], [18], [53])．Crachiola–Makar-Limanov [7]は，有

限生成 k 整域 Aに対し，LNDk A = {0} ⇒ LNDk A[z] = LNDAA[z]が成り立つことに

着目し，n = 3の場合のより簡単な証明を与えた．なお，char k > 0の場合も n = 2, 3の

ときは肯定的だが，n ≥ 4では反例が存在する (cf. [2], [19], [20]).

次に，ϕを Autk k[x]の元とする．ϕ = (x1, . . . , xn)Aを満たす A ∈ GLn(k) が存在す

るとき，ϕは線形であるという．θ−1 ◦ ϕ ◦ θ = (x1, . . . , xn)Aを満たす θ ∈ Autk k[x]と

A ∈ GLn(k)が存在するとき，ϕは線形化可能であるという．特に，Aを対角行列にとれ

るとき，ϕは対角化可能であるという．ϕが対角化可能であるための必要十分条件は，

k[f1, . . . , fn] = k[x], ϕ(fi) = αifi (i = 1, . . . , n)

を満たす f1, . . . , fn ∈ k[x]と α1, . . . , α ∈ k× が存在することである．従って，ϕ ̸= idk[x]

が対角化可能ならば，k[x]の座標 f と α ∈ k \ {1, 0}が存在し，ϕ(f) = αf を満たす．

A ∈ GLn(C)が，ある l ≥ 1に対し Al = E を満たすとき，Aの最小多項式は xl − 1

の因子なので重解を持たない．よって，行列 Aは対角化可能である．従って，C[x]の自

己同型は，線形かつ有限位数ならば対角化可能である．次の問題は Kraft [27]の “eight

challenging open problems in affine spaces”の 1つであり，n ≥ 3の場合は未解決であ

る (cf. [26]). 上の注意より，「対角化可能」を「線形化可能」に変えても問題の意味は変

わらない．
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問題 7.2（線形化問題） C[x]の自己同型は，有限位数ならば常に対角化可能か？

この問題の主張は非常に強く，仮にある d ≥ 2 が存在し，C[x] の位数 d の任意の自

己同型が対角化可能ならば，k = C の場合の問題 7.1 が肯定的に解決する．実際，ζ を

1 の原始 d 乗根とするとき，k[x] = A[z] の位数 d の自己同型 ϕ が ϕ(p(z)) = p(ζz) で

定義される．仮定より ϕ は対角化可能なので，座標 p(z) と α ∈ C \ {1, 0} が存在し，
p(ζz) = ϕ(p(z)) = αp(z)を満たす．このとき，(α − 1)p(z) = p(ζz) − p(z)は z で割り

切れるが，p(z)は座標なので k[x]の既約元である．従って，z と p(z)は同伴であり，z

も k[x]の座標である．

問題 7.2は，簡約代数群のアフィン空間への作用の線形化可能性を問う「上林の線形化

問題」の特別な場合である (cf. [23])．n = 2 の場合の上林の問題は肯定的に解決してお

り，そこでは AutC C[x1, x2] = T2(C)であることが本質的な役割を果たす．高次元では

反例が見つかっており，有限群の場合の反例も存在する (cf. [24], [50], [61]). しかし，有

限アーベル群に対する反例は見つかっていない．なお，char k = p > 0 の場合，例えば

(x1 + 1, x2) ∈ Autk k[x1, x2]の位数は pだが，k2 ∋ (a1, a2) 7→ (a1 + 1, a2) ∈ k2 が固定
点を持たないので線形化可能でない．実際，線形自己同型ならば原点が固定されるので，

線形化可能ならば固定点が必ず存在する．浅沼 [2]は n ≥ 4のとき，位数が pで割り切れ

ないような有限アーベル群に対して線形化問題の反例を与えた．

係数環が体でない場合の線形化問題を考える．k の標数は任意とし，k が代数閉体であ

ることも仮定しない．Rを k 整域とし，Gを AutRR[x]の部分群とする．θ−1Gθ が

Dn(k) := {(a1x1, . . . , anxn) | a1, . . . , an ∈ k×}

に含まれるような θ ∈ AutRR[x]が存在するとき，Gは対角化可能であるという．R の

商体をK とすれば，AutRR[x]は AutK K[x]の部分群と見なせる．θ−1Gθ ⊂ Dn(k)を

満たす θ ∈ AutK K[x]が存在しても，このような θ を AutRR[x]からとれるとは限らな

い．そのため，Gは K 上で対角化可能でも，R上で対角化可能であるとは限らない．次

の結果は黒田 [44, Thm. 1.1 (i)]による．

定理 7.3 Rが PIDのとき，AutRR[x1, x2]の部分群 GがK 上で対角化可能ならば，G

は R上で対角化可能である．

定理 7.3は任意の体 k に対して成り立つが，k = Cで Rが C上有限生成な PIDの場

合は Kraft-Russell [28, Thm. 3.2]に含まれる．

定理 7.3から次の系が従う
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系 7.4 Rを PID, Gを AutRR[x1, x2]の有限アーベル部分群とする．kが 1の原始 d乗

根を含むならば，Gは R 上で対角化可能である．ただし，d := max{ordϕ | ϕ ∈ G}と
する．

上の系において R = k[x3]とすれば，Autk k[x1, x2, x3]の有限アーベル部分群の線形

化に関する部分的な結果が得られる．

以下では k の標数は 0とする．0 ̸= δ ∈ LNDk k[x]を任意にとり，Autk k[x]の部分群

Autk[x]δ k[x]を考察する．この部分群は，第 5節で述べた順交叉の観点からも興味深い．

任意の D ∈ LNDk[x]δ k[x]は k[x]D ⊃ k[x]δ を満たすから，

expD ∈ Autk[x]D k[x] ⊂ Autk[x]δ k[x]

が成り立つ．よって，
Nδ := {expD | D ∈ LNDk[x]δ k[x]}

は Autk[x]δ k[x] に含まれる．実は，Nδ は Autk[x]δ k[x] の正規部分群である．以下では

Autk[x]δ k[x]や剰余群 (Autk[x]δ k[x])/Nδ に関して得られている結果を述べる (cf. [46]).

定理 7.5 k[x] ̸= (k[x]δ)[1] ならば，剰余群 (Autk[x]δ k[x])/Nδ は k× の有限巡回部分群

と同型であり，(Autk[x]δ k[x]) \ Nδ に属する自己同型の位数は常に有限である．

なお，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x]と l ≥ 1に対して (expD)l = exp lD ̸= idk[x]が成り

立つので，Nδ \{idk[x]} に属する自己同型の位数は常に無限である．また，Aを A×∪{0}
が体であるようなQ上の UFDとするとき，定理 7.5は k[x], k× をそれぞれ A, A× に替

えても成り立つ．

以下では kを代数閉体とする．次の 2つの定理の証明に，有限位数の自己同型の線形化

に関する [44]の結果が使われる．

定理 7.6 n ≥ 3, rank δ = 2と仮定する．

(1) (Autk[x]δ k[x]) \ Nδ の任意の元は有限位数かつ線形化可能である．
(2) δ が既約のとき，Autk[x]δ k[x] ̸= Nδ ならば δ は三角化可能である．

ここで，δ が既約であるとは，δ(x1), . . . , δ(xn)が共通因子を持たないときにいう．

定理 7.7 n = rank δ = 3のとき，(Autk[x]δ k[x]) \Nδ の任意の元は有限位数であり，か
つ線形化可能でない (Autk[x]δ k[x] = Nδ の可能性もある).
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Almost Ring Theoryの観点からのホモロジカル
予想

下元数馬 (日本大学)

以下で扱う環は全て可換環であると仮定する。ホモロジカル予想とは Hochster

らが導入したネーター局所環に関する予想の一群のことであるが、中でも良く知ら
れているのが直和因子予想と呼ばれるものである。

Conjecture 1 (直和因子予想). R ↪→ Sはネーター環の整拡大、Rは正則であって
Sは有限生成R-加群であるとする。このとき、RはR-加群として Sの直和因子で
ある。

この予想は [12]でHochsterによって定式化され、彼自身は正標数の場合を解決
した。零標数の場合は比較的易しい。しかしながらRが体を含まない場合、つまり
混合標数のケースが未解決のまま残されていた。2002年に R. Heitmannが 3次元
の場合を解決し ([11]を参照)、2016年には Y. Andréにより Almost ring theoryと
Perfectoid幾何学の理論を用いて完全な解決がもたらされた ([1],[2]を参照)。

Almost ring theoryとは、1980年代にG. Faltingsが p-進Hodge理論における基
本的な問題を解決するために導入した可換環の手法のことである ([8]を参照)。直和
因子予想はB. Bhatt([4]を参照)によって更に簡明な証明が付けられたが、実際には
Andréによって次の強い結果が示された (用語に関しては本文を参照のこと)。

Theorem 2 (André; [1], [2]). kは標数 p > 0の完全体、V = W (k)はWitt環を表
すとする。また

R := V [[x2, . . . , xd]] ↪→ S

は d次元完備正則局所環から整閉整域 Sへの有限生成な整拡大、d ≥ 2であると仮

定する。このとき、ある元 g ∈ R \ pRが存在してR[
1

pg
]→ S[

1

pg
]がエタール拡大と

なる。更にR-代数 T で以下の性質を満たすものが存在する。

1. T は integral almost perfectoid代数である。

2. pg ∈ T は非零因子であり、任意の自然数 n > 0に対して (pg)
1
pn ∈ T となる。

3. T/mT は T -加群として almost zeroではなく、更に

(pg)
1
pn · ((p, x2, . . . , xi)T :T xi+1)

(p, x2, . . . , xi)T
= 0

が全ての自然数 nに対して成立する。
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Theorem 2により任意のネーター局所環は big Cohen-Macaulay代数 (以下、big

CM代数と呼ぶ)を持つことが示され、そこから直和因子予想も容易に従う。尚、定
理で得られた S-代数 T は almost Cohen-Macaulay代数と呼ばれているものである。
Heitmannの証明からヒントを得て、Hochsterは almost CM代数から big CM代数
を直接構成する方法 (partial algebra modification；[13]を参照のこと)を見出してい
た。この論説ではホモロジカル予想、Almost ring theory周辺の話題、それと直和因
子予想の証明のアイデアについてなるべく分かり易い説明を試みる。尚、Andréの
論文 [1]では、Almost purity定理を更に拡張したPerfectoid Abhyankar補題と呼ば
れる、非常に深い定理を証明してから Theorem 2を導いていることに注意したい。
ホモロジカル予想の歴史については [20]に簡にして要を得た解説があり参照のこと。
謝辞: 代数学シンポジウムにおいて講演の機会を与えて下さり、運営に関わられ

た皆様方に深く感謝したいと思います。

1 Big Cohen-Macaulay代数

環は全て可換かつ単位元を持つと仮定する。ネーター局所環 (R,m)に対して d :=

dimRとおく。与えられたネーター環を考察する際、「その環はCohen-Macaulayで
あるか？」という問題を考えることがしばしば重要である。またCM性のお陰で問
題が考えやすくなることがある。仮に環がCMでなくても次の問題を考えることは
自然である。

Problem 3. (R,m)はネーター局所環とする。以下の性質を満たすR-代数Bが存
在するだろうか？

• x1, . . . , xdをRのパラメータ系とする。この時、B ̸= mBかつ x1, . . . , xdはB

において正則列となる。

上のような性質を持つBを一般にbig CM代数と呼んでいる。ここでBは必ず
しもネーター的とは仮定していないことに注意する。このような代数の存在は、R
が体を含む場合 (等標数)にはHochster-Hunekeの仕事によって知られていた。最も
難しいのはRが体を含まない場合 (混合標数)であるが、Theorem 2から次の定理が
正しいことが示された (証明に関しては [2]を参照)。

Theorem 4. 任意のネーター局所環は big CM代数を持つ。

次に big CM代数と直和因子予想との関係について述べたい。

Lemma 5. (R,m)はKrull次元が dであるCMネーター局所環と仮定する。Rの任
意のパラメータ系 x1, . . . , xdに関して

(x1 · · · xd)n /∈ (xn+1
1 , . . . , xn+1

d )

が全ての n > 0に対して成立する。
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Lemma 5はパラメータ系が正則列であるということから容易に従う。「一般の
(CMとは限らない)局所環でもLemma 5の結論は成立するだろうか？」というのが
Monomial予想と呼ばれているホモロジカル予想の一部であり、Theorem 4を認め
れば正しい。

Theorem 6. Monomial予想が成立する。

Proof. (R,m)はKrull次元が dであるネーター局所環、x1, . . . , xdを Rのパラメー
タ系とし、ある自然数 nに対して

(x1 · · · xd)n ∈ (xn+1
1 , . . . , xn+1

d )

が成立したと仮定する。Theorem 4によって big CM代数 R → Bが存在する。す
ると

(x1 · · · xd)n ∈ (xn+1
1 , . . . , xn+1

d )B

となる。しかし x1, . . . , xdはBにおいて正則列なのでこれは矛盾である。

[12]においてHochsterはMonomial予想から直和因子予想が従うことを示した。
従ってTheorem 4の証明の鍵となるアイデアを理解すれば良いことが分かった。直
和因子予想そのものは big CM代数の存在を仮定しなくても証明は可能であるが、こ
の論説の主題であるAlmost ring theoryとTheorem 4とが深く関係していることを
強調しておきたい。

2 Almost ring theory

必要な用語を定義することから始めたい。Almost ring theoryの基本的文献として
[9]を挙げておく。

Definition 7. Aは可換環、πは Aの非零因子であるとする。更に πn := π
1
pn ∈ A

かつ πpn+1 = πnであると仮定する。以下、{πn}n≥0を固定する。

1. A-加群Mが almost zeroであるとは、πn ·M = 0が全ての nに対して成立す
るときに言う。これをM ≈ 0という記号で表す。

2. A-加群の写像 f :M → N が almost isomorphismであるとは、Ker (f) ≈ 0

かつ Im(f) ≈ 0であるときに言う。

以下、(π∞) :=
∪
n>0 π

1
pnAとおいて、組 (A, (π∞))を基本設定 (basic setup)と呼

ぶことにする。イデアル (π∞)は単項イデアルの順極限なので、A-加群として平坦
である。

Remark 8. 1. 具体例について述べる。A := Zpを p-進整数環 Zpの Qpでの整

閉包とする。πn = p
1
pn とおくと、(A, (π∞))は基本設定を与えている。また

A/(π∞)は自明でない almost zeroなA-加群となる。

3



2. 「almost zeroとなる加群は、如何なる条件の下でゼロ加群になるか？」に関
しては次の事実が知られている (読者への練習問題とする)。

• A-加群Mがある有限表示型を持つA-加群の部分加群であって、更にM ≈
0ならばM = 0となる。

Definition 9. (R,m)はKrull次元が dのネーター局所環、x1, . . . , xdをパラメータ
系とする。基本設定 (A, (π∞))を固定し、T はR-代数かつA-代数であると仮定する。
T が almost CMであるとは、以下の条件が満たされるときに言う。

1. 任意の n ≥ 0に対して

πn ·
((x1, . . . , xi)T :T xi+1)

(x1, . . . , xi)T
= 0

が成立する。

2. T/mT は almost zeroでない。

次の定理はHochsterによる partial algebra modificationを用いて示される。

Theorem 10. (R,m)は任意標数のネーター局所環とする。R上の almost CM 代数
が存在すればRは big CM 代数を持つ。

Theorem 10によって big CM代数を構成する問題は almost CM 代数を構成する
問題に帰着された。まず易しい場合である正標数から始めたい。

Theorem 11. (R,m)は完備ネーター局所整域であって、有限体 Fpを含むとする。

R∞ :=
∪
n>0

R
1
pn

とする。このとき、Rは almost CM R-代数である。

R∞はRの完全閉包 (perfect closure)とよばれるもので、フロベニウス写像が全
単射で作用する。またRが体で無ければR∞はネーター環とはなり得ないことに注
意する。Theorem 11の証明に関しては [16]を参照。

Remark 12. R∞は必ずしも big CM代数ではないことに注意したい。例えば、R
として F -純かつCMでないものを取ってくると、R∞は big CM代数ではない。こ
こで標数 p > 0のネーター整域RがF-純であるとは、RがRp-加群として純 (pure)

という意味である。ただし、Rp = {xp | x ∈ R}とする。

Scholzeの論文 [17]とAndréの論文 [1]に従って用語を導入する。

Definition 13. 基本設定 (A, (π∞))を固定する。AはZp上忠実平坦な可換環、任意
の自然数 n > 0に対して tn := p

1
pn ∈ Aとおいて tpn+1 = tnであると仮定する。
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1. Aが p-進位相で完備かつ分離的、フロベニウス写像F : A/pA→ A/pAに関し
てKer (F ) = t1Aかつ πn · Coker(F ) = 0が全ての自然数 nについて成立する
とき、Aは integral almost perfectoid代数と呼ぶ。

2. Aが integral perfectoid代数であるとは、Aが integral almost perfectoidで
あって更にCoker(F ) = 0、つまりフロベニウス写像の全射性が成立するとき
に言う。

定義に関して注意しておくと、応用上興味があるのは、ある元 g ∈ Aが与えら
れていて π = pgという関係を満たしている場合である。既に Theorem 2において
述べたように、Andréの論文 [1]において、完備ネーター局所環の有限生成な整拡大
R = V [[x2, . . . , xd]]→ Sの分岐集合 V (pg) ⊂ Spec Rを考えている。g = 1の場合は
FaltingsによるAlmost purity定理として良く知られている結果である。また１次
元の場合は、J. Tateによって 1960年代に調べられていた。これからTateは局所体
上の Abel多様体から派生する Tate加群、p-divisible群について幾つかの結果を導
いた。FaltingsによるAlmost purity定理については、次章以降において直和因子予
想の証明と関連して説明を試みる。
混合標数の場合には次が問題となる。

Problem 14. (R,m)は混合標数を持つ完備ネーター局所整域とする。このとき、完
全閉包に相当する可換環を混合標数でも構成できないだろうか？更にCM性を満た
すものが作れないだろうか？

完全閉包の混合標数における類似が integral perfectoid性を満たすものだと認め
れば、Theorem 2の結論によって上の疑問に答える形で近いものが構成されている
ことが分かる。より詳しく言うと以下の問題が未解決である。

Problem 15 (下元). (R,m)は混合標数を持つネーター局所環とする。このとき、
big CM R-代数で integral perfectoid代数の構造を持つものが存在するだろうか？

また次の問題に対する反例は知られていないようである。ただし、π = pである
ならば正しいことが示される。これについては [1]を参照のこと。

Problem 16 (André). 任意の integral almost perfectoid代数は integral perfectoid

であるか？

3 直和因子予想の証明 (特別な場合)

最初にAlmost purity定理を説明する。そのために用語を導入する。kは標数 p > 0

の完全体であるとし、V = W (k)はWitt環とする。R := V [[x2, . . . , xd]]は d-次元完
備正則局所環とする。また

Rn := V [p
1
pn ][[x

1
pn

2 , . . . , x
1
pn

d ]]
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でR∞ :=
∪
n>0Rnとおく。構成の仕方から明らかなように、R∞は整閉整域であり、

フロベニウス写像 F : R∞/pR∞ → R∞/pR∞は全射である。

Theorem 17 (Faltings; [8]). R := V [[x2, . . . , xd]] ↪→ Sは完備ネーター局所環の有

限生成な整拡大、Sは整閉整域、R[
1

p
]→ S[

1

p
]はエタール拡大であると仮定する。ま

た SnはRn ⊗R Sの全商環でのRn ⊗R Sの整閉包を表すものとし、S∞ :=
∪
n>0 Sn

とおく。このとき
R∞ → S∞

は almost étale拡大となる。

Remark 18. Almost purity定理は古典的な Nagata-Zariskiの定理と深い関係に
ある。また [8] では、R が V 上本質有限型なスムーズ代数と仮定されていたが、
Scholze[17]により一般化的な状況で示されたことに言及しておく。Almost purity

定理は幾つかの異なるバージョンが知られている。Kedlaya-Liuによるもの [14]、ま
たDavis-Kedlayaによるもの [6]が知られている。特にDavis-Kedlayaによる定式化
は p-進完備化を取らなくてもよいという利点があり、将来的にはZ上のHodge理論
が展開されることが期待される。

まず古典的な状況に関して復習する。

Definition 19. スキームXと空でない開集合U ⊂ Xから成る組 (X,U)を考える。
Et(X)をX上有限エタールなスキームの作る圏とする。このとき関手

Et(X)→ Et(U); Y 7→ Y ′ := Y ×X U

が圏同値を与えるとき、(X,U)を純な対 (pure pair)と呼ぶ。

以下の結果を思い出したい。

Theorem 20. (R,m)をネーター局所環とし、X := Spec R、U := Spec R \ {m}と
おく。以下の事実が成立する。

1. Rが正則局所環でありKrull次元が 2以上であれば、(X,U)は純。

2. Rが完全交叉でありKrull次元が 3以上であれば、(X,U)は純。

次に純な対という概念を、Almost ring theoryの枠組みへと拡張する。定義や用
語は [3]に従うものとする。

Definition 21. (A, (π∞))は基本設定、Rは A-代数、M と N はともに R-加群と
する。

1. M が almost flatであるとは、TorRi (M,N) ≈ 0が任意の i > 0とN に対して
成り立つことを言う。
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2. M が almost projectiveであるとは、ExtiR(M,N) ≈ 0が任意の i > 0とN

に対して成り立つことを言う。

3. Mが almost faithfully flatであるとは、まずMが almost flatであり更に任
意のR-加群N1とN2に対して, 自然な写像

HomR(N1, N2)→ HomR(N1 ⊗RM,N2 ⊗RM)

の核が almost zeroとなることである。

4. Mがalmost finitely generatedであるとは、任意に与えられた自然数n ∈ N
に対して、ある有限生成なR-加群MnとR-準同型fn :Mn →M、gn :M →Mn

が存在して、fn ◦ gn = πn ◦ IdM と gn ◦ fn = πn ◦ IdMnが成立するときに言う。

以上の準備の下に almost étale拡大の定義を与える。

Definition 22. (A, (π∞))は基本設定とする。A-代数の準同型 f : B → Cがalmost

étale 拡大であるとは、以下の条件が満たされるときに言う。

1. C は B-加群として almost finitely generated、almost faithfully flat、almost

projectiveである。

2. µ : C ⊗B C → Cを µ(b⊗ c) = bcで定義する。この写像を通してCをC ⊗B C-
加群とみなす。このとき、CはC ⊗B C-加群として almost projectiveである。

上の定義を Spec A上のスキームまで拡張することが可能であるが、詳細につい
ては [10]に譲る。また almost étale拡大に関しては文献によって見かけ上、若干異
なる定義が採用されているようである。

Remark 23. 環準同型 f : B → Cがエタールであるとは、f が有限表示型、平坦か
つ不分岐であることを思い出す。上の定義で現われた「C ⊗B C-加群Cが (almost)

projectiveである」という条件はあまり見慣れないかもしれないが、環準同型の不分
岐性と関係している。これについては [9]や [15]を参照のこと。
一般に f : B → C が平坦で C が C ⊗B C-加群として平坦である場合には、f :

B → Cはweaky étale拡大と呼ばれている。Bhatt-Scholzeの論文 [5]ではエター
ル・コホモロジーへの応用が与えられている。

Problem 24. 論文 [5]において次の結果が鍵となる。

• f : B → Cはweakly étaleであるとする。このとき、faithfully flatな ind-étale

な準同型写像 g : C → Dであって合成写像 g ◦ f : B → Dが ind-étaleとなる
ものが存在する。

この結果の証明を純粋に環論だけを用いて示すことは可能であろうか？[5]で与えら
れている証明は、環論以外にも集合・位相空間論などを駆使するもので技術的にも
かなり難しい。
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純な対の概念をAlmost ring theoryの枠組みまで拡張する。

Definition 25 (Gabber-Ramero; [10]). (A, (π∞))は基本設定とする。またRをA-

代数、I ⊂ Rをイデアルとする。X := Spec R、U := Spec R\V (I)とおく。Eta(X)

を almost étaleなX-スキーム達の作る圏とする。このとき関手

Eta(X)→ Eta(U); Y 7→ Y ′ := Y ×X U

が圏同値を与えるとき、(X,U)を概純な対 (almost pure pair)と呼ぶ。

この定義から意味ある結果を導くためには、Rが整閉整域など技術的な条件が必
要であるが、定義も含めた詳細については [10]を参照のこと。冒頭で述べたFaltings

の定理はX = Spec R∞、U = Spec R∞[
1

p
]の場合に相当する。

以上の準備の下で、直和因子予想を、Almost purity定理と同じ仮定の下で証明
を与える。以下の証明は [3]によるものであるが、一般の場合の直和因子予想の証明
[4]を理解するための重要なエッセンスが含まれている。取り扱いが困難な混合標数
の可換環の問題に取り組む上で役立つ道具や考え方が含まれていることを強調して
おきたい。

Theorem 26 (Bhatt; [3]). kは標数 p > 0の完全体、V =W (k)はWitt環であると
する。また

f : R = V [[x2, . . . , xd]] ↪→ S

は有限生成な整拡大、Sは整閉整域、更にR[
1

p
]→ S[

1

p
]はエタール拡大であると仮

定する。このとき、RはR-加群として Sの直和因子である。

Proof. まずQ := Coker(f)とおく。すると完全列

0→ R
f−→ S → Q→ 0

より次の長完全列が誘導される。

0→ HomR(Q,R)→ HomR(S,R)→ HomR(R,R)→ Ext1R(Q,R)→ · · ·

そこで ob(f) ∈ Ext1R(Q,R)を IdR ∈ HomR(R,R)の像とする。また

R∞ :=
∪
n>0

V [p
1
pn ][[x

1
pn

2 , . . . , x
1
pn

d ]]

とおいて基本設定を (R∞, (p
∞))としておく。もし ob(f) = 0が正しければ、R-準同

型 g : S → Rで g ◦ f = IdRを満たすものの存在が言える。そのために以下の事実を
示す。

(事実): ob(f)⊗ 1 ∈ Ext1R(Q,R)⊗RR∞で生成された巡回R∞-加群は almost zeroであ
る。言い換えると、p

1
pn · ob(f)⊗ 1 = 0が任意の n > 0に対して成立する。
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正規環 S∞ は Theorem 17において定義されたものとする。Q∞ := Ker
(
f∞ :

R∞ → S∞
)
とおく。上と同様にして ob(f∞) ∈ Ext1R∞(Q∞, R∞)を定義する。次の可

換図式を考えたい。

0 −−−→ R∞
IdR∞⊗f−−−−−→ R∞ ⊗R S −−−→ R∞ ⊗R Q −−−→ 0∥∥∥ y y

0 −−−→ R∞
f∞−−−→ S∞ −−−→ Q∞ −−−→ 0

すると almost purity定理によってR∞ → S∞が almost étale拡大であることから、
Q∞は almost projectiveな R∞-加群であることが示される (この事実の証明につい
ては [3]を参照)。つまり

Ext1R∞(Q∞, R∞) ≈ 0

となる。これはR∞ · ob(f∞) ≈ 0を意味する。また構成から分かるようにR→ R∞

は忠実平坦なので、R∞-加群の同型Ext1R∞(R∞ ⊗R Q,R∞) ∼= Ext1R(Q,R)⊗R R∞が
従う。R∞ ⊗R Q→ Q∞から自然に誘導される写像

Ext1R∞(Q∞, R∞)
π−→ Ext1R∞(R∞ ⊗R Q,R∞) ∼= Ext1R(Q,R)⊗R R∞

を考えると、ob(f)⊗ 1 = π(ob(f∞))となることが確かめられるので、

R∞ · (ob(f)⊗ 1) ≈ 0

が出る。これで (事実)が示された。
次に Ext1R∞(R∞ ⊗R Q,R∞) ∼= Ext1R(Q,R)⊗R R∞は有限表示型R∞-加群である

ことに注意する。M := R∞ · (ob(f)⊗ 1)とおく。すると almost zeroなR∞-加群M

は有限表示型R∞-加群の部分加群なので、Remark 8で述べたようにM = 0となる。
R→ R∞が忠実平坦であることから ob(f) = 0となり、これで定理が示された。

Remark 27. 論文 [18]では同様のアイデアを用いて、Theorem 26と同じ条件の下
で big CM代数を構成している。本文中で述べたProblem 15であるが、[7]、[19]で
展開されている理論が役立つのではないかと思う。ホモロジカル予想を超えてより
豊かな理論を作り上げるためには、big CM代数の構造を詳しく解析することが不
可欠であろう。

次の問題は混合標数の場合が未解決である。

Problem 28. (R,m) → (S, n)は完備ネーター局所整域の局所準同型とする。この
とき、big CM R-代数B(R)と big CM S-代数B(S)で、次の図式を可換にするもの
は存在するであろうか？

B(R) −−−→ B(S)x x
R −−−→ S

9



Andréの論文 [1]、[2]に関するコメントをしておきたい。環準同型A→ Bが与え
られたとして、A[1

g
]→ B[1

g
]がエタール拡大であるような状況を想定したい。Perfec-

toid Abhyankar補題とは、従来のAlmost purity定理を超えて、(X = Spec A,U =

Spec A[1
g
])が概純な対 (almost pure pair)であることを目指しており、数論幾何や可

換環論においても強力な道具と成り得ることが期待される。この原稿を執筆してい
る時点において、これらの論文の妥当性についての最終的な判断は下されていない
ようである。しかしながら論文 [4]においてその有効性が示されており、[1]の詳し
い解析が喫緊の課題と言えるであろう。最後に、Perfectoid Abhyankar補題の特別
な場合を紹介して本稿を終えたい。

Theorem 29 (André; [1]). Aは integral perfectoid代数、g ∈ Aは非零因子とする。
また任意の自然数 n > 0に対して g

1
pn ∈ Aであり、B′はA[1

g
]上有限なエタール代

数であると仮定する。

g−
1

p∞A :=
{
b ∈ A[1

g
]
∣∣∣ g 1

pn · b ∈ A, ∀ n > 0
}

とおくと、自然にA[1
g
]の部分環とみなせる。BをB′における g−

1
p∞Aの整閉包の p-

進完備化を表すものとする。また π := pgとおいて (A, (π∞))を基本設定としてお
く。このとき、Bは integral almost perfectoid代数となる。つまりフロベニウス写像
F : B/pB → B/pBの余核は almost zeroとなる。
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1. Introduction

This article is based on the works jointly with Shiro Goto, Ryo Takahashi, Naoyuki
Matsuoka, and Ken-ichi Yoshida ([8, 9, 10, 11, 15]).
There are known numerous examples of Cohen-Macaulay rings and among the

progress of the theory of Cohen-Macaulay rings, we often encounter non-Gorenstein
Cohen-Macaulay rings in the field of not only commutative algebra, but also algebraic
geometry, representation theory, invariant theory, and combinatorics. On all such occa-
sions, we have a natural query of why there are so many Cohen-Macaulay rings which
are not Gorenstein.
The goal of this research is to find a new class of Cohen-Macaulay rings, which may

not be Gorenstein, but sufficiently good next to the Gorenstein rings. One of the
candidates for such a class is almost Gorenstein rings, which was originally studied by
V. Barucci and R. Fröberg [2] in 1997. One can refer to [2] for a beautiful theory of
almost symmetric numerical semigroups. Nevertheless, since the notion given by [2] was
not flexible for the analysis of analytically ramified case, in 2013 S. Goto, N. Matsuoka
and T. T. Phuong [7] extended the notion over one-dimensional Cohen-Macaulay local
rings, using the first Hilbert coefficients of canonical ideals. More recently, in 2015 S.
Goto, R. Takahashi and the author [15] finally gave the definition of almost Gorenstein
graded/local rings of higher dimension.
Let us start on the definition of almost Gorenstein ring in the sense of [15].

The author was partially supported by JSPS Grant-in-Aid for Scientific Research 26400054.
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2 NAOKI TANIGUCHI

Definition 1.1. Let R be a Noetherian local ring with maximal ideal m. Then R is
said to be an almost Gorenstein local ring, if the following conditions are satisfied.

(1) R is a Cohen-Macaulay local ring, which possesses the canonical module KR and
(2) there exists an exact sequence

0→ R→ KR → C → 0

of R-modules such that µR(C) = e0m(C).

Here µR(C) denotes the number of elements in a minimal system of generators for C,

e0m(C) = lim
n→∞

ℓR(C/m
n+1C)

nd−1
· (d− 1)!

is the multiplicity of C with respect to m, and d = dimR.

Notice that every Gorenstein local ring is almost Gorenstein (take C = (0)) and the
converse is also true, if R is Artinian. In the exact sequence quoted in Definition 1.1
(2), if C ̸= (0), then C is a Cohen-Macaulay R-module with dimR C = d − 1 and one
has the equality

mC = (f2, f3, . . . , fd)C

for some elements f2, f3, . . . , fd ∈ m, provided the residue class field R/m of R is infinite.
Hence C is a maximally generated Cohen-Macaulay R-module in the sense of [3], which
is called in the present article an Ulrich R-module. Roughly speaking, Definition 1.1
requires that if R is an almost Gorenstein local ring, then R might be a non-Gorenstein
local ring but the ring R can be embedded into its canonical module KR so that the
difference KR/R should be tame and well-behaved.
In the case where d = 1, if R is an almost Gorenstein local ring, then mC = (0) and

R is an almost Gorenstein local ring exactly in the sense of [7, Definition 3.1]. The
converse is also true, if R/m is infinite. We will later show that many results of [7] of
dimension one are extendable over higher-dimensional local rings, which supports the
appropriateness of our definition.
In what follows, unless otherwise specified, let R denote a Noetherian local ring with

maximal ideal m. For each finitely generated R-module M , let µR(M) (resp. ℓR(M))
denote the number of elements in a minimal system of generators for M (resp. the
length of M). We denote by e0m(M) the multiplicity of M with respect to m.

2. Survey on one-dimensional almost Gorenstein rings

Throughout this section, let R be a Cohen-Macaulay local ring with maximal ideal
m and dimR = 1. Let KR stand for the canonical module of R. Then an ideal I of R
is called canonical, if I ̸= R and I ∼= KR as an R-module. Notice that this definition
implicitly assume the existence of the canonical module. By the result [16, Satz 6.21]
of J. Herzog and E. Kunz, R possesses a canonical ideal if and only if the total ring of

fractions Q(R̂) of R̂ is Gorenstein, where we denote by R̂ the m̂-adic completion of R.
Hence the ring R contains a canonical ideal I if it is analytically unramified. Since I
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is faithful and dimR = 1, I is an m-primary ideal of R. Therefore there exist integers
e0(I) > 0 and e1(I) such that

ℓR(R/I
n+1) = e0(I)

(
n+ 1

1

)
− e1(I)

for all integers n ≫ 0. The integers ei(I)’s are called the Hilbert coefficients of R with
respect to I. These integers describe the complexity of given local rings, and there are
a huge number of preceding researches about them, e.g., [5, 6, 7, 12, 13]. In particular,
the integer e0(I) > 0 is called the multiplicity of R with respect to I and has been
explored very intensively.
Let r(R) stand for the Cohen-Macaulay type of R ([16, Definition 1.20]). Then the

almost Gorenstein ring is defined as follows.

Definition 2.1 ([7]). We say that R is an almost Gorenstein local ring, if R possesses
a canonical ideal I of R such that e1(I) ≤ r(R).

Remember that if R is Gorenstein, then any parameter ideal Q of R is canonical and
hence e1(Q) < r(R) = 1, which implies that every Gorenstein local ring is an almost
Gorenstien ring.
We now assume that I contains a parameter ideal Q = (a) as a reduction, namely

Ir+1 = QIr for some integer r ≥ 0. Note that this assumption is automatically satisfied,
if the residue class field R/m of R is infinite. We set

K =
I

a
=
{x
a
| x ∈ I

}
⊆ Q(R).

Notice that K is a fractional ideal of R such that

R ⊆ K ⊆ R and K ∼= KR

where R denotes the integral closure of R in Q(R). Then the result [7, Theorem 3.11]
says that R is an almost Gorenstein ring if and only if mK ⊆ R, or equivalently
mI = mQ. The latter condition is the original definition of almost Gorenstein ring in

the sense of [2]. Therefore if R is analytically unramified, that is R̂ is reduced, then
the these two definitions of almost Gorenstein ring coincides, provided the residue class
field R/m of R is infinite.
Before entering the higher dimensional case, let us give examples of almost Gorenstein

local rings of dimension one.

Example 2.2. Let k be an infinite field. The following are almost Gorenstein rings.

(1) k[[t3, t4, t5]]
(2) k[[ta, ta+1, . . . , t2a−3, t2a−1]] (a ≥ 4)
(3) k[[X,Y, Z]]/(X, Y ) ∩ (Y, Z) ∩ (Z,X)
(4) k[[X,Y, Z, U, V,W ]]/I, where

I = (X3 − Z2, Y 2 − ZX) + (U, V,W )2

+ (Y U −XV,ZU −XW,ZU − Y V, ZV − YW,X2U − ZW ).
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3. Almost Gorenstein local rings of higher dimension

In this section we summarize some basic results on almost Gorenstein rings of arbi-
trary dimension. Almost all the results are proved in [15].
In what follows, let (R,m) be a Cohen-Macaulay local ring with d = dimR possessing

the canonical module KR. For simplicity we assume that the residue class field R/m of
R is infinite.

Definition 3.1 ([15]). We say that R is an almost Gorenstein local ring, if there exists
an exact sequence

0→ R→ KR → C → 0

of R-modules such that µR(C) = e0m(C), where µR(C) (resp. e0m(C)) stands for the
number of elements in a minimal system of generators for C (resp. the multiplicity of
C with respect to m).

We look at an exact sequence

0→ R→ KR → C → 0

of R-modules. Here we do not need to assume that R is almost Gorenstein. If C ̸= (0),
then C is a Cohen-Macaulay R-module of dimension d− 1. Set R = R/[(0) :R C] and
let m denote the maximal ideal of R. Choose elements f1, f2, . . . , fd−1 ∈ m such that
(f1, f2, . . . , fd−1)R forms a minimal reduction of m. Then we have

e0m(C) = e0m(C) = ℓR(C/(f1, f2, . . . , fd−1)C) ≥ ℓR(C/mC) = µR(C).

Therefore e0m(C) ≥ µR(C) and we say that C is an Ulrich R-module if e0m(C) = µR(C),
since C is a maximally generated maximal Cohen-Macaulay R-module in the sense of
B. Ulrich ([3]). Thus C is an Ulrich R-module if and only if

mC = (f1, f2, . . . , fd−1)C.

Therefore if dimR = 1, then the Ulrich property for C is equivalent to saying that
C is a vector space over R/m. Therefore we have the following, which ensures that
Definition 3.1 is a natural generalization of the definition of almost Gorenstein rings
given by S. Goto, N. Matsuoka, and T. T. Phuong [7].

Remark 3.2. Let (R,m) be a one-dimensional Cohen-Macaulay local ring. Then the
following conditions are equivalent.

(1) R is an almost Gorenstein local ring in the sense of Definition 3.1
(2) R is an almost Gorenstein local ring in the sense of [7, Definition 3.1].

One can construct many examples of almost Gorenstein rings of higher dimen-
sion. The significant examples of almost Gorenstein rings are one-dimensional Cohen-
Macaulay local rings of finite Cohen-Macaulay representation type and two-dimensional
rational singularity. Therefore every two-dimensional finite Cohen-Macaulay represen-
tation type is almost Gorenstein. Furthermore, for all the known examples of finite
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Cohen-Macaulay representation type are almost Gorenstein. Thus, it might be true
that for any finite Cohen-Macaulay representation type is almost Gorenstein for arbi-
trary dimension, which we leave as an open question.
Let us recall the fundamental results on almost Gorenstein rings. We begin with the

following, which is called non-zerodivisor characterization.

Theorem 3.3. Let f ∈ m and assume that f is R-regular.

(1) If R/(f) is an almost Gorenstein local ring, then R is an almost Gorenstein local
ring. Moreover if R is not a Gorenstein ring, then f ̸∈ m2.

(2) Conversely, suppose that R is a non-Gorenstein almost Gorenstein local ring. Con-
sider the exact sequence

0→ R→ KR → C → 0

of R-modules such that µR(C) = e0m(C). If f is superficial for C with respect to m

and d ≥ 2, then R/(f) is an almost Gorenstein local ring.

Proof. We set R = R/(f). Remember that KR/fKR = KR, since f is R-regular.
(1) We take an exact sequence

0→ R
ψ−→ KR → D → 0

of R-modules so that D is an Ulrich R-module of dimension d − 2. Let ξ ∈ KR such
that ψ(1) = ξ, where ξ denotes the image of ξ in KR = KR/fKR. We now consider the
exact sequence

R
φ−→ KR → C → 0

of R-modules with φ(1) = ξ. Then, because ψ = R ⊗R φ, we get D = C/fC, whence
dimR C < d, because dimRD = d − 2. Consequently, the homomorphism φ must be
injective, and hence C is a Cohen-Macaulay R-module of dimension d − 1. Therefore,
f is C-regular, so that C is an Ulrich R-module and f ̸∈ m2. Hence R is almost
Gorenstein.
(2) Notice that f is a C-regular element, because f is superficial for C with respect

to m and dimR C = d − 1 > 0. Therefore the exact sequence 0 → R → KR → C → 0
gives rise to the exact sequence of R-modules

0→ R→ KR → C/fC → 0

where C/fC is an Ulrich R-module. Hence R is an almost Gorenstein local ring. □

We apply Theorem 3.3 (1) to get the following.

Corollary 3.4. Suppose that d > 0. If R/(f) is an almost Gorenstein local ring for
every non-zerodivisor f ∈ m, then R is a Gorenstein local ring.

Let us note one example of almost Gorenstein local rings.
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Example 3.5 (cf. [18]). Let S = k[[X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, , . . . , Yn]] (n ≥ 2) be the
formal power series ring over a field k and put

R = S/I2(M)

where I2(M) denotes the ideal of S generated by 2× 2 minors of the matrix

M =
(
X1 X2 ··· Xn
Y1 Y2 ··· Yn

)
.

Then R is an almost Gorenstein local ring with dimR = n+ 1 and r(R) = n− 1.

Proof. It is well-known that R is a Cohen-Macaulay normal local ring with dimR = n+1
and r(R) = n− 1. The sequence {Xi − Yi−1}1≤i≤n (here Y0 = Yn for convention) forms
a regular sequence in R and

R/(Xi − Yi−1 | 1 ≤ i ≤ n)R ∼= k[[X1, X2, . . . , Xn]]/I2(N) =: T

where

N =
(
X1 X2 ··· Xn−1 Xn

X2 X3 ··· Xn X1

)
.

Then T is a Cohen-Macaulay local ring with dimT = 1, such that n2 = x1n and KT
∼=

(x1, x2, . . . , xn−1), where n stands for the maximal ideal of T and xi denotes the image of
Xi in T . Hence T is an almost Gorenstein local ring, because n(x1, x2, . . . , xn−1) ⊆ (x1).
Thus R is an almost Gorenstein local ring by Theorem 3.3 (1). □

We are now interested in the question of how the almost Gorenstein property is
inherited under flat local homomorphisms of Noetherian local rings. Let us begin with
the following.

Theorem 3.6. Let (S, n) be a Noetherian local ring and let φ : R → S be a flat local
homomorphism such that S/mS is a regular local ring. Then R is an almost Gorenstein
local ring if and only if so is S.

Proof. Suppose that R is an almost Gorenstein local ring and consider an exact sequence

0→ R→ KR → C → 0

of R-modules such that µR(C) = e0m(C). If C = (0), then R is a Gorenstein ring, so
is S. Suppose C ̸= (0). Then S ⊗R C is an Ulrich S-module, because C is an Ulrich
R-module. Note that KS

∼= S ⊗R KR as S-modules, since S/mS is a Gorenstein local
ring. Thus S is almost Gorenstein, thanks to the exact sequence of S-modules

0→ S → KS → S ⊗R C → 0.

Suppose now that S is an almost Gorenstein local ring. Let n = dimS/mS. We have
to show that R is an almost Gorenstein local ring. Assume the contrary and choose
a counterexample S so that dimS = n + d is as small as possible. Then S is not a
Gorenstein ring, so that dimS = n+ d > 0. We take an exact sequence

0→ S → KS → D → 0
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of S-modules with µS(D) = e0n(D). Suppose n > 0. If d > 0, then choose an element
g ∈ n so that g is superficial for D with respect to n and g is a part of a regular system
of parameters of S/mS, where g denotes the image of g in S/mS. Then g is S-regular

and the composite homomorphism R
φ→ S → S/gS is flat. Therefore the minimality

of n + d forces R to be an almost Gorenstein local ring, because S/gS is an almost
Gorenstein local ring by Theorem 3.3 (2). Thus d = 0 and p = mS is a minimal prime

ideal of S. Hence the induced flat local homomorphism R
φ→ S → Sp shows that R is

a Gorenstein ring, because Sp is a Gorenstein ring. Thus n = 0 and n = mS.
Suppose now that d ≥ 2. Then because n = mS, we may choose an element f ∈ m so

that f is R-regular and φ(f) is superficial for D with respect to n. Then by Theorem 3.3
(2) S/fS is an almost Gorenstein local ring, while the homomorphism R/fR→S/fS is
flat. Consequently, R/fR is an almost Gorenstein local ring, so that by Theorem 3.3
(1) R is an almost Gorenstein local ring.
Thus d = 1 and n = mS, so that R is an almost Gorenstein local ring by [7, Propo-

sition 3.3], which is the required contradiction. □

The following plays an important role when we consider the almost Gorenstein prop-
erty of the Rees algebras.

Lemma 3.7. Let R be an almost Gorenstein local ring and choose an exact sequence

0→ R
φ−→ KR → C → 0

of R-modules such that µR(C) = e0m(C). If φ(1) ∈ mKR, then R is a regular local ring.
Therefore µR(C) = r(R)− 1, provided R is not regular.

Proof. Suppose φ(1) ∈ mKR. Then C ̸= (0) and therefore d > 0. Assume d = 1. Then
Q(R) is a Gorenstein ring. Therefore we get an exact sequence

0→ R
ψ−→ I → C → 0

of R-modules with ψ(1) ∈ mI, where I (⊊ R) is an ideal of R such that I ∼= KR as
an R-module. Let a = ψ(1). Then mI = (a), because mC = (0) and a ∈ mI. Hence
R is a discrete valuation ring. Let d > 1 and assume that our assertion holds true for
d− 1. Let f ∈ m be a non-zerodivisor of R such that f is superficial for C with respect
to m. We set R = R/(f) and C = C/fC. Then by Theorem 3.3 (2) R is an almost
Gorenstein local ring with the exact sequence

0→ R
φ−→ KR → C → 0

of R-modules, where φ = R⊗Rφ and KR = KR/fKR. Therefore, because φ(1) ∈ mKR,
the induction argument on d shows R is regular and hence so is R.
The second assertion follows from the fact that

µR(C) = µR(KR)− 1 = r(R)− 1

since φ(1) ̸∈ mKR. □
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When R contains a prime ideal p such that R/p is a regular local ring of dimension
d− 1, we have the following characterization for A = R⋉ p to be an almost Gorenstein
local ring, which is a generalization of [7, Theorem 6.5].

Theorem 3.8. Suppose that d = dimR > 0. Let p ∈ SpecR and suppose that R/p is a
regular local ring of dimension d− 1. Then the following conditions are equivalent.

(1) A = R⋉ p is an almost Gorenstein local ring.
(2) R is an almost Gorenstein local ring.

The following example extends [7, Example 6.10].

Example 3.9. Suppose that R is a Gorenstein local ring of positive dimension. Let
p ∈ SpecR and assume that R/p is a regular local ring of dimension d − 1. We set
A = R ⋉ p. Then, thanks to Theorem 3.8, A is an almost Gorenstein local ring.
Therefore because p× p ∈ SpecA with A/[p× p] ∼= R/p, setting

Rn =

{
R (n = 0)

Rn−1 ⋉ pn−1 (n > 0)
, pn =

{
p (n = 0)

pn−1 ⋉ pn−1 (n > 0)
,

we get an infinite family {Rn}n≥0 of almost Gorenstein local rings. Note that Rn is not
a Gorenstein ring, if n ≥ 2 (see [7, Lemma 6.6]).

Example 3.10. Let k be an infinite field and S = k[[X,Y, Z, U, V,W ]] a formal power
series ring over k. Set

A = k[[X,Y, Z, U, V,W ]]/I

where

I = (X3 − Z2, Y 2 − ZX) + (U, V,W )2 + (Y U −XV,ZU −XW,ZU − Y V,ZV − YW,X2U − ZW ).

Then it is routine to check that the isomorphism

A ∼= k[[t4, t5, t6]]⋉ (t4, t5, t6)

and hence A is an almost Gorenstein local ring.

Let us note a characterization of almost Gorenstein property in terms of canonical
ideals, which is a generalization of [7, Theorem 3.11].

Theorem 3.11. Suppose that d = dimR > 0 and Q(R) is a Gorenstein ring. Let
I (⊊ R) be an ideal of R such that I ∼= KR. Then the following conditions are equivalent.

(1) R is an almost Gorenstein local ring.
(2) R contains a parameter ideal Q = (f1, f2, . . . , fd) such that f1 ∈ I and m(I +

Q) = mQ.

When this is the case, if d ≥ 2 and R is not a Gorenstein ring, we have the following,
where J = I +Q.

(a) redQ(J) = 2.
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(b) ℓR(R/J
n+1) = ℓR(R/Q)·

(
n+d
d

)
− r(R)·

(
n+d−1
d−1

)
+
(
n+d−2
d−2

)
for ∀n ≥ 0.

Hence e1(J) = r(R).
(c) Let G = grJ(R). Then f2, f3, . . . , fd is a super-regular sequence with respect to

J and depthG = d− 1.

Theorem 3.12 (S. Goto). Suppose that R is a non-Gorenstein almost Gorenstein local
ring with dimR ≥ 1. Let M be a finitely generated R-module. If

ExtiR(M,R) = (0)

for all i≫ 0, then pdRM <∞.

As a direct consequence of Theorem 3.12, we have the following.

Corollary 3.13. Suppose that R is an almost Gorenstein local ring with dimR ≥ 1. If
R is not a Gorenstein ring, then R is G-regular in the sense of [17], that is

GdimRM = pdRM

for every finitely generated R-module M .

4. Semi-Gorenstein local rings

In this section we maintain the notation as in Section 3. Let F = {In}n∈Z denote a
filtration of ideals of R such that I0 = R, I1 ̸= R. We now consider the R-algebras

R =
∑
n≥0

Int
n ⊆ R[t], R′ =

∑
n∈Z

Int
n ⊆ R[t, t−1], and G = R′/t−1R′

associated to F , where t is an indeterminate. Notice that R′ = R[t−1] and that G =
⊕n≥0In/In+1. Let N denote the graded maximal ideal of R′.
Let us begin with the following.

Theorem 4.1. Suppose that R is a Noetherian ring. If GN is an almost Gorenstein
local ring and r(GN) ≤ 2, then R is an almost Gorenstein local ring.

Proof. We may assume r(GN) = 2. Since R′
N is an almost Gorenstein local ring with

r(R′
N) = 2, we have

0→R′
N → K(R′

N ) → C → 0

where C is isomorphic to a regular local ring of dimension d. Let p = mR[t, t−1] and set
P = p∩R′. Then P ⊆ N , so that R[t, t−1]p is an almost Gorenstein local ring, because

R[t, t−1]p = R′
P = (R′

N)PR′
N
.

Hence R is an almost Gorenstein local ring, since R → R[t, t−1] → R[t, t−1]p is a flat
homomorphism. □
Example 4.2 (Barucci-Dobbs-Fontana). Let R = k[[x4, x6 + x7, x10]] ⊆ V , where
V = k[[x]] denotes the formal power series ring over an infinite field k of ch k ̸= 2.
Let H = {v(a) | 0 ̸= a ∈ R} be the value semigroup of R. We consider the filtration
F = {(xV )n ∩R}n∈Z of ideals of R. We then have the following.
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(1) H = ⟨4, 6, 11, 13⟩.
(2) G ∼= k[x4, x6, x11, x13] (⊆ k[x]) and GN is an almost Gorenstein local ring with

r(GN) = 3.
(3) R is not an almost Gorenstein local ring and r(R) = 2.

Therefore (R′
N)PR′

N
is not an almost Gorenstein local ring. Hence local rings Rp (p ∈

SpecR) of an almost Gorenstein local ring R are not necessarily almost Gorenstein in
general. Now we deal with the special class of almost Gorenstein rings which preserves
under localization.

Definition 4.3. We say that R is a semi-Gorenstein local ring, if R is an almost
Gorenstein local ring which possesses an exact sequence

0→ R→ KR → C → 0

such that either C = (0), or C is an Ulrich R-module and C = ⊕ℓi=1Ci for some cyclic
R-submodule Ci of C.

Hence every Gorenstein local ring is a semi-Gorenstein local ring and every one-
dimensional almost Gorenstein local ring is semi-Gorenstein, since mC = (0). We
notice that in exact sequence of Definition 4.3, if C ̸= (0), then each Ci is a cyclic
Ulrich R-module of dimension d− 1, whence

Ci ∼= R/pi

for some prime ideal pi of R such that R/pi is a regular local ring of dimension d− 1.
We note the following.

Proposition 4.4. Let R be a semi-Gorenstein local ring. Then Rp is semi-Gorenstein
for ∀p ∈ SpecR.

Proof. We may assume that R is not a Gorenstein ring. Choose an exact sequence

0→ R→ KR → C → 0

of R-modules which satisfies the condition as in Definition 4.3. Hence C = ⊕ℓi=1R/pi,
where for each 1 ≤ i ≤ ℓ, pi ∈ SpecR and R/pi is a regular local ring of dimension
d− 1. Let p ∈ SpecR. Then since KRp = (KR)p, we get an exact sequence

0→ Rp → KRp → Cp → 0

of Rp-modules, where Cp = ⊕pi⊆pRp/piRp is a direct sum of finite cyclic Ulrich Rp-
modules Rp/piRp, so that by definition the local ring Rp is semi-Gorenstein. □
Let us now consider a characterization of semi-Gorenstein local rings in terms of their

minimal free resolutions, which is a natural generalization of [7, Corollary 4.2].

Theorem 4.5. Let (S, n) be a regular local ring and a ⊊ S an ideal of S with n = htSa.
Let R = S/a. Then the following conditions are equivalent.

(1) R is a semi-Gorenstein local ring but not a Gorenstein ring.
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(2) R is Cohen-Macaulay, n ≥ 2, r = r(R) ≥ 2, and R has a minimal S-free resolution
of the form:

0→ Fn = Sr
M→ Fn−1 = Sq → Fn−2 → · · · → F1 → F0 = S → R→ 0

where

tM =


y21y22 · · · y2ℓ y31y32 · · · y3ℓ · · · yr1yr2 · · · yrℓ z1z2 · · · zm
x21x22 · · · x2ℓ 0 0 0 0

0 x31x32 · · · x3ℓ 0 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 0 xr1xr2 · · · xrℓ 0,

 ,

ℓ = n+ 1, q ≥ (r− 1)ℓ, m = q − (r− 1)ℓ, and xi1, xi2, . . . , xiℓ is a part of a regular
system of parameters of S for every 2 ≤ i ≤ r.

When this is the case, one has the equality

a = (z1, z2, . . . , zm) +
r∑
i=2

I2 (
yi1 yi2 ··· yiℓ
xi1 yi2 ··· xiℓ ) ,

where I2(N) denotes the ideal of S generated by 2 × 2 minors of the submatrix N =
( yi1 yi2 ··· yiℓ
xi1 yi2 ··· xiℓ ) of M.

We explore one example.

Example 4.6. Let V = k[[t]] be the formal power series ring over an infinite field k

and set R = k[[t5, t6, t7, t9]]. Let S = k[[X,Y, Z,W ]] be the formal power series ring
and let φ : S → R be the k-algebra map defined by

φ(X) = t5, φ(Y ) = t6, φ(Z) = t7, and φ(W ) = t9.

Then R has a minimal S-free resolution of the form

0→ S2 M→ S6 → S5 → S → R→ 0,

where
tM =

(
W X2 XY Y Z Y 2−XZ Z2−XW
X Y Z W 0 0

)
.

Hence R is a semi-Gorenstein local ring with r(R) = 2 and

Kerφ = (Y 2 −XZ,Z2 −XW ) + I2
(
W X2 XY Y Z
X Y Z W

)
.

5. Almost Gorenstein graded rings

Let us now discuss the graded ring. Let R =
⊕

n≥0Rn be a Cohen-Macaulay graded
ring and assume that R0 is a local ring and there exists the graded canonical module
KR. Let a = a(R) be an a-invariant of R.
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Definition 5.1. Then R is called an almost Gorenstein graded ring, if there exists an
exact sequence

0→ R→ KR(−a)→ C → 0

of graded R-modules such that µR(C) = e0M(C), where M is the unique graded maximal
ideal of R. Remember that KR(−a) stands for the graded R-module whose underlying
R-module is the same as that of KR and whose grading is given by [KR(−a)]n = [KR]n−a
for all n ∈ Z.

Note that Gorenstein graded ring is by definition an almost Gorenstein graded ring.
If R is an almost Gorenstein graded ring, then the local ring RM is an almost Gorenstein
local ring. Unfortunately, the converse is not true in general.

Example 5.2. Let U = k[s, t] be the polynomial ring over an infinite field k and look
at the subring R = k[s, s3t, s3t2, s3t3] ⊆ U . Let S = k[X,Y, Z,W ] be the weighted
polynomial ring such that

degX = 1, deg Y = 4, degZ = 5, and degW = 6.

Let ψ : S → R be the k-algebra map defined by

ψ(X) = s, ψ(Y ) = s3t, ψ(Z) = s3t2, and ψ(W ) = s3t3.

Then Kerψ = I2
(
X3 Y Z
Y Z W

)
and R has a graded minimal S-free resolution

0→ S(−13)⊕ S(−14)

(
X3 Y
Y Z
Z W

)
−−−−−−−→ S(−10)⊕ S(−9)⊕ S(−8) (∆1 ∆2 ∆3)−−−−−−−−−→ S ψ

−→ R→ 0

where ∆1 = Z2 − YW , ∆2 = X3W − Y Z, and ∆3 = Y 2 −X3Z. Therefore, because KS
∼= S(−16),

we get

(♯) S(−6)⊕ S(−7)⊕ S(−8)
(
X3 Y Z
Y Z W

)
−−−−−−−→ S(−3)⊕ S(−2) ε−→ KR → 0.

Hence a(R) = −2. Let ξ = ε(
(
1
0

)
) ∈ [KR]3 and we have

0→ R
φ−→ KR(3)→ S/(Y, Z,W )(1)→ 0

where φ(1) = ξ. Hence RM is a semi-Gorenstein local ring.
On the other hand, by (♯) we get [KR]2 = kη ̸= (0), where η = ε(

(
0
1

)
). Hence if R is

an almost Gorenstein graded ring, we must have

µR(KR/Rη) = e0M(KR/Rη)

which is impossible, because KR/Rη ∼= [S/(X3, Y, Z)](−3).

We explore the almost Gorenstein property of the homogeneous ring.

Theorem 5.3. Let R = k[R1] be a Cohen-Macaulay homogeneous ring with d =
dimR ≥ 1. Suppose that k is an infinite field and R is not a Gorenstein ring. Then
the following conditions are equivalent.

(1) R is an almost Gorenstein graded ring and level.
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(2) Q(R) is a Gorenstein ring and a(R) = 1− d.

Let us consider a few examples.

Example 5.4 (cf. [18]). Let S = k[Xij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n ] (2 ≤ m ≤ n) be the
polynomial ring over an infinite field k and put

R = S/It(X)

where 2 ≤ t ≤ m, X = [Xij]. Then R is an almost Gorenstein graded ring if and only
if either m = n, or m ̸= n and t = m = 2.

Example 5.5. Let R = k[X1, X2, . . . , Xd] (d ≥ 1) be a polynomial ring over an infinite
field k. Let n ≥ 1 be an integer. Then the following assertions are hold.

(1) R(n) = k[Rn] is an almost Gorenstein graded ring, if d ≤ 2.
(2) Suppose that d ≥ 3. Then R(n) is an almost Gorenstein graded ring if and only

if either n | d, or d = 3 and n = 2.

6. Two-dimensional rational singularities

Let (R,m) denote a Cohen-Macaulay local ring of dimension d ≥ 0, admitting the
canonical module KR. We assume that R/m is infinite. Let v(R) = µR(m) and e(R) =
e0m(R). We denote by

G = grm(R) =
⊕

mn/mn+1

the associated graded ring of m and put M = G+. The purpose of this section is mainly
to study the question of when G is an almost Gorenstein graded ring. Remember that
v(R) = e(R)+d−1 if and only if m2 = Qm for some (and hence any) minimal reduction
Q of m. When this is the case, G is a Cohen-Macaulay ring and a(G) = 1−d, provided
R is not a regular local ring.
The answer for the above question is stated as follows.

Theorem 6.1. The following assertions hold true.

(1) Suppose that R is an almost Gorenstein local ring with v(R) = e(R) + d− 1. Then
G is an almost Gorenstein level graded ring.

(2) Suppose that G is an almost Gorenstein level graded ring. Then R is an almost
Gorenstein local ring.

Proof. We only prove the assertion (1). We may assume that R is not a Gorenstein
local ring. Hence d > 0 and a(G) = 1−d. We will show that G is an almost Gorenstein
graded ring by induction on d. First we consider the case d = 1. Let R denote the
integral closure of R in Q(R). Choose an R-submodule K of R so that R ⊆ K ⊆ R and
K ∼= KR as an R-module. We have mK ⊆ R by [7, Theorem 3.11] as R is an almost
Gorenstein local ring. Hence mK = m, and mnK = mn for all n ≥ 1. Let C = K/R

and consider the m-adic filtrations of R, K, and C. We then have the exact sequence

(♯) 0→ G→ grm(K)→ grm(C)→ 0
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of graded G-modules induced from the canonical exact sequence

0→ R→ K → C → 0

of filtered R-modules. Note that grm(C) = [grm(C)]0. By the exact sequence (♯), G is
an almost Gorenstein graded ring, because grm(K) ∼= KG as a graded G-module.
Suppose that d > 1 and that our assertion holds true for d− 1. Let

0→ R→ KR → C → 0

be an exact sequence of R-modules such that µR(C) = e0m(C). We take a ∈ m so that a
is a part of a minimal reduction of m and a is superficial for C with respect to m. Let
f = a (∈ m/m2) denote the image of a in G = grm(R). We then have

G/fG = grm(R/(a))

and v(R/(a)) = e(R/(a)) + d − 2. By the induction argument, G/fG is an almost
Gorenstein graded ring, because R/(a) is an almost Gorenstein local ring. Choose an
exact sequence

0→ G/fG→ KG/fG(d− 2)→ X → 0

of graded G/fG-modules so that µG/fG(X) = e0[G/fG]+
(X). Recall that KG/fG(d− 2) ∼=

KG/fKG
(d− 1) as a graded G-module and we get an exact sequence

0→ G→ KG(d− 1)→ Y → 0

of graded G-modules such that µG(Y ) = e0M(Y ). Consequently G is an almost Goren-
stein graded ring. □
In the case where R has a minimal multiplicity, the almost Gorenstein property of R

is equivalent to the Gorenstein property of Q(G).

Corollary 6.2. Suppose that v(R) = e(R) + d− 1. Then the following are equivalent.

(1) R is an almost Gorenstein local ring,
(2) G is an almost Gorenstein graded ring,
(3) Q(G) is a Gorenstein ring.

We say that m is a normal ideal, if mn is an integrally closed ideal for every n ≥ 1.

Corollary 6.3. Suppose that v(R) = e(R) + d − 1 and that R is a normal ring. If m
is a normal ideal, then R is an almost Gorenstein local ring.

Proof. Let R′ = R′(m) = R[mt, t−1] be the extended Rees algebra of m, where t is an
indeterminate. Then R′ is a normal ring, because R is a normal local ring and m is a
normal ideal. Hence the total ring of fractions of G = R′/t−1R′ is a Gorenstein ring,
so that R is almost Gorenstein by Corollary 6.2. □
The following is a direct consequence of Corollary 6.3.

Corollary 6.4. Every 2-dimensional rational singularity is an almost Gorenstein local
ring.
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By the result of M. Auslander [1], every two-dimensional Cohen-Macaulay complete
local ring R of finite Cohen-Macaulay representation type is a rational singularity,
provided R contains a field of characteristic 0. Hence we get the following.

Corollary 6.5. Every two-dimensional Cohen-Macaulay complete local ring R of finite
Cohen-Macaulay representation type is an almost Gorenstein local ring, provided R
contains a field of characteristic 0.

7. Almost Gorenstein Rees algebras

In this section we study the problem of when the Rees algebras of ideals and modules
over two-dimensional regular local rings are almost Gorenstein graded rings.
Let (R,m) be a Gorenstein local ring with dimR = 2 and let I ⊊ R be an m-primary

ideal of R. Assume that I contains a parameter ideal Q = (a, b) of R such that I2 = QI.
We set J = Q : I. Let

R = R[It] ⊆ R[t] and T = R[Qt] ⊆ R[t],

where t stands for an indeterminate over R. Notice that the Rees algebra R of I is a
Cohen-Macaulay ring with a(R) = −1 and

R = T + T ·It
while the Rees algebra T of Q is a Gorenstein ring of dimension 3 and a(T ) = −1. Hence
KT (1) ∼= T as a graded T -module, where KT denotes the graded canonical module of
T .
Let us begin with the following, which is a special case of [19, Theorem 2.7 (a)].

Lemma 7.1. KR(1) ∼= JR as a graded R-module.

Proof. Since R is a module-finite extension of T , we get

KR(1) ∼= HomT (R,KT )(1) ∼= HomT (R, T ) ∼= T :F R
as graded R-modules, where F = Q(T ) = Q(R) is the total ring of fractions. Therefore

T :F R = T :T It

because R = T + T ·It. Since Qn ∩ [Qn+1 : I] = Qn[Q : I] for every n ≥ 0, we have

T :T It = JT.

Hence T :F R = JT , so that JT = JR. Thus KR(1) ∼= JR as a graded R-module. □

Corollary 7.2. Suppose that R is a normal ring. Then J = Q : I is integrally closed.

Proof. Since KR(1) ∼= JR, JR is unmixed and of height one. Therefore JR is integrally
closed in R, whence J is integrally closed in R, because J ⊆ JR. □
The following is the key in our argument.

Theorem 7.3. The following conditions are equivalent.
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(1) R is a strongly almost Gorenstein graded ring, namely there exists an exact
sequence

0→R→ KR(1)→ C → 0

such that MC = (ξ, η)C for some homogeneous elements ξ, η ∈M .
(2) There exist elements f ∈ m, g ∈ I, and h ∈ J such that

IJ = gJ + Ih and mJ = fJ +mh

When this is the case, R is an almost Gorenstein graded ring.

Proof. (2) ⇒ (1) Notice that M·JR ⊆ (f, gt)·JR + Rh, since IJ = gJ + Ih and
mJ = fJ +mh. Consider the exact sequence

R φ−−→ JR→ C → 0

of graded R-modules where φ(1) = h. We then have MC = (f, gt)C, so that
dimRM

CM ≤ 2. Hence by [15, Lemma 3.1] the homomorphism φ is injective and
R is an almost Gorenstein graded ring.
(1) ⇒ (2) We may assume that R is not a Gorenstein ring and consider the exact

sequence

0→R φ−−→ JR→ C → 0

of graded R-modules with C ̸= (0) and MC = (ξ, η)C for some homogeneous elements
ξ, η of M. Hence RM is an almost Gorenstein local ring. We set h = φ(1) ∈ J ,
m = deg ξ, and n = deg η. Hence C = JR/Rh. Remember that h ̸∈ mJ , since RM

is not a regular local ring. If min{m,n} > 0, then MC ⊆ R+C, whence mC0 = (0).
Therefore mJ ⊆ (h), so that we have J = (h) = R. Thus Rh = JR and R is a
Gorenstein ring, which is impossible. Assume m = 0. If n = 0, then MC = mC since
ξ, η ∈ m, so that

C1 ⊆ R+C0 ⊆ mC

and therefore C1 = (0). Hence IJ = Ih which shows (h) is a reduction of J , so that
(h) = R = J . Therefore R is a Gorenstein ring, which is impossible. If n ≥ 2, then
because

M·JR ⊆ ξ·JR+ η·JR+Rh,
we get IJ ⊆ ξIJ + Ih, whence IJ = Ih. This is impossible as we have shown above.
Hence n = 1. Let us write η = gt with g ∈ I and take f = ξ. We then have

M·JR ⊆ (f, gt)·JR+Rh,
whence mJ ⊆ fJ+Rh. Because h ̸∈ mJ , we get mJ ⊆ fJ+mh, so that mJ = fJ+mh,
while IJ = gJ + Ih, because IJ ⊆ fIJ + gJ + Ih. This completes the proof. □
We are now in a position to prove the following.

Theorem 7.4. Let (R,m) be a two-dimensional regular local ring with infinite residue
class field and I an m-primary integrally closed ideal in R. Then the Rees algebra R of
I is an almost Gorenstein graded ring.
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Proof. We choose a parameter ideal Q of R so that Q ⊆ I and I2 = QI, whence the Rees
algebra R = R(I) is a Cohen-Macaulay ring. Because R is a normal ring, J = Q : I
is also an integrally closed ideal in R. Consequently, choosing three elements f ∈ m,
g ∈ I, and h ∈ J so that f, h are a joint reduction of m, J and g, h are a joint reduction
of I, J , we readily get by the equalities

mJ = fJ +mg and IJ = gJ + Ih

by the result of J. Verma. Hence R = R(I) is an almost Gorenstein graded ring. □

As a direct consequence we have the following.

Corollary 7.5. Let (R,m) be a two-dimensional regular local ring with infinite residue
class field. Then R(mℓ) is an almost Gorenstein graded ring for every integer ℓ > 0.

Closing this article, let us explore the question of when the Rees algebras of socle
ideals are almost Gorenstein graded rings. Let (R,m) be a regular local ring with
d = dimR ≥ 2 possessing an infinite residue class field R/m of R. Let Q be a parameter
ideal of R such that Q ̸= m. We set

I = Q : m

the socle ideal of Q.
With this notation, we have the following.

Theorem 7.6. Suppose that d ≥ 3. Then the Rees algebra R(I) of I is an almost
Gorenstein graded ring if and only if either I = m, or d = 3 and I = (x)+m2 for some
x ∈ m \m2.

For each ideal I of R, we set

o(I) = sup{n ≥ 0 | I ⊆ mn}.

Theorem 7.7. Suppose that d = 2. Then the Rees algebra R(I) of I is an almost
Gorenstein graded ring if and only if o(Q) ≤ 2.
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自己移入的Koszul 多元環に対する有限条件(Fg)

板場 綾子 (静岡大学)∗

概 要

本報告集は, [5]に基づいている. kを標数が 0の代数的閉体, Aを次数 1で生
成される連結次数付きk-多元環とする. 毛利出氏は, cogeometricな自己移入
的Koszul 多元環A = A!(E, σ)が, Erdmannらによって導入された有限条件
(Fg)を満たすかどうかの判定法として, 以下のような予想を立てた. ただし,
Eは射影多様体, σはその自己同型である.

予想 A = A!(E, σ)を cogeometricで, 自己移入的Koszul 多元環とし, kの
complexity が有限であるとする. このとき, Aが (Fg)条件を満たすこ
との必要十分条件は, σの位数が有限であることである.

上の予想は, 非可換代数幾何学と多元環の表現論の内容をつなぐものとなっ
ている. 本報告集では, 上の予想の部分的解決を与える.

1. 序
代数的閉体 k上の有限次元多元環Λに対して, Erdmann, Holloway, Taillefer, Snashall

と Solberg [3] は, Λのホッホシルトコホモロジー環とExt 多元環 (米田多元環)を用い
て, サポート多様体の理論がうまく機能するために有限条件 (Fg) を導入した. さらに,

Erdmannたち [3]は, Λ が (Fg)を満たすならば, SnashallとSolberg [8] によって定義さ
れたサポート多様体が, 有限群の群環に対してのサポート多様体に類似した多くの性質
を持つことを証明した.

以下では, kを標数が 0である代数的閉体とし, Aを次数 1で有限生成されている k

上の次数付き多元環とする. Artin, Tate とVan den Bergh [2] は, 非可換代数幾何に
おいて次数付き多元環 Aを研究する上で重要な役割を果たす, point 加群と呼ばれる
加群を導入した. また, 毛利出氏 [6] は, point 加群の双対概念に相当する加群を定義
し, これを co-point 加群と名付けた. co-point 加群は射影空間の部分集合Eでパラメ
タライズされる. p ∈ Eに対応する co-point 加群をMpとすると, ΩMpも co-point 加
群なので, ΩMp = Mσ(p)となるような写像 σ : E → E が存在する. この (E, σ)を
Aの cogeometric pair という. 特に, Eが射影多様体, σがEの自己同型になるとき,

A = A!(E, σ)をcogeometricと呼ぶ [6]. 毛利出氏は, cogeometricで,自己移入的Koszul

多元環A = A!(E, σ)が (Fg)を満たすかどうかの判定法として, 以下のような予想を立
てた.

予想 A = A!(E, σ)を cogeometricで, 自己移入的Koszul 多元環とし, kの complexity

が有限であるとする. このとき, Aが (Fg)を満たすことの必要十分条件は, σの位数が
有限であることである.

一般に, ホッホシルトコホモロジー環の計算をすることは容易ではない. しかし, こ
の予想が正しいならば, 多元環Aが (Fg)を満たすかどうかを直接Aのホッホシルトコ

∗静岡大学理学部数学科 〒 422-8529 静岡県静岡市駿河区大谷 336
e-mail: itaba.ayako@shizuoka.ac.jp



ホモロジー環およびExt 多元環を計算することなく, σの位数を計算するのみで判定出
来ることを意味する.

本研究の主結果は, この毛利出氏による予想に対して, 以下のような部分的解決を与
えたものである. 自己移入的Koszul 多元環A = A!(E, σ)が cogeometric でかつ (Fg)を
満たすならば, σ の位数が有限である. すなわち, この予想の一方向は常に成り立って
いる (Theorem 9). また, E が射影空間Pn−1の場合, この予想は正しい (Theorem 10).

さらに, Aが (radA)4 = 0を満たす場合, この予想は正しい (Theorem 13).

2. 有限条件(Fg)

この節では, [3]で導入された有限条件 (Fg)と加群の complexityの定義と性質を振り返
ることにする.

代数的閉体k上の有限次元多元環Λに対して, Erdmann, Holloway, Taillefer, Snashall

とSolberg [3]は, 以下のような条件を導入した.

定義 1. ([3]) 有限次元k-多元環Λが有限条件 (Fg) (以下, 単に (Fg)条件と記す)を満た
すとは, Λのホッホシルトコホモロジー環HH∗(Λ)の次数付き部分多元環Hが存在し,

次の2条件 (Fg1), (Fg2)を満たすことである:

(Fg1) Hは, H0 = HH0(Λ)(= Z(Λ) : Λの中心) を満たす可換ネーター環である.

(Fg2) ΛのExt 多元環

E(Λ) := Ext∗Λ(Λ/radΛ,Λ/radΛ) =
∞⊕
i≥0

ExtiΛ(Λ/radΛ,Λ/radΛ)

は有限生成H-加群である.

ここで, Λのホッホシルトコホモロジー環HH∗(Λ)とは, 次数付き多元環

HH∗(Λ) := Ext∗Λe(Λ,Λ) =
∞⊕
i≥0

ExtiΛe(Λ,Λ)

をいう. ただし, ΛeはΛの包絡多元環Λ⊗k Λopを表す.

例えば, 体k上の有限群の群環kGは (Fg)を満たすことが知られている. また, Λをn

変数の外積代数 k⟨x1, x2, . . . , xn⟩/(x2i , xixj − αi,jxjxi) (0 ≤ i, j ≤ n, αi,j ∈ k\{0})とす
る. このとき, Λが (Fg)を満たすことの必要十分条件は. αi,j が 1の原始べき乗根とな
ることである ([4]). この2つの例の多元環は,ともに自己移入的多元環であることを注
意しておく.

注意 2. 有限次元多元環Λ が (Fg)を満たすならば, べき零元を法とするホッホシルトコ
ホモロジー環HH∗(Λ)/NΛ とExt 多元環 E(Λ) はともに多元環として有限生成となる.

次に, k-多元環Λの極小射影分解を用いて定められる左Λ-加群Mの complexity を定
義しよう. これは, 極小射影分解の増大度を測る指標である. 以下の列をMの極小射影
分解とする:

· · · dn+1−→ Pn
dn−→ Pn−1

dn−1−→ · · · d3−→ P2
d2−→ P1

d1−→ P0
ε−→M −→ 0.



Mの complexity cx(M)を

min {b ∈ N0 | a ∈ Rが存在し, 任意のn ≥ 0に対して, dimk Pn ≤ anb−1を満たす}

で定める. また, Mが周期的であるとは, ある自然数mが存在し, ΩmM ∼= Mが成り立
つことをいう. ただし, ΩmMは, Mのm次 syzygyを表す. 定義より以下の 2つの注意
がすぐに導かれる.

注意 3. (1) 左Λ-加群 M の complexity が0であることの必要十分条件は, M が有限な
射影次元を持つことである. (2) Mが周期的であるならば, M の complexity が 1にな
る. 一般にはこの逆は成り立たない. しかし, Λが (Fg)を満たすならば, Mが周期的で
あることと, M の complexity が1になることは同値になる.

3. Cogeometric pair とcogeometric algebra

この節では, co-point 加群, cogeometric pair, cogeometric algebra の定義と性質を [6]

より振り返る.

Artin, Tate とVan den Bergh [2]は, 非可換代数幾何において次数付き多元環Aを研
究する上で重要な役割を果たす, point 加群と呼ばれる加群を導入した. また, 毛利出氏
[6] は, point 加群の双対概念に相当する加群を定義し, これをco-point 加群と名付けた.

ここで, A = k⟨x1, x2, . . . , xn⟩/Iとする. ただし, IはAの両側イデアルとする. n− 1

次射影空間Pn−1の各点p = (a1, a2, . . . , an)に対して, 記号の乱用であるが, AからAへ
の左A-加群準同型pの1の行き先をp(1) := a1x1 + a1x1 + · · ·+ anxn と定める. このと
き, 任意のf ∈ Aに対して, p(f) = f · (a1x1 + a1x1 + · · ·+ anxn)となる. また, Coker p

をMpとおく.

定義 4. ([6]) 左A-加群Mが co-point 加群であるとは, 任意の自然数 iに対して, ある点
pi ∈ Pn−1が存在し, Mの最小自由分解が次のようになることである:

· · · pm+1−→ A
pm−→ A

pm−1−→ · · · p2−→ A
p1−→ A

p0−→ A
ε−→M −→ 0.

注意 5. co-point加群M の最小自由分解に関して, 各項の自由加群の階数が 1であり,

かつ各 differential が一次式であるということである. 各項の自由加群の階数が 1であ
ることより, co-point 加群Mの complexity は1となる. また, 最小自由分解は完全列で
あるので, M =Mp0 , Ω

mM =Mpm (∀m ≥ 1)となる.

co-point 加群は射影空間の部分集合Eでパラメタライズされる. p ∈ Eに対応する
co-point 加群をMpとすると, ΩMpも co-point 加群なので, ΩMp =Mσ(p)となるような
写像σ : E → E が存在する. つまり, p ∈ Eに対応する co-point 加群Mpの最小自由分
解が

· · · σ
m+1(p)−→ A

σm(p)−→ A
σm−1(p)−→ · · · σ

2(p)−→ A
σ(p)−→ A

p−→ A
ε−→Mp −→ 0

となるような写像σ : E → Eが存在する.

定義 6. ([6]) 特に, 上の E が射影多様体, σ が E の自己同型になるとき, 幾何的組
(E, σ)をAの cogeometric pair と呼び, またAを cogeometric algebraという. この場合,

P !(A) = (E, σ) and A = A!(E, σ)と各々書くことにする.

[2], [7], [6]を用いると, 定理を得る.



定理 7. 次数付き多元環 Aを自己移入的 Koszul とし, kの complexity が有限, かつ
(radA)4 = 0とする. このとき, kの complexity は 3以下であり, Aは cogeometric で
ある.

例 8. Aを以下の次数付きk-多元環とする:

A = k⟨x, y⟩/(x2, αxy + yx, y2) (α ∈ k\{0}).

多元環Aは自己移入的多元環で, cx(k) = 2である. 定理 7より, Aは co-geometricであ
る. よって, 計算することにより, Aのcogeometric pair P !(A)は (P1, σ)となる. ただし,

σ :=

(
α 0

0 1

)
∈ AutP1 = PGL2(k).

4. 主結果
この節では, 毛利出氏による予想に関する本研究の主結果とその例を述べていく. ここ
で, 有限条件 (Fg)と cogeometric algebra A = A!(E, σ) との関係に関しての予想を再掲
する.

予想 A = A!(E, σ)を cogeometricで, 自己移入的Koszul 多元環とし, kの complexity

が有限であるとする. このとき, Aが (Fg)を満たすことの必要十分条件は, σの位
数が有限であることである.

以下, この予想に関する本研究の主結果を述べていく. 最初の定理は, 予想の一方向が
常に成り立っていることを示している. これは特にKoszul性を仮定しなくても成立し
ている.

定理 9. ([5]) 有限次元自己移入的 k-多元環Aが cogeometricかつ (Fg)条件を満たすな
らば, σの位数が有限である.

次の定理は, Aの cogeometric pair を与えるEがn− 1次射影空間Pn−1の場合, 上の
予想が成り立つことを示したものである.

定理 10. ([5]) A = A!(E, σ)を cogeometricで, 自己移入的 Koszul 多元環とし, kの
complexity が有限であるとする. このとき, A = A!(Pn−1, σ)ならば, Aが (Fg)を満た
すことの必要十分条件はσの位数が有限であることである.

[1], [6], [7]を用いることにより, 以下のような, cx (k) <∞である自己移入的Koszul

多元環Aの分類を得る:

(i) radA = 0 ⇝ A ∼= k (次数付きk-多元環として), P !(A) = (ϕ, id);

(ii) (radA)2 = 0 ⇝ A ∼= k[x]/(x2) P !(A) = (P0, id);

(iii) (radA)3 = 0 ⇝{
A ∼= k⟨x, y⟩/(x2, αxy + yx, y2) (α ∈ k\{0}), P !(A) = (P1, σ1),

A ∼= k⟨x, y⟩/(−x2 + xy, xy + yx, y2), P !(A) = (P1, σ2),

ただし, σ1 =

(
α 0

0 1

)
, σ2 =

(
1 −1
0 1

)
である.



(radA)3 = 0の場合, Eは射影空間になっていることが分かる. 上の分類と定理 10よ
り, 以下の系を得る.

系 11. ([5]) A = A!(E, σ)を cogeometricで, 自己移入的Koszul 多元環とし, kの com-

plexity が有限であるとする. このとき, Aが (radA)3 = 0を満たすならば, Aが (Fg)を
満たすことの必要十分条件はσの位数が有限であることである.

以下において, 系 11の例を与える.

例 12. 次のような次数付きk-多元環Aを考える:

A = k⟨x, y⟩/(ax2 + byx, cx2 + axy + dyx+ by2, cxy + dy2) (a, b, c, d ∈ k).

このとき, Aが自己移入的Koszul多元環であることの必要十分条件は, ad− bc ̸= 0が成
り立つことである. また, Aは cogeometricであるので, 以下のようなAの cogeometric

pair P !(A)を得る:

P !(A) = (P1, σ) (σ =

(
a b

c d

)
∈ PGL2(k) = AutP1).

さらに, 系 11を用いると, Aが (Fg)を満たすことの必要十分条件は, ある自然数n ∈ N

が存在し, σn =

(
1 0

0 1

)
を満たすことである.

系 11より一般的な主張を述べたものが, 次の定理である.

定理 13. ([5]) A = A!(E, σ)を cogeometricで, 自己移入的 Koszul 多元環とし, kの
complexity が有限であるとする. このとき, Aが (radA)4 = 0を満たすならば, Aが
(Fg)を満たすことの必要十分条件はσの位数が有限であることである.

注意 14. (radA)3 ̸= 0かつ (radA)4 = 0の場合, Eの候補としては, 射影平面P2または
以下のようなP2内の3次曲線になることが知られている ([2]).

(elliptic curve)

(cuspidal curve)

(nodal curve)

(double line) (triple line)

最後に, 定理 13に対する例を挙げ, 本報告集を終えることにする.

例 15. (E, σ)を cogeometric pairとする. ただし, EはP2の 3つの直線がなす三角形,

σ ∈ AutEは3つの直線を回すものとする. つまり, 以下を仮定するものとする:

E := V(xyz) = V(x) ∪ V(y) ∪ V(z),



σ(V(x)) := V(y), σ(V(y)) := V(z), σ(V(z)) := V(x). このとき, Eの自己同型σ ∈ AutE

を決定すると, 次を得る. 
σ(0, b, c) = (αc, 0, b),

σ(a, 0, c) = (c, βa, 0),

σ(a, b, 0) = (0, a, γb),

ただし, αβγ ̸= 0, 1である. さらに, (E, σ)に対応するcogemetric algebra A = A!(E, σ)

を計算すると,

A = k⟨x, y, z⟩/

 x2 + βzy, xy,

y2 + γxz, yz,

z2 + αyx, zx


となる. ただし, αβγ ̸= 0, 1である. この多元環Aは, kの complexityが有限な, 自己移
入的Koszul 多元環で, (radA)4 = 0を満たすことが分かる.

一方, σ3 ∈ AutEを計算すると,
σ3(0, b, c) = (0, b, αβγc),

σ3(a, 0, c) = (αβγa, 0, c),

σ3(a, b, 0) = (a, αβγb, 0).

を得る. このとき,

|σ3| <∞ ⇐⇒ |σ| <∞ ⇐⇒ αβγ : 1のべき乗根.

よって, 定理 13を用いると, Aが (Fg)を満たすことの必要十分条件は, αβγが1のべき
乗根であることである.
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微分作用素と多項式環

黒田 茂（首都大学東京・理工）

導分（微分作用素）は可換環の研究で重要な概念であり，様々な形で研究が行われて

いる．例えば，導分の核に関する研究の代表的なものとして Nowicki [57]が有名である．

一方，多項式環の周辺には多くの基本的な問題が未解決なまま残されており，アフィン代

数幾何学や多変数関数論などとも関係を持ちながら，活発な研究が展開されている．関連

する問題を幅広く扱った文献として，例えば van den Essen [13]がある．導分の概念は，

多項式環に関する諸問題の研究でも非常に重要な役割を果たす．本稿では多項式環研究の

観点から，導分や関連するいくつかの話題について概説する．

本稿は非専門家を念頭に，可能な限りエッセンスが伝わるよう配慮して執筆した．

1 導分の核と Hilbertの第 14問題

Rを可換環とするとき，D : R→ Rが Rにおける導分（微分作用素）であるとは，任

意の a, b ∈ Rに対し D(a+ b) = D(a) +D(b)および

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (1.1)

が成り立つときにいう．このとき，D の核 RD := {a ∈ R | D(a) = 0}は Rの部分環で

ある．(1.1)より，導分 D は必ず RD 上の線形写像になる．

S を Rの部分環とする．RD が S を含むとき，Dを S 導分と呼ぶ．RD が S を含むと

いう条件は，D が S 線形写像であるという条件と同値である．Rにおける導分全体の集

合，S 導分全体の集合をそれぞれ DerR, DerS R で表す．X ⊂ R が S 代数 R を生成す

るとき，D1, D2 ∈ DerS RがD1|X = D2|X を満たすならば，導分D1 −D2 の核は Rと

等しい．よって，D1 = D2 が成り立つ．例えば，R = S[x1, . . . , xn]が多項式環のとき，

任意の D ∈ DerS Rに対し

D = D(x1)
∂

∂x1
+ · · ·+D(xn)

∂

∂xn

が成り立つ．Rにおける S 導分 D に対して次の問題は基本的である．

1



問題 1.1 S 代数 Rが有限生成のとき，S 部分代数 RD の有限生成性を判定せよ．

S が正標数のネーター環のとき，S 代数Rが有限生成ならばRD は有限生成である．実

際，R = S[a1, . . . , an], charS = lとすれば，i = 1, . . . , nに対しD(ali) = lal−1i D(ai) = 0

が成り立つから R′ := S[al1, . . . , a
l
n]は RD に含まれる．R は R′ 上整だから，R は有限

生成 R′ 加群である．R′ はネーター環なので R′ 部分加群 RD は有限生成であり，従って

S 代数として有限生成である．なお，S がネーター環でなければ，類似の主張は一般に

成り立たない．例えば，s, tを可換環 A上の不定元とするとき，S := A[s, st, st2, . . .]は

ネーター環でない．S 上の 2変数多項式環 R = S[x, y]における S 導分

D = s
∂

∂x
+ st

∂

∂y

を考える．R =
⊕∞

d=0Rd を多項式環 R の標準的次数付けとすれば，任意の d ≥ 1に対

しD(Rd) ⊂ Rd−1 であるので，RD =
⊕∞

d=0(RD ∩Rd) が成り立つ．RD ∩R1 は tx− y
を含まないため，{sti(tx− y) | i ≥ 0}で生成される非有限生成な S 加群になる．従って，

S 代数 RD は有限生成でない．

以下では k を体，k[x] := k[x1, . . . , xn]を k 上の n変数多項式環，k(x)をその商体と

する．任意の D ∈ Derk k[x]は k(x)における k 導分に一意的に拡張できる．これも同じ

D で表せば，k[x]D = k(x)D ∩ k[x]が成り立つ．k(x)D は拡大 k(x)/k の中間体なので，

k 代数 k[x]D の有限生成性の問題は，次の Hilbert の第 14 問題の特別な場合に当たる．

なお，上述のように，char k > 0のとき k[x]D は常に有限生成である．

問題 1.2（Hilbertの第 14問題） k(x)/k の中間体 L に対し，k 代数 L ∩ k[x] は有限生

成か？

Zariski [68] より，r := trans.degk(L ∩ k[x]) ≤ 2 ならば L ∩ k[x] は有限生成であ

る．char k = 0 のとき，任意の 0 ̸= D ∈ Derk k[x] は trans.degk k[x]D < n を満たす

ので，n ≤ 3ならば k[x]D は有限生成である．一方，Hilbertの第 14問題に対する最初

の反例は，1958 年に永田 [55] によって n = 32, r = 4 の場合に与えられた．その後，

Roberts [60]は異なる種類の反例を与えた．各 l ≥ 1に対し，

Pl := k[x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z]

を k上の 2l+ 1変数多項式環とする．Robertsの反例は char k = 0, n = 7, r = 6の場合

の反例であり，P3 における k 導分

D = xt+1
1

∂

∂y1
+ xt+1

2

∂

∂y2
+ xt+1

3

∂

∂y3
+ (x1x2x3)t

∂

∂z
(t ≥ 2) (1.2)

2



の核として得られる．なお，藏野 [30]は t = 1のとき，この導分の核が k 上 12個の元で

生成されることを示した．

以下，第 3節まで k は標数 0の体とする．Robertsの結果を手掛かりに，Hilbertの第

14問題に対する様々な反例が構成された．小島・宮西 [25]は l ≥ 3, t ≥ 2のとき，Pl に

おける k 導分

D = xt+1
1

∂

∂y1
+ · · ·+ xt+1

l

∂

∂yl
+ (x1 · · ·xl)t

∂

∂z
(1.3)

の核が有限生成でないことを示した．黒田 [32] は Pl における k[x1, . . . , xl] 導分 D で，

D(y1), . . . , D(yl), D(z)が x1, . . . , xl の単項式であるものに対し，核が有限生成でないた

めの詳しい十分条件を与えた．それによれば，l ≥ 4, t = 1の場合も (1.3)の核は有限生

成でない．また，P3 における k 導分

D = x
δ11
1 x

δ21
2 x

δ31
3

∂

∂y1
+ x

δ12
1 x

δ22
2 x

δ32
3

∂

∂y2
+ x

δ13
1 x

δ23
2 x

δ33
3

∂

∂y3
+ x

δ14
1 x

δ24
2 x

δ34
3

∂

∂z
(1.4)

の核は，ϵii,j := δii − δij > 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4, i ̸= j)かつ

ϵ11,4
min{ϵ11,2.ϵ11,3}

+
ϵ22,4

min{ϵ22,3.ϵ22,1}
+

ϵ33,4
min{ϵ33,1.ϵ33,2}

≤ 1 (1.5)

ならば有限生成でない．一方，ϵii,j > 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4, i ̸= j)のとき，(1.5)の不

等式が成り立たなければ D の核は有限生成であると予想しているが，大きな進展は得ら

れていない ([32, Conjecture 4.8]).

より低次元の反例を得るために，Freudenburg [16] と Daigle-Freudenburg [9] は

Roberts の反例に手を加え，それぞれ n = 6, 5, r = 5, 4 の反例を構成した．これら

の反例も導分の核として与えられた．例えば [9]は P2 における k 導分

D = xt1
∂

∂y1
+ (x1y1 + x2)

∂

∂y2
+ y2

∂

∂z
(t ≥ 2) (1.6)

の核が有限生成でないことを示した．黒田 [33], [35] は [32] の手法を改良し，それぞれ

n = 4, 3の場合に r = 3の反例を構成した．これにより，Hilbertの第 14問題は全ての n

について決着した．また，r = 3の場合に反例が存在することが初めて分かった．[34]よ

り，[33]で与えた n = 4の場合の反例は導分の核として実現できるので，k[x]D の有限生

成性の問題も全ての nについて決着した．なお，n = 3の場合の反例では，k(x)/Lは必

然的に代数拡大になる．黒田 [36]は n = 3の場合に，各 d ≥ 3に対し，[k(x) : L] = dを

満たす反例 Lを構成した．
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2 Field Modification Problem

Hilbertの第 14問題について議論を進めるために，k(x)/kの中間体 Lと，A := L∩k[x]

の商体 Q(A)の関係について注意を述べる．明らかに，Q(A) ⊂ Lかつ Q(A) ∩ k[x] = A

が成り立つ．さらに，Q(A)は Lにおいて代数的に閉じている．実際，f ∈ Lが Q(A)上

代数的ならば，
∑d
i=0 aif

i = 0, ad ̸= 0を満たす a0, . . . , ad ∈ Aが存在する．このとき，
adf は k[x]上整なので k[x]に属する．よって，adf ∈ L ∩ k[x] = Aであり，f ∈ Q(A)

を得る．従って，trans.degk L = trans.degk A であることと，L = Q(A) であることは

同値である．本稿では，k(x)/k の中間体 Lがこの条件を満たすとき，Lは極小であると

いう．Hilbertの第 14問題 (問題 1.2)では，Lが極小な場合を考えれば十分である．

具体例として，第 1節で述べた Robertsの反例について考える．P3 の商体を Q3 とす

るとき，(1.2)で定義した導分の核 QD3 は

K = k
(
x1, x2, x3, (x1x2x3)ty1 − xt+1

1 z, (x1x2x3)ty2 − xt+1
2 z, (x1x2x3)ty3 − xt+1

i z
)

と等しい．実際，このK がQD3 に含まれることは容易に分かるが，Q3 = K(z)がK 上の

1変数有理関数体なので，D(z) = (x1x2x3)t ̸= 0と合わせて QD3 = K と結論できる．こ

のK は極小である．一方，任意の d ∈ Zに対し，K ′ := K(zd + z−d)はK ′ ∩K[z] = K

を満たす．P3 ⊂ K[z]なので，

K ′ ∩ P3 = K ′ ∩K[z] ∩ P3 = K ∩ P3 = PD3

が成り立つ．よって，K ′ も Hilbertの第 14問題の反例であるが，K ′ は極小でない．な

お，k が 1 の原始 d 乗根 ζ を含むとき，σ, τ ∈ AutK K(z) = AutK Q3 が σ(z) = ζz,

τ(z) = z−1 で定義される．このとき，K ′ は AutkQ3 の有限部分群 ⟨σ, τ⟩ の不変体で
ある．

ところで，σ ∈ AutkQ3 が

σ(xi) = xi (i = 1, 2, 3), σ(yi) = (x1x2x3)tyi − xt+1
i z (i = 1, 2, 3), σ(z) = z

で定義され，K は σ による k(x1, x2, x3, y1, y2, y3) の像と等しい．このように，k(x)/k

の分かり易い中間体を Autk k(x) の適当な元で写すことで，Hilbertの第 14問題の反例

が得られることがある（永田の反例について [11]を参照）．そこで，次の問題を考える．

問題 2.1（Field Modification Problem） M を k(x)/k の極小な中間体とし，M ̸= k(x)

かつ trans.degkM ≥ 3を満たすと仮定する．このとき，σ(M)が Hilbertの第 14問題の

極小な反例となるような σ ∈ Autk k(x)は常に存在するか？
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問題 2.1の状況において，M の体論的性質は σ で写しても保たれるので，この方法に

より Hilbertの第 14問題に対する多様な反例が得られる．例えば，M が Autk k(x)の部

分群 Gの不変体ならば，σ(M)は σGσ−1 の不変体である．また，M が D ∈ Derk k(x)

の核ならば，σ(M)は導分 D′ := σDσ−1 の核である．fD′(x1), . . . , fD′(xn)が k[x]に

属するような f ∈ k(x)× に対し，fD′ は Derk k[x]の元を誘導する．このとき，

k[x]fD
′

= k(x)fD
′
∩ k[x] = k(x)D

′
∩ k[x] = σ(M) ∩ k[x]

が成り立つので，有限生成でない核を持つ Derk k[x]の元が得られる．

問題 2.1は設定が少し厳しいので，この問題の「安定板」を考える．ただし，z は k(x)

上の不定元とし，k(x, z)は k 上の n+ 1変数有理関数体とする．

問題 2.2（Stable Field Modification Problem） M を k(x)/kの極小な中間体とし，M ̸=
k(x) かつ trans.degkM ≥ 2 を満たすと仮定する．このとき，σ(M(z)) が Hilbert の第

14問題の極小な反例となるような σ ∈ Autk k(x, z)は常に存在するか？

M の様々な性質がM(z)に遺伝する．例えば，M が Autk k(x)の部分群 Gの不変体

ならば，M(z) は G′ の不変体である．ここで，G′ は G から誘導される Autk(z) k(x, z)

の部分群とする．同様に，M がD ∈ Derk k(x)の核ならば，M(z)はD′ の核である．こ

こで，D′ は D から定まる Derk(z) k(x, z)の元とする．

Hilbertの第 14問題の反例の以前の構成法を精密化し，次の結果を最近得た [47]．

定理 2.3 問題 2.2の解は肯定的である．

定理 2.3から次の系が直ちに従う．n = 3, d = 2の場合が新しい結果である．

系 2.4 任意の自然数 n ≥ 3, d ≥ 2に対し，Hilbertの第 14問題に対する極小な反例 L

で [k(x) : L] = dを満たすものが存在する．

ところで，位数 nの任意の有限群Gは，各 σ ∈ Gを集合G上の置換G ∋ τ 7→ στ ∈ G
と考えることで，n次対称群 Snの部分群と見なせる．さらに，各 σ ∈ Snを σ(xi) = xσ(i)

(i = 1, . . . , n) で定義される Autk k(x) の元と同一視すれば，G は Autk k(x) の部分群

と見なせる．Noetherの問題は，この状況において不変体 k(G) := k(x)G が k の純超越

拡大であるかを問う問題である．p = 47をはじめ，様々な素数 pに対し Q(Z/pZ)が Q

の純超越拡大でないことが知られている ([21], [65], [67]). 一方，G が有限アーベル群

のとき，Q(G) が Q の純超越拡大であるための必要十分条件は，ある l ≥ 0 が存在し，

Q(G)(z1, . . . , zl)がQの純超越拡大となることである ([12]). ここで，z1, . . . , zl はQ(x)
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上の不定元とする．これらの事実と定理 2.3から次の系が得られる．

系 2.5 n = 48のとき，AutQ Q(x)の位数 47の巡回部分群Gが存在し，Q(x)G はQの

純超越拡大でなく，A := Q(x)G ∩Q[x]は有限生成でなく，trans.degQA = 48である．

3 局所冪零導分

D ∈ DerR が局所冪零であるとは，任意の a ∈ R に対してある整数 l ≥ 0 が存在し，

Dl(a) = 0を満たすときにいう．Rにおける局所冪零導分全体の集合，局所冪零 S 導分全

体の集合をそれぞれ LNDR, LNDS R で表す．LND は locally nilpotent derivation の

略である．多項式環の研究では，局所冪零導分が特に重要である．本節では局所冪零導分

に関する基本事項を簡潔に述べる．

R = S[x]が可換環 S 上の 1変数多項式環のとき，R における S 導分 D = d/dxは局

所冪零である．一方，D′ := xDは xを固定するので局所冪零でない．一般に，Rにおけ

る導分 D は RD 線形写像なので，任意の a ∈ RD, b ∈ R, l ≥ 0に対し

(aD)l(b) = aD(aD(· · · (aD(b)) · · · )) = alDl(b) (3.1)

が成り立つ．よって，Dが局所冪零ならば，任意の a ∈ RD に対して導分 aDは局所冪零

である．一方，節末で示すように，R が標数 0の整域のとき，D が局所冪零か否かに関

らず，D(a) ̸= 0ならば aD は局所冪零でない．

定義より，D ∈ DerRが局所冪零であるための必要十分条件は，

Nil(D) := {a ∈ R | Dl(a) = 0 を満たす l ∈ Z≥0 が存在 }

が Rと等しいことである．ただし，Z≥0 := {a ∈ Z | a ≥ 0}とする．(1.1)より

Dl(ab) =

l∑
i=0

(
l

i

)
Di(a)Dl−i(b) (a, b ∈ R, l ≥ 0) (3.2)

が成り立つ．よって，a, b ∈ Nil(D)ならば ab ∈ Nil(D)であり，Nil(D)は R の RD 部

分代数となる．S を R の部分環とし，D を R における S 導分とする．このとき，S は

Nil(D)に含まれる．従って，Nil(D)が S 代数 Rの生成系を含めば，Nil(D) = Rが成り

立つので D は局所冪零である．

D ∈ Derk k[x]が三角であるとは，

D(x1) ∈ k, D(x2) ∈ k[x1], D(x3) ∈ k[x1, x2], . . . , D(xn) ∈ k[x1, . . . , xn−1]
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を満たすときにいう．このとき，D(xi) ∈ Nil(D)⇐⇒ xi ∈ Nil(D)に注意し，x1, . . . , xn

が Nil(D) に属することを nに関する帰納法で確認できる．よって，三角導分は局所冪零

である．例えば，(1.2), (1.3), (1.4), (1.6)はいずれも三角導分である．なお，文献によっ

ては，D(xi) ∈ k[xi+1, . . . , xn] (i = 1, . . . , n)を満たすとき三角ということもある．本稿

では，この条件を満たすとき逆三角ということにする．例えば，

T = −2x2
∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2
(3.3)

は逆三角である．T (x1x3 + x22) = 0だからD := (x1x3 + x22)T も局所冪零だが，このD

は三角でも逆三角でもない．

D ∈ LNDR に対し，D(s) = 1を満たす s ∈ R を D のスライスと呼ぶ．sが D のス

ライスならば，任意の f(x) ∈ RD[x]に対し D(f(s)) = f ′(s)D(s) = f ′(s) が成り立つ．

ここで，f ′(x)は f(x)の導関数とする．よって，f(s) = 0ならば f ′(s) = 0である．こ

れより，charR = 0 のとき s が RD 上の超越元であることが分かる．今，R を Q 代数

と仮定する．すると，D(a) ∈ RD[s]を満たす任意の a ∈ Rに対し，sの多項式としての
D(a)の原始関数 b ∈ RD[s]が存在する．このとき，D(a) = D(b)だから a− b ∈ RD で
あり，a ∈ RD[s]となる．よって，

degD a := max{n ∈ Z≥0 | Dn(a) ̸= 0}

に関する帰納法で，任意の a ∈ Rが RD[s]に属することが分かる．ゆえに，R = RD[s]

である．以上より次のスライス定理を得る．

定理 3.1 R を Q 代数とする．D ∈ LNDR と s ∈ R が D(s) = 1 を満たすとき，s は

RD 上の超越元であり，R = RD[s], D = d/dsが成り立つ．

定理 3.1の状況において，RD 代数の全射準同型

σDs : R = RD[s] ∋ f(s) 7→ f(0) ∈ RD

が定義される．この写像を Dixmier写像と呼ぶ．f(0) = f(s− s)を Taylor展開し，

σDs (a) =
∑
l≥0

Dl(a)

l!
(−s)l (a ∈ R) (3.4)

を得る．なお，スライスは一般に存在するとは限らないが，任意の 0 ̸= D ∈ LNDRに対

し，u := Dl(a) ̸= 0, Dl+1(a) = 0 を満たす l ≥ 1が必ず存在する．uが Rの冪零元でな

ければ，局所化 Ru における導分が D から誘導される．D(u) = 0 なので，この導分も
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局所冪零であり，s = Dl−1(a)/uはそのスライスである．例えば，(1.6)は三角導分なの

で局所冪零である．この D はスライスを持たないが，D の P2[x−11 ]への拡張はスライス

s = x−t1 y1 を持つ．よって，その核 P2[x−11 ]D は，Dixmier写像を用いて

P2[x−11 ]D = σDs (P2[x−11 ]) = k[σDs (x±11 ), σDs (x2), σDs (y1), σDs (y2), σDs (z)]

= k

[
x±11 , x2, y2 − (x1y1 + x2)s+ xt+1

1

s2

2
, z − y2s+ (x1y1 + x2)

s2

2
− xt+1

1

s3

6

]
と記述できる．PD2 = P2[x−11 ]D ∩ P2 が有限生成でないというのが [9]の主結果である．

RがQ代数のとき，任意の D ∈ LNDRに対し，RD 代数 Rの自己同型 expD が

(expD)(a) :=
∑
l≥0

Dl(a)

l!
(a ∈ R)

で定義される．一般に，D1, D2 ∈ LNDRに対し，導分 D1 +D2 は局所冪零であるとは

限らない．しかし，D1 ◦D2 = D2 ◦D1 を満たすとき D1 +D2 は局所冪零であり，指数

法則 exp(D1 +D2) = expD1 ◦ expD2 が成り立つ．任意の a ∈ RD に対し aDは局所冪

零導分であり，aD ◦ bD = bD ◦ aD (a, b ∈ RD)が成り立つ．よって，

RD ∋ a 7→ exp aD ∈ AutRD R

は加法群 RD から AutRD Rへの群準同型である．例えば，D がスライス sを持つとき，

任意の a ∈ RD に対し (exp aD)(s) = s+ aD(s) = s+ aが成り立つ．この場合，exp aD

は代入写像 RD[s] ∋ f(s) 7→ f(s+ a) ∈ RD[s]である．

ところで，環の準同型 ϵ : R → R[x]が指数写像であるとは，各 a ∈ Rに対して次が成
り立つときにいう．ただし，ϵ(a) =

∑m
i=0 aix

i (ai ∈ R)とし，y は新しい変数とする．

(E1) a0 = a. (E2) R[x, y]において
∑m
i=0 ϵ(ai)y

i =
∑m
i=0 ai(x+ y)i.

この条件は，準同型 ϵ : R → R[x] = R ⊗Z Z[x]が加法群スキーム Ga = Spec(Z[x]) の

Spec(R)への作用を定めるための条件と同値である．例えば，Rが Q代数のとき，任意

の D ∈ LNDRに対し

R ∋ a 7→
∑
l≥0

Dl(a)

l!
xl ∈ R[x] (3.5)

は指数写像である．実際，Dは D(x) = D(y) = 0を満たすように LNDR[x, y]の元に拡

張でき，expxD ◦ exp yD = exp (x+ y)Dが成り立つ．一方，任意の指数写像 ϵに対し，

ϵが環の準同型であることと (E1)より，写像∆ϵ : R ∋ a 7→ a1 ∈ Rは Rにおける導分で

ある．さらに，RがQ代数のとき，(E2)から ∆i
ϵ(a)/i! = ai (i ≥ 0, a ∈ R)が従う．十
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分大きな iに対して ai = 0なので，∆ϵ は局所冪零である．また，∆ϵ から定まる指数写

像 (3.5)は ϵと等しい．ゆえに，Q代数における局所冪零導分はGa 作用と同値な概念で

ある (cf. [52])．

最後に，Rが標数 0の整域の場合の注意を述べる．任意のD ∈ DerRに対し (3.2)より

degD ab ≤ degD a+ degD b (a, b ∈ Nil(D))

が成り立つ．ただし，degD 0 = −∞とする．Rが標数 0の整域のとき，上の不等式にお

いて等号が成り立つ．その帰結として，局所冪零導分の様々な性質が導かれる．例えば，

任意の D ∈ DerRと a ∈ R \ RD に対し，D′ := aD は局所冪零でない．実際，仮に D′

が局所冪零ならば，

degD′ a− 1 = degD′ D′(a) = degD′ aD(a) = degD′ a+ degD′ D(a) ≥ degD′ a

となり矛盾が生じる．また，任意の D ∈ LNDR に対し，RD は R において factorially

closedである．ここで，整域 Rの部分環 S が Rにおいて factorially closedであるとは，

ab ∈ S を満たす任意の a, b ∈ R \ {0}が S に属するときにいう．例えば，R = S[x]が整

域 S 上の多項式環のとき，f, g ∈ R \ {0}に対して次が成り立つ：

fg ∈ S ⇒ 0 = deg fg = deg f + deg g ⇒ deg f = deg g = 0⇒ f, g ∈ S.

よって，S は Rにおいて factorially closedである．degを degD に変えて考えれば，R
D

が Rにおいて factorially closedであることも分かる．

一般に，S が Rにおいて factorially closedであるとき，1 ∈ S より S× = R× が成り

立つ．また，R が UFDならば S は UFDである．これは，p ∈ S が R の素元であると

き，S の素元であることが分かれば容易に確認できるが，この主張は pR ∩ S = pS から

従う．そのため，任意の D ∈ LND k[x]は k× = k[x]× = (k[x]D)× ⊂ k[x]D を満たして

k 導分となり，k[x]D はネーター環であるか否かに関わらず UFDである．

4 多項式自己同型

多項式環の問題の多くが，多項式環の自己同型と深く関係している．しかし，多項式環

の自己同型には不明な点が多く，それが多項式環の問題の難しさに影響している．本節で

は，k 代数 k[x]の自己同型群 Autk k[x]やその元について考察する．

当面，kは任意標数の体とする．一般に，k代数の準同型 ϕ : k[x]→ k[x]は x1, . . . , xn

の像によって一意的に決まるので，ϕを多項式の組 (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) と同一視する．ϕ
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は全射ならば全単射である．すなわち，次が成り立つ：

ϕ ∈ Autk k[x] ⇐⇒ k[ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)] = k[x] ⇐⇒ x1, . . . , xn ∈ k[ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)].

よって，非常に具象的に書けば，

Autk k[x] = {(f1, . . . , fn) ∈ k[x]n | x1, . . . , xn ∈ k[f1, . . . , fn]}

である．ただし，合成は

(f1, . . . , fn) ◦ (g1, . . . , gn) := (g1(f1, . . . , fn), . . . , gn(f1, . . . , fn))

で定義する．例えば，n ≥ 3のとき，

f := x1 − 2(x1x3 + x22)x2 − (x1x3 + x22)2x3, g := x2 + (x1x3 + x22)x3 (4.1)

に対し ϕn := (f, g, x3, . . . , xn)は Autk k[x]の元である．このことは，

x1x3 + x22 = fx3 + g2 ∈ k[f, g, x3]

に気づけば容易に確認できる．もう少し分かり易い k[x]の自己同型を数種類挙げる．ま

ず，任意の A ∈ GLn(k), b1, . . . , bn ∈ k に対し，

α = (x1, . . . , xn)A+ (b1, . . . , bn)

は Autk k[x]に属する．この形の自己同型をアフィン自己同型と呼ぶ．任意の a ∈ k× と
1 ≤ l ≤ n, p ∈ k[x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xn] に対し

ϵ = (x1, . . . , xl−1, axl + p, xl+1, . . . , xn)

も Autk k[x] に属する．この形の自己同型を基本自己同型と呼ぶ．k[x] の基本自己同型

全体で生成される Autk k[x]の部分群 Tn(k)を順部分群と呼ぶ．Autk k[x]の元は Tn(k)

に属するとき順であるといい，そうでないとき野生であるという．基本自己同型の逆写像

は基本自己同型なので，自己同型が順であることと，基本自己同型の合成写像であること

は同じである．ϕ = (f1, . . . , fn) ∈ Autk k[x]に対し，

ϕ⇝ ϕ ◦ ϵ = (f1, . . . , fl−1, afl + p(f1, . . . , fl−1, fl+1, . . . , fn), fl+1, . . . , fn)

の形の変形を基本変形と呼ぶ．自己同型が順であることと，基本変形を繰り返して恒等写

像 idk[x] = (x1, . . . , xn) に変形できることは同値である．例えば，n = 2のとき

ϕ = (x1 + (x2 + x21)3, x2 + x21)⇝ (x1, x2 + x21)⇝ (x1, x2)
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となるから，この ϕ は順である．行列の列基本変形で GLn(k) の任意の元を単位行列に

変形できることから，アフィン自己同型が順であることも分かる．また，char k = 0のと

き，D ∈ LNDk k[x]が三角ならば，i = 1, . . . , nに対して gi ∈ k[x1, . . . , xi−1]が存在し，

(expD)(xi) = xi + gi と書ける．(x1 + g1, . . . , xn + gn)も基本変形を繰り返して idk[x]

に変形できるので，expDは順である．Dが逆三角の場合も同様である．

例えば，(3.3)の T と任意の w ∈ k[x3, . . . , xn]に対し，wT は逆三角なので expwT は

順である．(3.3) の下で述べたように，h := x1x3 + x22 に対して hT も局所冪零である．

この場合，exphT は (4.1)で与えた ϕn と等しい．実際，(3.1)に注意して計算すれば，

(exphT )(x1) = x1 + hT (x1) +
1

2
h2T 2(x1) + · · · = x1 − 2hx2 − h2x3 = f

(exphT )(x2) = x2 + hT (x2) + · · · = x2 + hx3 = g

であり，i = 3, . . . , nに対し (exphT )(xi) = xi となる．

永田 [56] は，n = 3 のとき野生自己同型が存在すると予想し，その候補として ϕ3 を

構成した．この予想は 30年の歳月を経て，2004年に Shestakov-Umirbaev [62], [63]に

よって char k = 0の場合のみ肯定的に解決された．char k > 0の場合は依然として未解

決である．ただし，char k = 2の場合も含め，ϕ3 は野生と考えるのが自然である．

上述のように，char k = 0のとき ϕ3 は逆三角導分 T と h ∈ k[x]T を用いて exphT と

書ける．このような自己同型がいつ野生であるか完全に分かる ([40, Thm. 3.2.3], [41]).

定理 4.1 n = 3 とし，D ∈ LNDk k[x] を逆三角導分，f を k[x]D の元とする．このと

き，exp fD が野生であるためには，以下が満たされることが必要十分である：

D(xi) ̸= 0 (i = 1, 2), D(x3) = 0, f ̸∈ k[x3],
∂D(x1)

∂x2
̸∈ D(x2)k[x2, x3].

一方，n ≥ 4のとき ϕn は順である．一見すると奇妙だが，以下の方法で容易に確認で

きる．前述のように ψ := expxnT は順である．ϵ := (x1, . . . , xn−1, xn + h)も順であり，

A := k[h, x3, . . . , xn−1]の元を固定する．A は k[x]T に含まれるので，ϕn, ψ も Aの元

を固定する．x3 ∈ Aなので，ϕn, ψ, ϵは A′ := A[x−13 ]代数 k[x][x−13 ]の自己同型を誘導

する．k[x][x−13 ] = A′[x2, xn]は A′ 上の 2変数多項式環なので，これらを x2, xn の像の

組と同一視すれば ϕn = (x2 + hx3, xn), ψ±1 = (x2 ± xnx3, xn), ϵ±1 = (x2, xn ± h)と

書ける．このとき，

(x2, xn − h) ◦ (x2 − xnx3, xn) ◦ (x2, xn + h) ◦ (x2 + xnx3, xn) = (x2 + hx3, xn)

が成り立つ．すなわち，ϵ−1 ◦ ψ−1 ◦ ϵ ◦ ψ = ϕn である．ψ, ϵは順なので ϕn も順である．
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同様の理由から，任意の三角導分 D ∈ LNDk k[x]と f ∈ k[x]D に対し，(exp fD, xn+1)

は Tn+1(k)に属する ([64]).

より一般に，次が成り立つと予想されている．

予想 4.2（Stable Tameness Conjecture） 任意の ϕ ∈ Autk k[x]に対し，ある l ≥ 0が存

在し，(ϕ, xn+1, . . . , xn+l)は Tn+l(k)に属する．

ϕ(xi) = xi (i = 3, . . . , n)のとき予想が正しいことがBerson-van den Essen-Wright [4]

によって示されているが，n = 3の場合でも完全な解決には至っていない．

上記の事情のため，n = 3の場合に野生自己同型が存在しても，n ≥ 4の場合に野生自

己同型が存在するとは限らない．次の問題は，n ≥ 4の場合や n = 3かつ char k > 0の

場合は未解決である．

問題 4.3（Tame Generators Problem） Autk k[x] = Tn(k)は成り立つか？

一方，n = 2かつ char k = 0の場合は Jung [22]によって，n = 2かつ char k > 0の

場合は van der Kulk [29]によって，問題 4.3はそれぞれ肯定的に解決された．

問題 4.3よりも肯定的な結果を期待できる以下のような問題もあるが，余り進展はない．

問題 4.4 (1) Autk k[x]は
∪n
i=1 Autk[xi] k[x]で生成されるか？

(2) Autk k[x]は expD (D ∈ LNDk k[x])とアフィン自己同型で生成されるか？

問題 4.3の研究では，以下で述べる基本簡約の概念が重要である．ϕ = (f1, . . . , fn) ∈
Autk k[x]の次数を

deg ϕ := deg f1 + · · ·+ deg fn

で定義する．f1, . . . , fn は定数でないので，常に deg ϕ ≥ nが成り立つ．deg ϕ = nであ

ることと，ϕがアフィン自己同型であることは同値である．deg ϕ > deg ϕ′ を満たす基本

変形 ϕ⇝ ϕ′ を基本簡約と呼ぶ．

次の定理より，k[x1, x2]のアフィンでない自己同型は常に基本簡約を許容する．

定理 4.5（cf. [56]） (f1, f2) ∈ Autk k[x1, x2] がアフィン自己同型でないならば，ある

(i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}, a ∈ k×, l ≥ 1が存在し，deg(fi − af lj) < deg fi が成り立つ．

ϕ ∈ Autk k[x1, x2]がアフィン自己同型でないとき，基本簡約を繰り返して ϕをアフィ

ン自己同型に変形できる．アフィン自己同型は順なので ϕ も順である．このことから，

Autk k[x1, x2] = T2(k)が成り立つことが分かる．
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5 Shestakov-Umirbaev理論

本節では kは標数 0の体とし，Shestakov-Umirbaev理論やその一般化について述べる．

自己同型 ϕ3 が基本簡約を許容しないことは簡単に確認できるが，それによって ϕ3 が

野生であるとは結論できない．実際，n = 3の場合に Shestakov-Umirbaevは，アフィン

自己同型でなく，基本簡約も許容しない順自己同型の存在に気づいた．そこで，彼らは基

本簡約の他に 4種類の「簡約」(I型簡約から IV型簡約)を定義し，ϕ ∈ T3(k)がアフィ

ン自己同型でないとき，基本簡約または 4種類の「簡約」のいずれかを必ず許容すること

を示した ([63]). この結果の証明は非常に複雑で難しいが，ϕ3 がどの簡約も許容しないこ

とを確かめるのはさほど難しくない．なお，II型，III型，IV型簡約の概念は理論上の要

請で導入されたもので，これらを許容する自己同型が実際に存在するかは不明である．

Shestakov-Umirbaev理論でも「微分」の概念が重要な役割を果たす．f1, . . . , fr ∈ k[x]

(1 ≤ r ≤ n)に対し，df1 ∧ · · · ∧ dfr を

df1 ∧ · · · ∧ dfr =
∑

1≤i1<···<ir≤n

Ji1,...,irdxi1 ∧ · · · ∧ dxir , Ji1,...,ir =

∣∣∣∣ ∂(f1, . . . , fr)

∂(xi1 , . . . , xir )

∣∣∣∣
と表し，その次数を

deg df1 ∧ · · · ∧ dfr := max{deg Ji1,...,irxi1 · · ·xir | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}

で定義する．自己同型の簡約に関する Shestakov-Umirbaev の理論 [63] は，多項式の次

数に関する以下の不等式 [62, Thm. 3] を基礎に構築された：f, g ∈ k[x]は k 上代数的独

立であるとし，a := deg f , b := deg g とおく．多項式 P ∈ k[x, y] \ {0}に対し，degy P

を a/ gcd(a, b)で割った商と余りをそれぞれ q, r とするとき，次の不等式が成り立つ．

定理 5.1（Shestakov-Umirbaev） degP (f, g) ≥ q(a′b− a− b+ deg df ∧ dg) + rb.

k が正標数の場合にこの不等式が成り立たないため，Shestakov-Umirbaev理論では標

数 0 を仮定する必要がある．なお，定理 5.1は [62, Thm. 3]から不要な仮定を除いたも

のであり，[62, Thm. 3]とは若干異なる．Shestakov-Umirbaev [62]はこの結果を使い，

定理 4.5 の簡単な別証も与えた．

定理 5.1 の一般化や別証が，黒田 [37], Makar-Limanov–Yu [49], Vénéreau [66] 等に

よって与えられた．ここでは [37]の結果を紹介する．k[x]上の多項式 P (y) =
∑
i≥0 piy

i

と g ∈ k[x] \ {0}に対し，P (g)の見かけの次数を degg P := max{deg pig
i | i ≥ 0}で定
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義する．一般に，degP (g) ≤ degg P が成り立つ．P (i) を P (y)の y に関する i次導関数

とすれば，十分大きな i ≥ 0に対し degP (i)(g) = degg P (i) が成り立つ．そこで，

mg(P ) := min{i ∈ Z≥0 | degP (i)(g) = degg P (i)}

と定義する．このとき，k 上代数的独立な f1, . . . , fr ∈ k[x]と P (y) ∈ k[f1, . . . , fr][y]に

対して次が成り立つ ([37, Thm. 2.1]). ただし，ω := df1 ∧ · · · ∧ dfr とする．

定理 5.2 degP (g) ≥ degg P +mg(P )(degω ∧ dg − degω − deg g).

この定理はmg(P )に関する帰納法で証明できる．黒田 [39]は定理 5.2を基礎に，自己

同型の簡約に関する Shestakov-Umirbaevの理論を再構築し，IV型簡約を許容する順自

己同型が存在しないことを示した．それにより，自己同型の野生性を判定するとき，IV

型簡約を考慮する必要がなくなった．

応用上，基本簡約などは重み付き次数に対して考えると便利である．Γを全順序が定義

された加法群とし，任意の α, β, γ ∈ Γに対し α ⪯ β ⇒ α+ γ ⪯ β + γ が成り立つと仮定

する．重み w = (w1, . . . , wn) ∈ Γn に対し，単項式の w次数を

degw x
i1
1 · · ·xinn := i1w1 + · · ·+ inwn

で定め，f ∈ k[x] \ {0}に現れる単項式のw次数の最大値を degw f と定義する．また，f

に現れる単項式のうち，w 次数が degw f と等しいもの全体の和を fw と表す．例えば，

Γ = Zn に辞書式順序を考え，w = (e1, . . . , en)とするとき，fw は辞書式順序に関する f

の先頭項である．ただし，e1, . . . , en は Zn の標準基底とする．このように，w1, . . . , wn

が Z上 1次独立ならば fw は常に単項式である．上で述べた [37], [39]の理論はw次数を

用いて構築されており，その帰結として種々の実用的な野生性判定法が得られている．例

えば，次を満たす w ∈ Γ3 が存在するとき，ϕ = (f1, f2, f3) ∈ Autk k[x]は野生である：

(1) w1, w2, w3 は 0より大きく，Z上 1次独立である．

(2) fw1 , fw2 , fw3 は k 上代数的従属だが，どの 2つも k 上代数的独立である．

(3) (i, j, l) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)に対し fwi ̸∈ k[fwj , f
w
l ].

なお，w次数を使えば (2), (3)はそれぞれ以下のように言い換えられる：

(2′) degw f1, degw f2, degw f3 は Z上 1次従属だが，どの 2つも Z上 1次独立である．

(3′) (i, j, l) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)に対し degw fi ̸∈ Zdegw fj + Z degw fl.

この判定法の利点は，「簡約」に関する議論をせず fw1 , fw2 , fw3 の情報だけで ϕの野生

性を証明できる点にある．例えば，ϕ3 = (f, g, x3)の場合，上述の辞書式順序から定まる

w 次数に関して degw f = (2, 0, 3), degw g = (1, 0, 2), degw x3 = (0, 0, 1)である．これ
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らが (2′), (3′)を満たすことは容易に分かる．しかし，f1, f2, f3 を具体的に記述すること

が困難な場合も多く，この方法にも限界がある．例えば，かなり簡単な D ∈ LNDk k[x]

でも (expD)(xi) = xi +D(xi) +D2(xi)/2 + · · · がどのような多項式かよく分からない
ことが多い．より広範な自己同型の野生性を調べるために，以下の方法が有効である．一

般に，k[x]の k 部分代数 Aに対し，A代数 k[x]の自己同型群 AutA k[x]は，Autk k[x]

の部分群である．ϕが AutA k[x]に属するとき，任意の p ∈ Aに対し ϕ(p) = pが成り立

つので，f1, f2, f3, pの間の関係式が得られる．それらを解析して f1, f2, f3 の情報をと

り出し，野生性判定法を適用することで，順交叉 AutA k[x] ∩ T3(k)の様子を知ることが

できる．例えば，任意の D ∈ LNDk k[x] に対し expD は Autk[x]D k[x] に属するので，

expD の野生性の研究は順交叉 Autk[x]D k[x] ∩ T3(k)の研究に帰着される．この方法で

実際に色々な結果が得られている．多くの場合，順交叉に含まれる自己同型は特殊なもの

に限定される点が興味深い．

Shestakov-Umirbaevによる永田予想の解決や，その後の進展について，[42]にも解説

がある．

6 座標変換

本節を通し kは標数 0の体とする．D ∈ LNDk k[x]が三角ならば c := D(x1)は定数で

ある．従って，c ̸= 0ならば s := c−1x1はDのスライスである．(3.4)より，i = 2, . . . , n

に対して gi ∈ k[x1, . . . , xi−1]が存在し σDs (xi) = xi + gi と書ける．このとき，

ϕ := (c−1x1, x2 + g2, . . . , xn + gn)

は k[x]の順自己同型であり，ϕ−1Dϕ = ∂/∂x1 が成り立つ．

一般に，D ∈ Derk k[x]を固定したとき，各 θ ∈ Autk k[x]に対して r(θ) ∈ {0, . . . , n}
と fθ,1, . . . , fθ,r(θ) ∈ k[x] が存在し，

Dθ := θ−1Dθ = fθ,1
∂

∂x1
+ · · ·+ fθ,r(θ)

∂

∂xr(θ)

と書ける．このとき，

rankD := min{r(θ) | θ ∈ Autk k[x]}

を Dの階数と呼ぶ．例えば，上で見たように，D(x1) ̸= 0を満たす三角導分Dの階数は

1である．D(x1) = 0ならば rankD < nなので，k[x]における三角導分の階数は常に n

未満である．Dθ が三角であるような θ ∈ Autk k[x]が存在するとき，D は三角化可能で
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あるという．任意の θ ∈ Autk k[x]に対し rankDθ = rankD が成り立つので，三角化可

能な導分の階数も n未満である．

rankD = 1ならばDθ = f∂/∂xn を満たす θ ∈ Autk k[x], f ∈ k[x] \ {0} が存在する．
このとき，k[x]D

θ

= k[x]∂/∂xn = k[x1, . . . , xn−1]なので，k 代数 k[x]D = θ(k[x]D
θ

) も

n − 1 個の元で生成される．さらに，D が局所冪零ならば Dθ も局所冪零なので，f は

k[x]∂/∂xn に属する．よって，階数 1の局所冪零導分は常に三角化可能である．

Rentschler [59] は，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x1, x2] が rankD = 1 を満たすことを

示した．従って，D は三角化可能である．一方，n = 3 のとき，三角化可能でない局所

冪零導分の最初の例が Bass [3] によって与えられた．Bass の例は (3.3) の下に挙げた

D = (x1x3 + x22)T である．その後，Popov [58] は任意の n ≥ 3 に対してこの D が三

角化可能でないことを示した．n ≥ 3 のとき，階数 n の局所冪零導分は三角化可能でな

い．従って，三角化可能性の問題は，階数が n未満の場合を考えればよい．Daigle [8]は

n = 3のとき，階数 2の局所冪零導分が三角化可能であるための必要十分条件を与えた．

なお，階数が 2以下の局所冪零導分Dは，適当な θ ∈ Autk k[x]と f1, f2 ∈ k[x]を用いて

Dθ = f1∂/∂x1 + f2∂/∂x2 と書ける．k′ := k(x3, . . . , xn)とし，Dθ を LNDk′ k
′[x1, x2]

の元と見なせば Rentschlerの結果が使えるので，n ≥ 3でも大体の様子は分かる．しか

し，階数が 3以上の局所冪零導分については不明な点が多く残されている．

ところで，D ∈ Derk k[x] が rankD < n を満たすための必要十分条件は，k[x]D が

k[x]の座標を含むことである．ここで，f ∈ k[x]が k[x]の座標であるとは，f = ϕ(xi)を

満たす ϕ ∈ Autk k[x], 1 ≤ i ≤ nが存在するときにいう．ϕのヤコビアンが k× に属する

ため，座標には 1次の単項式が必ず現れる．ϕを Tn(k)からとれるとき，f を順座標と呼

ぶ．例えば，x1 や x1 + x22 などは k[x]の順座標である．また，本節冒頭の考察より，三

角導分の核は常に順座標を含む．f が k[x]の座標であることと，k[f, f2, . . . , fn] = k[x]

を満たす f2, . . . , fn ∈ k[x]が存在することは同値である．従って，f ∈ k[x]が k[x]の座

標ならば，任意の l ≥ 1に対して f は k[x1, . . . , xn+l]の座標である．逆に，f ∈ k[x]が

k[x1, . . . , xn+l]の座標であるような l ≥ 1 が存在するとき，f が k[x] の座標であるかは

大問題である ([48])．k が体の場合の反例は見つかっていないが，k が正規でない整域の

場合の反例は存在する ([5])．

Freudenburg [15]は，k[x]における階数 nの局所冪零導分の最初の例を，各 n ≥ 3に対

して与えた．例えば n = 3のとき，整数 l ≥ 1に対し f := x1x3− x22, r := f lx2 + x2l+1
1 ,

g :=
f2l+1 + r2

x1
=
f2l(x1x3 − x22) + (f lx2 + x2l+1

1 )2

x1
= f2lx3 + 2f lx2l1 x2 + x4l+1

1
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とおき，D(f,g) : k[x]→ k[x]を

D(f,g)(h) :=

∣∣∣∣ ∂(f, g, h)

∂(x1, x2, x3)

∣∣∣∣ (h ∈ k[x])

で定義する．このとき，D(f,g) は局所冪零導分であり，さらに k[x]D(f,g) = k[f, g]を満た

す (cf. [14, §4.1])．f , g は 1次の項を持たないので，1次の項を持つ多項式は k[f, g]に属

さない．よって，k[x]D(f,g) = k[f, g]であることから rankD(f,g) = 3 が直ちに従う．

上の例において，任意の 0 ̸= h ∈ k[f, g]に対し exphD(f,g)は野生である ([43])．n = 3

のとき，階数 3 の局所冪零導分の他の多くの例に対し同様の結果がある ([40, §7], [41]).

従って，n = 3のとき，“expD が順ならば rankD ≤ 2”と予想するのが自然だが，私は

より強い次の予想を立てている．以下の 3つの予想では n = 3, D ∈ LNDk k[x]とする．

予想 6.1 expD が順ならば，k[x]D は少なくとも 1つ k[x]の順座標を含む．

ϕ−1Dϕが三角となるような ϕ ∈ T3(k)が存在するとき，expϕ−1Dϕは順なので

expD = ϕ ◦ (expϕ−1Dϕ) ◦ ϕ−1

も順である．この逆が成り立つと予想している．

予想 6.2 expD が順ならば，ϕ−1Dϕが三角であるような ϕ ∈ T3(k)が存在する．

k[x]D が k[x] の順座標を少なくとも 1 つ含むとき，予想 6.2 は正しいことを示した

([40, Thm. 3.1.3 (i)], [41]). 従って，予想 6.1が正しければ予想 6.2も正しい．一方，三

角導分の核は必ず順座標を含むので，ϕ−1Dϕが三角であるような ϕ ∈ T3(k)が存在する

とき，k[x]D は k[x]の順座標を少なくとも 1つ含む．よって，予想 6.2が正しければ予想

6.1も正しく，これら 2つの予想は同値である．予想 6.2が正しければ次の予想も正しい．

予想 6.3 ある f ∈ k[x]D \ {0}が存在して exp fD が順ならば，expD は順である．

より正確に，Σ ⊂ LNDk k[x]が次の 2つの条件を満たすとき，任意の D ∈ Σに対して

予想 6.3は正しい．

(i) 任意の f ∈ k[x]D, D ∈ Σに対して fD は Σに属する．

(ii) 任意の D ∈ Σに対して予想 6.2は正しい．

実際，D ∈ Σ, f ∈ k[x]D \ {0} が exp fD ∈ T3(k)を満たすとき，(i)より fD ∈ Σな

ので，(ii)よりある ϕ ∈ T3(k)が存在して (fD)ϕ = ϕ−1(f) · ϕ−1Dϕ が三角となる．こ
のとき，ϕ−1Dϕは三角である．ϕは順なので，予想 6.2の上で述べたように expD は順
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である．例えば，核が順座標を含むような局所冪零導分全体の集合は明らかに (i)を満た

し，上述のように (ii)も満たす．よって，このような局所冪零導分に対して予想 6.3は正

しい．

ところで，自己同型の順性の概念は，座標系のとり方に依存する．例えば，y1, . . . , yn ∈
k[x] が k[y1, . . . , yn] = k[x]を満たすとき，ϕ ∈ Autk k[x]が

ϕ(yi) = yi (i = 1, . . . , n− 1), ϕ(yn) = yn + 1

で定義される．y1, . . . , yn を基準に考えれば ϕは明らかに順だが，x1, . . . , xn を基準に考

えた場合，ϕが順であるか否かは y1, . . . , yn の選び方による．実際，n = 3の場合に次の

ような例が存在する ([40, Thm. 6.1.1], [41]):

(†) ϕ(y1) = y1 を満たす任意の idk[x] ̸= ϕ ∈ Autk k[x]は野生である．

この例の (y1, y2, y3)は，ある種のD ∈ LNDk k[x]に対する expDとして与えられた．な

お，条件 (†)は Autk[y1] k[x] ∩T3(k) = {idk[x]} と同値であり，これも前節末で述べた順
交叉に関する結果の 1つである．

最後に 0 ̸= D ∈ LNDk k[x]の核 k[x]D の生成系について触れる．上述のように，n = 2

ならば Rentschler [59]より rankD = 1なので，k[x]D は 1つの元で生成される．n = 3

のとき，宮西 [54]より k[x]D は k 上 2個の元で生成される．これらの結果は非常に有用

である．一方，第 1節で見たように，n ≥ 5では D が三角でも k[x]D は有限生成とは限

らない．Daigle-Freudenburg [10]は，n = 4でDが三角のとき k[x]D が有限生成である

ことを示した．Bhatwadekar-Daigle [6]はこの結果を一般化し，n = 4, rankD ≤ 3なら

ば k[x]D は有限生成であることを示した．次の問題は依然として未解決である．

問題 6.4 n = 4のとき，k[x]における階数 4の局所冪零導分の核は常に有限性成か？

7 消去問題と線形化問題

本節では，特に断らない限り k は標数 0の体とする．D ∈ LNDk k[x]がスライス z を

持つとき，スライス定理より D = d/dz である．このとき rankD = 1であるか？実は，

この問題は以下で述べる消去問題と同値である．

Aを k[x]の k 部分代数とする．k[x] = A[z]を満たす A上の超越元 z ∈ k[x] が存在す

るとき k[x] = A[1] と表す．このとき，π : k[x] = A[z] ∋ f(z) 7→ f(0) ∈ Aは k 代数の全

射準同型なので，A = π(k[x])は k 上高々 n個の元で生成される．
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問題 7.1（消去問題） k[x]の k部分代数 Aが k[x] = A[1] を満たすとき，Aは k上 n− 1

個の元で生成されるか？

実際，問題 7.1の仮定の下，k[x] = A[z]における局所冪零導分D = d/dzは k[x]D = A

およびD(z) = 1を満たす．従って，“D ∈ LNDk k[x]がスライスを持つとき rankD = 1”

という主張が真ならば，A = k[x]D は n− 1個の元で生成される．一方，D ∈ LNDk k[x]

がスライス z を持つとき，定理 3.1 より k[x] = (k[x]D)[1] である．従って，問題 7.1の

解が肯定的ならば，k[x]D = k[y1, . . . , yn−1]を満たす y1, . . . , yn−1 ∈ k[x]D が存在する．

このとき，θ = (z, y1, . . . , yn−1)は k[x]の自己同型であり，Dθ = ∂/∂x1 を満たす．

問題 7.1は z が k[x]の座標の場合は易しい．実際，k[x] = k[z1, . . . , zn−1, z] を満たす

z1, . . . , zn−1 ∈ k[x]が存在するので

A ≃ A[z]/(z) = k[z1, . . . , zn−1, z]/(z) ≃ k[z1, . . . , zn−1]

が成り立つ．前節で見たように，n = 2, 3 のとき，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x] に対し

k[x]D は k 上 n − 1 個の元で生成される．問題 7.1 において A は d/dz の核と等しいの

で，この場合も肯定的である (cf. [1], [18], [53])．Crachiola–Makar-Limanov [7]は，有

限生成 k 整域 Aに対し “LNDk A = {0} ⇒ LNDk A[z] = LNDAA[z]” が成り立つこと

に着目し，n = 3の場合のより簡単な証明を与えた．なお，char k > 0の場合も n = 2, 3

のときは肯定的だが，n ≥ 4では反例が存在する (cf. [2], [19], [20]).

次に，ϕを Autk k[x]の元とする．ϕ = (x1, . . . , xn)Aを満たす A ∈ GLn(k) が存在す

るとき，ϕは線形であるという．θ−1 ◦ ϕ ◦ θ = (x1, . . . , xn)Aを満たす θ ∈ Autk k[x]と

A ∈ GLn(k)が存在するとき，ϕは線形化可能であるという．特に，Aを対角行列にとれ

るとき，ϕは対角化可能であるという．ϕが対角化可能であるための必要十分条件は，

k[f1, . . . , fn] = k[x], ϕ(fi) = αifi (i = 1, . . . , n)

を満たす f1, . . . , fn ∈ k[x]と α1, . . . , α ∈ k× が存在することである．従って，ϕ ̸= idk[x]

が対角化可能ならば，k[x]の座標 f と α ∈ k \ {1, 0}が存在し，ϕ(f) = αf を満たす．

A ∈ GLn(C)が，ある l ≥ 1に対し Al = E を満たすとき，Aの最小多項式は xl − 1

の因子なので重解を持たない．よって，行列 Aは対角化可能である．従って，C[x]の自

己同型は，線形かつ有限位数ならば対角化可能である．次の問題は Kraft [27]の “eight

challenging open problems in affine spaces”の 1つであり，n ≥ 3の場合は未解決であ

る (cf. [26]). 上の注意より，「対角化可能」を「線形化可能」に変えても問題の意味は変

わらない．

19



問題 7.2（線形化問題） C[x]の自己同型は，有限位数ならば常に対角化可能か？

この問題の主張は非常に強く，仮にある d ≥ 2 が存在し，C[x] の位数 d の任意の自

己同型が対角化可能ならば，k = C の場合の問題 7.1 が肯定的に解決する．実際，ζ を

1の原始 d乗根とするとき，A代数 k[x] = A[z]の位数 dの自己同型 ϕが ϕ(z) = ζz で

定義される．仮定より ϕ は対角化可能なので，座標 p(z) と α ∈ C \ {1, 0} が存在し，
p(ζz) = ϕ(p(z)) = αp(z)を満たす．このとき，(α − 1)p(z) = p(ζz) − p(z)は z で割り

切れるが，p(z)は座標なので k[x]の既約元である．従って，z と p(z)は同伴であり，z

も k[x]の座標である．

問題 7.2は，簡約代数群のアフィン空間への作用の線形化可能性を問う「上林の線形化

問題」の特別な場合である (cf. [23])．n = 2 の場合の上林の問題は肯定的に解決してお

り，そこでは AutC C[x1, x2] = T2(C)であることが本質的な役割を果たす．高次元では

反例が見つかっており，有限群の場合の反例も存在する (cf. [24], [50], [61]). しかし，有

限アーベル群に対する反例は見つかっていない．なお，char k = p > 0 の場合，例えば

(x1 + 1, x2) ∈ Autk k[x1, x2]の位数は pだが，k2 ∋ (a1, a2) 7→ (a1 + 1, a2) ∈ k2 が固定
点を持たないので線形化可能でない．実際，線形自己同型ならば原点が固定されるので，

線形化可能ならば固定点が必ず存在する．浅沼 [2]は n ≥ 4のとき，位数が pで割り切れ

ないような有限アーベル群に対して線形化問題の反例を与えた．

係数環が体でない場合の線形化問題を考える．k の標数は任意とし，k が代数閉体であ

ることも仮定しない．Rを k 整域とし，Gを AutRR[x]の部分群とする．θ−1Gθ が

Dn(k) := {(a1x1, . . . , anxn) | a1, . . . , an ∈ k×}

に含まれるような θ ∈ AutRR[x]が存在するとき，Gは対角化可能であるという．R の

商体をK とすれば，AutRR[x]は AutK K[x]の部分群と見なせる．θ−1Gθ ⊂ Dn(k)を

満たす θ ∈ AutK K[x]が存在しても，このような θ を AutRR[x]からとれるとは限らな

い．そのため，Gは K 上で対角化可能でも，R上で対角化可能であるとは限らない．次

の結果は黒田 [44, Thm. 1.1 (i)]による．

定理 7.3 Rが PIDのとき，AutRR[x1, x2]の部分群 GがK 上で対角化可能ならば，G

は R上で対角化可能である．

定理 7.3は任意の体 k に対して成り立つが，k = Cで Rが C上有限生成な PIDの場

合は Kraft-Russell [28, Thm. 3.2]に含まれる．

定理 7.3から次の系が従う
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系 7.4 Rを PID, Gを AutRR[x1, x2]の有限アーベル部分群とする．kが 1の原始 d乗

根を含むならば，Gは R 上で対角化可能である．ただし，d := max{ordϕ | ϕ ∈ G}と
する．

上の系において R = k[x3]とすれば，Autk k[x1, x2, x3]の有限アーベル部分群の線形

化に関する部分的な結果が得られる．

以下では再び k の標数は 0とする．0 ̸= δ ∈ LNDk k[x]を任意にとり，Autk k[x]の部

分群 Autk[x]δ k[x]について考察する．この部分群は，第 5節で述べた順交叉の観点から

も興味深い．任意の D ∈ LNDk[x]δ k[x]は k[x]D ⊃ k[x]δ を満たすから，

expD ∈ Autk[x]D k[x] ⊂ Autk[x]δ k[x]

が成り立つ．よって，
Nδ := {expD | D ∈ LNDk[x]δ k[x]}

は Autk[x]δ k[x] に含まれる．実は，Nδ は Autk[x]δ k[x] の正規部分群である．以下では

Autk[x]δ k[x]や剰余群 (Autk[x]δ k[x])/Nδ に関して得られている結果を述べる (cf. [46]).

定理 7.5 k[x] ̸= (k[x]δ)[1] ならば，剰余群 (Autk[x]δ k[x])/Nδ は k× の有限巡回部分群

と同型であり，(Autk[x]δ k[x]) \ Nδ に属する自己同型の位数は常に有限である．

なお，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x]と l ≥ 1に対して (expD)l = exp lD ̸= idk[x]が成り

立つので，Nδ \{idk[x]} に属する自己同型の位数は常に無限である．また，Aを A×∪{0}
が体であるようなQ上の UFDとするとき，定理 7.5は k[x], k× をそれぞれ A, A× に替

えても成り立つ．

以下では kを代数閉体とする．次の 2つの定理の証明に，有限位数の自己同型の線形化

に関する [44]の結果が使われる．

定理 7.6 n ≥ 3, rank δ = 2と仮定する．

(1) (Autk[x]δ k[x]) \ Nδ の任意の元は有限位数かつ線形化可能である．
(2) δ が既約のとき，Autk[x]δ k[x] ̸= Nδ ならば δ は三角化可能である．

ここで，δ が既約であるとは，δ(x1), . . . , δ(xn)が共通因子を持たないときにいう．

定理 7.7 n = rank δ = 3のとき，(Autk[x]δ k[x]) \Nδ の任意の元は有限位数であり，か
つ線形化可能でない (Autk[x]δ k[x] = Nδ の可能性もある).
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