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多様体の三角形分割の組合せ論と可換環論

村井　聡 （大阪大学大学院情報科学研究科）

1. 序文

単体的複体の組合せ論の問題を, スタンレー・ライスナー環を用いて代数的なア
プローチから研究する手法は 1970年代に Stanleyによって導入され, 以後, 様々な研
究が進められて来た. 本稿ではスタンレー・ライスナー環の理論の多様体の最小頂
点三角形分割の研究への応用について紹介する.
スタンレー・ライスナー環の理論の多様体の三角形分割の研究への最初の応用は

1981年に Schenzel [Sc]によってなされた. Schenzelは多様体の三角形分割のスタン
レー・ライスナー環が Buchsbaum環である事を示し, Buchsbaum環の性質を用い
て凸多面体論における重要な定理の一つである上限定理が多様体の三角形分割に一
般化できるというKleeの予想を研究した. Schenzelの用いた手法は 1998年にNovik
[No]によりさらに研究が進められ, この二つの仕事によりKleeの予想のかなりの部
分が解決された. 一方, Novikのこの仕事以降, このトピックに関する大きな進展は
しばらくなかったが, 2009年の Swartz [Sw1]と Novik, Swartz [NS1]による研究を
切っ掛けとし, ここ数年の間にスタンレー・ライスナー環を用いた多様体の三角形分
割の研究が大きく進展している. これら最近の進展については, Swartz及びKleeと
Novikによって書かれた二つの素晴らしいサーベイ [Sw2, KN] に主要な結果が良く
纏まっているので詳細は其方を参照してもらうこととし, 本稿では, 少しマイナーな
トピックとなるが, [Sw2, KN]ではあまり扱われていない最小頂点三角形分割に関す
る話題について紹介したい.
本稿の構成は以下の通りである. 次の §2では, 単体的複体やスタンレー・ライス

ナー環に関する基本的な事項について述べる. §3では, 最小頂点三角形分割につい
て, 閉曲面の場合に関する話題を中心に, 問題意識と既知の結果を紹介する. §4では,
可換環論がどのように最小頂点三角形分割の研究に応用されたのか紹介する.

2. スタンレー・ライスナー環

初めに単体的複体に関する基本的な用語の準備を行う. ∆を [n] = {1, 2, . . . , n}を
頂点集合とする (有限抽象)単体的複体とする. 即ち, ∆は [n]の部分集合の族であっ
て, F ∈ ∆かつG ⊂ F ならG ∈ ∆ という条件を満たすものである. 単体的複体∆
に対しその自然な幾何学的実現を |∆|で表すことにする. ∆の幾何学的実現が位相
空間X と同相となる時, ∆をX の三角形分割と呼ぶ. 単体的複体∆の元であって,
要素の個数が i+ 1であるものを∆の i次元面と呼び, ∆の持つ面の次元の最大値を
∆の次元と呼ぶ. また, fi(∆)で∆の持つ i次元面の個数を表す. 単体的複体∆の面
F ∈ ∆に対し

lk∆(F ) = {G \ F : F ⊆ G ∈ ∆}
を∆上の F の linkと呼ぶ. H̃i(∆;F)で体 Fを係数とする∆の i番目の被約ホモロ
ジー群を表すとし, βi(∆) = βi(∆;F) = dimF H̃i(∆;F) で∆の i番目のベッチ数を
表す.
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次にスタンレー・ライスナー環と単体的複体のBuchsbaum性について述べる. S =
F[x1, . . . , xn]を体 Fを係数とする多項式環とする. [n]上の単体的複体∆に対し, 環

F[∆] = S/(xi1 · · · xik : {i1, . . . , ik} ⊆ [n], {i1, . . . , ik} ̸∈ ∆)

を (体Fを係数とする)∆のスタンレー・ライスナー環という. d次元単体的複体∆が (F
上)Cohen–Macaulayであるとは, 任意の F ∈ ∆ (空集合の場合も含む)に対し, 全
ての i ̸= d−#F に対しβi(lk∆(F );F) = 0となる時に言う,但し#XはXの要素の個
数を表す. また, d次元単体的複体∆がGorenstein* (又はF-homology d-sphere)
であるとは, ∆が Cohen–Macaulayで, かつ任意の F ∈ ∆に対し βd−#F (∆;F) = 1
が成り立つ時に言う. 単体的複体の極大面の次元が全て同じである時, その単体的複
体はpureであるという. pureな単体的複体が (F上)Buchsbaumであるとは, その
頂点に関する linkが全て (F上)Cohen–Macaulayとなる時に言う. ここではホモロ
ジーに関する条件でCohen–Macaulay性やBuchsbaum性を定義したが, 上の定義は
F[∆]がCohen–Macaulay環やBuchsbaum環となる事と同値である. (詳しくは, [St]
を見よ.)
最後に, 本稿で取り扱う多様体の三角形分割に関連する幾つかの単体的複体のク

ラスについて述べる. 多様体の三角形分割の組合せ論的な性質の研究では一般の三
角形分割を扱う事は少なく, 組合せ三角形分割と呼ばれる特別な条件を満たす対象
か, homology manifoldと呼ばれる一般化された対象を扱う事が多い. pureな d次元
単体的複体∆が境界のない F-homology d-manifold であるとは, 任意の F ∈ ∆
(但し, F ̸= ∅)に対して, lk∆(F )がGorenstein*となる時に言う. また, pureな d次元
単体的複体∆が境界を持つ F-homology d-manifold であるとは次の三つの条件
を満たす時に言う：(i) ∆はBuchsbaum, (ii) 任意の F ∈ ∆ (但し, F ̸= ∅)について,
βd−#F (lk∆(F );F) ∈ {0, 1}, (iii) ∆の境界 ∂∆ = {F ∈ ∆ : βd−#F (lk∆(F );F) = 0} が
境界のない F-homology (d− 1)-manifoldとなる. 一方, 単体的複体∆が d次元閉多
様体Mの三角形分割であり, かつ∆の任意の頂点 {v} ∈ ∆について |lk∆(v)|が d-単
体の境界又は (d− 1)-単体と PL同相である時, ∆をM の組合せ三角形分割という.
多様体の組合せ三角形分割は明らかに多様体の三角形分割であり, 多様体の三角形
分割は任意の体 Fに関して F-homology manifoldとなる. また, 任意の F-homology
manifoldは F上Buchsbaumである.

3. 最小頂点三角形分割

多様体の三角形分割の研究において, 最も基本的な問題の一つは次の問題である.

問題 3.1. 与えられた (有限三角形分割可能な) 閉多様体Mに対し, Mの三角形分割
の頂点数の最小値を求めよ.

言い換えると, 与えられた閉多様体を三角形分割する為には最低何個の頂点が必
要か？というのが問題 3.1の聞いていることである. 簡単な例を挙げると, S1を三角
形分割するのに必要な頂点数は 3である. 実際, 三角形 (の境界)は S1の 3頂点三角
形分割を与え, かつ 2頂点で S1を三角形分割するのが不可能であることは明らかで
ある. (セル複体との違いに注意せよ. セル複体のレベルで S1を 2頂点で単体分割す
ることは可能である. ) 問題 3.1は問題自体は素朴であるが, 与えられたM につい
て実際に最小値を求めるのは大変難しい. ここでは一番簡単な場合である閉曲面の
場合に知られている結果を紹介しよう. 最小頂点三角形分割について詳しいことが
知りたい場合は, Lutzによる既知の結果が良く纏められているサーベイ [Lu]がある
のでそちらを参照して欲しい.
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良く知られているように, 連結な閉曲面 (2次元閉多様体)の位相型は閉曲面の分
類定理によって完全に分類されており, 種数 gの向付け可能な閉曲面 Sgと種数 gの
向付け不可能な閉曲面Ngに分けられる. (S0が球面 S2, S1がトーラス S1 × S1, N1

が射影平面RP 2, N2がクラインの壺である.) 連結な閉曲面を三角形分割する為に必
要な頂点数の下限として, Heawoodの不等式と呼ばれる以下の結果が知られている.

定理 3.2 (Heawoodの不等式 [He]). ∆が連結な閉曲面M の n頂点三角形分割なら,(
n− 3

2

)
≥ 3(2− χ(M))(1)

が成り立つ. 但し, χ(M)はM のオイラー数である.

Proof. 簡単なので証明も紹介しておく. オイラー関係式より,

n− f1(∆) + f2(∆) = χ(∆)(2)

である. また, ∆の各辺は丁度 2つの 2次元面に含まれ, かつ∆の各 2次元面は丁度
3本の辺を含むので,

2f1(∆) = 3f2(∆)(3)

という等式も成り立つ. 一方, 明らかに f1(∆) ≤
(
n
2

)
であるので, (2), (3)より,

n− χ(M) =
1

3
f1(∆) ≤ 1

3

(
n

2

)
が得られる. 上の式を変形すると, 求める不等式

(
n−3
2

)
≥ 3(2− χ(M))を得る. □

Heawoodの不等式は, 閉曲面を三角形分割する為に必要な頂点数の下限を与える.
例えば, ∆がトーラス S1 × S1の n頂点三角形分割なら χ(S1 × S1) = 0であること
から,

(
n−3
2

)
≥ 6, 即ち, n ≥ 7が成り立つことがわかる. また, ∆が射影平面RP 2の

n頂点三角形分割なら χ(RP 2) = 1であるので, n ≥ 6が成り立つ. (実際に 7頂点の
トーラスの三角形分割, 6頂点の射影平面の三角形分割は存在する. 探してみよ!) 実
は, 上のHeawoodの不等式を満たす最小の nが, 殆どの場合で, 閉曲面を三角形分割
する為に必要な最小の頂点数を与えることが知られている. 次の定理はグラフ理論
における基本的な定理の一つである.

定理 3.3 (Jungerman and Ringel [Ri, JR]). M が種数 2の向付け可能な閉曲面, ク
ラインの壺, 種数 3の向付け不可能な閉曲面以外の連結な閉曲面である時, (1)を満
たす任意の nに対しM の n頂点三角形分割が存在する.

上の定理より, Heawoodの不等式を満たす最小の整数 nが閉曲面の三角形分割の
頂点数の最小値を与えることが分かる. 尚, 3つある例外の場合は必要な頂点数は
Heawoodの不等式から導かれる値+1となる.
上で述べたことにより, 閉曲面の場合には問題 3.1は解決していることがわかる.

しかし, JungermanとRingelによる結果の向付け可能な場合が 35年前にようやく証
明されたという事実を見ると, 閉曲面の場合にすらこの問題は簡単ではないことが
わかる. 加えて述べると, Lutzのサーベイ [Lu]が書かれた時点では, 自明な場合であ
る球面 Sdと閉曲面の場合と S1上の Sd−1-bundle の場合 [BD, CSS, Kü]を除くと問
題 3.1の答えが分かっている多様体は 11個しかなかった (現在ではもう少し増えて
いる [DS]) ことなどからも, 問題の難しさが伺える.
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問題 3.1が難しい理由は二つある. 難しい点の一つは, Heawoodの不等式のよう
な頂点数の下限を与える不等式を高次元多様体の場合に与えることが難しいという
点である. 例えば, d次元トーラス T d = S1 × · · · × S1 は 2d+1 − 1個の頂点を持つ三
角形分割の存在が知られており, この数 2d+1 − 1が最小である事が予想されている
[Lu, Conjecture 21]が, d = 3の場合にすらどのようにして頂点数の下限を求めれば
良いのかわかっていない. 一方, もう一つの難しい点は, 多様体の三角形分割を具体
的に構成することの難しさである. 例えば, Si × Sj (但し i ≤ jとする) の三角形分
割は少なくとも i+ 2j + 4個の頂点を持つことが知られており [BK], 丁度 i+ 2j + 4
個の頂点を持つ三角形分割を構成できれば Si × Sjに対して問題 3.1が解けるのであ
るが, S2 × S4の 14頂点の三角形分割が存在するかや S3 × S4の 15頂点の三角形分
割が存在するかなどさえ未解決である.

4. 多様体の三角形分割の頂点数の下限と可換環論

さて, 前の章の最後に問題 3.1が難しい二つの理由を挙げた. 実は, この二つの内,
前者の三角形分割の頂点数の下限を与える問題は可換環論を用いて研究することが
出来る. この最後の章ではこの事について紹介する. 先ずは, Heawoodの不等式の一
般化に関するKühnelの 3つの予想 [Lu, Conjecture 16 and 18]を紹介する.

予想 4.1 (Kühnel). ∆が連結な 2k次元閉多様体の n頂点組合せ三角形分割である
時, 次が成り立つ (

n− k − 2

k + 1

)
≥ (−1)k

(
2k + 1

k + 1

)
(χ(∆)− 2).

上の予想は k = 1の場合は Heawoodの不等式である. 上の予想の類似として,
Kühnelは次のことも予想している.

予想 4.2 (Kühnel). ∆が連結な 2k次元閉多様体の n頂点組合せ三角形分割である
時, 次が成り立つ (

n− k − 2

k + 1

)
≥
(
2k + 1

k + 1

)
βk(∆;Q).

予想 4.3 (Kühnel). ∆が連結な d次元閉多様体の n頂点組合せ三角形分割である時,
次が成り立つ(

n− d+ j − 2

j + 1

)
≥
(
d+ 2

j + 1

)
βj(∆;Q) (j = 1, 2, . . . , ⌊(d− 1)/2⌋).

初見では予想に現れる二項係数が何を意味するのか分かりにくいが, 今はこの予
想が頂点数 nの下限を与える予想であることのみ理解すれば十分である. 先に結論
から述べるが, 上記の予想 4.1, 4.2及び予想 4.3の j = 1の場合は Novikと Swartz
[NS1, NS2]によって予想が肯定的に解決されている. 後から分かったことも加え, 現
在知られていることを纏めると次のようになる.

定理 4.4 (Novik–Swartz [NS1, Theorem 4.4]). ∆が丁度 n個の頂点を持つ境界の無
い連結な向付け可能な F-homology d-manifold なら次が成り立つ(

n− k − 2

k + 1

)
≥ (−1)k

(
2k + 1

k + 1

)
(χ(∆)− 2).
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定理 4.5 (Novik–Swartz, M [Mu2, Theorem 5.2]). ∆が丁度 n個の頂点を持つ境界
の無い連結な F-homology 2k-manifoldなら次が成り立つ(

n− k − 2

k + 1

)
≥
(
2k + 1

k + 1

)
βk(∆;F).

定理 4.6 (Novik–Swartz, M [Mu2, Theorem 5.3]). ∆が丁度 n個の頂点を持つ境界
の無い連結な F-homology d-manifoldなら次が成り立つ(

n− d− 1

2

)
≥
(
d+ 2

2

)
β1(∆;F).

尚, 定理 4.4では向付け可能の仮定が入れられているが, 多様体の三角形分割は
Z/2Z上向付け可能な homology manifoldとなるので, 定理 4.4から予想 4.1が導か
れる. また, 定理 4.5, 4.6も, Novikと Swartzによる最初の証明は向付け可能の仮定
が入れられていたが, [Mu2]で向付けに依存しない証明が与えられた. (Kühnelの予
想を示す際には Z/2Z上で考えて良いので向付け可能性は仮定して問題ない.)
この章の残りで, Kühnelの予想の解決にどのような代数的な道具が使われたのか

簡単に紹介しよう. 以後, Fは無限体であることを仮定する. d次元次数付き F-代数
R = S/Iに対し, R/ΘRが 0次元環となるような一次式の列Θ = θ1, . . . , θdを線形な
巴系 (linear system of parameters)と呼ぶ. Fが無限体であることを仮定すると, 線
形な巴系は必ず存在することが知られている. 単体的複体の次元が dである時, その
Stanley–Reisner環の次元は d + 1である事を注意しておく. 多様体の三角形分割を
代数的に研究する際には次の定理が基本的な道具となる.

定理 4.7 (Novik–Swartz [NS1]). ∆を (d−1)次元Buchsbaum単体的複体, R = F[∆],
Θ = θ1, . . . , θdをRの線形な巴系とする. この時, 任意の i = 1, 2, . . . , d− 1について
次が成り立つ

dimF(R/ΘR)i =

(
d

i

)
βi−1(∆;F).

但し, (R/ΘR)iはR/ΘRの i次斉次成分を表すとする.

∆がBuchsbaumである時, βi−1(∆)は i ̸= dの場合には極大イデアルm ⊂ Sに関
する局所コホモロジーH i

m(F[∆])の長さに一致する. また, 上の結果は局所環の場合
には後藤 [Go]により本質的に証明されている事も補足しておく.

Novikと Swartzは上の定理を用いてKühnelの予想を解決したのであるが, その
話をする前に, 何故, 上の定理が頂点数の下限と関係するのか具体例を用いて解説し
ておこう. M をメビウスの帯とする. この時 β1(M) = 1であり, メビウスの帯を三
角形分割する為には 5個の頂点が必要であることが知られている. ∆をメビウスの
帯の n頂点三角形分割とし, nが 5以上であることを定理 4.7を用いて示してみよう.
R = F[∆]としΘ = θ1, θ2, θ3をRの線形な巴系とする. 定理 4.7より

dimF(R/ΘR)2 ≤ 3 · β1(M) = 3

という不等式を得る. 一方, Rは F[x1, . . . , xn]を割った環であるから, RをΘで割る
ことで実質的に変数が 3つ減り, R/ΘRは F[x1, . . . , xn−3]/J という形の F-代数と同
型になる. すると,(

n− 2

2

)
= dimF

(
F[x1, . . . , xn−3]

)
2
≤ dimF(R/ΘR)2 ≤ 3
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という一連の不等式を得るが, これが n ≥ 5を導く.
メビウスの帯に関する上の議論を一般化すると, 予想 4.3に近い形の次の不等式が

得られることが簡単にわかる.

系 4.8. ∆が丁度 n個の頂点を持つ d次元Buchsbaum単体的複体である時, 次が成
り立つ (

n− d− 1 + j

j + 1

)
≥
(
d+ 1

j + 1

)
βj(∆;F) (j = 1, 2, . . . , d− 1).

残念ながら上の系からKühnelの予想が導かれるわけではなく, Kühnelの予想の
証明にはもう一工夫必要であるが, 少なくとも上の議論から, 定理 4.7と頂点数の最
小値の間に良い関係があることが見てとれる. 定理 4.7から定理 4.4, 4.5, 4.6をどう
導くかを説明するのは少し大変なので, 本稿では定理 4.6を導く次の定理を紹介する
に止めておくことにする.

定理 4.9 (M–Nevo [MN, Theorem 5.4]). ∆を境界のない向付け可能な F-homology
d-manifoldとし, R = F[∆], Θ+ = θ1, . . . , θd+1, θd+2を十分一般的な一次式とする時,
次が成り立つ

dimF(R/Θ
+R)2 ≥

(
d+ 2

2

)
β1(∆;F).

上の定理は, 大雑把に言うと, (十分一般的な)線形な巴系にもう一つ一次式を追加
して Stanley–Reisner環を割る際にも, 次数 2の斉次成分において定理 4.7と同等の
性質が成り立つという結果である. 尚, 上の定理を認めると, 向付け可能な場合には
定理 4.6は以下のように簡単に示せる.(

n− d− 1

2

)
= dimF

(
F[x1, . . . , xn−d−2]

)
2
≥ dimF(R/Θ

+R)2 ≥
(
d+ 2

2

)
β1(∆;F).

(向付け不可能な場合の証明はもう少し複雑な手順を取る. 詳しくは [Mu2]を見よ.)
定理 4.9を考えると, 一般に次が成り立つことが予想される.

予想 4.10. ∆を境界の無い (向付け可能な)F-homology d-manifoldとし, R = F[∆]
とする. ある一次独立な一次式の列Θ+ = θ1, . . . , θd+1, θd+2 が存在し, 次が成り立つ

dimF(R/Θ
+R)j+1 ≥

(
d+ 2

j + 1

)
βj(∆;F) (j = 1, 2, . . . , ⌊(d− 1)/2⌋).

尚, 上で書いた定理 4.6の証明方法により, 上の予想が正しければそこから予想 4.3
が導かれることもわかる.
最後に少し文献の紹介をしておく. 本稿では最小頂点三角形分割に関する話題の

みを扱ったが, 定理 4.7は多様体の三角形分割の面の個数の研究に様々に応用されて
いる. この応用については, §2で紹介した SwartzとKlee–Novikによる素晴らしい
サーベイ [Sw2, KN]に紹介されているので其方を参照してほしい. 此方も本文中で
既に述べたが, 最小頂点三角形分割についてさらに詳しく知りたい場合は Lutzによ
るサーベイ [Lu]を読むことを勧める. また, 定理 4.7は単体的セル複体と呼ばれるセ
ル複体のクラスに対して応用することもできる. この応用については第 56回の代数
学シンポジウムで報告させて頂いた [Mu1] のでそちらを参照してほしい. 本稿とは
違い [Mu1]には代数的なことももう少し詳細に解説している.
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Buchsbaum-Rim multiplicities of a direct sum of cyclic

modules

早坂　太
（北海道教育大学）

本報告では，局所環上長さ有限な加群に付随する不変量であるブックスバウム・リム重
複度とその一般化である随伴ブックスバウム・リム重複度について, 基本性質の紹介とこれ
までに得られた結果の紹介を, イデアルの重複度が持つ性質の類似を中心に行う. 第 1節で
は, イデアルの重複度について復習する. 特に, Koszul複体のホモロジー群のオイラー標数
との関係を表す Serreの定理を思い出し, Buchsbaumが加群の重複度を考えるに至った動機
を説明する. 第 2節では, Buchsbaum-Rimが導入した加群の重複度の概念とその基本性質
をまとめる. また, 巴系イデアルの重複度が持つ基本性質の類似について考察し, Hyry氏と
の共同研究で得られた結果を紹介する. 第 3節では, Rees, Kleiman-Thorupによって導入
された加群に付随する 2変数ブックスバウム・リム関数および重複度の列（随伴ブックスバ
ウム・リム重複度）の概念とその基本性質をまとめる. 第 4節では, 随伴ブックスバウム・
リム重複度の具体的計算を巡回加群の直和の場合に行い得られた最近の結果を報告する. こ
れは, Kirby-Reesによって得られていた随伴ブックスバウム・リム重複度を混合重複度で
表す公式の（一部の）一般化と考えられる. 証明の概略についても触れる. 最後の節では,

Kleiman-Thorupによって指摘された 2変数ブックスバウム・リム関数を記述する, ある標
準的 Z2次数付き環の構成法に触れる.

本稿は, 第 60回代数学シンポジウムにおける講演内容に, 講演では詳しく触れることがで
きなかった次の内容を付け加えてまとめたものです.

• 巡回加群の直和の随伴ブックスバウム・リム重複度公式 (定理 4.2)の証明の概略

• 2変数ブックスバウム・リム関数を記述する Z2次数付き環の構成法

講演の機会を与えてくださったことに深く感謝いたします.

1 イデアルのヒルベルト・サミュエル重複度
局所環内のイデアルに付随する重複度の概念は, 1950年代初頭に Samuelによって与えら

れた. イデアルの重複度は, Samuel, 永田らによってイデアル論を基礎にした基礎理論が完
成されて以来, 局所環論における重要な不変量のひとつとして現在までに多くの詳細な研究
がある. Samuelによるイデアルの重複度の定義を復習しよう.

以下, (R,m)はネーター局所環，d = dimR > 0とし，I はRのm–準素イデアルとする.

このとき, イデアル I に付随する次の長さの関数が考えられる.

λI : Z≥0 → Z≥0 ; p 7→ ℓR(R/I
p)
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関数 λI を（Rのイデアル）Iのヒルベルト・サミュエル関数（HS関数）という. Samuelは,

関数 λI(p)が十分大きい p≫ 0で d次多項式関数となることを示した. すなわち, 次数 dの
多項式 PI(x) ∈ Q[x]が存在して

λI(p) = PI(p) for all p≫ 0

を満たす. 多項式 PI(x)の最高次係数を正規化して得られる正整数を I のヒルベルト・サ
ミュエル重複度（HS重複度）と呼び, e(R/I)または e(I)で表す.

e(R/I) = lim
p→∞

λI(p)

pd
× d!

イデアルのHS重複度研究は, その節減をとることによって巴系イデアルのそれに帰着さ
れる場合が多く, 巴系イデアルの重複度は様々な良い性質を持つことが知られている. 中で
も最も基本的かつ重要な結果として, Koszul複体のホモロジー群のオイラー標数との関係を
明らかにした次の Serreの定理がある.

定理 1.1. (Serre [17], Auslander-Buchsbaum [1])

a = a1, a2, . . . , an はイデアル I の極小生成系, K•(a)は列 aに関する Koszul複体とし,

Hi(K•(a))でK•(a)の i番目のホモロジー群を表す.

(1) Koszul複体のホモロジー群のオイラー標数について次が成り立つ.

χ(K•(a)) :=
∑
i≥0

(−1)iℓR(Hi(K•(a))) =

{
e(R/I) (n = d)

0 (n > d)

(2) Koszul複体のホモロジー群の部分オイラー標数は非負である.

χj(K•(a)) :=
∑
i≥j

(−1)i−jℓR(Hi(K•(a))) ≥ 0 for all j ≥ 0

よって, n = d, すなわち, I が巴系イデアルのとき, 不等式

e(R/I) ≤ ℓR(R/I)

が成り立つ.

特に, Rが Cohen-Macaulayならば, 任意の巴系イデアル I について, e(R/I) = ℓR(R/I)

である. また, この逆も正しいことがよく知られている.

系 1.2. 次は同値である.

(1) Rは Cohen-Macaulay

(2) 任意の巴系イデアル I について, e(R/I) = ℓR(R/I)

(3) ある巴系イデアル I について, e(R/I) = ℓR(R/I)
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Serreの定理が示唆する形式的な側面のひとつに,イデアルの重複度の概念は,自由加群の間
のR線形写像φ : Rn → Rに付随する概念,あるいはその余核である巡回加群Cokerφ = R/I

に付随する概念と見なすことが自然であることが挙げられる. この視点に立つとき, 一般に
自由加群の間のR線形写像, あるいはその余核として現れる（巡回加群とは限らない）有限
生成加群の場合に重複度の概念を拡張できないかという問題を考えることは自然である. こ
れが 1960年代初頭における Buchsbaumの問題であった. 1

問題 1.3. (Buchsbaum)

R線形写像Rn → R（1× n型行列）に付随する重複度（およびKoszul複体）の概念を,

一般の有限生成自由加群の間の R線形写像 Rn → Rr（r × n型行列）に付随する概念に拡
張できないか? 言い換えると, m–準素イデアル I から定義される巡回加群 R/I に付随する
重複度の概念を, 長さ有限なR加群の場合に拡張できないか?

2 加群のブックスバウム・リム重複度
1964年, Buchsbaum-Rim [6]は, イデアルの HS重複度の拡張概念（および Koszul複体

の一般化）である加群の重複度の概念（および一般化されたKoszul複体）を得て, 問題 1.3

に対する自然な解答を与えた. Buchsbaum-Rimによる加群の重複度の定義を思い出そう.

以下, Cは長さ有限なR加群とする. Cの極小な有限表示 φをとり固定しよう. Cの 1番
目のシジジーをM := Imφ ⊂ F := Rrとおく.

Rn
φ→ Rr → C → 0

C が長さ有限より, n ≥ d+ r − 1に注意する. φが導く対称代数の間の射を φ̃ := SymR(φ)

とし, その余核を考える.

SymR(R
n)

φ̃→ S := SymR(F )→ Coker φ̃→ 0

Coker φ̃は, Sの次数付き部分環R[M ] := Im φ̃上の次数付き加群で, 各斉次成分は長さ有限
である. よって, 次の長さの関数が考えられる.

λM : Z≥0 → Z≥0 ; p 7→ ℓR([Coker φ̃]p)

関数 λM を（F の部分加群）M に付随するブックスバウム・リム関数（BR関数）という.

Buchsbaum-Rimは, 関数 λM が十分大きい p≫ 0で d+ r− 1次多項式関数となることを示
した. すなわち, 次数 d+ r − 1の多項式 PM (x) ∈ Q[x]が存在して,

λM (p) = PM (p) for all p≫ 0

を満たす. 多項式 PM (x)の最高次係数を正規化して得られる正整数をCのブックスバウム・
リム重複度（BR重複度）と呼び, e(C)または e(M)で表す.

e(C) = lim
p→∞

λM (p)

pd+r−1
× (d+ r − 1)!

1Buchsbaum は次のように述べている. It was natural at the time that the paper [5, 6] were being
written, to try to generalize the notions of Hilbert-Samuel polynomials and multiplicity to the situation
of finitely generated modules rather than just cyclic modules, that is, to modules of the form Coker(f :
Rm → Rn),m ≥ n, rather than those of the form Coker(f : Rm → R). ([3, p.69])
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BR重複度 e(C)は, C の有限表示 φの取り方によらない長さ有限な加群に付随する不変量
である. BR重複度研究は, イデアルの場合同様, M の節減をとることで n = d+ r − 1を満
たす加群のそれに帰着される場合が多い. n = d+ r− 1を満たす行列（R線形写像）φを巴
系行列, その像M = Imφ ⊂ F = Rrを（F における）巴系加群という.

問題 2.1. 巴系イデアルの重複度の場合同様, 巴系加群の BR重複度を, ある複体のホモロ
ジー群のオイラー標数で表示すること（Serreの定理の類似）は可能か?

Buchsbaum-Rim [6]は, 問題 2.1に良い解答を与えてくれる複体を構成し, Serreの定理の
類似を証明した. 主張を述べる前に, この複体（BR複体と呼ばれる）がもつ基本性質を復
習しておく. BR複体は, R上の r × n型行列 φ = (aij)（R線形写像 φ : Rn → Rr）に付随
する長さが n− r + 1の自由複体BR•(φ)で次の性質をもつ.

• r = 1ならば, BR•(φ) ∼= K•(φ)

• H0(BR•(φ)) ∼= Cokerφ =: C

• grade sensitivityを満たす. すなわち,

n− r + 1 = grade Ir(φ) + max{i | Hi(BR•(φ)) ̸= (0)}

が成り立つ. ただし, Ir(φ) (= Fitt0(C))は行列 φの r次小行列式で生成される Rの
イデアルを表す.

• grade Ir(φ)が取り得る最大値 n−r+1をもつとき, BR•(φ)はCの自由分解を与える.

ただし, Hi(BR•(φ))は φの BR複体BR•(φ)の i番目のホモロジー群を表す.

定理 2.2. 2 (Buchsbaum-Rim [6])

(1) BR複体のホモロジー群のオイラー標数について次が成り立つ.

χ(BR•(φ)) :=
∑
i≥0

(−1)iℓR(Hi(BR•(φ))) =

{
e(C) (n = d+ r − 1)

0 (n > d+ r − 1)

(2) 次は同値.

(i) Rは Cohen-Macaulay

(ii) 任意の巴系行列をもつ長さ有限なR加群 C について, e(C) = ℓR(C)

イデアルの場合の類似で自然に次の問題が考えられる.

問題 2.3. 巴系行列をもつ長さ有限なR加群 C に対し, 一般に不等式

e(C) ≤ ℓR(C)

が成り立つか? また, 等号成立ならRは Cohen-Macaulayか?
2Kirbyは,行列φと整数 t ∈ Zに付随する自由複体の族 {K•(φ, t)}t∈ZでK•(φ, 1) ∼= BR•(φ)なるものを構成

し ([11]),そのオイラー標数について定理 2.2の類似が成り立つことを証明した ([12]). 特に, K•(φ, 0) ∼= EN•(φ)
が Eagon-Northcott複体であることから, Cohen-Macaulay局所環上の任意の巴系行列をもつ長さ有限な R加
群 C について, e(C) = ℓR(R/Ir(φ))が成り立つ.
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この問題 2.3に対し, Hyry氏との共同研究で次を得た.

定理 2.4. 3 (H-Hyry [9])

(1) BR複体のホモロジー群の部分オイラー標数は非負である.

χj(BR•(φ)) :=
∑
i≥j

(−1)i−jℓR(Hi(BR•(φ))) ≥ 0 for all j ≥ 0

よって, n = d+ r − 1, すなわち, φが巴系行列のとき, 不等式

e(C) ≤ ℓR(C)

が成り立つ.

(2) 次は同値.

(i) Rは Cohen-Macaulay

(ii) ある巴系行列をもつ長さ有限なR加群 C について, e(C) = ℓR(C)

この定理 2.4の BR重複度に関する不等式および Cohen-Macaulay局所環の特徴付けは,

次のように BR関数に関するそれに拡張された. これは, イデアルの HS関数の場合にも新
しい内容を含むと思われる.

定理 2.5. (H-Hyry [10])

(1) n = d+ r − 1, すなわち, φが巴系行列のとき, 不等式

λM (p) ≥ e(C)
(
p+ d+ r − 2

d+ r − 1

)
for all p > 0

が成り立つ.

(2) 次は同値. 4

(i) Rは Cohen-Macaulay

(ii) 任意の巴系行列をもつR加群Cについて, λM (p) = e(C)
(
p+d+r−2
d+r−1

)
for all p > 0

(iii) ある巴系行列をもつR加群Cについて, λM (p) = e(C)
(
p+d+r−2
d+r−1

)
for some p > 0

3 加群の随伴ブックスバウム・リム重複度
加群の重複度（BR重複度）の概念は, 1964年にBuchsbaum-Rimによって導入されて以

降, しばらくの間注目されることはなかったが, 1980年代にKirby [12]によって見直され, そ
の後, Gaffneyによって特異点論分野における研究で用いられ始めたのを契機に本格的な研
究が再開された. Gaffney [7]は, BR重複度と加群の節減の関係について, イデアルの場合と

3定理 2.4(1) の非負性は, t ≥ −1 に付随する一般化された Koszul 複体 K•(φ, t) に対して成り立つ. 特に,
K•(φ, 0) ∼= EN•(φ)の部分オイラー標数の非負性から, φが巴系行列なら e(C) ≤ ℓR(R/Ir(φ))も正しい ([9]).

4(i)から (ii)は Brennan-Ulrich-Vasconcelos [4]によって最初に証明された.
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類似の性質が成り立つことを予想した. この問題に対し, Reesは加群に付随する 2変数関数
を用いて, これを肯定的に解決し, Kirbyとの共同研究 [13, 14]でBR重複度を含む一般的な
重複度理論を展開した. Kleiman-Thorup [15, 16]は, Kirby-Reesとは異なる手法で, 同時独
立に一般的な重複度理論を展開した. これら理論の過程で導入された加群に付随する不変量
の列（BR重複度をその一部に含む）を随伴ブックスバウム・リム重複度という.

以下, 第 2節同様, C は長さ有限なR加群とし, C の自由加群による極小な有限表示 φを
取って固定し, C の 1番目のシジジーをM := Imφ ⊂ F := Rr とおき, F の対称代数を
S := SymR(F ) = ⊕p≥0Spとする. R[M ] = ⊕p≥0MpでM の元が定義する S の 1次式で生
成される Sの部分R代数（M のRees環）を表す. このとき, 次の 2変数関数が考えられる.

ΛM : Z≥0 × Z≥0 → Z≥0 ; (p, q) 7→ ℓR(Sp+q/M
pSq)

関数 ΛM を（F の部分加群）M に付随する 2変数ブックスバウム・リム関数（2変数 BR

関数）という. Kleiman-Thorup, Kirby-Reesは, 関数 ΛM は十分大きい p, q ≫ 0で全次数
d+ r − 1次 2変数多項式関数となることを示した. すなわち, 全次数 d+ r − 1の 2変数多
項式 PM (x, y) ∈ Q[x, y]が存在して,

ΛM (p, q) = PM (p, q) for all p, q ≫ 0

を満たす. 多項式 PM (x, y)の最高次単項式 xd+r−1−jyj の係数を正規化して得られる整数
をCの随伴ブックスバウム・リム重複度（随伴BR重複度）と呼び, ej(C)または ej(M)で
表す.

PM (x, y) =
ej(C)

(d+ r − 1− j)!j!
xd+r−1−jyj + (全次数が d+ r − 2以下の項)

随伴 BR重複度 ej(C)は, C の有限表示 φの取り方によらない長さ有限な R加群 C の不変
量である.

注意 3.1. (1) 2変数 BR関数 ΛM (p, q)を q = 0に固定した関数 ΛM (p, 0)が, BR関数
λM (p)である.

(2) 2変数 BR関数 ΛM (p, q)は, 加群M ⊂ F から自然に構成される, ある標準的 Z2次数
付き環のヒルベルト関数に一致する.

2変数 BR関数は通常の BR関数をその一部に完全に含む関数であるが, その漸近挙動を
表す多項式の間に自明な関係はない. しかし, Kleiman-Thorup, Kirby-Reesは同時独立に随
伴 BR重複度と通常の BR重複度の間に次の著しい関係があることを証明した.

定理 3.2. (Kleiman-Thorup [15], Kirby-Rees [14])

(1) 最初の随伴 BR重複度 e0(C)は BR重複度 e(C)に一致する.

e0(C) = e(C)

(2) 随伴 BR重複度は非負整数減少列で, er−1(C)は正, er(C)以降は 0である.

e0(C) ≥ e1(C) ≥ · · · ≥ er−1(C) > er(C) = · · · = ed+r−1(C) = 0
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4 巡回加群の直和の随伴BR重複度の計算
加群の BR重複度および随伴 BR重複度の具体的研究は, イデアルの HS重複度の場合の

それと比べあまり進んでいないが, 巡回加群の直和の場合には, イデアルの混合重複度との
関係を明らかにしたKirby-Reesによる次の結果がある. 5

定理 4.1. (Kirby-Rees [14])

I1, . . . , IrはRのm–準素イデアルとし, C = R/I1 ⊕ · · · ⊕R/Irとおく.

(1) C の BR重複度はイデアル I1, . . . , Irの混合重複度全ての和と一致する.

e(C) =
∑

i1+···+ir=d

i1,...,ir≥0

ei1···ir(I1, . . . , Ir)

(2) I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Irと仮定する. このとき, Cの随伴 BR重複度について次が成り立つ.

ej(C) = e(R/Ij+1 ⊕ · · · ⊕R/Ir) for all j = 0, 1, . . . , r − 1

一般の巡回加群の直和の場合にも随伴 BR重複度を通常の BR重複度で表す公式はある
か? この問題に対し, 次の部分的解答を得た.

定理 4.2. I1, . . . , Ir は Rの m–準素イデアルとし, C = R/I1 ⊕ · · · ⊕ R/Ir とおく. このと
き, 次が成り立つ.

er−1(C) = e(R/I1 + · · ·+ Ir)

特に, I1, . . . , Ir−1 ⊂ Irのとき, er−1(C) = e(R/Ir)である.

証明. （概略）M := I1 ⊕ · · · ⊕ Ir ⊂ F := Rr, S := R[t1, . . . , tr] = ⊕p≥0Spとおく. 随伴
BR重複度を計算するには, R[M ] = R[I1t1, . . . , Irtr] = ⊕p≥0Mp ⊂ Sとしてよい. p, q ≥ 0

に対し,

Hp,q := {ℓ ∈ Zr≥0 | |ℓ| := ℓ1 + · · ·+ ℓr = p+ q}

とおく. ℓ ∈ Hp,q に対し, Rのイデアル Jp,q(ℓ)を次で定める.

Jp,q(ℓ) :=
∑
|i|=p
0≤i≤ℓ

Ii =
∑
|i|=p
0≤i≤ℓ

Ii11 · · · I
ir
r

このとき, ΛM (p, q) =
∑

ℓ∈Hp,q
ℓR(R/Jp,q(ℓ))である. ΛM (p, q)の漸近挙動を調べるには,

q ≥ (r − 1)p ≫ 0としてよい. このとき, 任意の ℓ ∈ Hp,q について, 少なくともひとつは
ℓi ≥ pなる成分をもつことに注意する. k = 1, . . . , rに対し,

H(k)
p,q := {ℓ ∈ Hp,q | ♯{i | ℓi ≥ p} = k}

と定め, Hp,q をこれらで分割すると,

ΛM (p, q) =
r∑

k=1

∑
ℓ∈H(k)

p,q

ℓR(R/Jp,q(ℓ))

5この他の BR重複度および 2変数 BR関数の具体的研究として, 例えば [2]や [8]などがある.
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である. Λ
(k)
M (p, q) :=

∑
ℓ∈H(k)

p,q
ℓR(R/Jp,q(ℓ))とおくと次が正しい.

Claim 任意の q ≥ (r − 1)p≫ 0について,

(1) Λ
(r)
M (p, q) =

(
q−(r−1)(p−1)

r−1
)
ℓR(R/(I1 + · · ·+ Ir)

p)

(2) Λ
(r−1)
M (p, q)

=
(
q−(r−2)(p−1)

r−2
)∑r

j=1

(∑p−1
i=0 ℓR(R/(I1 + · · ·+ Îj + · · ·+ Ir)

p−i(I1 + · · ·+ Ir)
i)
)

+ (qの次数が r − 3以下)

(3) 任意の 1 ≤ k ≤ r − 2に対し, degy gk(x, y) ≤ k − 1なる多項式 gk(x, y) ∈ Q[x, y]が存
在して, Λ

(k)
M (p, q) ≤ gk(p, q)を満たす.

従って, degy g(x, y) ≤ r−2なる多項式 g(x, y) ∈ Q[x, y]が存在して, ΛM (p, q)−Λ
(r)
M (p, q) ≤

g(p, q) for all q ≥ (r − 1)p ≫ 0とできる. 故に, degy f(x, y) ≤ r − 2なる多項式 f(x, y) ∈
Q[x, y] が存在して, ΛM (p, q) − Λ

(r)
M (p, q) = f(p, q) for all q ≥ (r − 1)p ≫ 0を満たす.

ΛM (p, q) = Λ
(r)
M (p, q) + f(p, q)の両辺の pdqr−1の係数を比較して, 定理の主張を得る.

この証明から, r = 3の場合には残る e1(C)についても次の公式が成り立つことがわかる.

系 4.3. I := I1 + I2 + I3, Iij := Ii + Ij (1 ≤ i < j ≤ 3)とおくと, 次が成り立つ.

e1(R/I1 ⊕R/I2 ⊕R/I3) =
∑

1≤i<j≤3
e(R/Iij ⊕R/I)− 2(d+ 1)e(R/I)

A 次数付き環拡大に付随する次数環
2変数 BR関数 ΛM (p, q)は加群M ⊂ F から自然に構成される, ある標準的 Z2次数付き

環のヒルベルト関数に一致する (注意 3.1(2)). これは, Kleiman-Thorup [16]によって指摘
され, BR重複度理論の一部分が大幅に簡略化された. この節では, この標準的 Z2次数付き
環の構成法を一般の次数付き環拡大の場合に与える.

以下, A ⊂ Bは標準的Z次数付き環拡大でA0 = B0 = Rなるものとする. R := R(A1B) =

B[A1T ] ⊂ B[T ]を B のイデアル A1B の Rees環とし, R′ := R′(A1B) = B[A1T, T
−1] ⊂

B[T, T−1]を拡大Rees環, G := R′/T−1R′を随伴次数環とする. ここで, T は不定元である.

多項式環B[T ]を deg T = (1,−1), Bnの元の次数を (0, n)と定めることで Z2次数付き環と
みなす.

命題 A.1. (1) RはB[T ]の標準的 Z2次数付き部分環で,

R(p,q)
∼=

{
ApBq (p, q ≥ 0)

(0) (other)

(2) R′はB[T, T−1]の Z2次数付き部分環で,

R′(p,q) ∼=


ApBq (p, q ≥ 0)

Bp+q (p < 0, q ≥ −p)
(0) (other)
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(3) Gは標準的 Z2次数付き環で,

G(p,q)
∼=

{
ApBq/Ap+1Bq−1 (p, q ≥ 0)

(0) (other)

G上の多項式環G[u]を, G(1,0)の元の次数を (1, 0, 0), G(0,1)の元の次数を (0, 1, 0), deg u =

(0, 0, 1)と定めることで Z3次数付き環とみなす.

C :=

α
 1

0

1

+ β

 0

1

1

+ γ

 0

1

0

 | α, β, γ ∈ Z≥0


とおき,

H :=
∑

t(i,j,k)∈C

G[u](i,j,k) ⊂ G[u]

と定める.

命題 A.2. (1) HはG[u]の Z3次数付き部分環で, H = R[G(1,0)u,G(0,1)u,G(0,1)]である.

(2) Hは, G(1,0)uおよびG(0,1)uの元の次数を (1, 0), G(0,1)の元の次数を (0, 1)と定めるこ
とで標準的 Z2次数付き環の構造をもつ. このとき, 任意の p, q ≥ 0について,

H(p,q)
∼=

⊕
i+j=p+q
0≤i≤p

AiBj/Ai+1Bj−1

である. ここで, 次のフィルトレーションがあることに注意する.

Bp+q ⊃ A1Bp+q−1 ⊃ · · · ⊃ ApBq ⊃ Ap+1Bq−1

ここまでの議論を（前節までの記号・状況で）A = R[M ] ⊂ B = Sとして適用すると,

ΛM (p, q) = ℓR(Sp+q/M
pSq)

= ℓR(Sp+q/MSp+q−1) + ℓR(MSp+q−1/M
2Sp+q−2) + · · ·+ ℓR(M

p−1Sq+1/M
pSq)

= ℓR(H(p−1,q+1))

となり, ΛM (p, q)はH(−1, 1)のヒルベルト関数に一致することがわかる.
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Ehrhart多項式とEhrhart環

東谷　章弘（京都産業大学）

ahigashi@cc.kyoto-su.ac.jp

概要

整凸多面体の研究において、整凸多面体に付随する Ehrhart多項式・Ehrhart環は非常に

重要な研究対象であり、様々な観点 (組合せ論・可換環論・トーリック幾何)から研究が行わ

れている。また、Ehrhart多項式の母函数に現れる非負整数列である h∗列はこれらの研究

において重要な役割を担う。本稿では、整凸多面体の Ehrhart多項式・Ehrhart環の研究と

して「h∗列の特徴付け」および「h∗列の unimodal性」について紹介する。

1 導入

P ⊂ Rdを整凸多面体 (lattice polytope)、つまり頂点が全て Zdの点であるような凸多面
体とし、dimP = dとする。任意の正の整数 nに対し、

i(P, n) = |nP ∩ Zd|

と定める。ただし、nP = {nα : α ∈ P}とする。1962年にEhrhartにより、この数え上げ函

数 i(P, n)が nに関する d次多項式でその定数項が１であることが証明された。この多項式

i(P, n)はP のEhrhart多項式 (Ehrhart polynomial)と呼ばれている。さらに、Macdonald

により、Ehrhart–Macdonald相互法則 (reciprocity law)と呼ばれる等式

|nP ◦ ∩ Zd| = (−1)di(P,−n) (∀n ∈ Z>0) (1.1)

(ただしP ◦はP の内部を表す)が成立することが証明された。Ehrhart多項式については [6,

Chapter 3–4](あるいは [14, Part II])に詳細に書かれているので参照されたい。

また、Ehrhart多項式の母函数 1 +
∑

n≥1 i(P, n)t
nを考えると、次のような有理関数の形

になることが知られている：

1 +
∑
n≥1

i(P, n)tn =
h∗0 + h∗1t+ · · ·+ h∗dt

d

(1− t)d+1
.

この母函数の分子の係数からなる数列 h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)を P の h∗列 (h∗-vector)と

呼ぶ。(h∗-vectorは δ-vectorや Ehrhart h-vectorなどとも呼ばれている。) また h∗列を係

1



数とする多項式 h∗P (t) = h∗0 +h∗1t+ · · ·+h∗dt
dを P の h∗多項式 (h∗-polynomial)と呼ぶ。さ

らに等式 (1.1)により (1− t)d+1
∑

n≥1 |nP ◦ ∩ Zd|tn =
∑d+1

j=1 h
∗
d+1−jt

j を得る。特に、

min{ℓ : ℓP ◦ ∩ Zd ̸= ∅} = d+ 1−max{i : h∗i ̸= 0} (1.2)

が成り立つ。

定義から明らかかもしれないが、P のEhrhart多項式と h∗列は同値な対象である。実際、

i(P, n)は h∗列を使って

i(P, n) =
d∑
j=0

h∗j

(
n− d+ j

d

)
と表される。

d次元整凸多面体 P の h∗列 h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)は次のような性質を満たす。

• h∗0 = 1, h∗1 = |P ∩ Zd| − (d+ 1), h∗d = |P ◦ ∩ Zd|が成り立つ。したがって h∗1 ≥ h∗dが

成り立つ。

• 各 h∗i は非負整数。

• もし P ◦ ∩ Zd ̸= ∅ならば 1 ≤ i ≤ d− 1に対して h∗i ≥ h1が成立する ([16])。

• i(P, n)の最高時の係数 (
∑d

j=0 h
∗
j )/d!はP の体積に一致する ([6, Corollary 3.20, 3.21])。

例 1.1 P を下図のような３次元整凸多面体とする。このとき、

i(P, n) = (n+ 1)3, h∗(P ) = (1, 4, 1, 0), h∗P (t) = 1 + 4t+ t2

となる。実際、P の体積は１であり、i(P, n)の最高次の係数も (h∗列の和)/3!も１である。

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,1)
P

(0,1,1)

(1,1,0)

(1,0,1)

注 1.2 Pをd次元整凸多面体としh∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とする。このとき等式 (Pの体積) =∑d

j=0 h
∗
j/d!が成立するが、これはピックの公式の高次元化に他ならない。実際、d = 2と

し、h∗0 = 1および h∗1 = |P ∩ Zd| − (d+ 1)および h∗d = |P ◦ ∩ Zd|を
∑d

j=0 h
∗
j に代入すると

(P の面積) =
h∗0 + h∗1 + h∗2

2!
=

1 + |P ∩ Z2| − 3 + |P ◦ ∩ Z2|
2

= |P ◦ ∩ Z2|+ |∂P ∩ Z2|
2

− 1

を得る。
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整凸多面体に付随する次数付き代数を定義する。kを体とする。整数点 (α1, . . . , αd) ∈ Zd

に対し、Xα = Xα1
1 · · ·X

αd
d という Laurent単項式を定める。整凸多面体 P ⊂ Rd に対し、

k[P ]を Laurent単項式の集合 {XαY n : α ∈ nP ∩ Zd, n ∈ Z≥0}で生成される k代数とす

る。つまり、

k[P ] = k[XαY n : α ∈ nP ∩ Zd, n ∈ Z≥0] ⊂ k[X±1 , . . . , X
±
d , Y ]

とする。この k代数を P のEhrhart環 (Ehrhart ring)と呼ぶ。

Ehrhart環は次のような性質を満たす。

• k[P ]は deg(XαY n) = n(ただし α ∈ nP ∩ Zd)という次数付けに関して有限生成次数
付き k代数の構造を持つ。

• k[P ]は標準的次数付き (standard graded)、つまり次数１の元で生成されるとは限ら

ないが、一般に半標準的次数付き (semi-standard graded)、つまり次数１の元で生成

される部分環上有限生成加群になる。

• k[P ]のKrull次元は dimP + 1に一致する。

• k[P ]のHilbert函数 dimk(k[P ])nは i(P, n)に一致する。(k[P ]が Ehrhart環と呼ばれ

る所以である。)

• k[P ]は正規アフィン半群環の構造を持つ。特に、Cohen–Macaulay整域である。

例 1.3 P を下図のような３次元整凸多面体とする。このとき

k[P ] = k[Y,X1X2Y,X1X3Y,X2X3Y,X1X2X3Y
2]

∼= k[x1, x2, x3, x4, y]/(x1x2x3x4 − y2) (deg xi = 1, deg y = 2)

となる。このEhrhart環の例は標準的次数付きではないが半標準的次数付きとなっている。

(1,1,0)

(0,1,1)

(1,0,1)

P

2 整凸多面体のh∗列の特徴付け

整凸多面体の重要な研究として、下記の２つの問題の解決が挙げられる。
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問題 2.1 任意に与えられた非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 が d次元整凸多面体の h∗列

になるための必要十分条件を与えよ。

問題 2.2 d次元整凸多面体の h∗列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)に対し、(h∗0, h

∗
1, . . . , h

∗
d)と同じ h∗列を

持つ d次元整凸多面体を unimodular同値を除いて全て分類せよ。

前述の通り、Ehrhart多項式と h∗列は同値な対象であるので、問題 2.1はEhrhart多項式

の特徴付けを考えていることに他ならない。様々な組合せ論的対象の数え上げ函数が整凸多

面体の Ehrhart多項式として記述できるので、整凸多面体の Ehrhart多項式を特徴付ける

ことは数え上げ組合せ論において重要な問題であると言える。また、整凸多面体の構造その

ものを調べる上では、同じ Ehrhart多項式 (h∗列)を持つ整凸多面体を (ある種の同型を除

いて)分類することも非常に自然な問題である。

第２章では問題 2.1を様々な条件の下で考察する。

2.1 次元が小さい場合

まず、dが小さい場合にいつ非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 が d次元整凸多面体の h∗

列になるかを議論する。d = 1の場合はほとんど自明である。

命題 2.3 任意の非負整数 aに対し、(1, a)は１次元整凸多面体 (端点が整数の有界閉区間)

の h∗列になる。

証明：P = [0, a+ 1] ⊂ Rとすれば良い。 2

d = 2の場合は決して自明ではないが、次の結果が知られている。

定理 2.4 ([27]) 非負整数 a, b ∈ Z≥0に対し、(1, a, b)が２次元整凸多面体の h∗列である必

要十分条件は a, bが次のいずれかを満たすときである：

• b = 0； • 1 ≤ b ≤ a ≤ 3b+ 3； • a = 7かつ b = 1となる。

d = 3の場合は d = 2の場合に比べて急に難しくなり、知られている結果はほとんどない。

関連する重要な結果といえば、[8, 9]において、h∗1 ≤ 2となる３次元整凸多面体を全て分

類した (つまり問題 2.2を d = 3かつ h∗1 ≤ 2の場合に解決した)結果があり、その系として

h∗1 ≤ 2なる３次元整凸多面体の h∗列の特徴付けが得られる。

2.2 体積が小さい場合

次に、
∑d

j=0 h
∗
jが小さい場合を考える。第１章で紹介したように、h

∗列はh∗0 = 1やh∗1 ≥ h∗d
を満たすが、さらに次の２つ不等式が成り立つことも知られている。d次元整凸多面体 P の

h∗列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)に対し、s = max{i : h∗i ̸= 0}とする。このとき

h∗0 + h∗1 + · · ·+ h∗i ≤ h∗s + h∗s−1 + · · ·+ h∗s−i 0 ≤ i ≤ s (2.1)
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が成り立つ ([29])。さらに、

h∗d + h∗d−1 + · · ·+ h∗d−i ≤ h∗1 + h∗2 + · · ·+ h∗i+1 0 ≤ i ≤ d− 1, (2.2)

が成り立つ ([16, Remark (1.4)])。

つまりこれらの条件は任意に与えられた非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 が d次元整凸

多面体の h∗列であるための必要条件である。逆に、
∑d

j=0 h
∗
j ≤ 3のとき、これらは十分条

件となることも知られている。

定理 2.5 ([18, Theorem 0.1]) d ≥ 3とし、非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d) ∈ Zd+1

≥0 は h∗0 = 1

かつ
∑d

j=0 h
∗
j ≤ 3を満たすとする。このとき h∗(P ) = (h∗0, h

∗
1, . . . , h

∗
d)となる d次元整凸多

面体 P が存在する必要十分条件は (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が不等式 (2.1)および (2.2)を満たすこと

である。

ただしこの定理は
∑d

j=0 h
∗
j = 4のとき成立しない。つまり不等式 (2.1)および (2.2)だけ

では十分でないが、[17, Theorem 4.1]において、
∑d

j=0 h
∗
j = 4の場合の特徴付けも与えら

れている。さらに、
∑d

j=0 h
∗
j ≥ 5の場合に向けて、

∑d
j=0 h

∗
j が素数である整単体の h∗列が

満たす条件が [19, Theorem 1.1] において与えられており、この必要条件が
∑d

j=0 h
∗
j = 5ま

たは 7のときは十分条件にもなることが知られている ([19, Theorem 1.2, Theorem 1.3])。

2.3 次数が小さい場合

P を d次元整凸多面体とし、h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とする。P の次数 deg(P )を

deg(P ) = max{i : h∗i ̸= 0}

で定める。次数が小さい場合の h∗列の特徴付けについて考える。

次はよく知られた命題である。

命題 2.6 (c.f. [6, Theorem 2.4]) d次元整凸多面体 P ⊂ Rdに対し、

P ′ = conv({(α, 0) ∈ Rd+1 : α ∈ P} ∪ {(0, . . . , 0, 1)})

とおく。(P ′は P の lattice pyramidと呼ばれる。) このとき、P ′は d + 1次元整凸多面

体であり、h∗P ′(t) = h∗P (t)となる。特に、deg(P ′) = deg(P )が成り立つ。

この命題を念頭に置くと、次数が１の h∗列の特徴付けはほとんど自明である。

命題 2.7 任意の正の整数 aおよび dに対し、(1, a, 0, . . . , 0) ∈ Zd+1
≥0 は d次元整凸多面体の

h∗列になる。

証明：P として [0, a+1] ⊂ Rを (d− 1)回 lattice pyramidをとったものとすればよい。 2

次数が２の場合についても次の結果が知られている。
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定理 2.8 ([13, 30]) 非負整数 a, b ∈ Z≥0(b ̸= 0)および d ≥ 2に対し、(1, a, b, 0, . . . , 0)が d

次元整凸多面体の h∗列である必要十分条件は a, bが次のいずれかを満たすときである：

• a ≤ 3b+ 3； • a = 7かつ b = 1となる。

次数が３以上の場合については、ほとんど未解決である。そもそも d = 3の場合が解決し

ていないので完全解決はまだまだ先になりそうな状況である。

2.4 対称な場合

P を d次元整凸多面体とし h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とし deg(P ) = sとする。このとき

h∗(P )が対称 (symmetric)であるとは h∗i = h∗s−i (0 ≤ i ≤ s)が成り立つときに言う。
対称な h∗列に関して次のことが良く知られている。

命題 2.9 (1) P の h∗列が対称であることと P の Ehrhart環がGorensteinであることは同

値である ([29])。

(2) P の h∗列が対称かつ deg(P ) = dであることとP が反射的凸多面体 (reflexive polytope)

と unimodular同値であることは同値である ([2, 15])。

この命題を考慮すると、対称な h∗列を研究することは可換環論・トーリック幾何の観点か

らも重要であると言える。

４次元以下の反射的凸多面体は完全に分類されている ([22, 23])。つまり d ≤ 4かつ対称

な場合に問題 2.2が解決されている。よってその系として、d ≤ 4かつ対称な場合の h∗列の

特徴付けも得られる。

2.5 非零の項が少ない場合

最後に非負整数列 (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)の非零の項が少ない場合の h∗列の特徴付けについて考

える。この場合、h∗列の代わりに h∗多項式 h∗P (t)を考えた方がわかりやすい。

まずは非零の項が２つの場合を考える。

命題 2.10 正の整数 a, d, kに対し、1+ atkが d次元整凸多面体の h∗多項式であるための必

要十分条件は 2k ≤ d+ 1である。

1+ atkの形をした h∗多項式を持つ d次元整凸多面体の分類が、k = 1の場合はBatyrev–

Nill([5])、k = (d + 1)/2の場合は Batyrev–Hofscheier([3])、1 < k < (d + 1)/2の場合は

Batyrev–Hofscheier([4])によって解決されている。つまり Batyrevらの一連の仕事により、

非零の項が２つの場合において問題 2.2が完全に解決された。

これらの仕事の続きとして、非零の項が３つの場合、つまり 1 + atk + btℓ(a, b > 0, 1 ≤
k < ℓ ≤ d)の場合が考えられるが、まずは ℓ = 2kかつ b = 1の場合、つまり対称な場合に

ついて考えてみる。
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定理 2.11 ([21, Corollary 1.1]) m ≥ 3, d ≥ 2, k ≥ 1 を満たす整数 m, d, k に対し、

1 + (m− 2)tk + t2kが d次元整凸多面体の h∗多項式である必要十分条件はm, d, kが次のい

ずれかを満たすことである：

• k = 1, 3 ≤ m ≤ 9, d ≥ 2 (c.f. 定理 2.8の系として得られる)；

• k ≥ 2, m ∈ {3, 4, 6, 8, 9}, d ≥ 3k − 1；

• k = 2ℓ−3a, m = 2ℓ, d ≥ 4k − 1, ただし a ≥ 1, ℓ ≥ 4；

• k = 3ℓ−2a, m = 3ℓ, d ≥ 3k − 1, ただし a ≥ 1, ℓ ≥ 3となる。

[21]では実際には、1 + (m − 2)tk + t2k を h∗多項式に持つ d次元整単体を完全に分類して

いる。つまり、非零の項が３つで対称な場合において問題 2.2が解決されている

2.6 今後の課題

[21]の仕事の続きとして、正の整数 a, b, k, dに対して 1 + atk + bt2kを h∗多項式に持つ d

次元整凸多面体の分類が今後の課題として挙げられる。Batyrev–Hofscheier([3])において、

1+at(d+1)/2という形の h∗多項式を持つ d次元整凸多面体が分類されたが、そのような整凸

多面体はCayley polytopeと呼ばれる非常に特殊な構造を持つ。この結果のある種の一般

化として、1 + at(d+1)/3 + bt2(d+1)/3という形の h∗多項式を持つ d次元整凸多面体を考えた

ときに Cayley polytopeの構造を持つかどうかを考えるのは自然であり、非常に興味深い。

また、次数が２の整凸多面体の分類も興味深い。

3 整凸多面体のh∗列のunimodal性

3.1 unimodal性、log-concave性、alternatingly increasing性

非負実数列 (a0, a1, . . . , ad)に対し、

• (a0, a1, . . . , ad)が unimodalであるとは、ある 0 ≤ c ≤ dが存在して

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ac ≥ ac+1 ≥ · · · ≥ ad

が成り立つときに言う。

• (a0, a1, . . . , ad)が log-concaveであるとは、任意の 1 ≤ i ≤ d− 1に対して

a2i ≥ ai−1ai+1

が成り立つときに言う。

• ([26, Definition 2.9]) ai > 0としたとき、(a0, a1, . . . , ad)がalternatingly increasing

であるとは、0 ≤ i ≤ ⌊(d− 1)/2⌋で ai ≤ ad−iが成り立ち、1 ≤ i ≤ ⌊d/2⌋で ad+1−i ≤
aiが成り立つときに言う。つまり、

a0 ≤ ad ≤ a1 ≤ ad−1 ≤ · · · ≤ a⌊(d−1)/2⌋ ≤ ad−⌊(d−1)/2⌋ ≤ a⌊(d+1)/2⌋

が成り立つときである。
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正の実数列が log-concaveまたは alternatingly increasingならば unimodalである。つま

り、log-concave性と alternatingly increasing性は unimodal性より強い性質である。一方

で、log-concave性と alternatingly increasing性の間には強弱関係はない。(図 1参照)

unimodal

log-concave alternatingly
increasing

(1) (2)

(4)

(3)(5)

図 1: unimodal性と関連する２つの性質

例 3.1 (1, 2, 4, 5, 4, 3, 2)は log-concaveかつ alternatingly increasingな数列である。つまり、

図 1の (1)に対応するものである。

次の例は図 1の (2)、(3)、(4)、(5)それぞれに対応する数列である。

(2) (1, 2, 3, 2, 3, 2, 2) (3) (1, 1, 2, 3, 4, 3, 2, 1) (4) (1, 1, 2, 3, 1) (5) (1, 2, 3, 4, 5, 3, 1)

3.2 IDPを持つ整凸多面体の h∗列の unimodal性

整凸多面体の h∗列の研究において、次の問題の解決も重要な研究の１つである。

問題 3.2 (c.f. [26, Question 1.1]) P ⊂ Rdを整凸多面体とし、P ◦∩Zd ̸= ∅とする。また
P のEhrhart環が標準的次数付きであると仮定する。このとき、P の h∗列は常に unimodal

になるか？もしくは、log-concaveになるか？alternatingly increasingになるか？

注 3.3 (1) 問題 3.2では、P ◦ ∩ Zd ̸= ∅なる整凸多面体 P を考えているが、これは P の h∗

列 h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が正の整数列になるための条件である。実際、h

∗
d = |P ◦ ∩Zd|よ

り、P ◦ ∩Zd ̸= ∅ならば h∗d > 0を得る。一方で、h∗1 ≥ h∗dが一般に成り立ち、さらに [16]よ

り h∗i ≥ h∗1 (1 ≤ i ≤ d− 1)が成り立つので、h∗i > 0 (1 ≤ i ≤ d− 1)を得る。

(2) P の Ehrhart 環 k[P ] が標準的次数付きであることと P が integer decomposition

property(IDP)を持つことは同値である。ここで、P が IDPを持つとは、任意の正の整

数 nおよび任意の α ∈ nP ∩ Zdに対し、α1, . . . , αn ∈ P ∩ Zdが存在して α = α1 + · · ·+ αn

と表せるときに言う。

(3) Stanley([28])によって次の主張が予想された：標準的次数付きCohen–Macaulay整域の

h列は常に log-concaveである。この予想は未解決と思われる。(おそらく反例も見つかって
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いない。) 整凸多面体の h∗列は、Ehrhart環という Cohen–Macaulay整域の h列に他なら

ないので、問題 3.2はこの Stanleyの予想の特別な場合を考えていることになる。

注 3.4 数え上げ組合せ論の文脈で登場する整数列の unimodal性や log-concave性は昔から

よく調べられていたが、alternatingly increasing性はほとんど調べられていない。しかし h∗

列に関して言えば、alternatingly increasing性は不等式 (2.1)と (2.2)を考慮すると自然に考

えられるべきものである。

整凸多面体P に対して h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とし deg(P ) = dと仮定する。このとき不

等式 (2.1)および (2.2)が成り立つので、0 ≤ i ≤ ⌊(d− 1)/2⌋に対して h∗0 + h∗1 + · · ·+ h∗i ≤
h∗d+h

∗
d−1+· · ·+h∗d−i ≤ h∗1+h∗2+· · ·+h∗i+1が成り立つ。一方で、alternatingly increasingとは

0 ≤ i ≤ ⌊(d− 1)/2⌋に対してh∗i ≤ h∗d−i ≤ h∗i+1が成り立つことである。つまり、alternatingly

increasing性は不等式 (2.1)および (2.2)を少しだけ強めた条件であると思える。

問題 3.2は次のような部分的な結果が知られている。

1. ５次元以下の反射的凸多面体の h∗列は unimodalである。さらに、６次元以上の任意

の反射的凸多面体の h∗列も unimodalであると予想された ([14, §34])が、Mustaţăや

Payne([24, 25])によって反例が構成された。しかし、それらの反例は全て IDPを持た

ないので、問題 3.2の反例にはなっていない。

2. Bruns–Römer([11])によって、正則 unimodular三角形分割を持つ反射的凸多面体の

h∗列が常に unimodalであることが証明されている。ここで、整凸多面体が正則 uni-

modular三角形分割を持つならば IDPを持ち、反射的凸多面体は内部に原点を唯一の

整数点として含むので、[11]の結果は問題 3.2の部分的解決になっている。

3. Birkhoff多面体の h∗列は log-concaveである ([1])。また内部に整数点を含む一般次元

の平行六面体は alternatingly increasingである ([26])。

3.3 膨らませた整凸多面体の h∗列 (図 1(1)の h∗列)

問題 3.2の部分的解決として、下記のような結果も知られている。

定理 3.5 ([20, Theorem 1.2]) P ⊂ Rdを d次元整凸多面体とし、s = deg(P )とする。正

の整数mに対して、h∗(mP ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とする。このとき次が成立する。

(i) m ≥ sならば (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)は log-concaveである。

(ii) m ≥ max{s, d+ 1− s}ならば (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)は alternatingly increasingである。

一方で、[10]および [7]において次が証明されている：d次元整凸多面体P に対して、ある

整数 ndが存在して、任意のm ≥ ndに対してmP の h∗列は log-concaveかつ alternatingly

increasingになる。定理 3.5は ndの下限を与えており、max{s, d+1− s}という下限はある
意味で最良なものである。実際、定理 3.5と同じ記号を用いると、(1.2)からm ≥ d+ 1− s
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と mP ◦ ∩ Zd ̸= ∅ が同値であることがわかるし、[12, Theorem 1.1] から m ≥ s ならば

mP は IDPを持つこともわかる。したがって、問題 3.2の設定を満たす整凸多面体として

m ≥ max{s, d+ 1− s}に対するmP を考えるのが妥当であり、その場合にmP の h∗列は

log-concaveかつ alternatingly increasingになる。

3.4 様々な h∗列の例 ((2)、(3)、(4)、(5)の h∗列)

定理 3.5は図 1の (1)に対応する h∗列の例であった。本章では残りの (2)、(3)、(4)、(5)

に対応する h∗列の例について紹介する。

その前に、いくつか注意をしておく。P を deg(P ) = dなる d次元整凸多面体とすると、

d ≤ 4ならば h∗(P )は常に alternatingly increasingである。また、d ≤ 3かつ P が IDPを

持つならば h∗(P )は常に log-concaveである。

例 3.6 ([20, Section 3]) 　 (2)の h∗列：任意の d ≥ 5と任意のm ≥ 1に対し、d次元整

凸多面体P で h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が h∗d = mかつ unimodalでないものが存在する。例

えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (32, 55, 55, 55, 55, 55, 56)) ⊂ R7

とすると、h∗(P ) = (1, 4, 10, 11, 7, 10, 10, 3)となる。(一般には、P の最後の頂点の座標が d

とmによって決まり、それに応じて h∗列が変わる。）

(3)の h∗列：任意の d ≥ 4 と任意の m ≥ 1 に対し、d 次元整凸多面体 P で h∗(P ) =

(h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が h∗d = mかつ alternatingly increasingであるが log-concaveでないもの

が存在する。例えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (65, 65, 65, 84, 84, 84, 85)) ⊂ R7

とすると、h∗(P ) = (1, 5, 9, 13, 33, 12, 8, 4)となる。(一般には、P の最後の頂点の座標が d

とmによって決まり、それに応じて h∗列が変わる。）

(4)の h∗列：任意の d ≥ 5の奇数と任意のm ≥ 1に対し、d次元整凸多面体 P で h∗(P ) =

(h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)が h∗d = mかつ unimodalであるが alternatingly increasingでも log-concave

でもないものが存在する。例えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1, 0), (32, 37, 37, 37, 37, 37, 38)) ⊂ R7

とすると、h∗(P ) = (1, 3, 6, 7, 6, 6, 6, 3)となる。(一般には、P の最後の頂点の座標が dとm

によって決まり、それに応じて h∗列が変わる。）

(5)の h∗列：h∗列が log-concaveであるが alternatingly increasingでない整凸多面体の例に

関して、次元が小さいところではいくつか例を構成することが出来ているが、一般次元での

存在はまだわかっていない。例えば、

P = conv((0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, 1, 0, 0), (2, 2, 2, 2, 3, 0), (16, 16, 16, 16, 3, 30)) ⊂ R6

とすると、h∗(P ) = (1, 6, 20, 22, 23, 15, 3)となる。
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3.5 今後の課題

例 3.6以外の h∗列の例を (存在するのであれば)構成したい。例えば、

• ６以上の偶数次元整凸多面体の h∗ 列で unimodalだが alternatingly increasingでも

log-concaveでもないもの

• ５以上の任意の次元での整凸多面体のh∗列で log-concaveだがalternatingly increasing

でないもの

などが挙げられる。

また、注 3.4で述べたように、alternatingly increasing性は不等式 (2.1)および (2.2)を少し

だけ強めた条件にすぎないので、何か整凸多面体に“良い”性質を仮定すれば自然に成り立っ

てもおかしくない性質であると思われる。どのような“良い”性質が h∗列の alternatingly

increasing性を導くかを代数的・組合せ論的な観点から調べていきたい。
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DERIVED EQUIVALENCES AND
GORENSTEIN PROJECTIVE DIMENSION

HIROTAKA KOGA

Abstract. In this note, we introduce the notion of complexes of finite Gorenstein pro-
jective dimension and show that a derived equivalence induces an equivalence between
the full triangulated subcategories consisting of complexes of finite Gorenstein projective
dimension provided that the equivalence satisfies a certain condition.

This work is based on a joint work with M. Hoshino.
Derived equivalences appear in various fields of current research in mathematics. For

instance, in [3] Beilinson showed that there exists an algebra A such that the derived
category of A is triangle equivalent to the derived category of coherent sheaves on Pn, in
[5] Broué conjectured abelian defect group conjecture and in [12] Kontsevich formulated
mirror symmetry in terms of derived equivalences. So it is more and more important
to study derived equivalences. It is natural to ask when two abelian categories are de-
rived equivalent. A way to answer this question is to compare invariants under derived
equivalences. It is well-known that for derived equivalent rings finiteness of selfinjective
dimension is an invariant (see e.g. [11]). Finiteness of selfinjective dimension is closely
related to Gorenstein projective dimension (see [9, 10]). So one can expect that there are
some invariants associated with Gorenstein projective dimension.

In this note, we introduce the notion of complexes of finite Gorenstein projective di-
mension and show that a derived equivalence induces an equivalence between the full tri-
angulated subcategories consisting of complexes of finite Gorenstein projective dimension
provided that the equivalence satisfies a certain condition. Let A,B be abelian categories
with enough projectives. Denote by PA the full subcategory of A consisting of projective
objects and by GPA the full subcategory of A consisting of Gorenstein projective objects.
A complex X• ∈ Db(A) is said to have finite Gorenstein projective dimension if it is
isomorphic to a bounded complex of Gorenstein projective objects in Db(A) (see Defini-
tion 11). We denote by Db(A)fGpd the full triangulated subcategory of Db(A) consisting
of complexes of finite Gorenstein projective dimension. Let F : Db(A) → Db(B) be a
triangle equivalence. Assume that there exists an integer a > 0 such that

HomD(B)(FP,Q[i]) = 0 = HomD(B)(Q,FP [i])

for all P ∈ PA and Q ∈ PB unless −a ≤ i ≤ a. Then our main result states that F
induces an equivalence between Db(A)fGpd and Db(B)fGpd (see Theorem 18). Note that
in case A and B are module categories then such an integer a always exists for any derived

The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.
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equivalence F . As corollaries we have the following: the equivalence F induces a triangle
equivalence between GPA/PA and GPB/PB (see Corollary 19); GPA = PA if and only

if GPB = PB, ĜPA = GPA if and only if ĜPB = GPB, and ĜPA = PA if and only if

ĜPB = PB where ĜPA stands for the full subcategory of A consisting of objects X ∈ A
with ExtiA(X,PA) = 0 for i > 0 (see Corollary 20); and letting A, B be rings, A and B
are derived equivalent if and only if Db(Mod-A)fGpd and Db(Mod-B)fGpd are equivalent
as triangulated categories (see Corollary 22).

This work is supported by JSPS KAKENHI Grant Number 26887034.

1. Preliminaries

In this note, complexes are cochain complexes and objects are considered as complexes
concentrated in degree zero. Let A be an abelian category with enough projectives. We
denote by PA the full subcategory ofA consisting of all projective objects inA. We denote
by D(A) the derived category of complexes over A and by Db(A) the full triangulated
subcategory of D(A) consisting of complexes with bounded cohomology. Also, we denote
by Hom•A(−,−) the associated single complex of the double hom complex.

For an additive category X we denote by K(X ) the homotopy category of cochain
complexes over X and by K+(X ) and Kb(X ) the full triangulated subcategories of K(X )
consisting of bounded below and bounded complexes, respectively.

For a ring A we denote by Mod-A the category of right A-modules.
We refer to [4], [8] and [14] for basic results in the theory of derived categories.

Definition 1. For a complex X•, we denote by Zi(X•) and Hi(X•) the ith cycle and the
ith cohomology of X•, respectively.

Definition 2 ([8]). A complex X• ∈ Db(A) is said to have finite projective dimension
if HomD(A)(X

•[−i],−) vanishes on A for i ≫ 0. We denote by Db(A)fpd the épaisse
subcategory of Db(A) consisting of complexes of finite projective dimension.

Note that the canonical functorK(A)→ D(A) gives rise to equivalences of triangulated
categories

Kb(PA)
∼−→ Db(A)fpd.

Let C be a full subcategory of A.

Definition 3. A complex X• ∈ K(A) is said to be HomA(−, C)-exact if HomA(X•, C) is
exact for all C ∈ C.

Definition 4. An exact sequence 0→M → C0 → C1 → · · · → Cn → · · · in A is said to
be a C-coresolution of M ∈ A if Ci ∈ C for all i and the exact sequence is HomA(−, C)-
exact.

Definition 5 ([1, 7]). An object M ∈ A is said to be Gorenstein projective if M admits
a P-coresolution. We denote by GPA the full subcategory of A consisting of Gorenstein
projective objects M ∈ A.

We refer to [6] for basic facts on Gorenstein projective dimension.
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2. Gorenstein projective dimension

In this section, we study Gorenstein projective objects and introduce the notion of
complexes of finite Gorenstein projective dimension.

Definition 6. We denote by ĜPA the full subcategory of A consisting of objects X ∈ A
with ExtiA(X,PA) = 0 for i > 0.

Definition 7. Let ĜP0 := ĜPA. For n ≥ 1 we denote by ĜPn the full subcategory of

ĜPA consisting of objects X admitting right resolutions in A 0 → X → P 1 → · · · →
P n → Y → 0 with Y ∈ ĜPA and P i ∈ P for 1 ≤ i ≤ n.

Proposition 8. We have GPA =
∩
n≥0 ĜPn.

Theorem 9. Let X• ∈ Kb(GPA) with X i = 0 unless 0 ≤ i ≤ l. Then there exists
a quasi-isomorphism X• → P • with P • ∈ K+(PA) such that Zl+1(P •) ∈ GPA and
H−i(Hom•A(P

•,PA)) = 0 for i > l.

Proposition 10. Let X• ∈ Db(A). The followings are equivalent:

(1) X• ∼= Y • in Db(A) for some Y • ∈ Kb(GPA).
(2) There exists a distinguished triangle X• → Y • → Z[l] → in Db(A) with Y • ∈

Db(A)fpd, Z ∈ GPA and l ∈ Z.
(3) X• ∼= Z[l] in Db(A)/Db(A)fpd with Z ∈ GPA and l ∈ Z.

Definition 11. A complex X• ∈ Db(A) is said to have finite Gorenstein projective dimen-
sion if X• satisfies the equivalent condition in Proposition 10. We denotes by Db(A)fGpd

the full subcategory of Db(A) consisting of all complexes in Db(A) having finite Gorenstein
projective dimension.

Theorem 12 (cf. [2] and [9, Proposition 3.5]). The followings hold:

(1) The embedding ĜPA → Db(A) induces a fully faithful functor

ĜPA/PA → Db(A)/Db(A)fpd
(2) The embedding GPA → Db(A)fGpd induces an equivalence

GPA/PA → Db(A)fGpd/D
b(A)fpd

At the end of this section, using the quotient category, we characterize Gorenstein
projective objects.

Theorem 13. Let X ∈ ĜPA. Then X ∈ GPA if and only if for each i > 0 there exists

Yi ∈ ĜPA such that X ∼= Yi[−i] in Db(A)/Db(A)fpd.

3. Derived equivalences

In this section, we deal with derived equivalences of abelian categories with enough
projectives. Let B be an abelian category with enough projectives. Throughout this
section we assume that there exists an equivalence of triangulated categories F : Db(A)→
Db(B) with an integer a > 0 such that

(∗) HomD(B)(FP,Q[i]) = 0 = HomD(B)(Q,FP [i])
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for all P ∈ PA and Q ∈ PB unless −a ≤ i ≤ a and G stands for a quasi-inverse of F .

Lemma 14. Hi(FP ) = 0 for all P ∈ PA unless −a ≤ i ≤ a.

Remark 15. Hi(GQ) = 0 for all Q ∈ PB unless −a ≤ i ≤ a.

Proposition 16. The equivalence F induces an equivalence of triangulated categories
between Db(A)fpd and Db(B)fpd.
Proof. See [13, Proposition 8.2]. □

Lemma 17. For each X ∈ ĜPA there exists X ′ ∈ ĜPB such that FX ∼= X ′[a] in
Db(B)/Db(B)fpd.

Theorem 18. Let F : Db(A) → Db(B) be an equivalence of triangulated categories. If
there exists a > 0 such that

HomD(B)(FP,Q[i]) = 0 = HomD(B)(Q,FP [i])

for all P ∈ PA and Q ∈ PB unless −a ≤ i ≤ a then F induces an equivalence of
triangulated categories between Db(A)fGpd and Db(B)fGpd.

Corollary 19. The equivalence F induces an equivalence between GPA/PA and GPB/PB.
Corollary 20. The following hold.

(1) GPA = PA if and only if GPB = PB.
(2) ĜPA = GPA if and only if ĜPB = GPB.
(3) ĜPA = PA if and only if ĜPB = PB.

Proposition 21. Let F ′ : Db(A)fGpd → Db(B)fGpd be an equivalence of triangulated cat-
egories. Then F ′ induces an equivalence of triangulated categories Db(A)fpd → Db(B)fpd
if both A and B satisfy the condition Ab4.

Corollary 22. Let A, B be rings. Then A and B are derived equivalent, i.e., Db(Mod-A)
and Db(Mod-B) are equivalent as triangulated categories if and only if Db(Mod-A)fGpd

and Db(Mod-B)fGpd are equivalent as triangulated categories.
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特殊な線形射影を持つ射影多様体とその応用

野間　淳

ここでは，射影多様体の内点からの線形射影により，次数の低い定義方程式を構成する問
題と線形射影の二重点因子の positivityについての問題を扱う．このような問題を扱う動
機とこれらの応用についてもふれる．問題を考察する際に，特殊な線形射影を持つ射影多
様体，すなわち１点からの線形射影が像と双有理とならない射影多様体と一般の内点から
の線形射影が例外因子を持つ射影多様体の考察が必要になる．

1. 状況設定と問題設定

1.1. 状況設定.

全体を通して，常に次を仮定する．

Xn ⊆ PN は，代数閉体 k上の N 次元射影空間 PN の中で非退化な射影多様体で，次元
(dimX) n, 次数 (degX) d, 余次元 (codimX) e = N −nとする．さらに，kの標数は 0で
あると仮定する．（chark = pの場合の結果についてもふれることがあります．）

ここで，N 次元射影空間 PN := {[a0 : a1 : · · · : aN ] ̸= 0|ai ∈ k}の部分集合Xが射影多様
体 (projective variety)であるとは，同次多項式 F1, . . . , Fm ∈ S := k[T0, T1, . . . , TN ]があっ
て，X = {(a0 : · · · : aN)|Fi(a0 : · · · : aN) = 0 ∀i = 1, . . . ,m} と表せ，その斉次イデアル
I(X) := ({F ∈ S|F 同次式 , F (P ) = 0 ∀P ∈ X}) が素イデアル (prime ideal) となること
である．多項式環SはPNの座標環，剰余環S/I(X)はXの座標環になっている．さらに，射
影多様体X ⊆ PNがPNで非退化 (nondegenerate)であるとは，任意の超平面HにXが含
まれないことである．射影多様体X ⊆ PNの次元 (dimX)とは，一般の (N−k)-次元の線形
部分空間（以下 (N−k)-planeという）とXとの交わりX∩ΦN−k が有限個の点集合となる最
小値kのこと. dimX = min{k ∈ N|一般の (N−k−1)-plane Γ に対して X∩ΓN−k−1 = ∅}
でも定義できる．さらに，Xの次数 (degX)とは，次元の定義の中で，一般の (N−k)-plane
に対して有限点集合となったときのその個数#(X ∩ ΦN−n)のことである．この次数は，
一般の (N − n− 2)-plane Λe−2からの線形射影 πΛ : PN \ Λ→ Pn+1 によるXの像 πΛ(X)
である超曲面 F の次数とも定義できるが，これは後で使われる．

1.2. 条件Am, Bm, Cm.

mを自然数として，射影多様体X(⊆ PN)に対する次の３つの条件を考える．

(Am) Xに含まれない任意の直線 L ⊆ PN に対して次が成立する；

ℓ(X ∩ L) := length (OX∩L) ≤ m.
1
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(Bm) Xを含む次数m以下の PN の超曲面の共通部分を Em(X)と表すとき，すなわち

Em(X) :=
∩

F hypersurface ⊇X
degF≤m

F

のとき，X = Em(X)が成立する．ここで，“=”は，集合/スキーム/斉次イデアル
としてなどが考えられるが，どの意味であるかその都度断ることにする．

(Cm) X は Castelnuovo-Mumfordの意味でm-regularである．すなわち，次の同値な
条件 (i)または (ii)が成立する．（(i)と (ii)が同値であることは例えば，[1], [15]を
参照．）
(i) Xのイデアル層 IX/PN について，H i(PN , IX/PN ⊗OPN (m− i)) = 0 (∀ i > 0)
が成立する．

(ii) X の斉次イデアル I(X)の座標環 S := k[T0, T1, . . . , TN ]上の次数付き極小自
由分解
0→

⊕
i

S ei,N → · · · →
⊕
i

S ei,1 →
⊕
i

S ei,0 → I(X)→ 0

に対して，deg ei,j ≤ m+ j (∀i, ∀j) が成立する．
考えたい問題は，

問題. Am, Bm, Cmが成り立つ最小のmは何か．

である．e = 1の時は，Xが超曲面であり，どの条件も成立する．従って以下ではつねに，
e ≥ 2と仮定する．これらの条件に対して次に注意する．

注意. (1). Bmが斉次イデアルとして成立すれば，Bmがスキームとして成立する．また，
Bmがスキームとして成立すれば，Bmが集合として成立する．
(2). Cm =⇒ Bm =⇒ Am が成り立つ．というのは，もしCmが成立すれば，斉次イデ
アル I(X)の極小生成元 ei,0について deg ei,0 ≤ mが成立するので，I(X)はm以下の元
で生成され，斉次イデアルとしてのBmが成立する．また，集合としてのBmが成立する
とき，Xに含まれない直線Lに対してP ∈ L \Xを含まないm次の超曲面F がとれるか
ら，このF とLとの交わりについて，ℓ(X ∩L) ≤ ℓ(F ∩L) = mとなり，Amが成立する．

この注意により，Cmが成立すれば他の条件が成立するので，はじめにCmについてみて
いく．そしてAmについて，最後にここで主に考えたい条件Bmについてみていく．

1.3. Castelnuovo-Mumford regularity Cmについて.

条件Cmについては次の予想がある．

Regularity予想=Eisenbud-Goto予想. (Gruson, Lazarsfeld, Peskine [11], Eisenbud,
Goto [8]) 任意の射影多様体Xは (d− e+ 1)-regularであろう．すなわち，任意の射影多
様体Xに対してCd−e+1が成立する．

この予想については，以下の結果が知られているが，n ≥ 3のとき未解決である．

定理. 状況設定のもとで考える．
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(1) Cd−e+1が次の場合に成立する．

• 曲線 (p ≥ 0)．すなわち，既約かつ被約な曲線Xは (d− e+ 1)-regularである
(Gruson, Lazarsfeld, Peskine [11]).

• ∆(X) = 0(d = e+ 1) (p ≥ 0)．すなわち，最小次数の多様体 (d = e+ 1)は
2-regularである (Eisenbud, Goto [8]).

• 非特異曲面 (p = 0)．すなわち，非特異な曲面は (d− e+ 1)-regularである
(Pinkham [21], Lazarsfeld [14]).

(2) ε = (n− 2)(n− 1)/2に対してCd−e+1+εが次の場合に成立する．

• 非特異 3-fold (p = 0)．すなわち，非特異な 3次元射影多様体は
(d− e+ 1 + ε)-regularである (Kwak [13]).

• 非特異 n-fold (n ≤ 14) (p = 0)．すなわち，非特異な n次元 (n ≤ 14)射影多
様体は (d− e+ 1 + ε)-regularである (Chiantini,Chiarli,Greco [6]).

(3) 任意の非特異射影多様体 (p = 0) に対して，

• C(n+1)(d−2)+2が成立する．すなわち， 任意の非特異射影多様体は
((n+ 1)(d− 2) + 2)-regularである (Bayer, Mumford [1]).

• Ce(d−1)+1が成立する．すなわち， 任意の非特異射影多様体は
(e(d− 1) + 1)-regularである (Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]).

上の結果 (1), (2)のうちEisenbud, Goto [8]以外のものは，大雑把にいって，Lazarsfeld [14]
のアイディアをもとに，線形射影のファイバーのある性質を使って示された．この性質が
一般に成立する場合がn ≤ 14であることが知られている（[6],[13]参照）．他方で，Bayer,
Mumford [1]の結果は，OX(d−n− 2)⊗ω∨Xの base-point-freenessとPn上のKoszul 複体，
小平消滅定理を使って示された．Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]の結果は，Bd:IX ⊗OPN (d)
が globally generated とKawamata-Viehweg消滅定理を使って示された．

1.4. Secant Length Amについて.

Regularity予想=Eisenbud-Goto予想が正しいと考えられるので，注のCm =⇒ Am によ
り，任意の射影多様体Xに対してAd−e+1が成立することが予想される．実際，次の議論
により，Ad−e+1が成立しそうである．L ⊆ PNをXに含まれない直線とし，l(X ∩L) = m
が成立しているとする．このとき，Xの一般の点 x1, . . . , xe−1 ∈ Xがあって，

• ℓ(⟨L, x1, . . . , xe−1⟩ ∩X) = d = degX

が成立していると仮定する．このとき，ℓ(L∩X)+ (e− 1) ≤ ℓ(⟨L, x1, . . . , xe−1⟩∩X) = d,
となるので，ℓ(L ∩X) ≤ d− e+ 1が成立する．

事実. (Bertin [2]) X ∩ L ⊆ SmX（特にXが非特異）なら，上の仮定が成立し，従って
Ad−e+1が成立する．(超平面切断を取る方法もある）

問題点は，仮定は一般には成立しないことである．
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問題. Ad−e+1は任意の射影多様体について成立するか？(これについては，Bertinの結果
([2],[3])も参照．）

1.5. Hypersurfaces cut out X, Bmについて.

Cd−e+1やAd−e+1を示すことが難しそうなので，方針を転換してBmについて考える．ま
ず，Bdがほぼ成立していることが次の結果によってわかっている．

事実. (Mumford [16]) 射影多様体X ⊆ PN に対して，

(1) 集合としてBdが成立；

(2) さらにXが非特異ならば，スキームとしてBdが成立．

Mumfordによる証明のアイディア. （詳細は [16]を参照）．一般の (e− 2)-平面
Λe−2 ⊆ PN を取ると，Λ ∩X ̸= ∅であるので，Λを中心とする射影 πΛ : PN \ Λ→ Pn+1

は，X上で定義される．このとき，Xの像 X̄Λ := πΛ(X)が，Pn+1で d次超曲面となる．
これを PN へ引き戻したもの FΛ は PN の d次超曲面となる．

Λ ⊆ PN ⊇ X ⊆ FΛ := Cone(Λ, πΛ(X)) :=
∪
x̄∈πΛ(X)⟨Λ, x̄⟩

πΛ ↓ ↓ ↙
Pn+1 ⊇ X̄Λ := πΛ(X)

鍵となるのはΛe−2 ⊆ PN をいろいろ動かして FΛの共通部分を取ると，Xとなることで
ある．これを示すには，

(1) Xの外の点w ∈ PN \XとXを分離する FΛ = Cone(Λ, πΛ(X))の構成

(2) Xの非特異点 u ∈ SmXでの接空間 Tu(X) ⊆ PN と, Tu(X)の外の点
w ∈ PN \ Tu(X)を分離する超曲面 FΛの構成

を行えばよい．考え方を使うため，以下でこれらがどのように構成されるかを見ていく．

(1) Xの外の点w ∈ PN \XとXを分離する超曲面 FΛ = Cone(Λ, πΛ(X))の構成．
wを頂点とする X 上の錐 Cone(w,X) :=

∪
x∈X⟨w, x⟩ に対して，(e − 2)-平面 Λ ⊆ PN

を Λ ∩ Cone(w,X) = ∅と取る．すると，πΛ(w) ̸∈ πΛ(X) =: X̄ となる．実際，もし，
πΛ(w) ∈ πΛ(X)であれば，πΛ(w) = πΛ(x)となるXの点xに対して，直線 ⟨w, x⟩が ⟨Λ, w⟩
に含まれることになり，⟨Λ, w⟩の超平面Λと ⟨w, x⟩は必ず交わるので，Λ∩Cone(w,X) = ∅
に矛盾する．πΛ(w) ̸∈ πΛ(X)なので，w ̸∈ FΛが成立し，この FΛが，Xを含むがwを含
まない超曲面となる．

(2) Xの非特異点 u ∈ SmXでの接空間 Tu(X) ⊆ PN と, Tu(X)の外の点w ∈ PN \ Tu(X)
を分離する超曲面 FΛ = Cone(Λ, πΛ(X)) の構成．
u ∈ Xを頂点とするX上の錐Cone(u,X)を，

∪
x∈X\{u}⟨u, x⟩ のザリスキー閉包として定

義する．また，wと Tu(X)の線形閉包 ⟨w, Tu(X)⟩も考える．これらに対して，(e− 2)-平
面Λ ⊆ PN をΛ∩ (Cone(u,X)∪ ⟨w, Tu(X)⟩) = ∅ と取る．すると，⟨u,Λ⟩はXと接するこ
となくただ一点 uで交わるので，その像 πΛ(X)の中で πΛ(u)は非特異な点となる．（この
ことにより，Xと πΛ(X)は双有理となり，πΛ(X)はPn+1の degX次の超曲面となってい
ることがわかる．）さらに，Λ ∩ ⟨w, Tu(X)⟩ = ∅より，πΛ(w) ̸∈ TπΛ(u)(πΛ(X)) ともなって
いる．従って，Λを頂点集合とする πΛ(X)上の錐 FΛ は，uで非特異となり，その接空間
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Tu(FΛ) は ⟨Λ, TπΛ(u)(πΛ(X))⟩である．πΛ(w) ̸∈ TπΛ(u)(πΛ(X))より，w ̸∈ Tu(FΛ)となり，
FΛがXを含み uで非特異でwを含まない超曲面となる．

2. 内点からの線形射影を用いてBd−e+1を示せるか？

この章では，射影多様体X ⊆ PNに対して，Xの一般の内点からの線形射影により，Bd−e+1

の成立を示せるかどうかを検討する．

アイデア. 射影多様体X ⊆ PN に対して，Xの一般の点 x1, . . . , xe−1 ∈ Xが張る (e− 2)-
平面Λe−2 := ⟨x1, . . . , xe−1⟩ ⊆ PN を中心とする射影 πΛ : PN \ Λ→ Pn+1 を考える．Xの
像の閉包 X̄Λ := πΛ(X \ Λ) （以下単にXの像という）が，Pn+1で (d− e+ 1)次超曲面
となる．この超曲面を PN へ引き戻したものFΛ := Cone(Λ, X̄Λ) は PN の (d− e+ 1)次超
曲面となる．

Λe−2 ⊆ PN ⊇ X ⊆ FΛ

πΛ ↓ ↙
Pn+1 ⊇ X̄Λ := πΛ(X \ Λ)

そこで，(e− 1)コの点 x1, . . . , xe−1をX上の点としていろいろと動かしてできる FΛに
より，Xが切り取られるかどうかをを検討する．

問題.上の FΛのみでXが切り出せるか？

答えは，Noで，その理由を以下で見ていく．

2.1. 非双有理中心点の集合 B(X), C(X).

次に定義する非双有理中心点集合とXとを，FΛ型の超曲面によっては分離できない．

B(X) := {v ∈ PN \X | 一般の点 x ∈ Xに対して l(X ∩ ⟨v, x⟩) ≥ 2}
C(X) := {u ∈ SmX | 一般の点 x ∈ Xに対して l(X ∩ ⟨u, x⟩) ≥ 3}

B(X)を非双有理外中心点の集合，C(X)を非双有理内中心点の集合と呼ぶ（下図参照）．
（e ≥ 2として考えているが，これらを特に e = 1のとき，すなわちXが超曲面のときに考
えると，d ≥ 2のときB(X) = PN \X であり，d ≥ 3のとき C(X) = SmXである．）B(X)
は PN \Xの閉集合であり，C(X)は SmXの閉集合となっていることがわかる．さらに，
B(X)の閉包B(X)はB.Segreによって研究されており，Segreローカスとも呼ぶ（以下の
節 2.6参照）．

v u

xx

c

ab

c1

a1b1i j
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2.2. 非双有理中心点の集合が FΛ型の超曲面によっては分離できない理由.

次に B(X), C(X)が FΛ型の超曲面によっては分離できない理由を見ていく．

補題. 射影多様体X(e ≥ 2)の一般の x1, . . . , xe−1に対し，

(1) X ∪ B(X) ⊆ F⟨x1,...,xe−1⟩が成立する．

(2) u ∈ C(X)は，超曲面 F⟨x1,...,xe−1⟩の特異点である．（uで Tu(X)を分離する
F⟨x1,...,xe−1⟩ 型の超曲面は存在しない．）

証明. (1). v ∈ B(X)を任意の点とする．このとき，Xの一般の x1, . . . , xe−1 ∈ Xに対し，
(e− 2)-平面Λe−2 := ⟨x1, . . . , xe−1⟩ ⊆ PN を中心とする射影 πΛ : PN \ Λ→ Pn+1 を考え
る．vは B(X)の点なので ⟨x1, v⟩ ∩ (X \ {x1}) ̸= ∅となるのでその像 πΛ(v)は
πΛ(X \ Λ) ⊆ X̄Λ に含まれる．従って，vは X̄Λの PN への引き戻し FΛ に含まれる．

(2). uを C(X)の点とする．定義より ⟨x1, u⟩ ∩ (X \ {x1, u}) ̸= ∅となるので, 射影による
像 πΛ(u)はXの像 X̄Λの特異点となる．従って，uはその引き戻しである超曲面 FΛの特
異点となる． □

2.3. Bd−e+1型の結果.

次の定理により，非双有理中心点の集合 B(X), C(X)を除くと，Xを FΛ型の超曲面で分
離できることがわかる．

定理. ([17]) 射影多様体Xについて e ≥ 2と仮定する．

(1) 集合としてX ⊆ Ed−e+1(X) ⊆ X ∪ B(X) が成立する．
（この部分は，既にCalabri,Ciliberto [5]と Sommese, Verschelde, Wampler [23]
によって知られていた．）

(2) スキームとしてX = Ed−e+1(X) が PN \ (B(X) ∪ C(X) ∪ SingX) 上で成立する．

証明のためには次の事実が重要である

補題. 射影多様体Xについて e ≥ 3と仮定する．

(1) 与えられた v ̸∈ B(X)に対して, x ∈ Sm(X)を一般の点とする．このとき，
πx(v) ̸∈ B(πx(X \ {x})) が成立する．

(2) 与えられた u ∈ Sm(X) \ C(X)に対して, x ∈ Sm(X)が一般の点とする．このと
き，πx(u) ∈ Sm(πx(X \ {x})) \ C(πx(X \ {x})) が成立する.

2.4. Bd−e+1へ向けての問題.

Bd−e+1 型の定理が得られたので，Bd−e+1 の成立を調べるため，次の問題を設定し調べ
る．

問題.

(1) B(X), C(X)が空であるXはあるか？
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(2) B(X), C(X)が空でないとき，その次元はどのくらいで，その閉包はどのような
性質を持つか？

(3) B(X), C(X)が空でないXはどのような特徴を持つか？特に，つぎの (4)を見据
えて何か特徴を抽出できないか？

(4) 線形射影以外の方法でXを含む (d− e+ 1)次の超曲面を見つけることができ
るか？

それぞれの問いに対して，現在までにわかっていることを以下で見ていく．

2.5. B(X), C(X)の問題 (1). B(X), C(X)が空であるXはあるか？
第一歩としてB(X) = C(X) = ∅となるXをなるべくたくさん見つけたい．そうすればその
ような多様体に対してはBd−e+1は成立するからである．これに対して，次がわかる．

命題. 次の場合は B(X) = C(X) = ∅となる．従って，次の場合に対して，集合として
Bd−e+1，非特異なXに対してスキームとしてBd−e+1が成立する．

(1) Xがある射影空間のベロネーゼ埋め込み vl(Pm)(l ≥ 2)に含まれるとき．
(2) ∆(X) = 0 (d = e+ 1)の射影多様体のとき.

(3) Xが曲線上のスクロールで，n− 2次元の頂点を持つ coneではなく，R1(regular
in codimension 1)が成立するとき．

ほかにも沢山ありそうなので，B(X), C(X)をもつ射影多様体Xを特徴付けるための次の
ステップへ進む．

2.6. B(X), C(X)の問題 (2). B(X), C(X)の次元と形状.

B(X)の閉包B(X)については，既にBeniamino Segreによる次の事実が知られている．

事実. (Beniamino Segre [22],[5]) 余次元 e ≥ 2の射影多様体Xに対し，B(X) の閉包
B(X)−の既約成分 Γ について次が成立する．

• Γは線形部分集合で dimΓ ≤ n− 1である．
• dim πΓ(X \ Γ) = dimX − dimΓ が成立する．特に，Xは Γを頂点とする
πΓ(X \ Γ)上の錐Cone(Γ, πΓ(X \ Γ))n+1 上の余次元 1の部分集合すなわち “因子”
となっている.

注. 上の事実は chark = 0の場合であるが，chark = p > 0のときは Furukawa [10]の結
果がある．

Segreの結果の証明のアイデアを使うと次がわかる．

定理. ([17]) Xを余次元 e ≥ 2の射影多様体とする．

(1) B(X) の閉包 B(X)の既約成分 Γ について dim(X ∩ Γ) = dimΓ− 1かつ
X ∩ Γ ⊆ SingXが成立する．従って，dimΓ ≤ min{n− 1, dimSingX + 1} が成
立する．
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(2) C(X)の閉包 C(X)の既約成分Ψは線型部分空間で，
dimΨ ≤ min{n− 1, dimSingX + 2}が成立する．さらに
dim πΨ(X \Ψ) = dimX − dimΨ が成立する．

特にXが非特異の場合には，dim ∅ = −1である（と定義される）ので，次がわかる．

系. ([17]) X は非特異で n ≥ 2 かつ e ≥ 2のとき，B(X) は高々有限集合で，C(X) は
高々有限個の点と直線の和集合である．従って，これらを除くと，Bd−e+1が集合として，
さらにスキームとして成立する

2.7. B(X), C(X)の問題 (3). B(X), C(X)が空でないXはどのような特徴を持つか

この節では，問題 (3)について得られた結果を述べる．その前に，まず概略を述べる．

Γを ¯B(X)または ¯C(X) の既約成分とすると，X は Cone(Γ, πΓ(X \ Γ)) の “因子”になっ
ている．Cone(Γ, πΓ(X \ Γ)) を非特異多様体上の射影束として実現するとその因子型がわ
かる．逆に，空集合でない B(X), C(X) を持つXの存在もわかる．

C(X)についてはさらに２つの typeに分かれて，C(X)の既約成分 Γ上のGauss map γ :
Γ ∩ SmX → Grass(n,PN)が constant か non-constantかで構造が異なる．

特に，Xが smoothのとき，C(X)に line含まれるXの構造がわかるので，その lineに沿っ
た normal bundleの様子が分かる．この事実は，応用上で重要な役割をはたす．

以下の図は，Γが直線で，Xが (n− 1)次元射影多様体 Y によってパラメトライズされた
平面曲線Xy ⊆ ⟨Γ, y⟩ ∼= P2 (y ∈ Y )の族で，Γ ⊆ B(X)となっている．

Γl

Y ⊆ PN−l−1y

⟨Γ,y⟩ ⊇ Xy

定義. ([18]) C(X) ̸= ∅となるXの構成 (その１) —Scroll divisor type (µ, 1)

n > l ≥ 0, µ ≥ 2を任意の整数とする．Y を (n− l)次元非特異射影多様体で，次を満た
すものを取る：

(1) 像と双有理な射 ν : Y → PN−l−1 が存在する，このときOY (1) := ν∗OPN−l−1(1)と
おく;

(2) H0(Y,L) ̸= 0と (L · OY (1)n−l−1) = 1を満たす直線束L ∈ PicY が存在する；

FΓ
Y と Γ̃を，Y 上の射影束FΓ

Y := PY (O⊕lY ⊕OY (1)) ⊇ Γ̃ := PY (O⊕lY ) と定義する．
φ : FΓ

Y → PN を，|OFΓ
Y
(1)|の部分線形束で定まり像と双有理な射と取る．
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X̃ ∈ |OFΓ
Y
(µ)⊗ τ ∗L| を，GX̃ ∈ H0(OFΓ

Y
(µ)⊗ τ ∗L) で定まり Γ̃と異なる既約かつ被約な

因子で，ある t ̸= 0 ∈ H0(Y,L) と h ̸= 0 ∈ H0(Γ,OΓ(µ)) があってGX̃ |Γ̃ = t · h ̸= 0が成
立し，さらに像 φ(X̃)と双有理となっているものを取る．このとき，像X := φ(X̃) を
scroll divisor type(µ, 1)と呼ぶ．Γ := φ(Γ̃)とおく．

Γ̃ := PY (O⊕lY ) ⊆ FΓ
Y := PY (O⊕lY ⊕OY (1))

φ→ PN
↙ τ ∪ ∪

Y X̃
bir→ X := φ(X̃)

命題. ([18]) 上の定義のもとで，t ∈ H0(Y,L)が Y 上の既約かつ被約な因子を定めるなら
ば，Γ ∩ SmX = Γ \ V+(h) ̸= ∅で Γ ∩ SmX ⊆ C(X) となる．

定義. ([18]) C(X) ̸= ∅となるXの構成 (その２) -Rational scroll divisor type (µ, 1)

n > l ≥ 0,µ ≥ 2 を任意の整数とする．E := ⊕ni=l+1OP1(ai)を P1上の階数 n− lの ample

ベクトル束とする．EΓ
E と Γ̃を P1上の射影束EΓ

E := PP1

(
O⊕lP1 ⊕ E

)
，Γ̃ := PP1

(
O⊕lP1

)
とす

る．ψ : EΓ
E → PN を |OEΓ

E
(1)|の部分線形束で定まり像と双有理な射とする．

X̃ ∈ |OEΓ
E
(µ)⊗ τ ∗OP1(1)|をGX̃ ∈ H0(EΓ

E ,OEΓ
E
(µ)⊗ τ ∗OP1(1)) で定まり既約かつ被約で

ψによる像と双有理な因子とする．このとき，X := ψ(X̃)を rational scroll divisor
type(µ, 1)と呼ぶ．直ちに degX = µc1(E) + 1がわかる．

Γ̃ := PP1

(
O⊕lP1

)
⊆ EΓ

E := PP1

(
O⊕lP1 ⊕ E

) ψ→ PN
↙ τ ∪ ∪

P1 X̃
bir→ X := ψ(X̃)

命題. ([18]) 上の定義のもとで考える．W0,W1, . . . ,Wlを Γの斉次座標，s, tを P1の斉次
座標とする．Γ̃ ∼= Γ× P1なので，
GX̃ |Γ̃ ∈ H0(OΓ(µ))⊗k H

0(OP1(1))(∼= H0(OΓ̃(µ)⊗ τ ∗OP1(1))) と見なし，
GX̃ |Γ̃ = G1s+G2t (G1, G2 ∈ H0(OΓ(µ)))と表すと Γ ∩ SmX = Γ \ V+(G1, G2) が成立す
る. 従って，GX̃ |Γ̃ ̸= 0であることと Γ∩ SmX ̸= ∅は同値であり，この条件が満たされる
とき Γ ∩ SmX ⊆ C(X)が成り立つ．さらに，degGCD(G1, G2) < µであることと，ガウ
ス写像 γ : X → Grass(n,PN), u 7→ Tu(X) ⊆ PN の Γへの制限 γ|Γ が non-constantであ
ることは同値である．

構造定理．上の様に C(X) ̸= ∅となる射影多様体X が構成されることがわかったが，逆
に C(X) ̸= ∅となる射影多様体 X はこれしかないことが以下のようにわかる．ただし，
γ : X → Grass(n,PN), u 7→ Tu(X) ⊆ PN をGauss mapとする．

定理. ([18]) C(X) ̸= ∅と仮定し，Γを C(X)の既約成分とする．
• γ|Γが constant (dimΓ = 0を含む) ならば，Xは scroll divisor type (µ, 1)で，
dimΓ ≤ dimSingX + 1 が成立する.

• γ|Γが non-constant (特に，dimΓ > 0) ならば，Xは rational scroll divisor type
(µ, 1)で，dimΓ ≤ dimSingX + 2 が成立する.
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注. Y が rational scrollのときの scroll divisor type (µ, 1)から，rational scroll divisor
type (µ, 1)へは，双有理写像があり，このときのXは，どちらの構成でも得られる．

注. 同様にして，B(X) ̸= ∅となる射影多様体Xの構造定理が得られる ([18]参照)．

B(X), C(X)の次元についての定理と構造定理により，非特異で dim C(X) ≥ 1となる射
影多様体X の特徴付けが得られる．

定理. ([18]) Xを非特異で e ≥ 2かつ dim C(X) ≥ 1となる射影多様体と仮定する．この
とき，dim C(X) = 1であり，Xは直線を頂点集合に持つ有理スクロール
EΓ
E := PP1(O⊕2P1 ⊕ E)

p→ P1 （E は，P1上の階数 n− 1の ample ベクトル束）の (µ, 1)-型
の因子 (µ ≥ 2)である．

定義. (BoIlic [12]) 上のXで (µ ≥ 1)となっているものを，Roth多様体という．

2.8. B(X), C(X)の問題 (4). B(X)や C(X)を持つ射影多様体に対して，線形射影以外の
方法で (d− e+ 1)次の超曲面を見つけられるか？　

この問題については，まだほとんどよくわかっていない．しかし，非特異で dim C(X) ≥ 1
として特徴づけられるRoth多様体については部分的に次がわかる．

定理. ([20]) X ⊆ PN をRoth多様体で，e < a = c1(E)を満たすと仮定する．このとき，
Xは (d− e+ ((1− e)µ+ a− 1))-regularである．

注. X ⊆ PN をRoth多様体で，e < a = c1(E)を満たし，さらに，(1− e)µ+ a− 1 ≤ 1の
場合, Cd−e+1とBd−e+1成立が成立する．しかし，(1− e)µ+ a− 1 ≥ 2の場合これらが成
立するかは今のところわからない．

2.9. 非双有理中心点の研究の応用.

この節では，常にXは非特異と仮定する．

定理. ([18]) µ : P̃N := BlX(PN)→ PN をXを中心とするブローアップ，Eを µの例外因
子，Aを引き戻し µ∗OPN (1)とする．このとき，(d− e+ 1)A− Eは semiample特に nef
である.

上に， Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]の論法を用いると, Bayer, Mumford [1]や Bertram,
Ein, Lazarsfeld [4] の regularity上限の改良が得られる．

系. ([18]) 非特異な射影多様体Xは，(e(d− e) + 1)-regularである. すなわち，非特異な
射影多様体に対してCe(d−e)+1が成立する．

注. 上の系は，Bertram, Ein, Lazarsfeld [4] の結果「X は (ed− e+ 1)-regularである」
の改良になっている．

任意の自然数 aに対して IaX がm-regularとなる最小の整数mを reg(IaX)とおく．
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系. ([18])(Asymptotic regularity 上限の改良) lim
a→+∞

reg(IaX)
a

≤ d− e+ 1が成立する．

注. 上の系は，Bertram, Ein, Lazarsfeld [4]の結果「 lim
a→+∞

reg(IaX)
a

≤ d」の改良になって
いる．

3. 内点からの線形射影の二重点因子の positivity

前章では，射影多様体の内点からの線形射影を用いて定義方程式を構成したが，ここでは，
射影多様体の内点からの線形射影の二重点因子について考察し，その応用を述べる．

3.1. 射影多様体の外点からの線形射影の二重点因子.

はじめに，射影多様体の外点からの線形射影の二重点因子についてのMumfordの結果に
ついて再吟味する．

事実. (Bayer, Mumford [1]) Xが非特異でその標準束を ωX とする．このとき，直線束
OX(d− n− 2)⊗ ω∨X （これを二重点因子と呼ぶ）は大域的切断で生成される (spanned)
である．

Mumfordは，非特異射影多様体Xに対して，射影空間の一般の (e− 2)-plane Λ を中心と
する射影 πΛ : PN \Λ→ Pn+1 による像 X̄ = πΛ(X) とXとの非同型集合 (non-isomorphic
locus)D(πΛ) について考察した．ただし，ω◦X̄は X̄の dualizing sheafで，今の場合に X̄が
超曲面なので，直線束になっている．

(1) D(πΛ)はΛの取り方によらず |OX(d− n− 2)⊗ ω∨X | = |π∗Λ,Xω◦X̄ ⊗ ω
∨
X |のメンバー，

(2) 任意の点 x ∈ Xに対し，一般のΛを取れば射影 πΛは xで同型となる．すなわち，
x ̸∈ D(πΛ)である.

が成立するので，上の事実が証明される．
ここでは，一般の内点からの線形射影を考えることで，「ある正の整数 εに対して，OX(d−
n− 2− ε)⊗ ω∨X は spannedが示せないか」考える．別の言い方をすれば，非特異射影多
様体Xに対し，次の問題が考えられる．

問題. 直線束OX(d− n− 2)⊗ ω∨X はより強い “positivity”を満たすか？

この方向の研究は，Bo Ilicにより行われている．

事実. (Bo Ilic [12]) もし，e ≥ 2かつ，XがRoth多様体でなければ，Xの線形束
|OX(d− n− 2)⊗ ω∨X |はX上の任意の異なる２点を分離する．特に，
OX(d− n− 2)⊗ ω∨X は ampleである．

注. (Bo Ilic [12])で注意されているように，Xが Roth多様体のとき，直線
L := ψ(P(O⊕2)) ⊆ Xに対して，OX(d− n− 2)⊗ ω∨X |L ∼= OL となる．従って，
OX(d− n− 2)⊗ ω∨X のより強い positivityのためには，Roth多様体を除いて考えなけれ
ばならない．
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3.2. 内点からの線形射影の二重点因子.

一般の内点からの線形射影を考えることで，X̄ の次数は d − e + 1となるので，OX(d −
n− 2)⊗ ω∨X ではなく，OX((d− e+ 1)− n− 2)⊗ ω∨X が spannedかどうかを考える．そ
のため，x1, . . . , xe−1をXの一般の点とし，それらの線形包Λe−2 := ⟨x1, . . . , xe−1⟩からの
線形射影を πΛ : PN \ Λ → Pn+1，これによるX の像 πΛ(X \ Λ) の閉包を πΛ(X \ Λ) と
する．

πΛ : PN \ Λ → Pn+1

∪ ∪
πΛ,X : X \ Λ → πΛ(X \ Λ)

このとき，線形射影のXへの制限πΛ,X : X \Λ→ πΛ(X \ Λ)について，次がわかる：

(1) πΛ,X の例外因子Exc(πΛ,X) （すなわち，πΛ,X で次元の下がる因子の和) が空なら
ば，πΛ,X の同型でないローカスの閉包 D(πΛ,X) は effective因子で |OX((d − e +
1)− n− 2)−KX | のメンバーである．

(2) 非双有理内中心点でないXの点 x （すなわち x ∈ X \ C(X)）が与えられたとき，
x1, . . . , xe−1を十分一般に選べば，πΛ,Xは xで定義され局所的に同型となる．従っ
て特に，x ̸∈ D(πΛ,X)となる. (既にBd−e+1型の結果の補題でこの事実をみた)

これらを合わせると，中間的な結果として次が得られる．

命題. ([19]) Xは非特異で e ≥ 2とする．πΛ,X の例外因子Exc(πΛ,X)(⊆ X) が空であると
仮定する．このとき，Bs |OX(d− e− n− 1)⊗ ω∨X | ⊆ C(X)となる. 従って特に，
|OX(d− e− n)⊗ ω∨X |はX \ C(X)上 very ample．さらに dim C(X) ≤ 0を仮定すると，
OX(d− e− n− 1)⊗ ω∨X は semiampleで，OX(d− e− n)⊗ ω∨X は ampleである．

上の命題により，

(1) dim C(X) ≥ 1となる射影多様体

(2) πΛ,X の例外因子 Exc(πΛ,X)(⊆ X) が空でない射影多様体

を調べることが次の問題となる．(1)は 2.7節で示したようにRoth多様体になることが
わかっているので，残された問題は，(2)の多様体について調べることである．

3.3. πΛ,X の例外集合 Exc(πΛ,X) が空集合でない射影多様体.

(2)の多様体について調べるために次を定義をする．

定義. ([19]) 射影多様体Xが条件 (Em)を満たすとは，Xの十分に一般のm点
(1 ≤ m ≤ e− 1) x1, . . . , xmに対して，その線形包Λ := ⟨x1, . . . , xm⟩からの線形射影
πΛ,X : X \ Λ→ πΛ,X(X \ Λ) が例外因子（πΛ,X で次元の下がる因子）を持つことである．

例. 上で定義した，条件 (Em)を満たす射影多様体には次のようなものがある．

• 曲線上のスクロールは (E1)を満たす．

• ベロネーゼ曲面 v2(P2) ⊆ P5は (E2)を満たす．
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次の定理が示すように，1 ≤ m ≤ e− 1に対して (Em)を満たす射影多様体は本質的に上
の例以外に存在しない．

定理. ([19]) X ⊆ PN は非特異とは限らない射影多様体とする．
(1) e ≥ 2で，Xは (E1)を満たすと仮定する．このとき，Xは線形部分空間

Pn−1 ⊆ PN で覆われる．更に，Xが非特異ならば，Xは曲線上の射影束と射影同
値となる．

(2) e ≥ 3で，Xは (E2)を満たし (E1)は満たさないと仮定する．このとき，Xは
(n− 3)-planeを頂点にもつ，２次ベロネーゼ曲面 v2(P2)上の coneと射影同値と
なる．従って特に，Xが非特異ならば，Xは v2(P2)と射影同値となる．．

(3) 整数m (3 ≤ m ≤ e− 1)に対して，Xが (Em)を満たすことと，Xが (E1)を満た
すことは同値である．

3.4. 内点からの線形射影の二重点因子の positivity.

上の結果をあわせると，内点からの線形射影の二重点因子の positivityについて次の結果
が得られる．

定理. ([19]) X ⊆ PN は非特異で，次の (1)-(3)とも射影同値でないと仮定する：
(1) e ≥ 2のときの，曲線上のスクロール ;

(2) e = 3のときの，２次ベロネーゼ曲面 v2(P2);

(3) Roth多様体．
このとき，Bs |OX(d− n− e− 1)⊗ ω∨X | ⊆ C(X)となり，高々有限集合である．従って特
に，OX(d− n− e− 1)⊗ ω∨X は semiample （すなわち十分ひねると spanned）で，
OX(d− n− e)⊗ ω∨X は ampleである.

注. 上の定理において，(2)と (3)は結論が成立するために本当に除かなければならない
が，(1)はすべて除く必要あるかどうかはわかっていない．

3.5. 二重点因子の positivityの応用.

3.4の定理の系として，次がわかる．

系. ([19]) X ⊆ PN を非退化な非特異射影多様体で，曲線上のスクロールと射影同値でな
いと仮定する．このとき，構造層OX は (d− e)-regularである．すなわち，
H i(X,OX(d− e− i)) = 0 (∀i > 0) が成立する．

注. regularity予想「Xは (d− e+ 1)-regularである」が成立することは，OX が
(d− e)-regularかつH1(PN , IX ⊗OPN (d− e)) = 0が成立することと同値である．従って，
上の系はその一部がいえたことになる．しかし，H1(PN , IX ⊗OPN (d− e)) = 0 を示すこ
との方が難しいと思われている．

系. ([19]) X ⊆ PN を非退化な非特異射影多様体で，3.4の定理の (1)とも (3)とも射影同
値でないと仮定する．このとき，
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(1) ∆(X,OX(1)) ≤ nならば，Bs |ω∨X |は高々有限集合である；

(2) ∆(X,OX(1)) < nならば，ω∨X はX \ C(X)上で very ampleであり，ω∨X は ample
on Xである.

系. ([19]) X ⊆ PN は非退化な非特異射影多様体で次元 n ≥ 2で，3.4の定理の (1)とも
(3)とも射影同値でないと仮定する．このとき，

(1) κ(X) ≥ 0 (i.e., H0(X,ω⊗lX ) ̸= 0 ∃l > 0) ならば∆(X,PN) ≥ n が成立する；

(2) ∆(X,PN) ≥ 2
d
(g(X,OX(1))− 1) + 1 が成立する．

注. 上に関連して，Fukuma [9]によって，「dimkH
0(X,ωX) > 0のとき

∆(X,OX(1)) ≥ n
n+1

(OX(1)n − 1)が成立する」ことが知られている．

系. ([19]) X ⊆ PN は非退化な非特異射影多様体で次元 n ≥ 2で，3.4の定理の (1)-(3)と
射影同値でないと仮定する．このとき，OX(k) は，(Nk−d+e)-propertyを満たす．特に，
OX(d− e)は，projectively normalである．

注. 上の系は，Ein,Lazarsfeld [7]の結果「OX(k) は，(Nk−d+1)-propertyを満たす」の改
良になっている．

謝辞．この講演の機会を与えていただいたことに対してシンポジウム委員の先生方へ感謝
いたします．本研究は JSPS科研費 26400041の助成を受けたものです．
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一般型代数曲面の多重標準写像と標準環

今野 一宏

大阪大学大学院理学研究科

はじめに

代数学シンポジウムが記念すべき第 60回を迎えた今年 (2015年)は，小平邦彦先生の

生誕 100 年にもあたり，二重の意味で喜ばしい年になりました．日本数学会では小平先

生の業績を称えるために様々な事業が行われています．だからというわけではありません

が，小平先生のお仕事に少しだけ関係する話題を取り上げてみようと考えました．小平先

生が一般型代数曲面の多重標準写像の研究に着手なさったのは，有名なコンパクト複素解

析曲面の分類が完成したあとのことですから，先生の数多い著作や講義録から関連する文

献を探してみても，次の 3つくらいしか見つかりません．

[1] K. Kodaira, Pluricanonical systems on algebraic surfaces of general type, J.

Math. Soc. Japan 20 (1968), 170–192.

[2] 小平邦彦，代数曲面論，東大数学教室セミナリー・ノート 20, Tokyo, 1968（山

島成穂 記）

[3] K. Kodaira, Pluricanonical systems on algebraic surfaces of general type II

（飯高茂先生のホームページにあった）

[3]は結局出版されていませんし，[2]は [1]の解説であるとみなせば，[1]のみだと言って

よいのかも知れません．

以下では，[1]や [3]で証明された定理に加えて，一般型代数曲面の多重標準写像や標準

環について現在までに知られている結果を紹介したいと思います．もちろん，すべてを網

羅することはできません．例えば，正標数の話題には全く触れません．
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1 復習：代数曲線の場合

代数曲面の話に入る前に，代数曲線の場合の諸結果を簡単に振り返る．2012年に開催

された第 57回代数学シンポジウムの報告集に，大渕朗さん（徳島大）のすばらしい解説

があるので，詳しくはそちらを参照されたい．

C を種数 g のコンパクト・リーマン面（非特異既約射影代数曲線 /C）とすれば良く知
られているように，

• g = 0⇔ C はリーマン球面（射影直線 P1)

• g = 1⇔ C は 1次元複素トーラス（楕円曲線）

である．多重標準写像の立場からは，これらのケースは考えても意味が無いので，以下で

は常に g ≥ 2と仮定する．

C から P1 への次数 2の射 φ : C → P1 があるとき，C を超楕円曲線という．このよう

な射は（存在するとしても）φと P1 の正則自己同型写像（一次分数変換）との合成を法と

して唯ひとつである．Riemann-Hurwitzの公式から，φは P1 上の相異なる 2g + 2点で

分岐することがわかる．P1 は単連結なので，その分岐 2重被覆は分岐点によって決まる．

一次分数変換によって，P1 上の任意の異なる 3点を 0, 1,∞に写すことができるから，超
楕円曲線の同型類は 2g + 1個の分岐点のうち残る 2g − 1個の点のもつ任意性に相当する

自由度をもち，すなわち 2g − 1個の有効パラメータに依存する．他方，Teichmüler理論

によれば，種数 g の代数曲線全体は 3g − 3個のパラメータに依存するので，g ≥ 3のと

きには超楕円曲線は（種数 g の曲線全体の中で）極めて「稀な」曲線であることが了解さ

れる．（注：種数 2の曲線は常に超楕円的である．）超楕円曲線でない大多数の曲線を非超

楕円曲線と呼ぶ．

多重標準写像に関する結果を紹介しよう．いつものように KC によって C 上の標準直

線束または標準因子を表す．正則余接束であると言っても良い．どのテキストにも書いて

あることだが，KC が自由であるという事実は非常に重要である．ここに，直線束 Lが

自由であるとは，任意の点 p ∈ C に対して制限写像 H0(C,L) → Cp が全射であるとき

（つまり pで零にならないような Lの大域正則切断が見つかるとき）をいうのだった．す

ると，任意の正整数 mに対して mKC (= K⊗m
C = KC の m個のテンソル積）も自動的

に自由になる．p ∈ C で零にならない s ∈ H0(C,KC)をとって sm ∈ H0(C,mKC)を考

えれば，sm も pで零にならないからである．
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H0(C,mKC)の基底をひと組選び，それを一列に並べることによって定義される，射

影空間への正則写像

Φm : C → PPm−1, Pm = h0(C,mKC),

を m-標準写像といい，それらを総称して多重標準写像という．ここに h0(C,F) =

dimH0(C,F)である．Φm を通して C がいつ PPm−1 の複素部分多様体になるか，すな

わち，どんな mに対して Φm が正則埋め込みになるか，という問題については次が知れ

れている．

• 標準写像 Φ1 が埋め込みである ⇔ C は非超楕円曲線である．（このとき任意の

m ≥ 1に対して Φm は埋め込み．）

• C が超楕円曲線のとき，Φ1 は分岐 2重被覆 C → P1 を経由し，像である g − 1次

有理正規曲線 (P1 の g − 1次 Veronese埋め込み)への 2重被覆を与える．

• C が種数 g ≥ 3の超楕円曲線ならば，m ≥ 2に対して Φm は埋め込みである．

• C の種数が 2のとき，m ≥ 3に対して Φm は埋め込みである．Φ2 は非特異平面 2

次曲線への 2重被覆を与える．

m-標準写像が埋込みであるか否かは，代数的には C の標準環，すなわち次数付き C
代数

R(C,KC) :=
⊕
m≥0

H0(C,mKC)

の極小生成系の次数を求める問題に翻訳される．

C が超楕円曲線であるとき，R(C,KC)は{
3

2
次以下の元から成る生成系をもち，生成元の間の関係式は

{
6 (g = 2)

4 (g ≥ 3)
次以

下である．

他方，C が非超楕円曲線の場合には次が知られている．

• (M. Noether) R(C,KC)は 1次部分で生成される．

• (Enriques-Babbage, Petri) 生成元の間の関係式は

{
4 (g = 3)

3 (g ≥ 4)
次以下である．

もし 3次以上の原始的関係式があれば，C はトリゴナル曲線または非特異平面 5次

曲線である．ここに，P1 への次数 3の射をもつとき，非超楕円曲線 C をトリゴナ

ル曲線という．ちなみに，種数 3と 4の非超楕円曲線はトリゴナルである．g ≥ 5

のときには，超楕円曲線の場合と同様に，トリゴナル曲線は「稀な」曲線である．
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従って，種数が 5以上の「一般」の曲線に対して，R(C,KC)は 1次で生成され，

2次の関係式をもつことになる．こういう事実をさらに一般化すれば，次のように

なる．

• (Green’s conjecture) 標準環の “余分な syzygies”と曲線の “特殊性”は密接に関

係している．

(注) Federigo Enriquesと Dennis William Babbageは，標準像 Φ1(C)が集合論的に 2

次超曲面で切り取られることを示し，Max Noetherの弟子である Karl Petriは，イデア

ル論的にそうであることを示した．Green予想は，まだ完全には解決されていないようで

ある．

2 一般型代数曲面 (before and around Kodaira’s time)

この節からは代数曲面に話題を転じ，代数曲線に対する諸結果がどのように拡張された

のか (或いは，できなかったのか)を論じる．以下の記号を断りなしに用いる．

• S は非特異既約な射影代数曲面 /C，
• K = KS は S の標準束あるいは標準因子，

• pg = pg(S) := h0(S,K) （幾何種数）, q = q(S) := h1(S,OS)（不正則数），

• 正整数mに対して Pm(S) := h0(S,mKS)（m-種数）．

19世紀末から 20世紀初頭にかけてのイタリア学派の活躍を抜きにして代数曲面論は語

れない．Enriquesが完成した代数曲面の双有理不変量による分類は，Guido Castelnuovo

の有理性判定法 (q = P2 = 0⇔ S は有理曲面) がその発端であり，直接には Enriquesの

定理 (P12 = 0⇔ S は線織面) に繋がる．もうひとつの重要な発見は，Castelnuovoの縮

約定理であり，双有理的な分類を考える限りにおいて，曲面は極小であると仮定して良い

ことになる．ここで，S が極小とは，S 上に自己交点数が −1であるような P1（(−1) 曲
線という）が存在しないことである．縮約定理は S 上に (−1)曲線があれば，それを非特
異点に縮約して S と双有理同値な代数曲面が得られることを保証する．

約 100年前 (1914年)に発表された Enriquesの分類は，大雑把には次の表に見られる

通りである．これは約 50年後に Shafarevichらのモスクワ学派によって現代的で厳密な

証明を与えられ，小平邦彦によってコンパクト複素解析曲面全体にまで拡張されることに

なる．
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P12 K2 名前

0 有理曲面, 線織面

1 0 K3曲面, Enriques曲面, 双楕円曲面, アーベル曲面

> 1 0 楕円曲面

> 1 > 0 一般型曲面

この表にはいろいろな名前をもった曲面が現れるが，一番最後の行にある一般型曲面とい

う呼称は他とは質が違う．つまり，特別に与えられた名誉の称号ではなく十把一絡げの代

数曲面たちの総称である．代数曲線で言えば種数が 2以上のものに相当する．

以下では，とくに断らない限り S は 極小な一般型代数曲面 を表す．(−1) 曲線をもた
ないことは言うまでもないが，数値的にはK2

S > 0かつ χ(OS) := pg − q + 1 > 0で特徴

づけられる．さらに，次のような不等式，等式が成立する．

• (Noether) K2 ≥ 2χ− 6.

• (Bogomolov-Miyaoka-Yau) K2 ≤ 9χ.

• (Pluri-genus formula)

Pm(S) := h0(S,mKS) =

(
m
2

)
K2

S + χ (m ≥ 2)

最初の Noether不等式は古典だが，2番めの不等式は 1977年に証明された．最後の多重

種数公式は [1]において厳密な証明が与えられた．

H0(S,mKS) の基底を並べて定義する有理写像 Φm : S 99K PPm−1 を m 標準写像と

呼ぶのは，曲線の場合と同様である．Enriques後の多重標準写像の組織的な研究は，人

類史上最悪の不幸な出来事を挟んで Shafarevichらによって引き継がれた．次いで小平，

Bombieriと連なる．代数曲線の場合と異なり一般型代数曲面の場合には KS は必ずしも

自由ではなく，これが物事を煩雑にする大きな要因である．そこで，まずmKS が自由に

なるようなmの値を確定しなければいけない．また，いくらmを大きくしても Φm は必

ずしも埋め込みにはならないことにも注意が必要である．S は極小な一般型曲面なので，

KS はネフであるが，一般には交点数 KSC = 0となる既約曲線 C が存在する．K2
S > 0

だからHodgeの指数定理よりC2 < 0でなければならず，さらに 2pa(C)−2 = KSC+C2

は −2 以上の偶数なので C2 = −2 かつ C ≃ P1 であることがわかる．すなわち C は

(−2)曲線である．このような既約曲線からなる連結集合は Φm によって 1点に縮約され

てしまうが，生じる特異点は Artinによって研究された有理 2重点に他ならない．いずれ

にせよ，Φm に期待できる最良の性質は「双有理正則写像」である．
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小平 [1]の主結果は次の通りである．

定理 2.1 (Kodaira, 1968). m ≥ 4ならばmKS は自由である．m ≥ 6ならば Φm は（像

への）双有理正則写像である．

例 2.2 (3KS が自由でない例). Y = {x50 + x51 + x52 + x53 = 0} ⊂ P3 を Fermat型の 5次

曲面とする．ϵ = e2π
√
−1/5 とおき，P3 への Z5 作用

(x0 : x1 : x2 : x3) 7→ (x0 : ϵx1 : ϵ2x2 : ϵ3x3)

を考えると，これは Y の正則自己同型を誘導し，Y 上に固定点を持たないことがわかる．

そこで S = Y/Z5 とおけば，これは pg = q = 0, K2 = 1 をみたす極小一般型曲面であ

り，発見者の名前を冠して Godeaux 曲面と呼ばれている．超曲面であることを利用す

れば，Y 上のm-標準形式は

Fm(x, y, z)

(∂f/∂z)m
(dx ∧ dy)m,

のように書くことができる．ここに，(x, y, z) = (x1/x0, x2/x0, x3/x0), Fm は degFm ≤
mなる多項式で f(x, y, z) = 1+x5+y5+z5は Y の定義方程式である．これら Y 上のm-

標準形式のうちで Z5 不変なものが S 上のm-標準形式に相当する．従って H0(S,mKS)

の基底はm+ i+ 2j + 3k ≡ 0 (mod 5)かつ 0 ≤ i+ j + k ≤ mをみたす単項式 xiyjzk

全体と同一視される．それを x0, x1, x2 の斉次単項式の形で与えると，簡単な計算から次

のようになることがわかる．

• m = 2: x1x2, x0x3

• m = 3: x0x
2
1, x

2
0x2, x

2
2x3, x1x

2
3

• m = 4: x30x1, x
3
1x3, x

2
1x

2
2, x0x1x2x3, x0x

3
2, x

2
0x

2
3, x2x

3
3

従って 3KS は自由でなく 2つの基点をもつ．実際，m = 3の場合の基底は x0 = x3 = 0

および x1 = x2 = 0を共通零点とするが，これらは S 上の相異なる 2点を定める．

よって，定理 2.1における最初の主張は最適である．しかし，2番めの Φm の双有理性

に関する条件にはまだ改善の余地があった．これが多重標準写像の研究を継続し [3]を執

筆する動機になったものと想像される．小平 [3]では次が示されている．

定理 2.3 (Kodaira). m ≥ 5 ならば Φm は像の上への双有理正則写像である．さらに

K2 ≥ 2ならば Φ4 は双有理正則写像である．K2 ≥ 3かつ pg ≥ 3ならば Φ3 も双有理正

則写像である．
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筆者にはプレプリント [3] が書かれた年を特定できないが，数理解析研究所講究録 78

(1969), 66–75, に拠れば，1969年 10月には既に上記の結果が得られていたようである．

Enrico Bombieriの論文

[4] E. Bombieri, Canonical models of surfaces of general type, Publ. Math.

I.H.E.S. 42 (1973), 171–219.

が世に出たのは，[3]が書かれた少し後なのだろう．序文で [3]の結果に言及している．

[4] の主定理を述べるために，記号と用語を少し補充する．m 標準写像 Φm : S 99K
PPm−1 に対してその像を Xm = Φm(S) とおく．David Mumford は Oscar Zariski の

論文 (The theorem of Riemann-Roch for high multiples of an effective divisor on an

algebraic surface, Ann. of Math. 76 (1962), 560–615)の Appendixにおいて，標準環

R(S,KS) =
⊕
m≥0

H0(S,mKS)

が有限生成であることを示した．X = Proj(R(S,KS)) を S の標準モデルという．これ

は正規代数曲面であって，その特異点は既に注意したように高々有理 2重点である．構成

の仕方から，どんな正整数mに対しても自然な有理写像 X 99K Xm がある．

定理 2.4 (Bombieri). 極小一般型代数曲面 S の標準モデル X とm標準像 Xm に対して

次が成立する．

(1) m ≥ 5のとき X → Xm は同型射である．

(2) K2 ≥ 2ならば X → X4 は同型射である.

(3) 次の場合を除けば，m ≥ 3に対して X → Xm は双有理写像である．

(i) K2 = 1, pg = 2, m = 3, 4.

(ii) K2 = 2, pg = 3, m = 3.

(iii) K2 = 1, pg = 0, m = 3, 4; K2 = 2, pg = 0, m = 3.

(4) K2 ≥ 10, pg ≥ 6であって S が種数 2曲線のペンシルをもたなければ X → X2 は双

有理写像である．

[1]と [3]における小平の証明は，多重標準因子の鎖連結性とコホモロジー群の消滅定理

を用いたものだが，[4]における Bombieriの道具は，ネフかつ巨大な有効因子の数値的連

結性および Ramanujamの消滅定理という，より洗練されたものであった．が，アイディ

ア自体に本質的な差異はない．
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数年後 (1976?)に，定理 2.4の (3-iii)は除外されることになる．すなわち (3-iii)のよう

な曲面についても「m ≥ 3ならばX 99K Xm は双有理である」ことが示された．K2 = 1

は宮岡洋一，K2 = 2 は Bombieri-Catanese による．しかし，(3-i) や (3-ii) を除外する

ことはできない．これを見ておこう．

例 2.5 (K2 = 1, pg = 2). 極小一般型代数曲面 S で K2 = 1, pg = 2をみたすものを考え

る．このとき q = 0 である．多重種数公式を頼りに調べると，H0(S,mKS) は次のよう

な元をもつことがわかる．

• m = 1: x0 , x1

• m = 2: Sym3{x⃗}, y

• m = 3: Sym3{x⃗}, x0y, x1y
• m = 4: Sym4{x⃗}, Sym2{x⃗}y, y2

• m = 5: Sym5{x⃗}, Sym3{x⃗}y, x0y, x1y, z
...

• m = 10: Sym10{x⃗}, Sym8{x⃗}y, Sym6{x⃗}y2, Sym5{x⃗}z, Sym4{x⃗}y3,
Sym3{x⃗}yz, Sym2{x⃗}y4, x0y2z, x1y2z, y5, ::

z2

ここに，四角で囲んだ元はその次数mで初めて現れるものを表し，Symk{x⃗}は x0, x1 の

k 次の斉次単項式全体を表す．m = 10のとき，波下線を付した z2 を除く元は 1次独立

であって H0(S, 10KS)の基底をなす．従って，

1. 3KS は自由でない．[K2 = 1なので x0, x1 は共通零点をもつから]

2. Φ3 と Φ4 は双有理ではない．[m = 3, 4には z がまだ現れないから]

3. 標準モデルは P(1, 1, 2, 5)の 10次曲面である．[m = 10において，z2 は他の元の

一次結合．以降のmについて調べても関係式はこれだけ]

例 2.6 (K2 = 2, pg = 3). 極小一般型代数曲面 S で K2 = 2, pg = 3をみたすものを考え

る．このとき q = 0であり，多重種数公式を頼りに調べると H0(S,mKS)は次のような

元をもつことがわかる．

• m = 1: x0 , x1 , x2

• m = 2: Sym2{x⃗}
• m = 3: Sym3{x⃗}
• m = 4: Sym4{x⃗}, y
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...

• m = 8: Sym8{x⃗}, Sym4{x⃗}y,
:::
y2

四角の囲みなどが意味するところは，前の例と同じである．従って，Φ3 の像は，Φ1 の像

である P2 の 3次 Veronese像に他ならない．とくに Φ3 は双有理ではない．m = 8にお

いて，y2 は他の元の一次結合で表せる．このことから，標準モデルは P(1, 1, 1, 4)の 8次

曲面であることがわかる．

よって，Φm (m ≥ 3)に関する限り，次が最良の結果である．

定理 2.7. 極小一般型代数曲面に対して，次が成立する．

(1) m ≥ 5のとき X → Xm は同型である．

(2) K2 ≥ 2ならば X → X4 は同型である.

(3) 次の場合を除けば，m ≥ 3に対して X → Xm は双有理写像である．

(i) K2 = 1, pg = 2, m = 3, 4.

(ii) K2 = 2, pg = 3, m = 3.

注意 2.8. S が種数 2曲線のペンシル {D}をもてばX → X2 は双有理にならない．Dは

種数 2なので，KS |D は次数 2以下の特殊因子である．よって 2KS |D は埋込みを与えず，
実際に D の像は P1 である．この場合には，従って，X2 は無数の有理曲線を含むことに

なり，一般型曲面である S とは双有理になり得ない．同様のことは，基点がある種数 3曲

線のペンシル {D}をもつ S に対しても言える．

X → X2 が双有理でないような S は，20 世紀末からヨーロッパを中心に精力的に研

究されており，現在では分類がほぼ完成している．中心的なメンバーは Rita Pardini,

Margarida Mendes Lopes, Ciro Ciliberto, Fabrizio Cataneseとその弟子たちである．

3 一般型代数曲面 (after Kodaira, Bombieri)

一般型代数曲面全般に関して言えば，1970年代には目覚ましい進展を見せた．堀川穎

二による Noether 直線付近に不変量をもつ曲面の構造研究，David Gieseker によるモ

ジュライ空間の構成，宮岡洋一によるMiyaoka-Yauの不等式の確立など，枚挙にいとま

がない．80年代に入ると Ulf Perssonによって「一般型曲面の地誌学」の考え方が導入さ

れ，Xiao Gangがそれを強力に推進した．Xiaoは一般型代数曲面の正則自己同型群の位

数に上限を与えた直ぐ後に，代数幾何学の研究をやめてしまった．その後，Φ2 が双有理
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でない曲面の分類に力が注がれたことは，既に触れた通りである．

話を多重標準写像や標準環に限定すれば，小平・Bombieriの定理がほぼ決定的だった

ため，定理 2.7のような改良や Φ2 が非双有理な曲面の決定問題はあったものの，残され

た課題はそう多くはない．しかし，歩みが完全に止まってしまったわけではない．

多重標準写像の双有理性の代数的対応物は標準環の生成元である．これに関しては，期

待される通りの結果が証明された：

定理 3.1 (Ciliberto, 1983). 高々有限個の族に属する S を除いて，標準環 R(S,KS)は 5

次以下の元で生成される．

またmKS がいつ自由になるかについては，より精密な結果が得られた：

定理 3.2 (Francia, Reider). 次が成立する．

(1) pg = 0かつK2
S ≤ 4である場合を除き，2KS は自由である.

(2) K2
S ≥ 2ならば 3KS は自由である．

とりわけ Igor Reider のアプローチは画期的であった．彼はベクトル束に関する

Bogomolov instability theoremを巧みに用いることによって，[5]において次の定理を証

明した．さらに，それを適用して小平・Bombieriの定理に別証明を与えたのである．

定理 3.3 (Reider, 1988). Lを非特異既約射影代数曲面 S 上のネフ直線束とする．

(1) L2 ≥ 5 のとき，p が |KS + L| の基点ならば, つぎのような有効因子 E ∋ p が存在
する．

(i) LE = 0かつ E2 = −1, または

(ii) LE = 1かつ E2 = 0.

(2) L2 ≥ 10のとき，2点 pと q が |KS + L|によって分離されなければ，つぎのような
有効因子 E ∋ p, q が存在する．

(i) LE = 0かつ E2 = −1, −2，または

(ii) LE = 1かつ E2 = −1, 0，または

(iii) LE = 2かつ E2 = 0.

定理を L = (m− 1)KS , m ≥ 2に対して適用する．KSC +C2 は常に偶数なので，(1)

における例外的な E は許されない．(2)の E として許されるのは (i) 有理 2重点の基本

サイクル，または (ii) m = 2で E は (−1)楕円尾，または (iii) m = 2で E は算術種数
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2，の場合だけである．(2-iii)は小平・Bombieriの定理における「種数 2曲線のペンシル」

を一般化したものと言える．実は，後者 2つは Paolo Franciaによる 2KS の研究におい

て既に障害を引き起こす曲線として扱われていた．そういう事情で，現在では Francia

cycleと呼ばれている．Reiderの定理が出現したので，Franciaは自身の結果を暫くの間

公表しなかった．周囲のすすめに応じて彼が論文を世に出したのは 1991年のことである．

[5] I. Reider, Vector bundles on rank 2 and linear systems on algebraic surfaces,

Ann. of Math. 127 (1988), 309–316.

[6] P. Francia, On the base points of the bicanonical system, in: Problems in

the theory of surfaces and their classification (Cortona, 1988), pp. 141–150,

Sympos. Math., XXXII, Academic Press, London, 1991.

Franciaと Reiderの結果 (定理 3.2)を考慮すれば，最初から 2KS が自由だと仮定して

もそれほど大きな損失はない．この仮定のもと，Cilibertoの定理 (定理 3.1)は少しだけ

精密にできる：

定理 3.4 (K, 2008). S を極小な一般型代数曲面で 2KS が自由なものとする．このとき，

次が成立する．

(1) R(S,KS)は 5次以下の元で生成され，関係式は 10次以下である．

(2) q(S) = 0のとき，(pg,K
2) = (2, 1), (0, 3)の場合を除けば R(S,KS)は 4次以下の元

で生成され，関係式は 8次以下である．

既に例 2.6 で見たように，(2) において (pg,K
2) = (2, 1) は良く知られた例外で，

R(S,KS) には 5 次の生成元と 10 次の関係式があった．他方，(pg,K
2) = (0, 3) のほう

は実際に除かなければいけないのかどうかはっきりしない．この場合 R(S,KS)の生成元

は 4次までに取れるのだが，9次の関係式は必要かも知れない．

定理 3.4は，Mark Greenが構築した Koszul cohomologyの一般論に乗せて次の 2つ

の補題を示し，それで取り逃がした曲面についてはさらに Φ2 の様子を詳しく調べること

によって証明される．詳細は

[7] K. Konno, Relations in the canonical algebras on surfaces, Rend. Sem. Mat.

Univ. Padova 120 (2008), 227–261

にある．
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補題 3.5 (generators). 2KS が自由のとき，かけ算写像

H0(S, 2KS)⊗H0(S, (m− 2)KS)→ H0(S,mKS)

は，次の場合に全射である．

(1) m > 7.

(2) m = 7かつK2
S + pg(S)− q(S) ≥ 3.

(3) m = 6かつK2
S ≥ q(S) + 2.

(4) m = 5, q(S) = 0かつ Φ2 の像は最小次数の曲面ではない．

補題 3.6 (relations). 2KS が自由のとき，Koszul複体

2∧
H0(S, 2KS)⊗H0(S, (m− 4)KS)→

H0(S, 2KS)⊗H0(S, (m− 2)KS)→ H0(S,mKS)

は，次の場合に（中間項で）完全である．

(1) m > 9,

(2) m = 9かつK2
S + pg(S)− q(S) ≥ 4,

(3) m = 8かつK2
S ≥ q(S) + 3.

4 Franciaサイクルと 1-2-3問題

小平・Bombieriの定理を眺めていると，次のことが証明できそうに思えてくる．

問題 4.1 (1-2-3問題). 有限個の族に属する S を除けば，R(S,KS)は 3次以下の元で生

成され，関係式は 6次以下である．

3次の生成元が必要になる最大の理由は，KS が通常は自由でないことにある．KS が

自由ではなくて 2KS や 3KS は自由であるという状態が普通であることは，定理 3.2から

容易に想像できよう．このとき，かけ算写像

H0(S,KS)⊗H0(S, 2KS)→ H0(S, 3KS)

は，明らかに全射になり得ない．KS が自由でないので像は必ず共通零点をもつが，3KS

は自由だからである．また，第 1節で見たように，種数 2曲線の標準環には 3次の生成元

と 6 次の関係式があった．従って，仮に KS が自由であっても，S が種数 2 曲線をファ
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イバーとするファイバー曲面の場合には，R(S,KS)にはやはり 3次の生成元が必要にな

る．こういった曲面の実例は，Noether直線上に大量に見出すことができる．そういうわ

けで，上の問題は考え得る最良の結果を問うていると言うことができる．

実は，局所的な場合や半大域的な場合（2 次元正規特異点や代数曲線束の場合）には，

対応する問題への解答が既にあって，ほぼ肯定的である．この辺りは，1999年の第 44回

代数学シンポジウム報告集に報告した通りである．よって尚更，大域的な場合にも同様の

結論が成り立つかどうかに興味を惹かれるわけだが，話はそう簡単ではない．

定義 4.2. 次のいずれかをみたす数値的連結な有効因子 D をFrancia cycleという．

• KSD = 1かつ D2 = −1 (すなわち (−1)楕円尾)．

• KSD = 2かつ D2 = 0.

Reiderの定理の直後に言及した曲線である．

KS の大域正則切断が全て，ある Francia cycle上で恒等的に零になってしまうと，3次

までの生成元では足りなくなる．すなわち：

主張 4.3. Francia cycle D ⊂ Bs|KS |ならば，R(S,KS)は 4次の生成元をもつ.

Proof. そうでなければ，Sym2H0(2KS) → H0(4KS) および H0(KS) ⊗ H0(3KS) →
H0(4KS)という 2つのかけ算写像の像はH0(S, 4KS)全体を生成するはずである．Dに

制限する．D ⊂ Bs|KS |だから H0(KS)は D 上零である．よって Sym2H0(2KS)|D →
H0(4KS)|D が全射でなければならないが，Φ4 は (−2)曲線を縮約するだけなので，容易
にわかるようにこれは不可能である．

こういう困った現象が起こらなければ良いのだが，(−1)楕円尾が標準系の固定部分に
入ってくるような実例は割合簡単に構成できてしまう．例えば：

[8] K. Konno and M. Mendes Lopes, On a question of Miles Reid, Manuscripta

Math. 100 (1999), 81–86.

そこで，問題を若干修正する．

問題 4.4. もし標準系の固定部分が Francia cycle を含まなければ，R(S,KS) は 1-2-3

propertyをもつか？（もちろん有限個の族を除いて）

要するに，悪さをするのは Francia cycleだけだと言いたいのだが，残念ながらこの問

題への解答はまだ得られていない．既知の結果の中で最も一般的なものでも，次の程度で
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ある．

定理 4.5 (K). S を pg(S) ≥ 2, q(S) = 0かつK2
S ≥ 3をみたす極小一般型代数曲面とす

る．また，|KS | = |M |+ Z を標準系の可動部分 |M |と固定部分 Z への分解とするとき，

|M |は既約なメンバーを含むものとする．このとき，以下の条件 (1), (2)のいずれかがみ

たされれば，R(S,KS)は 3次以下の元で生成され，関係式は 6次以下である．

(1) H1(Z,OZ) = 0 （Z = 0でも可）．

(2) Z は 2次元正規特異点の基本サイクルの非交和であって，(−1)楕円尾を含まない．

注意 4.6. pg ≥ 3のとき |M |が既約なメンバーを含むことと |M |が定める有理写像の像
が曲面であることは同値である．従って，この部分は「標準写像が像の上に generically

finiteである」と言い換えても良い．特異点との関連で言えば (1)が成り立つための十分

条件は「Z が有理特異点の解消の例外集合にサポートをもつ」ことである．そういうわけ

で，定理の主張は「固定部分 Z 上の交点形式が半負定値で，Z は Francia cycleを含まな

い」という条件下で成立するのではないかと思われる．

Z が有理 2 重点の解消の例外集合にサポートをもつ場合（標準モデルの標準系が高々

基点しかもたない場合）は，Miles Ried によって証明された．上の定理はその拡張にあ

たる．

注意 4.7. 一般型代数曲面の標準系の固定部分について一般的に言えることは，ほとんど

何もない．この問題についても，正規特異点の解消空間や代数曲線束の場合には解答がわ

かっていて，相対標準系の固定部分は

• (正規特異点)　有理特異点に縮約できる．

• (代数曲線束)　有理特異点または弱楕円型特異点に縮約できる．後者は重複ファイ

バーにおいてのみ起こる．

これらに関する文献はそれぞれ：

[9] K. Konno, On the fixed loci of the canonical systems over normal surface

singularities, Asian J. of Math. 12 (2008), 449–464.

[10] K. Konno, Canonical fixed parts of fibred algebraic surfaces, Tohoku Math.

J. 62 (2010), 117–136.
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CYLINDERS IN DEL PEZZO FIBRATIONS

岸本　崇 (埼玉大学・理学部)

Abstract. 与えられた射影多様体に含まれるシリンダーの存在は，その射影多様体上の適当なアフィン錐
への１次元ユニポテント代数群 Ga の有効作用の存在に翻訳されることが知られている．この報告では，(任
意次元の)del Pezzo fibration π : V →W について，どのような状況下で V は π に垂直なシリンダーを含
むのかという問題についての結果を述べる．尚この報告での結果は，Adrien Dubouloz 氏 (Université de

Bourgogne) との共同研究によるものである．

1. 動機と問題

1.1. タイトルにもあるシリンダー (cylinder)とは，適当な代数多様体 Z を用いて Z × A1 という形状
をしているものである．このような非常にシンプルな幾何学的対象を敢えて考える１つの理由・動機付
けをまずは述べたいと思う．

1.2. Flenner-Zaidenbergの問題. Flenner-Zaidenbergは 2003年に次の具体的な問題を提起した (cf.
[FZ]):

問題 1.1. アフィン代数多様体:

{x3 + y3 + z3 + u3 = 0 } ⊆ A4
C = Spec (C[x, y, z, u]),

には有効な Ga-作用が存在するか？

もともと問題 1.1は特異点の視点から提起された．より正確に述べると，[FZ, Theorem 0.3] に於い
て次の事柄が示された:

定理 1.2. (cf. [FZ, Theorem 0.3]) V を複素数体 C 上に定義された代数多様体とし，v ∈ V を孤立
Cohen-Macaulay特異点とする．この v ∈ V が次の性質 (∗) を満たしているとする:

(∗) V の Zariski開集合 U ⊆ V が存在して，U の一般の点 u ∈ U に対して，V の中で閉な有理曲
線 Cu ⊆ V で u ∈ Cu かつ v ̸∈ Cu を満たすものが存在する．

このとき，v ∈ V は有理特異点である．
1.3. 問題 1.1に挙げたアフィン代数多様体:

X := {x3 + y3 + z3 + u3 = 0 } ⊆ A4
C = Spec (C[x, y, z, u]),

に立ち戻ってみる．仮に X に有理的ではない特異点が存在したとすると，上述した定理 1.2によって
X は有効 Ga-作用を持たないことが分かる．しかし X は原点 o でのみ特異点をもち，しかも o ∈ X
は標準特異点，特に有理特異点であることが分かる．従って，問題 1.1を考察するにあたって別のアプ
ローチを模索する必要がある．ところで，X は Fermat 型３次曲面:

Y := {x3 + y3 + z3 + u3 = 0 } ⊆ P4
C = Proj (C[x, y, z, u]),

上の反標準偏極なアフィン錐に同型，つまり:

X ∼= Spec
(⊕

m≧0

H0(Y,m(−KY ))
)

と見なすことができる．この視点を考慮して一般に次の定義をする.

1.4. H-偏極シリンダーの存在とH-偏極アフィン錐への Ga-作用の存在.

定義 1.3. (V,H) を正規射影多様体 V とその上の豊富 Q-因子 H の対とする．V のアフィン開集合
U ⊆ V は次の条件 (∗∗) を満たすときに H-偏極シリンダー (H-polar cylinder)と呼ぶ:

(∗∗) 適当な有効 Q-因子 ∆ ∈ Q+[H] ⊆ Pic(V ) ⊗Z Q が存在して，U = V \Supp(∆) ∼= Z × A1 と
なっている1．

この研究は科学研究費補助金・基盤研究 (C):15K04805 の援助を受けて行った.
1ここで H は豊富であるので，Z はアフィン代数多様体である．

1
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わざわざ定義 1.3を準備した理由は，次の結果にある:

定理 1.4. (cf. [KPZ2]) (V,H) を正規射影多様体 V とその上の豊富 Q-因子 H の対とする．Am :=
H0(V, ⌊mH⌋) (m ≧ 0) として，A(e) :=

⊕
m≧0Aem とおく．このとき，適当な e ≧ 1 が存在して

Spec (A(e)) が有効 Ga-作用を持つための必要十分条件は V が H-偏極シリンダーを含むことである．

1.5. del Pezzo曲面内の反標準偏極シリンダーについて. 定理 1.4 によって，問題 1.1 は Fermat 型
３次曲面 (次数３の del Pezzo曲面) Y 内の (−KY )-偏極シリンダーの存在に帰着されることになる．こ
の方向の結果，より一般に次数の低い del Pezzo曲面内の反標準偏極シリンダーの存在について次の結
果が知られている．

定理 1.5. (cf. [KPZ3], [CPW]) S を次数が (−KS
2) ≦ 3 である非特異 del Pezzo曲面とする．このと

き，S は (−KS)-偏極シリンダーを含まない．

注意 1.6. 標数ゼロの代数閉体上に定義された次数が４以上の del Pezzo曲面は反標準偏極シリンダー
を含む (cf. [KPZ1])．しかし代数閉体でない場合には，たとえ有理点を持っていたとしても必ずしも反
標準偏極シリンダーを含むとは限らない (cf. 定理 2.1)．

注意 1.7. 次数が３以下であっても，特異点を持っているような del Pezzo曲面である場合には反標準
偏極シリンダーを含む場合がある．例えば，

Y = { yu2 + z(xz + y2) = 0 } ⊆ P3

を考えると，Y は [1 : 0 : 0 : 0]で E6-型の特異点を持つ次数３の del Pezzo曲面であるが，

∆ := {u = 0 }|Y ∼ −KY

の補集合は Y \∆ ∼= A2 であるので Y は (−KY )-偏極シリンダーを含む．

1.6. 定理 1.4と定理 1.5によって，次数が３以下の任意の非特異 del Pezzo曲面 S と正整数 ∀ e ≧ 1に
対して，その上の反標準偏極アフィン錘:

Spec
(⊕

m≧0

H0(S,me(−KS))
)

は有効 Ga-作用を持たないことが分かる．特に，問題 1.1 のアフィン代数多様体:

{x3 + y3 + z3 + u3 = 0 } ⊆ A4
C = Spec (C[x, y, z, u])

は有効 Ga-作用を有さないことが帰結される．

1.7. 上述した問題 1.1 の解決へのアプローチ方法にあるように，ある種のアフィン代数多様体 (アフィ
ン錘)へのユニポテント代数群作用の存在を，付随する偏極多様体に含まれる偏極シリンダーの存在に
帰着することができる．ここで定理 1.4 について幾つか注意をする:

注意 1.8. Y を非特異射影多様体とする．

(1) 一般には Y の偏極 (Y,H)の選び方に応じて，H-偏極シリンダーは存在したり存在しなかった
りする．例えば定理 1.5により次数が d = (−KY

2) ≦ 3の非特異 del Pezzo曲面 S は (−KY )-
偏極シリンダーは含まない．一方，Y 上のコニック C ⊆ S を１つとってくるとそれは基底点自
由な線形束 |C|を与え，一般ファイバーが P1 であるファイブレーション:

φ = Φ|C| : Y −→ P1

を与える．φは (8− d)個の特異ファイバー F1, · · · , F8−dを持っていて，それぞれ横断的に交差
する２つの (−1)-曲線から構成される．一方，Tsenの定理により φはセクションを持つのでそ
の１つを Γとする．各特異ファイバー Fiの Γと交わる成分を Liとする．また F を非特異ファ
イバーとしてとってくる．このとき:

Γ ∪ F ∪ L1 ∪ · · · ∪ L8−d

に台をもつような豊富因子∆を見つけることができる．構成方法より Y は∆-偏極シリンダー
をもつ．
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(2) Y のピカール数 ϱ(Y ) が１であるときには，Y 上の全ての有効 Q-因子は Q-線形同値で同一視
して互いに定数倍であるので，Y 上の適当な偏極アフィン錘に有効 Ga-作用が存在するかどう
かはもっぱら Y に関する性質である．つまり，Y が１つでもシリンダーを含むかどうかが問題
となる．

(3) Y を ϱ(Y ) = 1の Fano多様体とする．dim(Y ) = 2のときには，Y ∼= P2 であり，Y は明らか
にシリンダー (というかアフィン平面 A2)を含む．dim(Y ) = 3のときには状況は複雑になるが，
シリンダーとして最も理想的な３次元アフィン空間 A3 を含む場合には，そのような Y と補集
合 Y \A3 の分類は知られている (cf. [Fur], [FN1, FN2], [Pro])．一方，A3 ではないようなシリ
ンダーを含む ϱ(Y ) = 1の３次元 Fano多様体の完全な分類は知られていない．ただし，以下の
ような A3 ではないシリンダーを含む族は知られている:

定理 1.9. (cf. [KPZ4]) Y を ϱ(Y ) = 1で Fano指数が１の３次元非特異 Fano多様体とし，そ
の種数:

g(Y ) =
1

2
(−K3

Y ) + 1

は９または１０とする．もしも Y 上の直線をパラメトライズする Hilbertスキームの成分が非
特異でなければ2，Y は (A3 と同型でないような)シリンダーを含む．さらに，このように非特
異でない直線のHilbertスキームを持つような ϱ = 1, Fano指数１，種数９または１０の３次元
Fano多様体は，それぞれのモジュライの中で余次元１である．

(4) たとえ dim(Y ) = 2の場合でも，ピカール数 ϱ(Y )が２以上であるときには Y に含まれるシリン
ダーを分類することは難しい．例えば，ϱ(Y ) = 2の場合を考えてみる．Y がシリンダーを含む
とすると Y は森ファイバー空間でないといけないので，Y は非特異射影曲線 C 上の P1-束:

π : Y −→ C

の構造がある．Tsenの定理によって πはセクションを持つ．Γ ⊆ Y を１つのセクションとする．
このとき，必要に応じて πのファイバー l1, · · · , lr を選んで:

Y \(Γ ∪ l1 ∪ · · · ∪ lr)

をシリンダーとすることができる．C が非有理であれば，Y 内のシリンダーはすべてこのよう
にして得られることは Lürothの定理によって容易に分かるが，一方，C ∼= P1 のとき，つまり
Y が Hirzebruch曲面であるときには Y に含まれるシリンダーは必ずしも上記のようにして得
られるとは限らない (cf. [Bre], [FI])．

1.8. 注意 1.8, (4)で述べたように，２次元の森ファイバー空間の例であるHirzebruch曲面 π : Σm → P1

の場合であっても，Σm 内のアフィン平面 Σm ⊇ U ∼= A2 で制限 π|U が A1-ファイブレーションを与え
ないものが存在する．従って Σmに含まれるシリンダーを分類するということは既に複雑な問題である．
しかし，πと両立できる，つまり πの制限が A1-ファイブレーションを与えるようなシリンダーは容易
に記述できる．この状況を考慮して，ピカール数が２以上の高次元の森ファイバー空間の場合であって
も，例えば del Pezzoファイブレーションの場合にそのファイブレーション構造と両立するようなシリ
ンダーであればある程度明示的に記述できるのではないかと期待できる．ここでファイブレーション構
造と両立するシリンダーということの意味をはっきりさせておく．これについてはより一般的な設定で
定義できるが，ここでは del Pezzoファイブレーションの場合に限定をして定義をする:

定義 1.10. V を Q-分解的な端末特異点のみを持つ射影多様体として，V には del Pezzoファイブレー
ション:

π : V −→ W

の構造があるとする3．V の開集合 U ⊆ V が πに関して垂直な A1-シリンダーであるとは次の２つの条
件 (i), (ii)を満たしているときに言う:

(i) U は A1-シリンダー U ∼= Z × A1 である，

2Y 上の曲線 l ⊆ Y は (−KY · l) = 1 を満たすとき直線と呼ばれる．Y 上の直線 l ⊆ Y は (a)Nl/Y
∼= OP1 ⊕ OP1 (−1) ま

たは (b)Nl/Y
∼= OP1 (1)⊕OP1 (−2)を満たすが，l に対応する Hilbertスキームの点が非特異であることと l が (a)のタイプで

あることは同値である．
3つまり π は NE(V ) の単射線の収縮として得られ，π の一般閉ファイバーは非特異 del Pezzo 曲面である．
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(ii) 一般閉ファイバーが既約な曲線であるような射 g : Z −→ W が存在して:

π|U = g ◦ prZ
と分解される．
一方，V の開集合 U ⊆ V が πに関して垂直な A2-シリンダーであるとは次の２つの条件 (i)’, (ii)’を

満たしているときに言う:

(i)’ U は A2-シリンダー U ∼= Z × A2 である，

(ii)’ Z はW の開集合であり，π|U = prZ が成り立つ．

この定義 1.10の用語に従えば，Hirzebruch曲面 π : Σm → P1 の場合，πに関して垂直な A1-シリン
ダーは存在して，それは πの適当なセクション Γと適当なファイバー l1, · · · , lr の補集合として得られ
る．このような考察を一般次元の del Pezzoファイブレーションに置き換えるとどうなるのか？という
問題が今回のメインテーマである．つまり次の問題である:

問題 1.11. π : V → W を (任意次元の)del Pezzoファイブレーションとする．このとき，どのような
状況下で V は πに関して垂直な An-シリンダー (n = 1, 2)を含むのか？

2. 主結果

2.1. 問題 1.11に関する結果を述べる．

定理 2.1. (cf. [DK2]) π : V → W を del Pezzoファイブレーションとし，d ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}を
π の次数とする4．η ∈ W を生成点，K = C(η) を W の有理関数体，そして π の生成ファイバーを
Vη = π∗(η) ⊆ V とおく．このとき:

(1) d ≦ 4 =⇒ V は πに垂直な An-シリンダーを含まない．

(2) d = 5, 6 =⇒ V は πに垂直な A2-シリンダーを含まない．

(3) d = 5, 6であり，Vη がK-有理点を持っている =⇒ V は πに垂直な A1-シリンダーを含む．

(4) d = 8, 9であり，Vη がK-有理点を持っている =⇒ V は πに垂直な A2-シリンダーを含む．

注意 2.2. 定理 2.1, (3), (4)に於いては Vη がK-有理点を持っているという条件を課している．しかし
V が３次元の del Pezzoファイブレーションである場合，つまりW が曲線である場合には，Tsenの定
理によりK は C1-体であるので，Vη は自動的にK-有理点をもつ．従って，定理 2.1の主張は必要十分
条件になる．結果的にこの場合には，del Pezzoファイブレーション π : V → W が π に垂直なシリン
ダーを含むかどうかは，もっぱら πの次数で分かるということになる (cf. 定理 2.3).

注意 2.2で言及したように，V が３次元の場合には定理 2.1は次のように結果を改善することがで
きる:

定理 2.3. (cf. [DK2]) π : V →W を３次元のdel Pezzoファイブレーションとし，d ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}
を πの次数とする．このとき:

(1) d ≦ 4 ⇐⇒ V は πに垂直な An-シリンダーを含まない．

(2) d = 5, 6 ⇐⇒ V は π に垂直な A2-シリンダーを含まないが，一方，V は π に垂直な A1-シリ
ンダーを含む．

(3) d = 8, 9 ⇐⇒ V は πに垂直な A2-シリンダーを含む．

2.2. 定理 2.1, 2.3 は π : V →W に関して垂直なシリンダーに関する結果であり，特に πの次数が４以
下の場合にはそのようなシリンダーは含まないことが分かるが，一方，πに関して垂直ではないような
シリンダーについては次数が４以下であっても存在する可能性はある．しかしたとえ V が３次元の場合
であっても πに関して垂直でないようなシリンダーを分類することは非常に難しいと思われる．それは
Hirzebruch曲面へのアフィン平面 A2の埋め込みを分類することが既に難しいことよりも想像はできる．

4π の一般閉ファイバーの del Pezzo 曲面の次数 d のことを π の次数ということにする．または，π の生成ファイバー Vη を
考えると Vη は K := C(W ) = C(η) 上に定義された del Pezzo 曲面になるが，その次数 (−K2

Vη
) が d であると言っても同じこ

とである．今の場合，π は単射線の収縮として得られているので，生成ファイバーの K 上のピカール数は ϱK(Vη) = 1であるこ
とに注意する．特に Vη は K 上に極小であるので，d ̸= 7 である (cf. [Ma])．
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分類自体は困難であるが，次の結果は次数が４以下の３次元の del Pezzoファイブレーションの場合で
あっても，垂直でないシリンダー (というか A3)を含むような例を構成できることを主張している．

定理 2.4. (cf. [DK1]) 各 d ∈ {1, 2, 3, 4} に対して，次数 d の３次元 del Pezzo ファイブレーション
π : V → P1 で３次元アフィン空間 A3 を (πに関して垂直でないように)含むものが存在する．

例 2.5. 後に定理 2.9，命題 2.10に於いてより一般的な結果を述べるが，例えば次数 d = 1の del Pezzo
ファイブレーション π : V → P1 で A3 を含む例は次のようにして構成される．

S := {xy5 + z3 + u2 = 0 } ⊆ P := P(1, 1, 2, 3) = Proj (C[x, y, z, u])

なる次数１の正規 del Pezzo曲面を考えて，L を S と 6H で生成される P上の線形束とする．ここで
H は x = 0で定義される超平面である．このときL の基底点集合 BsL は:

C := BsL = {x = z3 + u2 = 0 }

で定義される特異有理曲線である．Sは [1 : 0 : 0 : 0]に於いてE8-型の特異点をもっているが，これはC
上にはない．また，L の一般メンバーは次数１の非特異 del Pezzo曲面であることは容易に確かめられ
る．さて，BsL は C 及びその無限小近傍曲線を中心とする６回のブローアップで解消される．それを:

σ : P̃ −→ P1

としておき，解消された線形束 L̃ := σ−1
∗ L によって定義される射:

ρ̃ : P̃ −→ P1

に相対的に極小モデルプログラムを実行する．その１つを:

φ : P̃ 99K P̃′

としておく．σはCおよびその無限小近傍曲線に於けるブローアップの合成であるので，P̃は P\H ∼= A3

を含んでいる．自明ではないが，この構成で鍵となる次の事実を証明することができる．

補題 2.6. ρ̃に相対的などのような極小モデルプログラム φ : P̃ 99K P̃′ を選択しても，３次元アフィン
空間 A3 ∼= P̃\σ−1(H) ⊆ P̃は φを経由して保たれる．つまり，φの過程で起こる全ての因子収縮射とフ
リップは A3 の外側で起こる．

更に，ρ̃に相対的な極小モデルプログラムの最終地点 P̃′ は ρ̃により誘導される射:

ρ̃′ : P̃′ −→ P1, ρ̃′ ◦ φ = ρ̃

を備えているが，次の事実も証明することができる:

補題 2.7. ρ̃′ : P̃′ → P1 は次数１の del Pezzoファイブレーションである．

[補題 2.7の証明の概略] 補題 2.6の証明の際にも必要となる情報であるが，σの最後のブローアップの
例外因子は ρ̃のファイバーには含まれないが，それ以外の σ-例外因子は全て 6H に対応する L̃ のメン
バーに含まれる．そして，P̃の特異点は全てそのメンバー内に含まれている．S ∈ L に対応する L̃ の
メンバーを S̃ としておく．S は C に沿って Cartierであるので，S̃ ∼= S である．特に，S̃ のピカール
数 ϱ(S̃)は ϱ(S)に等しくそれは１である．更に，非自明であるが，φを経由して S̃ は影響を受けない．
従って固有変換 S̃′ := φ∗(S̃)のピカール数も１である．いま仮に ρ̃′が del Pezzoファイブレーションで
ないとすると，ρ̃′ は:

ρ̃′ = h ◦ g : P̃′ g−→ Y ′ h−→ P1

と分解される．ここで，g : P̃′ → Y ′ は森コニックバンドルである．すると Q := ρ̃′(S̃′) ∈ P1 として，

S̃′ = g∗
(
h∗(Q)

)
が成り立つが，ϱ(S̃′) = 1であるのでこれは矛盾である．□

補題 2.6, 2.7によって，３次元アフィン空間 A3 を含む次数１の del Pezzoファイブレーション ρ̃′ :

P̃′ → P1を得ることができた．また，このシリンダーが ρ̃′に関して垂直でないことは定理 2.3により分
かる．
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2.3. 例 2.5では３次元アフィン空間 A3を含む次数１の del Pezzoファイブレーションの例を挙げたが，
実はもっと一般的に A3を含む次数４以下の del Pezzoファイブレーションを系統的に構成することがで
きる．結果を述べるために少しだけ記号と事実を準備しておく．

記号 2.8. S を次数 d = (−KS
2)が３以下の非特異 del Pezzo曲面とする．よく知られているように，

d = 1のときには S は P(1, 1, 2, 3)の中の次数６の超曲面，d = 2のときには P(1, 1, 1, 2)の中の次数４
の超曲面，d = 3のときには P3 の中の次数３の超曲面として実現される．記号の簡略化のために Pと
いう記号を:

P := P(1, 1, 2, 3) (d = 1), P(1, 1, 1, 2) (d = 2), P3 (d = 3)

の意味で用いる．また eを S の Pの中での次数として:

e := 6 (d = 1), 4 (d = 2), 3 (d = 3)

とする．H ∈ |OP(1)|を超平面とし，L を Sと eH で生成される P上の線形束とする．このとき次の３
つの性質を満たすL の基底点集合 BsL = H ∩ S の解消:

σ : P̃ −→ P

と解消された P̃上の線形束 L̃ := σ−1
∗ L で定義される射:

ρ̃ : P̃ −→ P1

が存在することが知られている:

(a) P̃は高々Q-分解的端末特異点を持つ. 更に，P̃の特異点の集合は eH に対応する L̃ のメンバー
ρ̃∗(∞)に含まれる．

(b) σ は BsL の各既約成分及びその無限小近傍曲線に於ける有限回のブローアップと必要に応じ
て Q-分解化の合成として得られる．

(c) L̃ の ρ̃∗(∞)以外のメンバーに σを制限したものは，その像との間の同型を与えている．

このとき，P̃からスタートする極小モデルプログラムを ρ̃ : P̃→ P1 に相対的に実行して，その１つを:

(∗) φ : P̃ 99K P̃′

とする．(∗)は ρ̃に相対的であるので，帰結である P̃′ は ρ̃より誘導される射:

ρ̃′ : P̃′ −→ P1, ρ̃ = ρ̃′ ◦ φ

を備えている．

定理 2.9. (cf. [DK1]) 記号・設定は上の通りとする．このとき次の事柄が成り立つ:

(1) ρ̃に相対的などのような極小モデルプログラム φ : P̃ 99K P̃′を経由しても，３次元アフィン空間
P̃\σ−1(H) ∼= P\H ∼= A3 は保たれる．従って，P̃′ は A3 を含む．

(2) もしH ∩ S が既約であるときには5，ρ̃′ : P̃′ → P1 は次数が dの del Pezzoファイブレーション
である．

(3) もし d = 2で H ∩ S が可約であれば，ρ̃′ : P̃′ → P1 は次数が d + 1 = 3の del Pezzoファイブ
レーションである．

(4) もし H ∩ S が３つの既約成分から構成されていれば6，P̃′ はコニックバンドルの構造を備えて
いる．

5d = 1 のときには，どのような H ∈ |OP(1)| であっても，H ∩ S は既約である．
6このような状況は d = 3 のときに限られる．
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2.4. 上の定理 2.9によって，各 d ∈ {1, 2, 3}に対して次数が dの del Pezzoファイブレーション:

ρ̃′ : P̃′ −→ P1

で ρ̃′ に関して垂直でない３次元アフィン空間 A3 を含むものを構成することができる．定理 2.4を保証
するには，残る d = 4の例を構成する必要がある．これは次の結果を用いて具体的に構成することがで
きる:

命題 2.10. (cf. [DK1]) 記号・設定は記号 2.8の d = 3の場合とする．もし P上の線形束L の基底点集
合 BsL が直線とコニックの和であるとすると，相対的極小モデルプログラム φ : P̃ 99K P̃′ の最終地点
ρ̃′ : P̃′ → P1 は次数が４の del Pezzoファイブレーションになっている．

定理 2.9, (1)と命題 2.10を併せることにより，A3 を含む次数４の del Pezzoファイブレーションも
構成できることになる．

3. 定理 2.1の証明の概略

3.1. ここでは定理 2.1の証明の概略を述べる．ここで定理 2.1の設定を振り返っておく:

π : V −→ W

を del Pezzoファイブレーションとする．η ∈W を生成点，K := C(η) = C(W )をW の有理関数体，そ
して Vη := π∗(η) ⊆ V を πの生成ファイバーとする．また:

d = (−K2
Vη
) ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9}

を πの次数とする．定理 2.1を証明するにあたって，生成ファイバー Vηに関する次の結果が重要になる．

命題 3.1. (1) V が πに垂直な A1-シリンダーを含む為の必要十分条件は，Vη が A1
K-シリンダーを

含むことである．

(2) V が πに垂直な A2-シリンダーを含む為の必要十分条件は，Vη がアフィン平面 A2
K を含むこと

である．

命題 3.1により，定理 2.1は体K 上 Picard数が１の del Pezzo曲面 Vη の幾何学に帰着される．以下
del Pezzoファイブレーションの次数 dに応じて個別に議論する．

3.2. d ≦ 3のケース. このケースは定理 1.5と命題 3.1を用いれば簡単に証明できる．実際に，もし V
が πに垂直な A1-シリンダーを含んだとすると，命題 3.1によって πの生成ファイバー Vη は A1

K-シリ
ンダー:

Vη ⊇ Uη
∼= Zη × A1

K

を含む．ここで，Zη はK 上に定義されたアフィン代数曲線である．補集合:

∆η := Vη\Uη

はK 上に定義された因子である．一方，ϱK(Vη) = 1であるので，

PicK (Vη) ∼= Z[−KVη ]

となっている．とくに:

∆η ∼ m(−KVη ) (m ≧ 1)

と表される．しかしこのとき K の代数閉包 K に係数拡大した Vη ⊗K は (−KVη⊗K)-偏極シリンダー
Uη ⊗K を含むので定理 1.5に矛盾である．

3.3. d = 4のケース. 実は定理 2.1の主張の中で最も面倒な部分は，d = 4のケースに V が π : V →W
に垂直な A1-シリンダーを含まないことを示すところである．3.2での d ≦ 3の場合には本質部分は次
数が３以下の非特異 del Pezzo曲面は反標準偏極シリンダーを含まないという定理 1.5である．一方，
標数ゼロの代数閉体上に定義された次数４の非特異 del Pezzo曲面は反標準偏極シリンダーを含む (cf.
[KPZ1])．従って，d = 4の場合に πに垂直な A1-シリンダーが存在しないことを証明するには，3.2と
は異なった議論をしなくてはならない．詳細はここでは述べないが，アイデアとしては代数閉体ではな
いK = C(η)上の Sarkisovプログラムを用いる (cf. [DK2])．
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3.4. d ≧ 5のケース. ここでは del Pezzoファイブレーション π : V → W の次数は d ≧ 5とし，生成
ファイバー Vη はK-有理点をもっているとする．d = 5, 6のときには，Vη に含まれる (A1

∗)K ×A1
K を具

体的に構成し，一方でA2
K は含まないことを別の議論で示す．d = 8, 9のときには，Vηに含まれるA2

K を
具体的に構成する．そして命題 3.1によって定理 2.1の (2), (3), (4)の証明は完了する．以下では d = 5
の場合に限定をして，どのようにして生成ファイバー Vη に含まれる A1

K-シリンダー (A1
∗)K ×A1

K を構
成するのかについてと，どのようにして Vη は A2

K を含まないことを示すのかについて概略を説明する．

3.5. 次数５の del Pezzo曲面 Vη に含まれる A1
K-シリンダーの構成.

3.5.1. d = 5の場合を考える．このとき生成ファイバー Vη はK 上に定義された次数が５の非特異 del
Pezzo曲面であり，その Picard数は ϱK(Vη) = 1である．また仮定により Vη はK-有理点を少なくとも
１つはもつので，その１つを x0 ∈ Vη としておく．

3.5.2. K の代数閉包K に係数拡大した Vη ⊗K を考えると，よく知られているように Vη ⊗K は P2
K
の

一般の位置にある４点のブローアップとして得られる．それを:

µ : Vη ⊗K −→ P2
K

として，ブローアップされる点を x1, x2, x3, x4 ∈ P2
K
とする．E を Vη ⊗K 上の全ての (−1)-曲線の和

集合としておく．E は µの例外因子 Ei := µ−1(xi)と点 xj , xk を通過する直線の固有変換の合計１０本
の (−1)-曲線の和集合である (1 ≦ i ≦ 4, 1 ≦ j < k ≦ 4)．このとき，ϱK(Vη) = 1，とくに Vη はK 上で
は極小であることに注意をすると x0 ̸∈ E であることが分かる．

3.5.3. 次に:

g : V ′
η −→ Vη

を x0 を中心とするブローアップとし，E0 をその例外因子とする．x0 は K-有理点であるので，V ′
η は

K 上定義されている．E′ を V ′
η ⊗ K 上の全ての (−1)-曲線の和集合とすると，E′ は E の固有変換

(g ⊗K)
−1

∗ E，E0 ⊗ K，点 µ(x0)と xi を通過する P2
K
の直線の固有変換 Li (1 ≦ i ≦ 4)，そして P2

K

の５点 µ(x0), x1, · · · , x4 を通過するコニックの固有変換 C の和集合である．これらのうち E0 ⊗K は
Gal(K/K)の作用に関して不変である．また L1, L2, L3, L4, C は E′ の成分の中で E0 ⊗K と交差する
ものの全てである．従って，それらの和:

(∗) C +

4∑
i=1

Li

は Gal(K/K)の作用で不変であり，特に K 上で定義されている．更にこれら５本の (−1)-曲線は互い
に交わらないので，(∗)はK 上で収縮することができる．この収縮射を:

h : V ′
η −→ V ′′

η

とする．K上の Picard数を計算することにより，V ′′
η ⊗K ∼= P2

K
であることが分かるので V ′′

η はK上の
Severi-Brauer曲面である．しかしE0

∼= P1
Kであり，hはK上で定義されているので，V ′′

η はE′′
0 := h(E0)

上にK-有理点をもつので，実際には V ′′
η
∼= P2

K となっている (cf. [Ro])．また，E′′
0 はコニックである．

3.5.4. E′′
0 上のK-有理点を１つとりそれをQ ∈ E′′

0 とする．そして lQを E′′
0 の点Qに於ける接線とす

る．E′′
0 も QもK 上で定義されているので，lQ もそうである．そこで V ′′

η 上の線形束:

LQ :=
⟨
E′′

0 , 2lQ
⟩
⊆
∣∣OP2

K
(2)
∣∣

を考える．LQ が定義する有理写像:

ΦLQ
: V ′′

η 99K P1
K

をK 上に定義されたアフィン曲面X := V ′′
η \(E′′

0 ∪ lQ)に制限した射:

φQ : X −→ (A1
∗)K

を考える．構成方法から，φQ をK に係数拡大した:

φQ ⊗K : X ⊗K −→ (A1
∗)K
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は自明なA1
K
-バンドルになっている．一方，[KM]によりA1

K
の非自明なK-formは存在しないので，φQ

は自明な A1
K-バンドルになっている．特に:

X ∼= (A1
∗)K × A1

K

となっている．

3.5.5. ここで g, hの構成方法に注意すると，Vη もX と同型な開集合を含むことが分かる．従って，Vη
は A1

K-シリンダーを含むことが示された．

3.6. 次数５の del Pezzo曲面 Vη がアフィン平面 A2
K を含まないことの証明.

3.6.1. 仮に次数５の del Pezzo曲面 Vη が K 上定義されたアフィン平面 A2
K
∼= Uη ⊆ Vη を含んだとす

る．ϱK(Vη) = 1であり，Pic (A2
K) = 0であるので:

Pic (Vη) ∼= Z[∆η ]

となっている．ここで，∆η := Vη\Uη とする.

3.6.2. さて，K の代数閉包K に係数拡大をする．このとき ϱ(Vη ⊗K) = 5であり Pic (A2
K
) = 0であ

るので，∆η ⊗K は５個の既約因子から成っており，それらは Pic (Vη ⊗K)を自由に生成する．

∆η ⊗K =

5∑
i=1

ai∆i (ai ∈ N)

と表しておく．

5 = (−K2
Vη⊗K

) =
5∑

i=1

ai(−KVη⊗K ·∆i)

に注意すると，各 iについて ai = 1であり ∆i は (−1)-曲線であることが分かる．ところで Galois群
Gal(K/K)はこれら５つの (−1)-曲線の集合:

{∆1, · · · ,∆5 }

に作用する．仮にこの作用が推移的でないとすると，1 ≦ ∃ a < 5が存在し適当に順番を付け換えるこ
とにより:

Gal(K/K).∆1 = {∆1, · · · ,∆a }
となっている．このとき:

∆1 + · · ·+∆a (< ∆η ⊗K )

はK 上で定義されている．しかしこれは∆η が Pic (Vη)を生成しているということに矛盾である．従っ
て Gal (K/K)の作用は推移的である．

3.6.3.

Gal (K/K) ↷ {∆1, · · · ,∆5 }
が推移的であるので，∆1 + · · ·+∆5 の図は対称性を持っている．一方で，補集合が:

(Vη ⊗K)\(∆1 ∪ · · · ∪∆5) ∼= A2
K

であるので，∆1+ · · ·+∆5は単連結である．従って，∆1, · · · ,∆5は全て共通の１点でのみ交差している．

c := mini ̸=j { (∆i ·∆j) } ∈ N

とする．このとき:

5 = (∆1 + · · ·+∆5)
2
= −5 +

∑
i ̸=j

(∆i ·∆j) ≧ −5 + 20c

を満たすので，c ≦ 1/2となるがこれは矛盾である．
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平面曲線のガロア点配置と応用

深澤 知（山形大学理学部）

1. はじめに

本稿は静岡大学で開催された第 60回代数学シンポジウム (2015年 8月 31から 9月 3日)
において 「平面曲線のガロア点配置と応用」と題して発表した内容をまとめたものであ
る. より詳しくは, ガロア点の個数の上限について, これまで得られた結果について論じ
ている. またガロア点配置の応用のひとつとして, Ballico-Hefez曲線上の有理点 (=ガロア
点)を用いた代数幾何符号についても述べている.

2. ガロア点

Kを標数 p ≥ 0の代数閉体とし, C ⊂ P2を次数 d ≥ 4の既約平面代数曲線とする1. 曲
線Cの特異点集合を Sing(C)で表し, 関数体をK(C)で表す. 平面 P2内の 2点 P ̸= Qを
通る直線を PQとかく. P ∈ P2を点とする. このとき, 点 P からの射影 (とよばれる有理
写像)

πP : C 99K P1; Q 7→ PQ

を考えることができる. (P2内の 1点 P を通る直線全体の集合は射影直線 P1と一対一対
応が付くことに注意.) この射影により, 関数体の拡大

K(C)/π∗PK(P1)

を得る. この拡大は有限次代数拡大である. 吉原久夫氏は次の定義を与えた.

定義 (吉原久夫, 1996 ([5, 22, 29])). 関数体の拡大K(C)/π∗PK(P1)がガロアであるとき, P
をCのガロア点という.

点 P がガロア点のとき, GP でそのガロア群Gal(K(C)/π∗PK(P1))を表す.
射影の計算方法について簡単に復習しよう. 点 P ∈ P2が 2枚の一次方程式 aX + bY +

cZ = dX + eY + fZ = 0で定義されているとき, 射影は

πP (X : Y : Z) = (aX + bY + cZ : dX + eY + fZ)

と与えられる. この有理写像はPの定義連立方程式に依存するが,部分体π∗PK(P1) ⊂ K(C)
は定義連立方程式に依存しないことに注意する. P = (1 : 0 : 0)であれば, πP = (Y : Z)
と書ける. C の定義式を F (X, Y, Z) = 0とし, f(x, y) = F (x, y, 1)とする. このとき
Z = 1とすれば πP によって得られる関数体の拡大はK(x, y)/K(y)であり, その関係式は
f(x, y) = 0で与えられる.

本研究は, 日本学術振興会科学研究費補助金・若手研究 (B)(25800002)の援助を受けている.
1次数 d = 3のとき, C 上の点からの射影の次数は 2となるので (分離的なら)どの点から射影してもガロ

ア拡大を与えるため, 本稿の問題は自明となる. P2 \C の点からの射影を考えることにはそれでも意味があ
るが, 混乱をさける. また高次元については [13, 30]を参照.



これらを踏まえると次の例を観察できる.

例 1. 標数 p ̸= 2, 3とし, 次の式で定義される曲線Cを考える:

X3Z + Y 4 + Z4 = 0.

このとき, P1 = (1 : 0 : 0) ∈ C, P2 = (0 : 1 : 0) ∈ P2 \Cは共にガロア点である. P1でのガ
ロア群GP1は位数 3の, P2でのガロア群GP2は位数 4の巡回群である.

正標数においては次の例が考えられる.

例 2. 標数 p ≥ 3とし, 次の式で定義される曲線Hを考える:

XpZ +XZp − Y p+1 = 0.

このとき, P1 = (1 : 0 : 0) ∈ H, P2 = (0 : 1 : 0) ∈ P2 \Hは共にガロア点である. 特に πP1

はArtin-Schreier拡大を与える.

射影の中心点 P がガロア点でないときは, 次のような記号を準備する (簡単のため「体
拡大K(C)/π∗PK(P1)は分離拡大」とする):

• LP := K(C)/π∗PK(P1)のガロア閉包
• GP := Gal(LP/π

∗
PK(P1))

吉原氏は代数曲面の非有理次数 (曲線で言えば gonality2)を研究していた際, 代数曲線
の関数体について「gonalityを与える射による体拡大における中間体の存在・非存在」の
考察が必要となった (らしい). 特に非特異平面曲線の gonalityを与える射が点からの射影
として実現されることに着目し, 次のような問題提起をした ([22, 29, 32]):

(1) いつ P がガロア点となるか？
(2) ガロア点の個数はいくつか？
(3) GP の構造は？
(4) LP の構造は？
(5) LP の非特異モデルの構造 (種数など)は？

これがガロア点を定義する動機となった. それらのうち本稿では, (2)の問題に注目する.

問題 1. 平面曲線C ⊂ P2に対し, ガロア点の個数はいくつか？

これは他の問題が重要でないことを意味しない. 例えば問題 (3)に関して (p = 0のと
き)P が一般点であればGP は対称群になるが, これは uniform position principleと関係が
ある ([24]).
次のように記号を準備する.

• r : Ĉ → CはCの正規化を表す.
• g = g(Ĉ)で Ĉの種数を表す.

• Ĉ0 := {Q̂ ∈ Ĉ | 接空間の射 dQ̂r が単射 } ⊂ Ĉ 3

• π̂P は点 P ∈ P2からの射影 πP : C → P1と rとの合成 πP ◦ rとする.
• TQC ⊂ P2は点Q ∈ C \ Sing(C)での (射影)接線を表す.

2P1への dominant rational mapで最も低い次数のこと. 定義からわかるように「rationalからどれだけ
離れているか」を測る量.

3Ĉ0 = Ĉ のとき, 多様体論で言えば, rは “はめこみ”である.



• IQ(C, l)はCと直線 l ⊂ P2の点Q ∈ C ∩ lでの交わりの重複度を表す.
• Cの一般点QについてM(C) = IQ(C, TQC)なる値M(C)が定まる.

• Q̂ ∈ Ĉ0なら ∃ line h = 0 (unique) s.t. ordQ̂r
∗h ≥M(C)

このとき νQ̂ := ordQ̂r
∗h

• δ(C) := #{P ∈ C \ Sing(C) | P はCのガロア点 }
• δ′(C) := #{P ∈ P2 \ C | P はCのガロア点 }

3. ガロア点の分布のあり方

写像 π̂P : Ĉ → P1 の点 Q̂ ∈ Ĉ での分岐指数を eQ̂ で表す. 像について Q = r(Q̂) ∈
C \ Sing(C)のときは, eQ̂を eQとも表す. 分岐について次のことがわかる.

事実 1. P ∈ P2, Q̂ ∈ Ĉ, Q = r(Q̂) ̸= P とする. 写像 π̂P について次が成立する.

(1) P ∈ C \ Sing(C) ⇒ eP = IP (C, TPC)− 1.
(2) hが直線PQを定義する一次式のとき, eQ̂ = ordQ̂r

∗hである. 特にQ ∈ C \Sing(C)
なら eQ = IQ(C,PQ)である.

このことから, P と異なる点Q ∈ C \ Sing(C)について

eQ ≥ 2⇔ PQ = TQC

となる.
ここで πP が非分離となるときを注意しておく. このとき, すべての点Q ∈ C \ Sing(C)

に対して, eQ ≥ 2が満たされる. 即ち, 上で考察したことから,

πP が非分離⇔ PQ = TQC for ∀Q ∈ C \ Sing(C)
が成立する4. 簡単な考察により, このような点は 1点しか存在しないことがわかり, しか
もどこにあるかすぐに特定できる. 従ってガロア点を探す際, 射影の分離性についてはほ
とんど気にしなくて良い.
さらに曲線のガロア被覆について次がある.

事実 2 ([25], III. 7.1, 7.2, 8.2). θ : C → C ′を非特異曲線の間の次数 dのガロア被覆とし,
そのガロア群をGとする. このとき, 次が成立する.

(1) ∀P ∈ C, ∀σ ∈ G, θ(σ(P )) = θ(P ).
(2) θ(P ) = θ(Q) ⇒ ∃σ ∈ G s.t. σ(P ) = Q.
(3) 任意の点 P ∈ Cに対して, P でのスタビライザー群G(P ) := {σ ∈ G | σ(P ) = P}
の位数は分岐指数 eP に等しい.

(4) θ(P ) = θ(Q) ⇒ eP = eQ.
(5) 分岐指数 eP は次数 dを割り切る.

点 P がガロア点のときどのような状況になるか, 上の 2つを使って説明する. 事実 1(2)
と 2(4)により

Q,R ∈ C \ (Sing(C) ∪ {P}), PQ = PR⇒ IQ(C,PQ) = IR(C,PR)

4このような点 P をもつ曲線は strange曲線と呼ばれている [14, IV, Section 3].



となる. 即ち, R ∈ Cが直線 PQ上にあるとすると, RはQと同じ重複度で直線 PQと交
わらなければならない. πP が双有理でなければ (Hurwitzの公式より)分岐点は必ず存在
する. よって標語的に,

ガロア点は多重接線や変曲点での接線たちの交点である　
と言える5. (ここでは, 接点が 2つ以上ある接線を多重接線, IQ(C, TQC) ≥ 3なる点Q ∈ C
を変曲点と呼んだ.)

4. 非特異平面曲線に関する結果

標数 p = 0でCが非特異のときには, 問題 1は吉原氏, 三浦敬氏により完全に解決され
ている. (記号∼は射影同値を表すものとする.)

定理 1 (吉原, 三浦 [22, 29]). p = 0, 曲線C ⊂ P2は非特異とする. このとき:

(I) δ(C) = 0, 1 or 4.
δ(C) = 4 ⇔ C ∼ X3Z + Y 4 + Z4 = 0.

(II) δ′(C) = 0, 1 or 3.
δ′(C) = 3 ⇔ C ∼ Xd + Y d + Zd = 0.

標数 p > 0では, 本間正明氏による次の結果がある.

定理 2 (本間 [17]). p > 0, q ≥ 3を p冪とし, HはHermitian曲線6 XqZ+XZq−Y q+1 = 0
とする. (Hは Fq2で Fermat曲線 F (q + 1)に射影同値である.) このとき, 点 P ∈ P2 につ
いて

P :ガロア点 ⇔ P : Fq2-有理点
が成立する. 特に, δ(H) = q3 + 1, δ′(H) = q4 − q3 + q2である.

本間氏の結果から, 次数を大きくすればいくらでもガロア点の個数は大きくなるので,
吉原-三浦の定理は正標数では成立していないことがわかる. 正標数ではどうしてこのよ
うなことが起きるのか？主に次のことが考えられる.

• ガロア点からの射影がワイルドに分岐する点をもつことがある.
• generic order of contact M(C)が 2より大きくなることがある.

ワイルドに分岐している点があると分岐点が極端に少なくなることがあり, M(C) > 2だ
と変曲点の数え上げが変化する. これら 2つの現象は, 標数零の証明の「ガロア点ひとつ
に対して変曲点がたくさん必要であり, 変曲点の数え上げから個数を決める」という基本
的なアイデア7に影響を与える.
例えば上記曲線H において, ガロア点 P = (1 : 0 : 0) ∈ H からの射影 πP を考察する

と, 点 P での分岐指数は eP = qとなることが確認できる. また, 任意の点Q ∈ H につい
て, 接線との交わりの重複度は IQ(H,TQH) ≥ qになっていることも確かめられる.
これら 2つの現象があまりにも上手く機能してしまっている例がHermitian曲線だと言

える.
残りの状況を著者が決定し, 結果的には次を得た.

5このような点が必ずしもガロアになるとは限らないが.
6本来は Fq2 上で考察する際にそのように呼ぶそうである.
7実は, 多項式の条件だけを使う ([13, Key Lemma]), という代数的な別証明がある. しかしながらこちら

も, 正標数においてワイルドに分岐する点をもつ可能性があるときにはそのままでは機能しない.



定理 3 (吉原, 三浦, 本間, 深澤 [7]). δ(C) ≥ 2または δ′(C) ≥ 2となる非特異平面曲線
C ⊂ P2は次のいずれかに射影同値.

δ(C) 標数 p 次数 d 曲線
(1) q3 + 1 > 0 q + 1 Hermitian
(2) q + 1 2 q + 1

∏
α∈Fq

(x+ αy + α2) + cyq+1 = 0

(c ̸= 0, 1)
(3) 4 ̸= 2, 3 4 x3 + y4 + 1 = 0

δ′(C) 標数 p 次数 d 曲線
(1) q4 − q3 + q2 > 0 q + 1 Hermitian
(2) 7 2 4 Klein quartic
(3) 3 ≥ 0 ̸≡ 0 mod p Fermat

̸= q + 1
(4) 3 2 4 (x2 + x)2 + (x2 + x)(y2 + y)

+(y2 + y)2 + c = 0 (c ̸= 0, 1)

5. ガロア点を複数もつ例

非特異平面曲線についてはガロア点の配置が完全にわかったので, 特異曲線についても
考えたい. この節では δ(C)に注目する. δ(C) ≥ 2なる特異曲線は 3例知られている.

例 3 (三浦 [21], Example 1). p = 0とし, C ⊂ P2を x4 − x3y + y3 = 0によって (射影閉包
として)定義される射影曲線とする (g = 0である). このとき次が成立する.

(1) 点 (1 : 1 : 0), (8 : −16 : 3) ∈ C \ Sing(C)はガロア点である.
(2) δ(C) = 2

この例から次のことがわかるため, 簡単なようだがこの例は貴重である.

• ガロア点は変曲点とは限らない.
• ガロア点の群による作用でガロア点を移したとき, その像はガロア点とは限らな
い8.

例 4 (深澤-長谷川 [11]). p > 0, q = pe ≥ 4とし, C ⊂ P2が x− yq = 0で定義されている
とする. このとき, すべての非特異点がガロア点, つまり, δ(C) =∞である.

例 5 (深澤 [8]). p > 0, q = pe ≥ 3とし, 射

φ : P1 → P2; (s : t) 7→ (sq+1 : sqt+ stq : tq+1)

の像B := φ(P1)をBallico-Hefez 曲線という9. 点 P ∈ P2に対して

P : Bのガロア点⇔ P : Fq-有理点
8非特異曲線のときには自己同型が射影変換の制限という事実 [1, Appendix A, 17 and 18], [3]から, こ

の作用でガロア点はガロア点に移る. 逆に言えば今の場合, ガロア点による作用は P2 の射影変換から来な
い. 下の例 5についても, p ≥ 3であれば, ガロア点による作用は P2 の射影変換から来ない.

9本間氏による命名. 由来は, Ballico-Hefezによる M(C) = d − 1の分類定理 [2]に出てくる 3タイプの
うちのひとつであるため. 文献 [12]で使用. Hoang-島田の論文ではタイトルの一部になっている.



が成立する. 特に, δ(C) = q + 1.

以上をまとめて次の表を得る (2010年 11月頃更新)10.

δ(C) 標数 p 次数 d M(C) 曲線 ガロア群
(1) ∞ > 0 q q x− yq = 0 巡回群
(2) q3 + 1 > 0 q + 1 q Hermitian (Z/pZ)⊕e
(3) q + 1 > 0 q + 1 q Ballico-Hefez (Z/pZ)⊕e
(4) q + 1 2 q + 1 2

∏
α∈Fq

(x+ αy + α2) + cyq+1 = 0 (Z/2Z)⊕e
(c ̸= 0, 1)

(5) 4 ̸= 2, 3 4 2 x3 + y4 + 1 = 0 巡回群
(6) 2 0 4 2 x4 − x3y + y3 = 0 巡回群

2015年 9月 1日現在, δ(C) ≥ 2なる例で現在までに知られている (公表されていない)
ものはこの 6タイプに限られる. これらの例は単発的に見つかっているが, どうしてこれ
らの例でなくてはならないのだろうか？「ガロア点の個数による特徴づけ」を行うことは
そのひとつの理論的解釈を与えることになる. 実際に次の結果がある.

定理 4 (深澤-長谷川 [11]). δ(C) = ∞ ⇔ p > 0, dは p 冪であり, Cは x − yd = 0で定義
される曲線に射影同値である.

この状況を (FH)と名付ける. (FH)でなければガロア点の個数は有限となるので, 次の
問題が浮上する.

問題 2. (FH)の状況にないとき, δ(C)の上限は何か？

6. ガロア点の個数の上限

特異曲線に対する δ(C)の上限について考察したものとして, 三浦氏の次の結果がある.

定理 5 (三浦 [21], Theorem 1). p = 0, d− 1を素数とする.

(1) Cが cuspをもつとき, d ≥ 5なら δ(C) ≤ 1であり, d = 4なら δ(C) ≤ 2である.
(2) Cが cuspをもたないとき,

(A(d, g) + 1)δd−2(C) + A(d, g)δ0(C) ≤ 3(2g + d− 2)

が成り立つ11. ここで

A(d, g) = (d− 3)(2g + 2d− 4)/(d− 2)

である.

10度 「々δ(C) ≥ 1かどうか」を考察しないのか, 或はその判定条件はないのか, という質問を受ける. 非特
異平面曲線 (または超曲面)については判定条件が存在する [29, Proposition 5], [30, Corollary 6], [13, Key
Lemma]. それら判定条件から δ(C) ≥ 1なる例はたくさんあることがわかる. またガロア理論でガロア拡大
について出てくる標準的な多項式を用いれば, それら例を作ることは簡単である. 問題は δ(C) ≥ 2とする
ことである. ひとつガロア点を作るためにガロア理論の標準形を使うと, もう一点を作ることはたいてい困
難である.

11δi−2(C)は IP (C, TPC) = iを満たすガロア点 P ∈ C \ Sing(C)の個数.



ここでの証明の基本方針は非特異曲線のときと同じで,「ガロア点に必要な変曲点の個
数の勘定+変曲点の個数の上限」である. 上の A(d, g)は概ねひとつのガロア点に必要な
変曲点の数と思っていよい. 尚, 三浦氏の考察している状況で cuspをもたないときは (特
に意識する必要はないが), 複数のガロア点に「共通して使われる分岐点はない」ことも上
限を決める上で重要である.
ガロア点が存在すればするほど自己同型群の位数が増えることになるので, 自己同型群

の位数の上限からガロア点の個数の上限が得られることは容易に想像できる. 次の補題に
注意する.

補題 1. P1, P2がガロア点で P1 ̸= P2であるとき, GP1 ∩GP2 = {1}である.

この補題とHurwitz上限を用いることにより, 次のような不等式が得られる.

事実 3 (Hurwitz上限を使った不等式). p = 0, g ≥ 2のとき次が成立する.

(1) (d− 1) + (δ(C)− 1)(d− 2) = δ(C)(d− 2) + 1 ≤ 84(g − 1) (≤ 42d(d− 3))
(2) δ(C) ≥ 2 ⇒ (d− 1)2 ≤ 84(g − 1)

これらの不等式は雑に作ったので, シャープかどうかわからない (恐らくシャープでは
ない). しかしながら標数零においては,「(g/d)の一次式程度で評価されるべき」ことや
「(ガロア点が多いと)あまり多くの特異点を持てない」ことがわかる.

M(C)が大きい場合には δ(C)は決定されている. 後でも使うのでそれを書いておく12.

定理 6 ([8]). 次が成り立つ.

(1) M(C) = dかつ δ(C) ≥ 1 ⇒ (FH)
(2) M(C) = d − 1かつ δ(C) ≥ 1 ⇒ C はHermitian曲線または Ballico-Hefez曲線に
射影同値である.

7. 主結果

主結果は次のように「generic order M(C), 種数 g, 次数 d を用いた上限を与え, それに
到達する曲線を分類」したものである.

主定理 ([9, 10]). Cが (FH)の状況にないとき,

δ(C) ≤ (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d

が成り立つ. さらに, 等式が成り立つための必要十分条件は C が Hermitian曲線または
Ballico-Hefez曲線に射影同値であることである.

この結果により, (FH)と合わせて, δ(C)に関する表の上位 3つまでが特徴づけられたこ
とになる. 証明の道具を次の節で準備するが, そこで現れるように, この上限は「変曲点
の個数の上限」と一致する. M(C) = 2のときは上限 3(2g − 2) + 3dを得る. p = 0のとき
はM(C) = 2であるが,「g/dの一次式程度が妥当」と書いたように, 理想からは d倍程度
大きい.
ガロア点で特異点であるものの個数を δs(C)と書けば, 次のこともわかる.

12M(C) = dのときの本間の分類定理 [16, Theorem 3.4], M(C) = d− 1のときの Ballico-Hefezの分類
定理 [2]を用いているため, 著者の貢献度は大したことはない.



系. Cが (FH)の状況にないとき,

δ(C) + δs(C) ≤ (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d+
(d− 1)(d− 2)

2
− g

が成り立つ. 等式が成立するための必要十分条件は上の定理に同じである.

8. 証明の準備

事実 4 (変曲点の数え上げ [26], Theorem 1.5).∑
Q̂∈Ĉ0

(νQ̂ −M(C)) ≤ (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d.

事実 5 (Plücker formula [23]). d∗を双対曲線C∗の次数, s(γ)を双対写像の分離次数, q(γ)
を非分離次数とする. このとき次が成り立つ.

(1) s(γ)q(γ)d∗ ≤ 2g − 2 + 2d

(2) Ĉ0 = Ĉ (i.e. r : Ĉ → P2: unramified) ⇒ s(γ)q(γ)d∗ = 2g − 2 + 2d

ここでM(C) ≥ 3のときには, Hefez-Kleimanの定理 [15, (3.5) Theorem](または [16,
Proposition 4.4]) から, M(C) = q(γ)となることに注意しておく.

複数のガロア点に対して「分岐点が共有されるか」という問題は変曲点や多重接線の個
数を数え上げる際に重要である. 次のことがわかる.

補題 2. P1, P2 ∈ C \ Sing(C)がガロア点で P1 ̸= P2のとき, 次が成立する.

(1) P1P2 ∈ P1は πP1 , πP2の branch pointではない.

(2) r : Ĉ → P2が unramified ⇒ πP1と πP2は分岐点を共有しない
13.

9. 証明のアイデア

M(C) ≥ 3の場合に説明する.
証明のポイントは「ガロア点が上限の個数あると仮定すると, ガロア点がすべて変曲点

になる」ことである14. さらにその途中で「正規化 rが (ほとんどの場合) unramified」で
あることがわかり, M(C), g, dの正確な情報が得られたり, 楫の定理が使える.

(M(C) + 1)(2g − 2) + 3d ≤ δ(C) <∞を仮定
(1) M(C) ≤ d− 1 (定理 6(1))

(2) g ≥ 1 ⇒ r : Ĉ → P2が unramified, を示す
(補題 2(1), 特異点からの射影を考察)

(3) (g = 0も含めて)ガロア点が変曲点, を示す
(rが unramifiedでM(C) ≥ 3のときは容易)

(4) 変曲点の数え上げ ⇒ δ(C) = (M(C) + 1)(2g − 2) + 3d

13unramifiedでないと特異点で分岐を共有するかもしれない. この (2)は主にM(C) = 2の場合の証明
で使う.

14ここで言う「変曲点」は IP (C, TPC) > M(C)となる点 P のことだと考えている. 例 3の後で注意し
たように, 一般にはガロア点は変曲点ではない.



曲線の決定

(5) (4) ⇒ IP (C, TPC) =M(C) + 1かつM(C) | d− 1 (事実 1(1), 事実 2(5))
(6) g = 0 ⇒ M(C) = d− 1 ⇒ C ∼ Ballico-Hefez (定理 6(2))
(7) g ≥ 1 ⇒ M(C) | 2g − 2 + 2d (上の (2)と Plücker formula (2)) ⇒ M(C) | 2g
⇒ g ̸= 1

(8) g ≥ 2 ⇒ g(Ĉ∗) = g & s(γ) = 1 (上の (2)と楫の定理 [18, 20])
(8-1) M(C) < d− 1 のとき:

∃ 重複度 (d− 1)/M(C)以上の特異点 on C∗ (ガロア点 1個あたり)
C∗ について genus formula (Plücker formula (1)も使用):

g ≤ 1

2

(
2g − 2 + 2d

M(C)
− 1

)(
2g − 2 + 2d

M(C)
− 2

)
−((M(C) + 1)(2g − 2) + 3d)× 1

2

d− 1

M(C)

(
d− 1

M(C)
− 1

)
⇒ 矛盾

(8-2) M(C) = d− 1 ⇒ C ∼ Hermitian (Ballico-Hefez分類定理 [2])

10. Ballico-Hefez曲線上の有理点を用いた代数幾何符号

代数幾何符号を簡単に復習する.

代数幾何符号の構成法 (H-construction) ([28, 3.1.1])

材料:

• Fq上定義された代数多様体X (通常はいくつか標準的な仮定)
• 直線束L (の global sections Γ (X,L))
• Fq-有理点 P1, . . . , Pn

作り方:

Φ : Γ (X,L)→
n⊕
i=1

LPi
/mPi

LPi
∼= F⊕nq

像として符号15 CL := ImΦが得られる:

• CLの符号長= n
• Φ: 単射 ⇒ CLの次元 (情報量) = dimFq Γ (X,L)
• 符号CLの最小距離 (誤り訂正幅)

d := min{u− v の零でない成分の個数 | u, v ∈ CL, u ̸= v}

長さ n, 次元 k, 最小距離 dである符号を [n, k, d]qまたは [n, k, d]と表し, これらをパラ
メータと呼ぶ. n, kが計算できる場合であっても, dをきちんと求めることはしばしば難し
い. 最小距離の半分くらいまでなら「誤りを訂正できる」ため,「与えられた n, kに対し
て dが大きな符号」をいかにして作るかが符号理論の基本的な問題である.

15抽象的には単に, F⊕n
q の線形部分空間.



BH曲線上の有理点を用いた代数幾何符号
材料:

• 射影平面 P2(Fq)
• 直線束O(m) (Γ (P2(Fq),O(m))は Fq上m 次斉次式全体)
• BH曲線上の有理点全体B(Fq) (p ≥ 3)
BH曲線上の特異点全体 Sing(B) (p = 2)

ここでの dの求め方を簡単に説明する.

F ∈ Γ (P2,O(m))⇒ Φ(F ) = (F (Pi))
n
i=1

であるから,

Φ(F ) の第 i成分がゼロ⇔ F (Pi) = 0

である. 即ち,

m次曲線がB(Fq)を最大で何点通れるか
を考えればよい. Ballico-Hefez曲線上の有理点と直線の関係からその最大値が計算できる
(m ≥ 2でも直線に分解できた方が通れる有理点が多くなる).
符号のパラメータを次のように決定した.

定理 7 (深澤-本間-Kim [12]). m = 1とする.

(1) p ≥ 3のとき構成される符号は[
q2 + q + 2

2
, 3,

q2 − 1

2

]
というパラメータをもつ. 　

(2) p = 2のとき構成される符号は[
q2 − q

2
, 3,

q2 − 2q

2

]
というパラメータをもつ.

これらはいずれもGriesmer限界 n ≥
k−1∑
i=0

⌈
d

qi

⌉
に到達する.

定理 8 (深澤-本間-Kim [12]). qを奇数とする.

(1) q ≥ 5かつm = 2のとき構成される符号は[
q2 + q + 2

2
, 6,

q2 − q − 4

2

]
というパラメータをもつ.



(2) q ≥ 7かつm = 3のとき構成される符号は[
q2 + q + 2

2
, 10,

q2 − 2q − 7

2

]
というパラメータをもつ.

m = 2, 3のときの符号は現段階では何かしらの上限に到達しているわけではないが, 知
られている符号のテーブルと比較してみると,「現在知られている最も良い符号と同じパ
ラメータをもつ」ということがわかる16.

m = 2, 3のときの符号のテーブルとの比較 [http://www.codetables.de]

dq(n, k) := max{d | ∃[n, k, d]q-code}

q ≥ 5: odd, m = 2 ⇒ n =
q2 + q + 2

2
, k = 6, d =

q2 − q − 4

2

q n =
q2 + q + 2

2
k = 6 dq(n, k)

q2 − q − 4

2
5 16 8 8
7 29 21-19 19
9 46 36-34 34

q ≥ 7: odd, m = 3 ⇒ n =
q2 + q + 2

2
, k = 10, d =

q2 − 2q − 7

2

q n =
q2 + q + 2

2
k = 10 dq(n, k)

q2 − 2q − 7

2
7 29 17-14 14
9 46 33-28 28

11. 今後の課題

δ(C)の上限を決める, ということに関しては一応の満足いく結果が得られたのではない
かと考えている. δ′(C)についても同様に次が問題となる (δ′(C) =∞については著者の結
果 [6]がある).

問題 3. δ′(C) <∞のとき, δ′(C)の上限はいくつか？

標数零においてはもっと強く, 次が肯定的であろう, と予想されている.

問題 4. p = 0 のとき, δ(C) ≤ 4, δ′(C) ≤ 3は成り立つか？

実際にこれまでの結果で反例になっているものはない. また三浦氏の δ(C)に関する上
限についても d = 4においては “4”を出力する. p = 0の δ′(C)については次のことが知
られている.

16講演中にも質問があり回答したが, それらが符号として同じものかどうかは調べていない. しかしなが
ら少なくとも, 具体的な代数幾何符号として実現されている点に意味がある.



• (Duyaguit-三浦 [4]) dが素数でCが非有理的のとき δ′(C) ≤ 3.
• (吉原 [31]) 次数 d ̸= 12, 24, 60の有理曲線について δ′(C) ≤ 3.

次の問題も自然ではあるが例がほとんど知られておらず, 2011年頃高橋剛氏によって初
めて与えられた ([27], 付録のテーブル (8)の例)17.

問題 5. 群が異なるガロア点を 2つもつ平面曲線をみつけよ.

ガロア点全般の未解決問題については [33]があるので, そちらをご覧ください.

12. 付録：複数の外ガロア点をもつ平面曲線のテーブル
(2013年 4月 2日更新)

δ′(C) 標数 p 次数 d 曲線 ガロア群

(1) ∞ > 0 pe
∑e

i=0(αix
pi + βiy

pi) = 0 (Z/pZ)⊕e
(2) q4 − q3 + q2 > 0 q + 1 Hermitian 巡回群
(3) q(q + 1)/2 > 0 q + 1 Ballico-Hefez 巡回群

q + 1 (xq − x)2 + (xq − x)(yq − y) (Z/pZ)⊕e
(4) or > 0 2q +λ(yq − y)2 + µ = 0 ⋊

q − 1 (λ ∈ Fq, (q, λ, µ) ̸= (2, 1, 1)) Z/2Z
(5) 7 2 4 Klein quartic (Z/2Z)⊕2
(6) 3 ≥ 0 ̸≡ 0 mod p Fermat 巡回群

̸= q + 1
(7) 3 0 (sd : (s+ 1)d : 1) 巡回群
(8) ≥ 2 0 2m x2m + xm + y2m = 0 巡回群

二面体群
≥ 2 qℓ (xq − x)ℓ + λ(yq − y)ℓ (Z/pZ)⊕e

(9) = 2 > 0 p ∤ ℓ, ℓ ≥ 3 +µ = 0 ⋊
(many cases) ℓ | q − 1 Z/ℓZ

テーブルについての注意

• δ′(C)を考察する際は, d ≥ 3を仮定する.
• δ′(C)の欄が “≥ 2”となっているものは, 2以上であることは分かるが, 実際には何
個あるか明らかにされていない.
• 標数 pが正のとき, qは pの冪であるとする.
• 標数 pの欄が “0”になっているものは, p = 0で明らかにされているものであり,
p > 0でもある程度成立することは容易に推察されるが, 正標数での条件をきちん
と述べた文献がないものについてはそのような表記にしてある.
• “ガロア群”はガロア点のガロア群として現れるものを意味する.

172011年 6月に開催された佐渡シンポジウムでの高橋氏の講演で公表された. 金沢-吉原 [19]にも d = 4
についての考察がある. 例自体は有名かもしれない. 例えば d = 4のときは Hartshorne [14, I. Ex. 5.1]に
(射影同値な例が)載っている.
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エンリケス曲面の自己同型について 1

大橋 久範（東京理科大学 理工学部 数学科）

1 イントロ

以下、代数多様体は複素数C上定義されているとし、特に断らない限り非特異
とする。射影代数曲面 Sがエンリケス曲面であるとは、条件

2KS ∼ 0, H i(S,OS) = 0 (i = 1, 2)

が満たされているときにいう。ここでKSは標準因子、∼は線型同値、OSは構造
層を表している。特に、一つ目の条件は「Sが至る所退化しない大域的な正則二

重二形式を持つ」と言い換えられる。

エンリケス曲面は定義から極小代数曲面、即ちKSがネフとなる代数曲面であ

り、これらは一般型の場合を除きかなり詳しく分類されている。エンリケス曲面

の基本的性質は以下の通り。

(1) エンリケス曲面は互いに微分同相だが、複素構造は 10個の有効パラメータ

（モジュライ）を持つ。

(2) Aut(S) = {φ : S → S |双正則な同型写像 } は有限または無限位数の離散群
となり、この群の構造は変形との相性が悪い。

(3) π : X → Sを普遍被覆とすると、これは二重被覆でありXはK3曲面であ

る。即ち、Xは次の二条件を満たす：

KX ∼ 0, H1(X,OX) = 0.

πの被覆変換はXに固定点を持たない位数 2の正則自己同型 (自由対合）と

して作用する。逆に、あるK3曲面Xの上に自由対合 εが存在していたと

すると、それで割って得られる曲面 S = X/εはエンリケス曲面の一例にな

る。つまり、

{(X, ε) | K3曲面と自由対合のペア } ←→ {S |エンリケス曲面 }.

12015年代数学シンポジウムの報告集
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例 1.1. K3曲面の基本的な例は、P3内の 4次曲面である。

X = {(x0 : · · · : x3) ∈ P3 | F4(x0, . . . , x3) = 0},

ここで F4(x0, . . . ) = a0x
4
0 + · · · + amx

4
3は 4次斉次式で、パラメータとなる係数

(ai)は一般とする。4次単項式の個数を数えることでm = 7C4 − 1 = 34となる。

例 1.2. 上のK3曲面からエンリケス曲面を作るには工夫がいる。Xの上に自由

対合 εを構成すればよいわけだが、すぐに思いつく線型変換などでは、例えば

ε : (x0 : . . . ) 7→ (x0 : x1 : −x2 : −x3)

を考えると ε↷ P3の固定点集合が

{x0 = x1 = 0} ∪ {x2 = x3 = 0} ⊂ P3

=（直線）∪ （直線）

となり、これは常にX と共有点を持つ。これはつまり εがX に作用したとして

も固定点を持つということになり、所望の自由対合ではないことがわかる。

例 1.3. 次のようにするとエンリケス曲面が作れる。X = {F4(x0, . . . , x3) = 0}を
4次曲面とし、定義方程式 F4を次の条件を満たすようにとる：

(1) (x0 · · · x3)2F4(x
−1
0 , . . . , x−13 ) = F4(x0, . . . , x3),

(2) F4(±1,±1,±1,±1) ̸= 0 （±は全ての組み合わせを動く)

すると、条件 (1)からX は各座標点 (1 : 0 : 0 : 0), . . . , (0 : 0 : 0 : 1)において特

異点を持つが、これが有理二重点である限りは最小解消 X̃ → Xをとればこれが

K3曲面になる。εをクレモナ変換 (x0 : · · · : x3) 7→ (x−10 : · · · : x−13 )が X̃ に誘導

する自己同型とすれば、これが自由対合になり、S = X̃/εがエンリケス曲面で

ある。

この講演で紹介する定理は、この例の特殊化に関するものである。多項式F4を

特別な形にとり、

X = {(x0x1 + · · ·+ x2x3)
2 = kx0x1x2x3} (k ̸= 0, 4, 36)

とする（左辺の括弧内は、2次の基本対称式である。）この場合、各座標点におけ

る特異点はD4型となり、有理二重点であるから、例 1.3によりエンリケス曲面

S = X̃/εが構成できる。

2



定理 1.4 (向井-O). このエンリケス曲面 Sに対して、

Aut(S) ≃ (Z/2)∗4 ⋊S4

である 2。ここで、∗は自由積を、⋊は半直積を表す。また、各生成元は次のよう
に具体的に記述できる。

• S4は 4次対称群であり、座標 x0, . . . , x3の置換として Sに作用する。

• 各 i = 0, 1, 2, 3に対し、Z/2の生成元 σiはXに次のように作用する。例え

ば i = 0として、

σ0 : (x0 : . . . ) 7→
(
(x1x2 + x2x3 + x3x1)

2

x0(x1 + x2 + x3)2
: x1 : x2 : x3

)
.

この作用は、代数的には、F4を x0に関する二次方程式と見たときにその二

つの根を入れ替える作用である。幾何的には、座標点 (1 : 0 : 0 : 0)からX

を射影してP2の二重被覆とみなした時にその被覆変換がSに誘導する自己

同型である。

この定理の証明は、エンリケス曲面 S上の有理曲線配置、楕円曲線束の分類と

いった幾何的な考察をもとに、自己同型群を双曲空間に作用する鏡映群と捉える

ことで行う。重要なステップとして、S上の低種数曲線の分類が以下のようにで

きる。

定理 1.5. [同上] 上と同じエンリケス曲面 Sを考える。F を自己同型群の自由積
部分F = (Z/2)∗4とする。

(1) Fの作用を法として、S上にはちょうど 16個の非特異有理曲線が存在する。

これらは（定理の証明中に現れる）10A+ 6B配置で代表される。

(2) F の作用を法として、S上にはちょうど 29個の楕円曲線束が存在する。特

異ファイバーの性質に関してこれらは 5種類に分かれ、それぞれの性質は

以下の通り。

2話を単純にするため C上としているが、奇数標数の代数閉体においても定理は成り立つ。証
明も同じである。
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特異ファイバー Mordell-Weil 階数 個数

1) Ẽ7 + Ã1 0 12

2) Ẽ6 + Ã2 0 4

3) D̃6 + Ã1 1 6

4) Ã7 + Ã1 0 3

5) 2Ã5 + Ã2 + Ã1 0 4

次のセクションで、定理の証明の概略を説明する。

2 定理の証明の概略

エンリケス曲面Sに対し、コホモロジー群H2(S,Z)f := H2(S,Z)/(torsion)（あ
るいは、同じことだが、ネロンセベリ群NS(S)f := NS(S)/(torsion)）は階数 10、

符号 (1, 9)の偶ユニモジュラー格子であり、同型

H2(S,Z)f ≃ U ⊕ E8 ≃ T2,3,7

が成り立つ。ここで、U はグラム行列

(
0 1

1 0

)
で定義される双曲格子、E8はそ

の型のルート格子（の符号を負定値にしたもの）、T2,3,7は次のグラフから（ルー

ト格子と同様に）定義される双曲格子である。

これをもとに、自然な表現 r : Aut(S)→ O(H2(S,Z)f )について見ていく。

Step 1: S上には以下の非特異有理曲線がある。

(1) X 上の 4つのD4特異点と、4つの trope3から定まる、S上の 10本の非特

異有理曲線

(2) 対称な平面切断、例えばX ∩ {x0 + x1 = 0}、から定まる 6本の非特異有理

曲線

3即ち、切断X ∩ {xi = 0}から決まるX 上の二次曲線
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これらについて通常の双対グラフ 4を描くと、次のようになる。以下ではこれら

を 10A配置、6B配置と呼ぶことにする。10A + 6B配置と言ったときにはA部

分とB部分の間の交点関係も表すこととするが、この部分は図にすると複雑にな

るため省略する。

図 1: 非特異有理曲線の 10A配置（左）と 6B配置（右）

δをこれら非特異有理曲線の基本類とすると、δ ∈ H2(S,Z)f は (δ2) = −2を満
たしていて、従ってコホモロジー格子のピカール・レフシェッツ変換

sδ : H
2(S,Z)f → H2(S,Z)f

x 7→ x+ (x, δ)δ

を誘導することに注意する。これにより、H2(S,Z)f から定まる 9次元の双曲空

間Λに作用する鏡映群W (10A+ 6B)が定まるが、上の双対グラフはこの鏡映群

の基本領域を表すコクセター図形と（ほとんど）一致する。5

この双対グラフから、Sは多くの楕円曲線束を持つことがわかる。特に、定理

1.5中の表の 5)に対応する楕円曲線束と有理曲線を詳しく調べることで、次もわ

かる。

補題 2.1. rは単射である。

Step 2: S上の自己同型 σi (i = 0, 1, 2, 3)に対応してコホモロジー類Giが存在

し、(G2
i ) = −2かつ σiのコホモロジー作用はGiに関する鏡映作用と一致する。

この命題は、イントロで説明した σiの幾何的描像と、そこから導かれるエン

リケス曲面の「二次ひねり」構造（[1, 5]）を調べることで説明される。このよう

に、コホモロジー作用が鏡映となるような自己同型は「数値的鏡映な対合」と呼

ばれている [4]。

4既約曲線を頂点とし、交点数により頂点間の辺の本数を定めたグラフ
5双対グラフの二重線が、コクセター図形では太線に置き換わる。
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鏡映の中心Gi (i = 0, 1, 2, 3)の双対グラフは、4頂点の完全二重グラフK
[2]
4 と

なり、この部分は S上の 4C 配置と呼ばれる。4C 配置には S上の曲線は対応し

ないことに注意しておく。一方、コクセター図形としての 10A+6B+4C配置に

はΛに作用する鏡映群W = W (10A+ 6B + 4C)の基本領域という幾何的な意味

があり、例えばF = ⟨σi⟩が Z/2の自由積になることはここから直ちにわかる。

Step 3: 上で定義した 10A + 6B + 4C 配置のコクセター図形は、Vinbergの

判定条件を満たし、従って基本領域の体積が有限、あるいは同じことだがW は

O(H2
f ,Z)の中で有限指数を持つ。この事実により、Fを法として低種数の曲線を

分類する手がかりが得られる。

命題 2.2. Fを法とすると、S上の非特異有理曲線は 10A+6B配置で代表される。

Proof. Hを、10A配置の曲線の和として定義されるネフで巨大な因子とする。E

を任意の非特異有理曲線とし、軌道F .Eの中でHに関する次数を最小にするよ

うな元E0をとると、E0がGiとは非負で交わることから、E0は 10A + 6B配置

のどれかの曲線と負で交わることになり、主張が従う。

系 2.3. N(W (10A+6B))を、10A+6B配置から定義される部分鏡映群W (10A+

6B)を含むようなW の最小の正規部分群とすると、これは Sの非特異有理曲線

のピカール・レフシェッツ変換から生成されるワイル群W (S)と一致する。

Proof. これは、コクセター図形において 10A+ 6Bと 4Cを結ぶ辺の重複度が偶

数であり、従って同型写像W/N(W (10A+ 6B))→ W (4C) = F が存在すること
からわかる。

同様の議論で S上の楕円曲線束の分類も得られ、定理 1.5の証明が完了する。

Step 4: 最後に、rが同型Aut(S)→ F ⋊S4を誘導することを示す。単射性は

Step 1で得られているので、像を記述するのが主目標になるが、これは非特異有

理曲線全体の双対グラフにおいて各頂点を楕円曲線束を用いて特徴づけするとい

う議論を経由する。詳細は略すが、ここから、各自己同型が因子Hを（因子とし

て）保つことがわかり、従って im rは F と基本領域 P の対称群 Sym(P ) ≃ S4

から生成されていることがわかる。これで、定理の証明が完成する。
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注意 2.4. 今回現れたコクセター図形 10A+ 6B + 4Cは、金銅 [2]におけるV型

曲面の非特異有理曲線の双対図形と一致している。実際、k → 0の極限において

適切なモデルに取り換えることにより、SはV型曲面に変形する。
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Siegel modular形式の合同について

長岡昇勇（近畿大学理工学部）

1 緒言

Serreは論文 [32]において，p進modular形式の理論を展開し，その応用として総実代
数体上の p進 zeta関数を構成した．p進modular形式の幾何学的取り扱いは，Katz[14]
によってなされたが，直接的な高次元化（多変数化）は十分に研究されたとは言い難い.
この稿では，Serreの理論が Siegel modular形式の場合にどのように拡張されるかを論
ずる．このため，最初に Siegel modular形式の基本的な事柄を復習し，そのあと mod
p Siegel modular形式や p進 Siegel modular形式の概念を定義する．後半では Serreの
一変数の場合の結果が，Siegel modular形式の場合にどのように拡張されるかを俯瞰す
る．最後に theta作用素のmod p核に関する最近の結果を紹介する．

2 準備

2.1 記号

まず本稿で使用する記号についてまとめておく．

Γn = Spn(Z)を n次の Siegel modular群とし，Hn を n次の Siegel上半空間とす
る．Γn = Spn(Z)の合同部分群 Γに対してMk(Γ)で，Γに対する weight k の Siegel
modular形式全体のなす C-vector空間，また Sk(Γ)で cusp形式のなす部分空間を表
すものとする．(以下，扱う Γは Γn全体か Γ0型の合同部分群であるかいずれかである

と仮定する．) Mk(Γ)の任意の元 F (Z)は，次の形の Fourier展開をもつ：

F (Z) =
∑

0≤T∈Sym∗
n(Z)

a(F ; T )qT , qT := exp(2πitr(TZ)), Z ∈ Hn,

ここで

Sym∗
n(Z) := {T = (tlj) ∈ Symn(Q) | tll, 2tlj ∈ Z }.

すなわち，T ∈ Sym∗
n(Z)に対応する Fourier係数を a(F ;T )で表す．

また，Cの部分環 Rに対して，Mk(Γ)R ⊂ Mk(Γ)で全ての Fourier係数が Rに含ま

れるようなMk(Γn)の元全体のなす R-加群を表すものとする．

2.2 形式的Fourier展開（q-展開）

T = (tlj) ∈ Sym∗
n(Z)，Z = (zlj) ∈ Hn に対して qlj := exp(2πizlj)と表す．すると

qT = exp(2πitr(TZ)) =
∏

l<j

q
2tlj

lj

n∏

l=1

qtll

ll



と書ける．したがって F ∈ Mk(Γ)R は R 上の形式的ベキ級数環の元とみることがで

きる：

F =
∑

a(F ; T )qT ∈ R[qlj , q
−1
lj ][[q11, . . . , qnn]].

素数 pに対して，Z(p) で p-整有理数のなす局所環を表すこととする．二つの元

Fi =
∑

a(Fi;T )qT ∈ Z(p)[qlj , q
−1
lj ][[q11, . . . , qnn]], (i = 1, 2)

に対して，合同式

a(F1; T ) ≡ a(F2; T ) (mod p)

が全ての T ∈ Sym∗
n(Z)について成立するとき，F1 ≡ F2 (mod p)と書くことにする．

2.3 modular形式の構成

modular形式の具体的な構成法としては，Eisenstein級数によるものと theta級数
によるものが典型的である．それぞれについて簡単に復習する．

Eisenstein級数

Γn の部分群 Γn,∞ を

Γn,∞ :=
{(

AB

0 D

)
∈ Γn

}

により定義する．

定義：k > n + 1：偶数に対して

E
(n)
k (Z) :=

∑

( ∗ ∗C D):Γn,∞\Γn

det(CZ + D)−k, Z ∈ Hn

と定義し，degree n ,weight kの (Siegel) Eisenstein級数とよぶ．

注意： k > n+1は級数の収束条件である．(この収束条件を満たさない、所謂 “weight
の低い Eisenstein級数” も Shimura[34]によって調べられているが，ここでは言及しな
い．）

次が証明されている：

定理 2.1 (Siegel[35]). kを k > n + 1なる偶数とする．すると

E
(n)
k ∈ Mk(Γn)Q

である．

注意： Fourier係数 a(E(n)
k ;T )が有理数であるという部分が重要である．これは対応す

るmodular多様体が Q上定義されることと関連している．驚くべきことに a(E(n)
k ; T )

の明示公式が桂田氏によって与えられている（Katsurada [13]）．



Eisenstein級数の q-展開

n = 1の場合：E
(1)
k 収束条件は k > 2である．このときよく知られているように E

(1)
k

は次の形の q-展開を持つ：

E
(1)
k = 1− 2k

Bk

∞∑
t=1

σk−1(t)qt.

ここで Bm はm番目の Bernoulli数を表し，σm(n) =
∑

0<d|n
dm である．定理 2.1が主

張するように，この場合確かに a(E(1)
k ; t) ∈ Qとなっている．以下に E

(1)
4 と E

(1)
6 の q-

展開の “最初の部分”を与える：

E
(1)
4 = 1 + 240

∞∑
t=1

σ3(t)qt = 1 + 240q + 2160q2 + 6720q3 + 17520q4 + · · · .

E
(1)
6 = 1− 504

∞∑
t=1

σ5(t)qt = 1− 504q − 16632q2 − 122976q3 − 532827q4 − · · · .

注意： E
(1)
4 ∈ M4(Γ1)Z，E

(1)
6 ∈ M6(Γ1)Z.

n = 2の場合：

T =

(
n r

2
r
2 m

)
∈ Λ2 に対して qT = qn

11q
r
12q

m
22 である.

この記法のもとで 2次 Siegel modular形式は C[q−1
12 , q12][[q11, q22]] の元と見ることがで

きる．

Eisenstein級数 E
(2)
k (k = 4, 6)の q-展開の初めの部分は以下のように与えられる：

E
(2)
4 = 1 + 240(q11 + q22) + 2160(q2 + q2

22)

+(240q−2
12 + 13440q−1

12 + 30240 + 13440q12 + 240q2
12)q11q22 + · · · .

E
(2)
6 = 1− 504(q11 + q22)− 16632(q2

11 + q2
22)

+(−504q−2
12 + 44352q−1

12 + 166320 + 44352q12 − 504q2
12)q11q22 + · · · .

以上の Fouirer係数の数値例は，例えば次の式を用いて計算される：

a

(
E

(2)
k ;

(
1 1

2
1
2 1

))
= qζq′の係数 = −4k ·Bk−1,χ−3

Bk ·B2k−2
.

a

(
E

(2)
k ;

(
1 0
0 1

))
= q q′の係数 = −4k ·Bk−1,χ−4

Bk ·B2k−2
.

ここで Bm,χ は指標 χをもつ一般化された Bernoulli数を表している．

注意：次数 1の場合と同様に E
(2)
4 ∈ M4(Γ2)Z，E

(2)
6 ∈ M6(Γ2)Z が成り立つ，すなわ

ち，これらの Eisenstein級数は有理整 Fouirier係数をもっている．

次に theta級数による構成法を紹介する．



theta級数

S ∈ Symm(R)を正定値対称行列とする．Hn 上の級数

ϑ
(n)
S (Z) =

∑

X∈Mm×n(Z)
exp(πitr(S[X]Z), Z ∈ Hn

を S に付随する theta級数とよぶ．ここで S[X] := tXSX である．

次が成り立つ：

定理 2.2 Sを正定値 even, unimodular行列とする．すなわち，0 < S ∈ 2Sym∗
m(Z) か

つ det(S) = 1 とする．すると

ϑ
(n)
S ∈ Mm

2
(Γn)Z

が成り立つ．

よく知られているように，上記のようなSが存在するためのmの条件はm ≡ 0 (mod 8)
である．したがって ϑ

(n)
S の weghit m

2 は 4の倍数であり，weightが 4の倍数の空間に
は theta級数で非自明な Siegel modular形式が構成できるわけである．

2.4 modular形式のなす環

この節ではモジュラー形式のなす環の構造定理をまとめておく．

M(Γ) :=
⊕

k∈Z
Mk(Γ)

を Γ上の Siegel modular形式のなす環（次数付き環）という．同様に部分環 R ⊂ Cに
対して次の様に表す：

M(Γ)R :=
⊕

k∈Z
Mk(Γ)R

次の事実は古典的な結果である：

M(Γ1) = C[E(1)
4 , E

(1)
6 ]

M(Γ1)Z = Z[E(1)
4 , E

(1)
6 ,∆]

ここで∆は weight 12の cusp形式で次で定義されるものである：

∆ =
1

1728
((E(1)

4 )3 − (E(1)
6 )2) =

∞∑
t=1

τ(t)qt ∈ S12(Γ1)Z.

ここで τ(t)は Ramanujanの τ -関数である．(以下 Ramanujanの ∆ とよぶことにす
る．）

注意： (1) 良く知られているように（例えば Serreの教科書 [33]参照），E
(1)
4 と E

(1)
6

は代数的独立であり，これはM(Γ1)は C上の 2変数多項式環と同型であることを示し
ている．

(2) M(Γ1)Zの生成元について，∆はそれ自身整 Fourier係数をもっているが，E
(1)
4 と



E
(1)
6 の整係数多項式では書けず，Z上の生成元として必要であり，なおかつそれで十
分であるということであることを示している．

n = 2の場合:

定理 2.3井草の構造定理[11]は次を主張する：

M(Γ2) = C[E(2)
4 , E

(2)
6 , χ10, χ12, χ35]

ここで下添え字はそれぞれの weight を表す．

E
(2)
k (k = 4, 6)は前に定義した 2次の Siegel Eisenstein級数で χk (k = 10, 12, 35)は
井草の cusp形式とよばれるものである（定義は井草 [11]）．最初の 4個は代数的独立
であり，χ35 についてはある多項式 P ∈ Q[x1, x2, x3, x4]が存在して

χ2
35 = P (E(2)

4 , E
(2)
6 , χ10, χ12)

とかける．P は井草により具体的に計算されている（eg. cf. [11]）．

Z上の場合

井草 [12]は環M(Γ2)Z の極小生成系を theta零値を用いて具体的に構成した.

定理 2.4 (井草のZ上の構造定理）

M(Γ2)Z = Z[X4, X6, X10, X12, Y12, X16, . . . , X48] (15個)

X4 = E
(2)
4 ，X6 =, E

(2)
6 ，X10 = χ10，X12 = χ12 で Y12 は，Siegel作用素 Φに対して

Φ(Y12) = ∆ (∆ : Ramanujanの∆)

なるものとして特徴付けられる．もちろん Φ(F ) = ∆なるmodular形式 F は複数存在

するが，Z上で考えれば一意的である．

注意：“ . . . ”の中にはX35 = χ35が含まれる．また，weight 12 のところだけが，生成
元が 2個存在している．

井草の cusp形式のq-展開

Eisenstein級数の場合に倣って，井草の cusp形式 χ10，χ12 の q-展開の初めの数項を
与える．（χ35 については後述．）

χ10 = (q−1
12 − 2 + q12)q11q22 + (−2q−2

12 − 16q−1
12 + 36− 16q12 − 2q2

12)(q
2
11q22 + q11q

2
22) + · · · ,

χ12 = (q−1
12 + 10 + q12)q11q22 + (10q−2

12 − 88q−1
12 − 132− 88q12 + 10q2

12)(q
2
11q22 + q11q

2
22) + · · · .



Witt作用素W：ここでWitt作用素を導入しておく．

F = F
((

z11 z12
z12 z22

)) ∈ Mk(Γ2)に対して次の様に定義する：

W (F )(z11, z22) := F

((
z11 0
0 z22

))
.

W は線形写像Mk(Γ2) −→ Mk(Γ1)⊗Mk(Γ1) を誘導する．

例： 井草の（偶数 weight）の生成元についてWitt作用素の像は次の様になる：

W (E(2)
k )(z11, z22) = E

(1)
k (z11)E

(1)
k (z22) (k = 4, 6),

W (χ10)(z11, z22) ≡ 0, W (χ12)(z11, z22) = 12∆(z11)∆(z22).

ここで∆はRamanujanの∆．FreitagはW (F )(z11, z22) ≡ 0なる 2次 Siegel modular
形式の特徴付け（W の核のなすイデアルが χ10で生成される単項イデアルであること）

を用いて，井草の構造定理の別証明を与えた（Freitag [8]）.

注意： もちろんWitt作用素は一般の次数で定義される．

3 mod p modular形式の algebra

これまで Siegel modular形式について復習をしてきたが，この章から Serre理論の
拡張（の試み）を紹介する．

以前定義した様に，素数 p に対して Z(p) := Zp ∩ Q を p における局所環とする．

F =
∑

a(F ;T )qT ∈ Mk(Γn)Z(p) に対して

F̃ :=
∑ ˜a(F ;T )qT ∈ Fp[q−1

ij , qij ][[q11, . . . , qnn]]

と定義する．ここで ˜a(F ; T )は a(F ; T )の reduction mod pとする. さらに

M̃k(Γn)p := { F̃ |F ∈ Mk(Γn)Z(p) } ⊂ Fp[q−1
ij , qij ][[q11, . . . , qnn]]

とする．

定義：

M̃(Γn)p :=
∑

k

M̃k(Γn)p ⊂ Fp[q−1
ij , qij ][[q11, . . . , qnn]]

をmod p modular形式の algebraとよぶ．

algebra M̃(Γn)p の構造定理

Swinnerton-Dyerは M̃(Γ1)p の構造を決定した．

定理 3.1 (Swinnerton-Dyer[36]) (1) p ≥ 5のとき，

M̃(Γ1)p
∼= Fp[x1, x2]/(Ã− 1).



ここでAはE
(1)
p−1 = A(E(1)

4 , E
(1)
6 )を満たす Z(p)[x1, x2]の多項式で Ã ∈ Fp[x1, x2] はそ

の reduction mod p.

(2) p = 2 or 3のとき
M̃(Γ1)p = Fp[∆̃].

ここで∆は Ramanujanの∆．

上に現れた Eisenstein級数 E
(1)
p−1 の性質について述べておく．その q-展開は

E
(1)
p−1 = 1− 2(p− 1)

Bp−1

∞∑
t=1

σp−2(t)qt

で与えられる，von Staudt-Clausenの定理より　 E
(1)
p−1 ≡ 1 (mod p) が成立している．

上記 Swinnerton-Dyerの結果の p ≥ 5のときの証明の概略を述べると，まずZ(p)[x1, x2]
の多項式 f(x1, x2)に対して，ϕ(f) := f(E(1)

4 , E
(1)
6 )により，M̃(Γ1)p への準同型を定

義する．まずこれが全射であることを示し，次に ϕの核が

Ker(ϕ) = (Ã− 1) (単項イデアル)

であることを示すわけである．この核の構造を決定するため，weightが p−1で Fourier
展開の定数項が 1，それ以外の Fourier係数が pで割り切れる（すなわち，reduction
mod p が 1となる）modular形式の存在が鍵となるわけである．

構造定理の拡張のためにまず次の問題の解決が望まれる：

問題

Fp−1 ≡ 1 (mod p)

を満たすmodular形式 Fp−1 ∈ Mp−1(Γn)Z(p) の存在を示せ．

さしあたり候補としては weight p− 1の Eisenstein級数E
(n)
p−1が考えられるが，これは

十分ではない．

定理 3.2 (Nagaoka [24]) 次を満たす素数 pが存在する．

E
(n)
p−1 6≡ 1 (mod p).

実際 n = 2，p = 16843がこれを満たしている．
Eisenstein級数ではなく，theta級数を用いることにより（p-special lattice に付随する
theta級数），次が示される．

定理 3.3（Böcherer-Nagaoka [2]）p > n+3のとき，次を満たすmodular形式 F
(n)
p−1 ∈

Mp−1(Γn)Z(p) が存在する：

F
(n)
p−1 ≡ 1 (mod p).



注意：素数 pが，p ≡ 1 (mod 4) を満たすときは，条件 “ p > n + 3 ”は必要としない．
条件 “ p > n + 3 ”は p-special lattice の存在に関して必要とする条件である．

上記定理は，一般の nについての主張であるが，これを n = 2の場合に適用すること
により，次の構造定理が証明される．

n = 2のときの構造定理

Swinnerton-Dyerの構造定理の n = 2の場合への拡張を考える．まず M̃(Γ2)pの even-
partのなす subalgebraを

M̃ (e)(Γ2)p :=
∑

k:even

M̃k(Γ2)p

とおく．

定理 3.4 (Nagaoka [26])

(1) p ≥ 5のとき
M̃ (e)(Γ2)p

∼= Fp[x1, x2, x3, x4]/(B̃ − 1).

ここで B は前定理で存在が示された F
(2)
p−1 に対して

F
(2)
p−1 = B(E(2)

4 , E
(2)
6 , χ10, χ12)

を満たす Z(p)[x1, x2, x3, x4]の多項式で B̃ ∈ Fp[x1, x2, x3, x4] はその reduction mod p.
(2) p = 2 or 3のとき

M̃ (e)(Γ2)p = Fp[X̃10, Ỹ12, X̃16].

ここでX10,Y12, X16 は井草の Z上の生成系の中のmodular形式．

注意： (1)上記多項式 Bの取り方は一意的ではないが，その reduction mod p である

Fp 上の多項式 B̃ は一意的である．

(2)全algebra M̃(Γ2)pの構造では，odd weight X35について，関係式X2
35 = P (X4, X6, X10, X12)

を考慮に入れればよい．p ≥ 5ならば，P ∈ Z(p)[x1, x2, x3, x4] である．

系 3.5：p ≥ 5とし，F ∈ Mk(Γ2)Z(p)，F ′ ∈ Mk′(Γ2)Z(p) とする．(k, k′ ∈ 2Z.)

0 6≡ F ≡ F ′ (mod p) =⇒ k ≡ k′ (mod p− 1).

注意：この weightに関する合同式が，“Serreの p進modular形式” の理論の出発点と
思われる．実際 Serreの論文では f ∈ Mk(Γ1)Z(p)，f ′ ∈ Mk′(Γ1)Z(p) について

f 6≡ 0 (mod p), f ≡ f ′ (mod pm) =⇒ k ≡ k′ (mod pm−1(p− 1))

なる事実の証明を目標としている．

この事実の Siegel modular形式への拡張が成り立つ：

定理3.6 (Ichikawa[10], Böcherer-Nagaoka[4]) pを奇素数とし．さらにF ∈ Mk(Γn)Z(p)，

F ′ ∈ Mk′(Γn)Z(p) とする．F 6≡ 0 (mod p)，F ≡ F ′ (mod pm)と仮定すると

k ≡ k′ (mod pm−1(p− 1))



が成り立つ．

注意：Ichikawa[10]は，代数幾何学的な手法でこの事実を証明している．

4 p進modular形式

緒言でも述べたように Serreは p進 modular形式の理論を構築し，p進 zeta関数の
構成に応用した．p進modular形式の概念はいくつかあり，ここで述べる定義は “Serre
の p進modular形式”である．

p進modular形式の定義

pを素数，vp を Qp の valuationで vp(p) = 1と正規化されたものとする．

F =
∑

0≤T∈Λn

a(F ;T )qT ∈ Qp[q−1
ij , qij ][[q11, . . . , qnn]]に対して

vp(F ) := inf
0≤T∈Λn

vp(a(F ; T ))

とおく．

定義：Qp 上の形式的べき級数

F =
∑

0≤T∈Λn

a(F ;T )qT ∈ Qp[q−1
ij , qij ][[q11, . . . , qnn]]

が p進 (Siegel) modular形式であるとは有理係数の modular形式の列 {Fm} (Fm ∈
Mkm(Γn)Q）が存在して

vp(Fm − F ) −→ +∞ (m →∞)

が成り立つときをいう．これを単に lim
m→∞

Fm = F と書き表すこととする．

定理 3.6より，p進modular形式の “weightの空間”が定義される．

pを奇素数とする．{Fm}（Fm ∈ Mkm(Γn)Q）をp進modular形式Fを定義するmodular
形式の列とする：すると定理 3.6より，数列 {km}は

X := lim
←
Z/pm−1(p− 1)Z = Zp × Z/(p− 1)Z

に極限をもつ．lim
m

km =: k ∈ X を p進modular形式 F のweightと呼ぶ．

注意：(1) p進modular形式の weightは，modular形式の列 {Fm} のとり方によらず
決まる．

(2) p = 2のときはX = Z2 ととれることがわかっている．

p進 Eisenstein級数

p進modular形式の例として，p進 Eisenstein級数が定義される．

n = 1の場合： k ≥ 4なる偶数 kに対して

Gk :=
1
2
ζ(1− k) · E(1)

k =
1
2
ζ(1− k) +

∞∑
t=1

σk−1(t)qt



とおく．ここでは，正規化された Eisenstein級数E
(1)
k を定数倍したものを考えている．

定義： k ∈ X に対して，km：偶数で lim
m

km = k，km ≥ 4，|km| → +∞なる数列
{km}をとる．すると Eisenstein級数の列 {Gkm

}は一様収束し

G∗k := lim
m→∞

Gkm

は p進modular形式を定義する．これは (Serreの)p進 Eisenstein級数と呼ばれる．

k ∈ X に対して

G∗k = a0 +
∞∑

t=1

σ∗k−1(t)q
t ∈ Qp[[q]]

とおく．ここで σ∗k−1(t) := lim
m→∞

σkm−1(t)，また

a0 =
1
2
ζ∗(1− k)

でX 上の関数 ζ∗ を定義する．

定理 4.1（Serre [32]） pを奇素数とする．(s, u)をX = Zp×Z/(p−1)Zの元とすると

ζ∗(s, u) = Lp(s;ω1−u).

ここで，Lp(s; χ)は p進 L関数，ωは Teichmüller character.

この定理は，p進 Eisenstein級数の定数項に p進 L関数が現れることを示している．

p進 Eisenstein級数の例

Serreは，上記 p進 Eisenstein級数の例として次のものを挙げている．

pを p ≡ 3 (mod 4)，p > 3なる素数，k =
(
1, p+1

2

) ∈ X とすると

G∗k =
1
2
h(−p) +

∞∑
t=1

∑

0<d|t

(
d

p

)
qt.

ここで，h(−p)は虚 2次体 Q(
√−p)の類数，

(
∗
p

)
は Legendre記号である．

注意：右辺の q-展開をみると，群 Γ0(p)上の weight 1 の Hecke Eisenstein級数

G1(z) = −1
2
B1,χ +

∞∑
t=1

∑

0<d|t
χ(d)qt

の特別な場合（χ = χp =
(
∗
p

)
）になっていることがわかる．すなわち上記G∗kは Γ0(p)

上の weight 1のmodular形式となっている．

上記の結果の一般の次数の場合への拡張を考える．

定理 4.2（Nagaoka [25]） E
(n)
k を次数 n，weight k の Siegel Eisenstein 級数とする．



また pを p ≡ 3 (mod 4)，p > 3なる素数とし，数列 {km}を km := 1 +
p− 1

2
· pm−1

で定義する．すると

lim
m→∞

E
(n)
km

= genusϑ(n)(S) (p-addically)

が成立する．ここで genusϑ(n)(S)は detS = pなる binary quadratic form S に対応す

る genus theta級数である．すなわち S1, . . . , Sh を S の含まれる genusの類の代表系
としたとき

genusϑ(n)(S) :=

(
h∑

i=1

ϑ
(n)
Si

(Z)
E(Si)

) / (
h∑

i=1

1
E(Si)

)
.

で定義される関数であり

genusϑ(n)(S) ∈ M1(Γn
0 (p), χp)

が成立する．ここで χp =
(∗

p

)
，E(Si) = |OZ(Si)|は Si の unit群の位数を表す．

注意： (1)上記数列 {km}の極限は Serreの例にある
(
1, p+1

2

)
となっている．

(2) genus theta級数は theta級数の “平均”であり，上記定理はある意味，Siegelの主
定理の p進版と考えられる．

(3) n = 1の場合は，Serreの例に一致することがわかる．

次に，n = 2の場合だけであるが上記定理のある種の “拡張”を紹介する．

定理 4.3（Kikuta-Nagaoka [16]) pを p > 3なる素数とし，数列 {km}を km := 2 +
pm−1(p− 1)で定義する．Sを det(S) = p2，level pなる quaternary quadratic formと
する．すると

lim
m→∞

E
(2)
km

= genus ϑ(2)(S) (p-addically)

が成立する．すなわち

genusϑ(2)(S) ∈ M2(Γ2
0(p))

が成り立つ．

この結果の次数 n ≥ 3の場合への拡張が期待される．singular modular形式の理論よ
り n = 3, 4の場合に証明できれば，一般の次数で証明されたことになる．

5 Γ0(p)上のmodular形式

Serreの p進理論の結果のなかで重要なものとして，Γ0(p)上のmodular形式が全て
p進modular形式であるという結果がある．Siegel modular群 Γn の合同部分群

Γn
0 (N) :=

{(
A B

C D

)
∈ Γn | C ≡ 0 (mod N)

}

を考える．Serreの結果は次の様に述べられる．



定理 5.1（Serre [32]） pを素数とする．f ∈ Mk(Γ1
0(p))Qは p進modular形式である．

この結果は vector値 Siegel modular形式の場合も込めて拡張されており，それを紹介
する．そのため vector値 Siegel modular形式の定義を振り返る．

vector値 Siegel modular形式

(ρ, Vρ)を GLn(C)の有限次多項式表現とする．

Hn 上の Vρ-値関数 F (Z)とM =
(

AB
CD

) ∈ Spn(R)に対して

(F |ρ,kM)(Z) = det(CZ + D)−kρ(CZ + D)−1F (M〈Z〉)

と書き表す．

Γ ⊂ Γnを合同部分群とし，νを Γの characterとする．Hn上の（Vρ-値関数）F (Z)が
character ν をもつ Γ上の ρ ⊗ detk 型 Siegel modular形式であるとは

(F |ρ,kM)(Z) = ν(M)F (Z) (∀M ∈ Γ)

を満たすときをいう．(n = 1のときは cuspにおける有限性を仮定．）

上記 Siegel modular形式全体のなす C-vector空間をMk(Γ, ρ, ν)で表す．

注意：(1) Γ = Γn
0 (p)の場合は νは通常の right lower blockからくる mod pのDirichlet

character χp であると仮定する．

(2) vector空間 Vρの基底を固定し，Vρ = CM とみた場合，F ∈Mk(Γ, ρ, χ)の Fourier
係数は数 vector a(F ;T )= (a(F ;T )(j)) ∈ CM である．このとき部分環 R ⊂ C に対し
てMk(Γ, ρ, χ)R が scalar値の場合と同様に定義される．

定理 5.2（Böcherer-Nagaoka [5]） pを奇素数，ρを Q-rational 表現 (i.e. ρを定義す

る多項式がすべて有理数係数)とすると，F ∈ Mk(Γn
0 (p), ρ, χp)Q は（vector値の意味

で）p-adic modular形式である．

6 p進modular形式に関連するその他の結果

p進modular形式の応用として，ある場合 Γ0(p)上の cusp形式を具体的に構成でき
る．それを紹介しよう．

H(r,N) を Cohen の関数とする．すなわち (−1)rN = Df2（D は基本判別式）なる

(r,N)については

H(r,N) = L(1− r, χD)
∑

0<d|f
µ(d)χD(d)dr−1σ2r−1( f

d )



で定義される関数である（[6] 参照）．
一方関数 (s, N) ∈ Z2

≥0 上の G(s,N)を

G(S, N) =





1
1 + |χ−4(N)| (σs,χ−4(N)− σ̃s,χ−4(N)) if N > 0,

−Bs+1,χ−4

2(s + 1)
if N = 0

で定義する．ここで Bm,χ は一般化された Bernoulli数，σs,χ−4(N)，σ̃s,χ−4(N))は

σs,χ−4(N) =
∑

0<d|N
χ−4(d)ds, σ̃s,χ−4(N)) =

∑

0<d|N
χ−4

(
N

d

)
ds

で定義される関数である．G(s,N)は虚 2次体K = Q(
√−1)に関する 2次のHermitian

Eisenstein級数の Fourier係数を記述する，いわゆる Kriegの関数とよばれるものであ
る．

定理 6.1 (Nagaoka-Nakamura [30]) 次のFourier係数 a(fk; T )をもつ 2次の Siegel cusp
形式 fk ∈ Sk(Γ2) が存在する：

a(fk; T ) =
∑

0<d|ε(T )

dk−1αk

(
4det(T )

d2

)
.

ここで

αk(N) := H(k − 1, N)− B2k−2

Bk−1,χ−4

∑

s∈N
s2≤N

G(k − 2, N − s2)

ε(T ) := max{ ` ∈ N | `−1T ∈ Λ2 }.

次の結果は，上記の cusp形式のある列の p進極限が，Γ2
0(p)上の cusp形式となるとい

うものである．

定理 6.2 (Kodama-Nagaoka-Nakamura [21]) pを p ≡ 3 (mod 4)なる素数とし，数列
{km}を

km = km(p) := 2 + (p− 1)pm−1

で定義される数列とする．すると対応する Siegel cusp形式の列 {fkm}はm −→∞ の
とき p進的な極限をもち

lim
m→∞

fkm =: f∗p ∈ S2(Γ2
0(p))

である．

注意： p = 11，すなわち Γ2
0(11)上の cusp形式の例として知られている，いわゆる

weight 2，level 11の吉田の cusp形式は，上で構成した f∗11 と定数倍の違いで一致す

る．(吉田の cusp形式については，Yoshida [37]を参照．）



7 theta作用素

F =
∑

a(F ; T )qT ∈ Mk(Γn)に対して

Θ(F ) :=
∑

a(F ;T ) · det(T )qT

を対応させる．この形式的べき級数環上の作用素 Θを theta作用素とよぶことにする

（cf. [2]）．

注意： (1) n = 1のとき

θ : f =
∑

a(f ; t)qt 7−→ θ(f) :=
∑

a(f ; t) · t qt

は古典的な Ramanujan作用素に一致する．

(2) Θ(F ) ≡ 0となる Siegel modular形式 F ∈ Mk(Γn)は特異モジュラー形式として
調べられている (Freitag-Resnikoff)．

Θ(F )は必ずしも Siegel modular形式とはならないことに注意しておく．しかしながら
次が成立する：

定理 7.1 (Böcherer-Nagaoka [2], Theorem 4). pを p ≥ n + 3なる素数とする．すると
任意のmodular形式 F ∈ Mk(Γn)Z(p) に対して cusp形式 G ∈ Sk+p+1(Γn)Z(p) で

Θ(F ) ≡ G (mod p)

となるものが存在する．ただし，合同は形式的ベキ級数として見たものである．

注意：この結果は，mod p Siegel modular形式の algebraが作用素 Θで stableである
ことを示している．

例： n = 2，p = 5，F = E
(2)
6 と仮定する：

Θ(E(2)
6 ) = (33264q−1

12 + 166320 + 33264q12)q11q22 + · · ·
≡ (−q−1

12 − 10− q12)q11q22 + · · · = −χ12 (mod 5)

したがって，Gとして −χ12 をとることができる．

定理 7.2（Böcherer-Nagaoka [5]） p ≥ n + 3を素数．F ∈ Mk(Γn)Q に対して

Θ(F )は p進modular形式となる．

注意： (1) 上記定理の群 Γn は一般に Γn
0 (pr) (r ≥ 0) で置き換えられる．

(2) vector値 Siegel modular形式の場合，作用素 Θは vector値微分作用素

Θk,ρ

に拡張され，主張は “ vector値 Siegel modular形式Θk,ρ(F ) は p進（vector値）Siegel
modular形式となる ” と拡張される．(Böcherer-Nagaoka [5])



theta作用素に関連する結果

theta作用素に関連したいくつかの結果を紹介する．

定理 7.3（Kikuta-Kodama-Nagaoka [15]） X35 を weight 35の井草の cusp形式とす
る．するとX35 の theta作用素の像 Θ(X35)は次の合同式を満たす：

Θ(X35) ≡ 0 (mod 23).

X35 の q-展開の最初の数項を書き下すと以下の様になる：

X35

= (q−1
12 − q12)(q2

11q
3
22 − q3

12q
2
22) + (−q−3

12 − 69q−1
12 + 69q12 + q3

12)(q
2
11q

4
22 − q4

11q
2
22)

+ (69q−3
12 + 2277q−1

12 − 2277q12 − 69q3
12)(q

2
11q

5
22 − q5

11q
2
22) + · · ·

この例を見ると

det(T ) 6≡ 0 (mod 23) =⇒ a(X35;T ) ≡ 0 (mod 23)

の成立が予想される．定理はこれが全ての T に対して成立することを示している．証

明に使う事実は，奇数 weightの場合の Sturm型定理と定理 7.1である．(Sturmの定
理を適用するためのX35 の Fourier展開の数値データを後に与える（§ 9）)．

Θ(F ) ≡ 0 (mod p)を満たすmodular形式を theta作用素のmod p核の元と呼ぶ．定

理は井草の cusp形式X35が theta作用素の mod 23核の元になっていることを主張し
ている．

その後の研究の中で theta作用素のmod 23核の元が見つかっている．それを紹介しよ
う．

その 1：S = SLを Leech格子に付随する 24次正定値 unimodular行列とすると ϑ
(2)
S ∈

M12(Γ2)Z で合同式
Θ(ϑ(2)

S ) ≡ 0 (mod 23)

が成立する．24次正定値 unimodular行列は Niemeierによって調べられ，24個の類に
分けられることが示されている．Leech格子はその一つであるが，他にもう一つの類
に対応する theta級数が theta作用素のmod 23核の元となることが確かめられている
（§ 9 において，数値例を与える）．

その 2：[∆]：Ramanujanの∆から構成されるKlingen Eisenstein級数とすると [∆] ∈
M12(Γ2)Q で合同式

Θ([∆]) ≡ 0 (mod 23)

が成立する．この事実は，Böchererの学位論文の一部（[1]）で既に得られていた．

その 3：E
(2)
12 を次数 2，weight 12の Siegel Eisenstein級数とすると

Θ(E(2)
12 ) ≡ 0 (mod 23)



が成立する．

これらの例は次数が 2の場合に限られているが，一般偶数次数の場合への拡張が得られ
ている．

定理 7.4 (Nagaoka [29]) n を正の偶数とする．さらに p を p > n + 3 かつ p ≡
(−1)

n
2 (mod 4) なる素数，t ≥ 1 を奇数とする．すると Siegel modular 形式 F ∈

Mn
2 + p−1

2 ·t(Γn)Z(p) で

Θ(F ) ≡ 0 (mod p) and F 6≡ 0 (mod p).

となるものが存在する．

注意：上記の例は，n = 2，p = 23，t = 1の場合である．

8 Siegel modular群以外の場合の結果

以上の議論においては，主に Siegel modular群の場合を扱った。この sectionでは他
のmodular群，特に Hermite modular群の場合の結果を紹介する．

Kを虚 2次体とし，dK をその判別式，OK を整数環とする．Hermite modular群を
次のように定義する：

Un(OK) := { M ∈ M2n(OK) | tMJnM = Jn },
SUn(OK) := Un(OK) ∩ SL2n(OK).

ここで Jn :=

(
0 −1n

1n 0

)
で，M はM の共役（成分の共役）を表す．Siegel modular

形式の場合と同様に

Mk(Un(OK), ν), (resp. Mk(SUn(OK), ν))

を Un(OK) (resp. SUn(OK) )上の character ν をもつ，weight kの Hermite modular
形式全体のなす C-vector空間を表すものとする．

F を Hermite modular形式とすると，次の形の Fourier展開をもつ：

F (Z) =
∑

0≤T∈ΛK

a(F ; T )exp(2πitr(TZ)).

ここで ΛK は

ΛK := { T = (tij) ∈ Hern(K) | tii ∈ Z,
√

dKtij ∈ OK }

で定義される格子である．Siegel modular形式の場合と同様に部分環 R ⊂ Cに対して
Mk(Un(OK), ν)R 等も定義される．

次に “ Fp−1 ≡ 1 (mod p) ”を満たすmodular形式 Fp−1の存在に関する問題である（cf.



§ 3）．虚 2次体 Kが Q(
√−1)(Gauss数体)と Q(

√−3)(Eisenstein数体) の場合には次
の結果が得られている：

定理 8.1(Kikuta-Nagaoka [17]) (1) K = Q(
√−1) または K = Q(

√−3)とする．pを

p ≡ 1 (mod 4)なる素数とすれば

F
(n)
p−1 ≡ 1 (mod p)

を満たすmodular形式 F
(n)
p−1 ∈ Mp−1(SU(OK))Z(p) が存在する．

(2) K = Q(
√−1)とする．素数 pに対して，p ≡ 1 (mod 4)であることと

F
(n)
p−1 ≡ 1 (mod p)

を満たすmodular形式 F
(n)
p−1 ∈ Mp−1(SU(OK))Z(p) が存在することとは同値である．

この結果は一般の虚 2次体 Kの場合に拡張されている（Hentschel-Nebe [9]）．

Hermitian mdular形式の場合の mod pの modular形式の algebraについて，次数
2，K = Q(

√−1), Q(
√−3)の場合だけであるが，Swinnerton-Dyerの結果の拡張が得

られている．

Siegel modular形式の場合と同様に Fp-vector空間

M̃k(Un(OK), νk)Sym
p

が定義できる．ここで “ (·)Sym ”は symmetricなHermitian modular形式に制限して考
えることを意味し，νk は，K = Q(

√−1), Q(
√−3)の場合は次で定義される character

である：

νk :=





detk/2 if K = Q(
√−1)

detk if K = Q(
√−3).

上記 M̃k(Un(OK), νk)Sym
p の evenな kについて和をとって algebra

M̃ (e)(Un(OK), ν)Sym
p :=

∑

k:even

M̃k(Un(OK), νk)Sym
p

を定義する．

定理 8.2 (Kikuta-Nagaoka [18]) (1) K = Q(
√−1)，p ≥ 5とする．すると同型

M̃ (e)(U2(OK), ν)Sym
p

∼= Fp[x1, x2, x3, x4, x5]/(B̃ − 1)

が得られる．ここで B ∈ Z(p)[x1, x2, x3, x4, x5]は Fp−1 ≡ 1 (mod p) なる Hermitian
modular形式 Fp−1 に対して

Fp−1 = B(E4, E6, χ8, F10, F12)

で定義されるもので B̃ はその reduction mod pである．{E4, E6, χ8, F10, F12} は K =
Q(
√−1)の場合の Hermitian modular形式のなす Z(p)上の生成系である（定義につい



ては [18]参照）．
(2) K = Q(

√−3)，p ≥ 5とする．すると同型

M̃ (e)(U2(OK), ν)Sym
p

∼= Fp[x1, x2, x3, x4, x5]/(C̃ − 1)

が得られる．ここで C ∈ Z(p)[x1, x2, x3, x4, x5]は Fp−1 ≡ 1 (mod p) なる Hermitian
modular形式 Fp−1 に対して

Fp−1 = B(E4, E6, F10, F12, χ18)

で定義されるもので C̃ はその reduction mod pである．{E4, E6, F10, F12, χ18} はK =
Q(
√−3)の場合の Hermitian modular形式のなす Z(p)上の生成系である（定義につい

ては [18]参照）．

Hermitian modular形式の場合のp進modular形式の理論

これも Siegel modular形式の場合と同様に，p進modular形式の概念が拡張される．こ
こでは Siegel modular形式の場合の定理 4.2の “Hermitian modular版”の結果として
次の定理を紹介する：

定理 8.3 (Munemoto-Nagaoka [23]) 虚 2次体 Kの類数は 1であるものとする．pを

χK(p) = −1とする．ただし χK は Kの Kronecker指標を表す．
数列 {km}を

km := 2 + (p− 1)p2m

で定義すると，対応する Hermite Eisenstein級数の列 {Ekm,K}∞m=1 はm −→ ∞のと
きに p進的に収束し

lim
m→∞

Ekm,K = genusϑ(n)(Sp)

ここで Sp は Sp ∈ Λ2(K)で∆(Sp) := |dK| · det(Sp) = p を満たす Hermitian形式であ
る．

注意：同様の結果は [20]において，四元数上半空間上の Eisenstein級数の場合にも拡
張されている．ただし，weight 2 の場合は “超越的”な Fourier係数が現れ興味深い．

9 いくつかの数値例

この節では，これ以前の節で述べた theta作用素に関する結果の数値例を与える．

9.1 井草の cusp形式X35のFourier展開

以下は井草の cusp形式にX35の Fourier展開で，Sturmの定理を適用するに必要と
なる T の traceが 9以下の部分を計算している：
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次は，上記 X35 の Fourier係数で ±1 とならないものについて素因数分解を具体的に
与えたものである．素因数として 23 が現れているのが見てとれる．

a(X35; [4, 2, 1]) = −69 = −3 · 23, a(X35; [5, 2, 1]) = 2277 = 32 · 11 · 23,

a(X35; [4, 3, 1]) = −1294121 = −17 · 23 · 331, a(X35; [4, 3, 2]) = −32384 = −27 · 11 · 23,

a(X35; [6, 2, 1]) = −47702 = −2 · 17 · 23 · 61, a(X35; [5, 3, 1]) = −3203072 = −213 · 17 · 23,

a(X35 : [5, 3, 2]) = −2184448 = −28 · 7 · 23 · 53, a(X35; [7, 2, 1]) = 709665 = 3 · 5 · 112 · 17 · 23,

a(X35; [6, 3, 1]) = 105235626 = 2 · 3 · 23 · 762577, a(X35; [6, 3, 2]) = 41321984 = 29 · 112 · 23 · 29,

a(X35; [5, 4, 1]) = 759797709 = 3 · 11 · 23 · 29 · 34519,

a(X35; [5, 4, 2]) = −31380096 = −27 · 3 · 11 · 17 · 19 · 23,

a(X35; [5, 4, 3]) = 107121810 = 2 · 3 · 5 · 19 · 23 · 8171. ここで T =

(
m r

2
r
2 n

)
= [m, r, n] なる略

記号を用いている．

9.2 Niemeier格子の theta級数

前の章で Leech格子の theta級数が，theta作用素のmod 23核の元となっているこ
とを紹介したがここでは，Niemeier格子（Leech格子はその 1つ）の theta級数につ
いて，その Fourier係数の数値例を挙げる．次の表は，まず Conway-Sloane [7] (p.407,
Table 16.1)に従って，24個の Niemeier格子に α, β, γ, · · · 等の名前を付け，その格子
の theta級数を井草の生成元（定理 2.4参照）で表したものを，右端に表示したもので
ある．その次に theta作用素の mod 23核に入っている 4個の theta級数 ϑα，ϑδ，ϑψ，

ϑω の Fourier係数の表を与える．ϑω が Leech格子 ω に付随する theta級数である。



表 1: Niemeier格子の theta級数の井草生成元による表示

Name Components Theta series

α D24 ϑα = X3
4 + 12288X12 + 384Y12

β D16E8 ϑβ = X3
4

γ E3
8 ϑγ = ϑβ

δ A24 ϑδ = X3
4 + 1200X12 − 120Y12

ε D2
12 ϑε = X3

4 + 3072X12 − 192Y12

ζ A17E7 ϑζ = X3
4 + 6912X12 − 288Y12

η D10E
2
7 ϑη = ϑζ

θ A15D9 ϑθ = X3
4 + 9408X12 − 336Y12

ι D3
8 ϑι = X3

4 + 12288X12 − 384Y12

κ A2
12 ϑκ = X3

4 + 13872X12 − 408Y12

λ A11D7E6 ϑλ = X3
4 + 15552X12 − 432Y12

µ E4
6 ϑµ = ϑλ

ν A2
9D6 ϑν = X3

4 + 19200X12 − 480Y12

ξ D4
6 ϑξ = ϑν

o A3
8 ϑo = X3

4 + 21168X12 − 504Y12

π A2
7D

2
5 ϑπ = X3

4 + 23232X12 − 528Y12

ρ A4
6 ϑρ = X3

4 + 25392X12 − 552Y12

σ A4
5D4 ϑσ = X3

4 + 27648X12 − 576Y12

τ D6
4 ϑτ = ϑσ

υ A6
4 ϑυ = X3

4 + 30000X12 − 600Y12

φ A8
3 ϑφ = X3

4 + 32448X12 − 624Y12

χ A12
2 ϑχ = X3

4 + 34992X12 − 648Y12

ψ A24
1 ϑψ = X3

4 + 37632X12 − 672Y12

ω Leech ϑω = X3
4 + 43200X12 − 720Y12



表 2: ϑ
(2)
L = ϑαの Fourier係数とその素因数分解

T = [m, r, n] tr(T ) 4det(T ) a(ϑ(2)
L ; T )

[0,0,0] 0 0 1

[1,0,0] 1 0 1104 = 24 · 3 · 23

[2,0,0] 2 0 170064 = 24 · 32 · 1181

[1,2,1] 2 0 1104 = 24 · 3 · 23

[1,1,1] 2 3 97152 = 27 · 3 · 11 · 23

[1,0,1] 2 4 1022304 = 25 · 3 · 23 · 463

[3,0,0] 3 0 17051328 = 26 · 32 · 7 · 4229

[2,2,1] 3 4 1022304 = 25 · 3 · 23 · 463

[2,1,1] 3 7 27202560 = 210 · 3 · 5 · 7 · 11 · 23

[2,0,1] 3 8 131300928 = 26 · 32 · 11 · 17 · 23 · 53

[4,0,0] 4 0 396408912 = 24 · 3 · 1619 · 5101

[3,3,1] 4 3 97152 = 27 · 3 · 11 · 23

[3,2,1] 4 8 131300928 = 26 · 32 · 11 · 17 · 23 · 53

[3,1,1] 4 11 4180088448 = 27 · 32 · 23 · 79 · 1997

[3,0,1] 4 12 10201693056 = 27 · 3 · 232 · 50221

[2,4,2] 4 0 170064 = 24 · 32 · 1181

[2,3,2] 4 7 27202560 = 210 · 3 · 5 · 7 · 11 · 23

[2,2,2] 4 12 777313152 = 27 · 33 · 7 · 11 · 23 · 127

[2,1,2] 4 15 6283791360 = 210 · 32 · 5 · 72 · 112 · 23

[2,0,2] 4 16 14744809824 = 25 · 3 · 23 · 6677903

[5,0,0] 5 0 4634713440 = 25 · 32 · 5 · 7 · 23 · 19991

[4,4,1] 5 0 1104 = 24 · 3 · 23

[4,3,1] 5 7 27202560 = 210 · 3 · 5 · 7 · 11 · 23

[4,2,1] 5 12 10201693056 = 27 · 3 · 232 · 50221

[4,1,1] 5 15 104826866688 = 210 · 34 · 23 · 54949

[4,0,1] 5 16 207523912032 = 25 · 33 · 23 · 1783 · 5857

[3,4,2] 5 8 131300928 = 26 · 32 · 11 · 17 · 23 · 53

[3,3,2] 5 15 6283791360 = 210 · 32 · 5 · 72 · 112 · 23

[3,2,2] 5 20 169345554048 = 27 · 32 · 11 · 23 · 31 · 18743

[3,1,2] 5 23 713871369216 = 210 · 32 · 77460001

[3,0,2] 5 24 1120553013888 = 27 · 32 · 7 · 11 · 23 · 43 · 53 · 241

[6,0,0] 6 0 34410979008 = 26 · 33 · 7 · 1289 · 2207



表 3: ϑ
(2)
L = ϑδの Fourier係数とその素因数分解

T = [m, r, n] tr(T ) 4det(T ) a(ϑ(2)
L ; T )

[0,0,0] 0 0 1

[1,0,0] 1 0 600 = 23 · 3 · 52

[2,0,0] 2 0 182160 = 24 · 32 · 5 · 11 · 23

[1,2,1] 2 0 600 = 23 · 3 · 52

[1,1,1] 2 3 27600 = 24 · 3 · 52 · 23

[1,0,1] 2 4 303600 = 24 · 3 · 52 · 11 · 23

[3,0,0] 3 0 16924320 = 25 · 32 · 5 · 7 · 23 · 73

[2,2,1] 3 4 303600 = 24 · 3 · 52 · 11 · 23

[2,1,1] 3 7 17001600 = 27 · 3 · 52 · 7 · 11 · 23

[2,0,1] 3 8 74685600 = 25 · 32 · 52 · 11 · 23 · 41

[4,0,0] 4 0 397150800 = 24 · 3 · 52 · 139 · 2381

[3,3,1] 4 3 27600 = 24 · 3 · 52 · 23

[3,2,1] 4 8 74685600 = 25 · 32 · 52 · 11 · 23 · 41

[3,1,1] 4 11 2239657200 = 24 · 32 · 52 · 11 · 23 · 2459

[3,0,1] 4 12 5525851200 = 26 · 3 · 52 · 23 · 50053

[2,4,2] 4 0 182160 = 24 · 32 · 5 · 11 · 23

[2,3,2] 4 7 17001600 = 27 · 3 · 52 · 7 · 11 · 23

[2,2,2] 4 12 765072000 = 27 · 33 · 53 · 7 · 11 · 23

[2,1,2] 4 15 7844538240 = 27 · 32 · 5 · 7 · 11 · 23 · 769

[2,0,2] 4 16 15928677600 = 25 · 3 · 52 · 11 · 23 · 37 · 709

[5,0,0] 5 0 4632279120 = 24 · 32 · 5 · 7 · 23 · 89 · 449

[4,4,1] 5 0 600 = 23 · 3 · 52

[4,3,1] 5 7 17001600 = 27 · 3 · 52 · 7 · 11 · 23

[4,2,1] 5 12 5525851200 = 26 · 3 · 52 · 23 · 50053

[4,1,1] 5 15 57173731200 = 27 · 33 · 52 · 23 · 28771

[4,0,1] 5 16 112857310800 = 24 · 33 · 52 · 13 · 23 · 34949

[3,4,2] 5 8 74685600 = 25 · 32 · 52 · 11 · 23 · 41

[3,3,2] 5 15 7844538240 = 27 · 32 · 5 · 7 · 11 · 23 · 769

[3,2,2] 5 20 177299242560 = 26 · 32 · 5 · 11 · 23 · 61 · 3989

[3,1,2] 5 23 760474281600 = 27 · 32 · 52 · 11 · 23 · 104369

[3,0,2] 5 24 1191548635200 = 26 · 32 · 52 · 7 · 11 · 23 · 46723

[6,0,0] 6 0 34414027200 = 26 · 33 · 52 · 7 · 317 · 359



表 4: ϑ
(2)
L = ϑψの Fourier係数とその素因数分解

T = [m, r, n] tr(T ) 4det(T ) a(ϑ(2)
L ; T )

[0,0,0] 0 0 1

[1,0,0] 1 0 48 = 24 · 3
[2,0,0] 2 0 195408 = 24 · 32 · 23 · 59

[1,2,1] 2 0 48 = 24 · 3
[1,1,1] 2 3 0

[1,0,1] 2 4 2208 = 25 · 3 · 23

[3,0,0] 3 0 16785216 = 26 · 32 · 7 · 23 · 181

[2,2,1] 3 4 2208 = 25 · 3 · 23

[2,1,1] 3 7 1554432 = 211 · 3 · 11 · 23

[2,0,1] 3 8 6266304 = 26 · 32 · 11 · 23 · 43

[4,0,0] 4 0 397963344 = 24 · 3 · 8290903

[3,3,1] 4 3 0

[3,2,1] 4 8 6266304 = 26 · 32 · 11 · 23 · 43

[3,1,1] 4 11 176357376 = 216 · 32 · 13 · 23

[3,0,1] 4 12 440443008 = 27 · 34 · 23 · 1847

[2,4,2] 4 0 195408 = 24 · 32 · 23 · 59

[2,3,2] 4 7 1554432 = 211 · 3 · 11 · 23

[2,2,2] 4 12 886900608 = 27 · 32 · 11 · 17 · 23 · 179

[2,1,2] 4 15 99163376640 = 211 · 33 · 5 · 11 · 23 · 131

[2,0,2] 4 16 18080232288 = 25 · 3 · 23 · 167 · 49033

[5,0,0] 5 0 4629612960 = 25 · 32 · 5 · 7 · 19 · 23 · 1051

[4,4,1] 5 0 48 = 24 · 3
[4,3,1] 5 7 1554432 = 211 · 3 · 11 · 23

[4,2,1] 5 12 440443008 = 27 · 34 · 23 · 1847

[4,1,1] 5 15 4591650816 = 211 · 32 · 23 · 10831

[4,0,1] 5 16 9034943904 = 25 · 33 · 7 · 23 · 64951

[3,4,2] 5 8 6266304 = 26 · 32 · 11 · 23 · 43

[3,3,2] 5 15 9163376640 = 211 · 33 · 5 · 11 · 23 · 131

[3,2,2] 5 20 186645799296 = 27 · 32 · 11 · 23 · 151 · 4241

[3,1,2] 5 23 810828896256 = 211 · 32 · 23 · 1912621

[3,0,2] 5 24 1266676811136 = 27 · 33 · 11 · 23 · 283 · 5119

[6,0,0] 6 0 34417365696 = 26 · 33 · 7 · 367 · 7753



表 5: ϑ
(2)
L = ϑωの Fourier係数とその素因数分解

T = [m, r, n] tr(T ) 4det(T ) a(ϑ(2)
L ; T )

[0,0,0] 0 0 1

[1,0,0] 1 0 0

[2,0,0] 2 0 196560 = 24 · 33 · 5 · 7 · 13

[1,2,1] 2 0 0

[1,1,1] 2 3 0

[1,0,1] 2 4 0

[3,0,0] 3 0 16773120 = 212 · 32 · 5 · 7 · 13

[2,2,1] 3 4 0

[2,1,1] 3 7 0

[2,0,1] 3 8 0

[4,0,0] 4 0 398034000 = 24 · 37 · 53 · 7 · 13

[3,3,1] 4 3 0

[3,2,1] 4 8 0

[3,1,1] 4 11 0

[3,0,1] 4 12 0

[2,4,2] 4 0 196560 = 24 · 33 · 5 · 7 · 13

[2,3,2] 4 7 0

[2,2,2] 4 12 904176000 = 27 · 33 · 53 · 7 · 13 · 23

[2,1,2] 4 15 9258762240 = 215 · 33 · 5 · 7 · 13 · 23

[2,0,2] 4 16 18309564000 = 25 · 37 · 53 · 7 · 13 · 23

[5,0,0] 5 0 4629381120 = 214 · 33 · 5 · 7 · 13 · 23

[4,4,1] 5 0 0

[4,3,1] 5 7 0

[4,2,1] 5 12 0

[4,1,1] 5 15 0

[4,0,1] 5 16 0

[3,4,2] 5 8 0

[3,3,2] 5 15 9258762240 = 215 · 33 · 5 · 7 · 13 · 23

[3,2,2] 5 20 187489935360 = 213 · 37 · 5 · 7 · 13 · 23

[3,1,2] 5 23 815173632000 = 215 · 37 · 53 · 7 · 13

[3,0,2] 5 24 1273079808000 = 214 · 33 · 53 · 7 · 11 · 13 · 23

[6,0,0] 6 0 34417656000 = 26 · 33 · 53 · 7 · 13 · 17 · 103
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岩澤理論の高次元化をとりまく風景

落合理 (大阪大学理学研究科)
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1. イデアル類群の円分岩澤理論の復習: 岩澤理論は何をしたい理論なのか?

今回は, 岩澤理論の高次元化1の現状について概説する機会をいただいた. ここで
は, 講演で話した流れに沿って可能な限り, 今の風景と展望を記すことを試みた. し
かしながら, 著者の展望能力も知識も限られているので自分の視界が及ぶ範囲でしか
紹介できなかった. そもそも, 同じものを目にしてもみている世界の階層が完全に違
うこともあるかもしれない. また, かなり偏った風景を描写してしまっているかもし
れないことも懸念されるがその点もご容赦願いたい.
さて, 一般化の現状を概説するには当然古典的な状況を認識していることが前提と

なる. 必ずしも専門家でない読者を想定して, この節では駆け足で古典的なイデアル
類群の円分岩澤主予想を振り返りたい.
まず, 記号や概念を固定しておく. p: 奇素数 (以下固定する), N : pと素な自然数と

する. 各自然数 nごとに, An := Cl(Q(ζNpn))[p
∞], Gcyc,n := Gal(Q(ζNpn)/Q(ζN)) と

する.

代数的側面 (Selmer群)
岩澤理論には, 代数的側面と解析的側面がある. その両側面の理解を深めたり, ある
いはその両側を結ぶ岩澤主予想を考えたい. まず代数的側面から振り返る.
次は「岩澤代数的類数公式」と呼ばれ, 代数体の族における類数に関する数少ない

一般的な結果であり, 岩澤による無限次の円分塔を考えるアイデアの重要性を示す最
初の金字塔である.

1高次元化とはそもそも何であるかについては 2節の最後の方も参照のこと.
1



定理 1.1 (岩澤, 1950年代). 非負整数 λp, µpと整数 νpが存在して, 十分大きな nで
#An = pλpn+µpp

n+νp

が成り立つ. (実は Ferrero-Washingtonによって µp = 0が示されている )

今, An に Gcyc,n が作用することより, イデアル類群の順極限 A := lim−→n
An には

ガロワ群の逆極限 Gcyc := lim←−nGcyc,n が作用する. (無限次拡大のガロワ理論より,

Gcyc = Gal(Q(ζNp∞)/Q(ζN))であることにも注意する)
以下では, 岩澤代数とよばれる完備群環 Λcyc := Zp[[Gcyc]] が大事な役割を演じる.

完備群環は日常生活で馴染みのない人も多いので, つきあうのに不安を感じるかもし
れない. ただ, 岩澤-Serreの同型によってΛcycはZp[[X]]の p− 1個の直積に非標準的
に同型をつくれるので, 安心して付き合っていただきたい.
今, X := A∨とおくと, X は自然に有限生成Λcyc加群とみなされる.

注: 一般に, 有限生成Λcyc加群のことを岩澤加群とよぶ.

岩澤代数的類数公式の（証明の）系として次が得られる.

定理 1.2 (岩澤, 1950年代). X は有限生成ねじれΛcyc加群である.

今, 普通の有限次代数体のイデアル類群を Z加群とみなしたり, イデアル類群の p
部分を Z(p)加群や Zp加群とみなすとき, それらは有限なのでねじれ加群である. 一
般に, Z, Z(p), Zpなどの高さ 1の素イデアルによる剰余体が有限な環においては, 有
限生成加群に対して, ねじれ的であることと有限であることは同値である. よって,
この類似からみたときに上の定理は代数的整数論におけるイデアル類群の有限性定
理の岩澤理論的な類似物 (対応物)であると捉えられる.

解析的側面 (p進 L函数)
次に解析的な側面に話を移す. 後で現れる p進L函数が話の主人公であるが, いきな
りそれを紹介する前に, 少し寄り道になるがアルキメデス的な世界と非アルキメデス
的な世界の類似に注意しておくことは有用であろう.

アルキメデス世界と非アルキメデス世界の類似の復習
複素平面やその上の正則函数の環はアルキメデス的な世界での大事な対象である. 次
のような類似が基本である.

複素平面C 類似←→ Gcyc上の p進連続 (1次)指標の集合

C上の正則函数の環 類似←→岩澤代数Λcyc

Gcycの (1次)指標はGcycの位相的生成元を固定するとその行き先で一意に決まるの
で, (1次)指標全体の集合は p進単位開円盤と思える. 上では複素平面ではなく複素
平面の原点の周りの複素単位開円盤と対比するのがより正確だったかもしれない. し
かしながら, 次のような類似も大事なので, ここでは複素平面を対比させた.

Cの中の整数点 類似←→ Gcyc上の数論的指標の集合
2



ただし, χcyc : Gcyc
∼−→ Z×p を標準的な p進円分指標とするとき,

連続指標 η : Gcyc −→ Q×p が数論的指標
定義⇐⇒ある整数wと位数有限の指標 ϕ が存在し, η = χwcycϕ

と定義する. 上の整数 wは ηに対して一意に定まり, ηの「重さ」と呼ばれる. 岩澤
代数は複素関数論の正則函数の環の類似であるので, 例えば岩澤代数の元に対しても
一致の定理などが成り立つことが知られている.

ψを導手N のDirichlet指標とし, Zp[ψ]を Zpに ψの値を付け加えた環とする. 次が
Riemannゼータ函数 ζ(s)やDirichlet L函数 L(ψ, s)の p進類似となる p進 L函数で
ある.

定理 1.3 (久保田-Leopoldt, Mazur, Coleman, 岩澤, 他). Lp(ψ) ∈ 1
γ−χcyc(γ)

Λcyc ⊗Zp

Zp[ψ] が存在して, 重さ j ≤ 0の勝手な数論指標 χjcycϕに対して

χjcycϕ(Lp(ψ)) =

(
1− (ψϕ−1)(p)

pj

)
L(ψϕ−1, j)

なる補間性質が成り立つ. ここで, γはGcycの位相的生成元とする. 加群 1
γ−χcyc(γ)

Λcyc

は γの選び方に依存しないことに注意する. また, 一致の定理により, Lp(ψ)は上の補
間性質で一意に特徴付けられる. また, ψ ̸= 1ならば, 極はなくLp(ψ) ∈ Λcyc⊗ZpZp[ψ]
となる.

しばしば, この p進 L函数は最初の仕事である久保田-Leopoldtの名前をとって2

「久保田-Leopoldtの p進L函数」とよばれる. このような, p進L函数を「構成」する
のは非自明な問題であるが, 上の p進L函数には様々な別構成が知られている. 様々
な別証明があることによって, 我々に豊かな理解を提供されると同時に応用上でも一
長一短がある. p進 L函数のいくつかの構成に対してコメントしておく.

• 岩澤による Stickelberger元を使った構成で p進L函数を群環の元として理解
出来るようになった. また, 他の構成に比べて有限指標 ϕでの値も計算しやす
いなどの利点もある.
• Mazurによる Γ-transformを使った構成では p進 L函数が調べやすい多項式
的なものからの変換となる. これによって, しばしば µ不変量をはじめとした
p進 L函数の性質を調べるのに役立つことがある.
• Colemanによる円単数のEuler系を使った構成は, Rubinによる円単数のEuler
系を使った岩澤主予想の証明でイデアル類群と p進L函数を結びつける大事
な仲立ちとなる.

岩澤主予想
岩澤主予想を述べるのに大事な言葉を準備する.

2久保田-Leopoldtの構成はここで定式化したような群環の元を与えているわけではなく, その意味
ではここでの定式化よりも若干弱いかもしれない.

3



定義 1.1. RをUFD, M を有限生成ねじれR加群とするとき, 特性イデアルを,

charRM :=
∏

p:R の高さ 1 の素イデアル

pℓ(p;M)

と定義する. ただし, ℓ(p;M) = lengthRp
Mpとする. また, M がねじれ加群でないと

きには charRM := 0とする.

Xψ を X の (Gal(Q(ζN)/Q)作用に関する)最大 ψ部分とすると, 先の岩澤の定理に
よってXψは有限生成ねじれΛcyc ⊗Zp Zp[ψ]加群となることに注意する.
岩澤によって提出された「イデアル類群の円分岩澤主予想」は以下のように述べ

られる:

定理 1.4 (岩澤主予想; Mazur-Wilesの定理). 次の Λcyc ⊗Zp Zp[ψ]のイデアルの等式
が成り立つ:

charΛcyc⊗ZpZp[ψ]Xψ = (Lp(ψ)の分子).

岩澤主予想の証明に関するコメント
定理 1.4の証明のためには, 次のイデアル類群の岩澤理論に限定された特殊事情が大
事である.

命題 1.1 (解析的類数公式の原理).

(a) 全ての ψで, charΛcyc⊗ZpZp[ψ]Xψ ⊂ (Lp(ψ)の分子)

または
(b) 全ての ψで, charΛcyc⊗ZpZp[ψ]Xψ ⊃ (Lp(ψ)の分子)

の何れかを示せば岩澤主予想の等式が正しい

この特殊事情に基づいて次の 2種類の証明が知られている.

• Mazur-Wilesによる最初の証明においては, Eisensteinイデアルの方法によっ
て, (a)の包含関係が示された.
• Rubinの円単数の Euler系による別証明においては, (b)の包含関係が示さ
れた.

ここでは, これらの証明がどのようなものであるかについては説明しないが, 後の 3
節の楕円曲線の岩澤理論のところで, もう少し説明を加える予定である.

高次元以外の別の一般化の可能性
これから岩澤理論を「高次元化」する話に入る前に「高次元化以外の一般化」につ
いて少しだけコメントしておく. 以降の高次元化の設定とそれ以外の一般化の「ファ
イバー積」をとることでまた新しい問題を考えられるかもしれない.

• 高次Fittingイデアルを用いた精密化された岩澤理論が栗原氏をはじめとした
人々によって研究されている.
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Fittingイデアルについて簡単に復習する. Rを可換環, M を有限表示を持
つねじれR加群とするとき, M の表示

Rm −→ Rn −→M −→ 0

をとる. i次Fittingイデアルを上の表示が定めるm× n行列の n− i次小行
列式全体で生成されるイデアルとして FittR,iM と記す. Rが一般のUFDと
したとき, 0次 Fittingイデアル FittR,0M の reflexive closureが特性イデアル
に等しい. また, Rが特に PIDのときには, 有限生成ねじれR加群M , N が
同型であるための必要十分条件はすべての i ≥ 0で FittR,iM = FittR,iN とな
ることである. こういった意味でFittingイデアルは特性イデアルより精密な
情報を復元すると言える.
さて, 栗原氏をはじめとした人々に研究される精密化された岩澤理論にお

いては, 各 iで i次の StickelbergerイデアルΘiを定め,

FittiXψ = Θi

が成り立つという形の岩澤主予想を期待する. この定式化に合わせて Euler
系の理論を精密化するなどの研究が行われている.
• 1の pベキ根を付け加えて得られる Zp 拡大の代わりに, 半直積 Zp ⋉ Zp や
GL2(Zp)などの非可換な p進Lie群をガロワ群に持つ p進Lie拡大上でイデア
ル類群や p進L函数を考える非可換岩澤理論がCoates氏らによって研究され
ている. 最終的に非可換岩澤理論を定式化したCoates-Fukaya-Kato-Sujatha-
Venjokobの論文では既に楕円曲線を中心に定式化されていた. しかしなが
ら, イデアル類群の場合でも非可換岩澤理論は非自明であり, 上述のCoates-
Fukaya-Kato-Sujatha-Venjokobの論文ののち, Burns, 加藤, 原などによる研
究を得て, KakudeやRitter-Weissによって最終的にイデアル類群に対する非
可換岩澤理論が解決した.
• 元々の岩澤理論では円分塔Q(ζNp∞)の上の pイデアル類群で得られる岩澤加
群を考えた. 言い換えると, Q(ζNp∞)上の最大不分岐アーベル p拡大L∞のガ
ロワ群Gal(L∞/Q(ζNp∞))からなるガロワ加群を考えた. L

(1)
∞ = L∞, L

(n)
∞ を

L
(n−1)
∞ 上の最大不分岐アーベル p拡大とすることでL

(n)
∞ /L

(n−1)
∞ のガロワ群か

らなる岩澤加群が逐次考えられ, 面白い研究対象となる. このような類体塔の
岩澤理論が尾崎氏をはじめとした人々により研究されている.
• 後で説明するように, イデアル類群の一般化としてガロワ表現の Selmer群の
概念があり, 絶対ガロワ群GQのガロワ表現Aに対する Selmer群は, ガロワ
コホモロジー群H1(Q, A)の適当な局所条件による部分群として定義される.
Selmer群を定義する係数ガロワ加群を非可換な群に一般化する非可換係数の
岩澤理論 (佐久川憲児 2013年度大阪大学博士論文) の研究もある. Minhyong
Kim氏の定義した Selmer variety の torsion版を定義して円分塔での振る舞
いなどが調べられている. 非可換係数のガロワコホモロジーは点付き集合で
はあるがもはや群にはならず, 点付き集合の取り扱いの言葉などの一般的な
枠組みの整備も必要となることに注意する.
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2. 高次元化による一般化の道: 高次元化とは何だろうか？

イデアル類群に続く最初の一般化の試み
イデアル類群の岩澤理論の成功をうけてもっと一般の数論的対象に岩澤理論を高次元
化する動きが現れる. イデアル類群の次に研究が試みられたのは, Mazur, Greenberg,
Coatesらによる「p通常的な楕円曲線の岩澤理論」である. 特に以下が主要なポイン
トである.

(1) Selmer群の振る舞い (Mazurのコントロール定理, 1970年頃)
(2) p進 L函数の構成 (Mazur–Swinnerton-Dyer 他)
(3) 岩澤主予想の提出 (Mazur, 1970年頃)

これらをもう少し詳しく説明していきたい.

代数的側面 (Selmer群)
EをQ上の楕円曲線とするとき, 代数体 F 上でのEの p-Selmer群を次で定義する:

SelE(F ) := Ker

H1(F,E[p∞]) −→
∏

v:F の素点

H1(Fv, [p
∞])

E(Fv)⊗Qp/Zp

 .
Selmer群には, 次の完全列がある:

0 −→ E(F )⊗Z Qp/Zp −→ SelE(F ) −→XE(F )[p
∞] −→ 0.

この短完全列において, Mordell-Weil群E(F ) ⊗Z Qp/Zpは代数体における単数群の
楕円曲線類似, Tate-Shafarevich群XE(F ) は代数体におけるイデアル類群の楕円曲
線類似である.
F = Q(µp∞)の場合を考えよう. SelE(Q(µp∞))∨に自然にGcycが作用し, 簡単な議

論によって SelE(Q(µp∞))∨は有限生成Λcyc加群となることが知られている.

次は上述の岩澤の定理の楕円曲線類似である

定理 2.1 (Rubin-Rohrlich, 加藤-Rohrlich). pで通常還元 (ordinary reduction)を持つ
と仮定すると, SelE(Q(µp∞))∨は有限生成ねじれΛcyc加群である

証明にはEuler系が必要であり, イデアル類群のときの場合の岩澤の定理の証明に比
べて大変な道のりである. 後で岩澤主予想の証明と合わせて追加説明する.

解析的側面 (p進 L函数)
EをQ上の楕円曲線とするとき,

L(E, s) =
∏

ℓ: 素数, E が良還元

1

(1− aℓ(E)ℓ−s + ℓ1−2s)
× (悪い Euler因子)
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と Euler積でEの L函数を定める. ただし, aℓ(E) := ℓ+ 1−#Ẽℓ(Fℓ)とする.
L(E, s)は Re(s) > 3

2
で収束し, Wiles, Taylar-Wiles及び Breuil-Conrad-Diamond-

TaylarによってEはモジュラーであることが知られているから L(E, s)は全C平面
に正則に接続される.

L(E, s)の Euler積を Dirichlet級数として L(E, s) =
∞∑
n=1

an(E)

ns
と表すとき, 勝手な

Dirichlet指標 ϕに対して ϕひねりの L函数を次で定義する:

L(E, ϕ, s) =
∞∑
n=1

an(E)ϕ(n)

ns
.

L(E, ϕ, s)もRe(s) > 3
2
で収束し全C平面に正則に接続される.

特殊値の代数性の復習
Eの Z上のNéronモデルの正則微分形式 (Néron微分)を ωEをおくとき,

Ω+
E :=

∫
E(R)
|ωE| (Néron周期)

とする (同様に, Ω−E :=
∫
H1(E(C),Z)− |ωE|と定める).

このとき, 次のような s = 1における L(E, s)の値の代数性が成り立つ.

定理 2.2 (志村, Manin 他). 勝手なDirichlet指標 ϕに対して
L(E, ϕ, 1)

Ω±E
∈ Q[ϕ]

が成り立つ. ただし, ±は ϕ(−1)の符号で決める.

この代数性の結果によって,
L(E, ϕ, 1)

Ω±E
を p進数とみなすことができる.

定理 2.3 (Manin, Mazur–Swinnerton-Dyer他). Eは pで通常還元を持つと仮定する.
このとき, 一意的な Lp(E) ∈ Λcyc ⊗Zp Qpが存在して, 重さ 0の勝手な数論指標 ϕに
対して次の補間性質

ϕ(Lp(E)) = Eul(E, ϕ)× τ(ϕ)× L(E, ϕ−1, 1)

Ω±E

が成り立つ. ただし, τ(ϕ)はDirichlet指標ϕに付随したGauss和とする. また, αEを

X2− ap(E)X + pの p進単数根としてEul(E, ϕ) =

{
(1− 1

αE
)2 ϕ = 1

( 1
αE

)ordp(Cond(ϕ)) ϕ ̸= 1
とおく.

定理 2.3の証明は第 4節で説明する予定である.

7



岩澤主予想
代数的な側と解析的な側での準備の下で, イデアル類群のときと同様に両者をを結び
つける岩澤主予想が考えられる.

予想 2.1 (岩澤主予想; Mazurらが定式化). Eは pで通常還元を持つと仮定する.
このとき, 次の等式が成り立つだろう:

(Lp(E)) =

{
(γ − χ(γ))charΛcycSelE(Q(µp∞))∨. Eが pで分裂乗法的還元を持つとき,

charΛcycSelE(Q(µp∞))∨. それ以外のとき.

岩澤主予想の結果や証明は, Eが虚数乗法を持つ場合か Eが虚数乗法を持たない
場合のいづれかで大分様相が異なる.

虚数乗法を持つ場合
楕円曲線が虚数乗法を持つ場合には次が成り立つ:

定理 2.4 (Rubin-Rohrlich). Eがある虚２次体Kで虚数乗法を持つ p通常的なQ上
の楕円曲線とするとき次が成り立つ.

(1) SelE(Q(µp∞))∨は有限生成ねじれΛcyc加群である.

(2) 次の等式が成り立つ:

charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ = (Lp(E)).

虚数乗法を持つ場合の証明のあらすじは以下の通りである.

(I) Rubinによる Euler system boundの定理
前節のイデアル類群の岩澤理論の虚２次体Kへの一般化がある. Kが虚２次体のと
き, K上でガロワ群が Zpの直和になるような最大 Zdp拡大K∞は d = 2で得られる.
　虚 2次体ではK∞(の有限次拡大)上のイデアル類群を考えることで, 2変数 Selmer
群, 2変数の p進 L函数, 2変数の岩澤主予想が考えられるが, Rubinは楕円単数の
Euler系を用いることで, Selmer群の大きさを抑えて次の包含関係を示した:

(2変数 Selmer群の特性イデアル) ⊃ (楕円単数の Euler系の 2変数特性イデアル).

(II) Coates, Yager, de ShalitらによるColeman写像
前節で紹介したColemanによる円単数のEuler系を使った構成があったが, その構成
の楕円単数類似がCoates, Yager, de Shalitらによって与えられている:

(楕円単数の Euler系の 2変数特性イデアル) = (2変数の p進 L函数).

(III) (I)と (II)の組み合わせ
上の (I)と (II)の包含関係をつなげると次が得られる:

(2変数 Selmer群の特性イデアル) ⊃ (2変数の p進 L函数).
8



(IV) 虚 2次体Kに対する解析的類数公式の原理
前節の円分体のときと同じように今の場合も片方の包含関係が示せれば自動的に等
式が成り立つという原理が成り立つ3:

(2変数 Selmer群の特性イデアル) = (2変数の p進 L函数).

これは, 「虚 2次体の２変数岩澤主予想の解決」に他ならない.

(V) (ある)1変数に特殊化
虚２次体K で虚数乗法を持つ楕円曲線 Eの pべき等分点の座標をK に付け加える
ことでKのZ2

p拡大が得られるので, 上で得られた等式を適当にひねって 1変数に特
殊化すると次が得られる:

charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ = (Lp(E)).

(VI) Rohrlichの定理
p進L函数が補間するような楕円曲線EのL函数L(E, s)の函数等式の中心 s = 1で
の値は, Mordell-Weil群が無限のときには 0となる. A prioriにはそれを Γcycのいろ
いろな有限指標 ϕでひねっても常にL(E, ϕ, 1)の s = 1での値が消えてしまう心配が
ある. Rohrlichは Γcycの有限指標を動かすとひねった L函数の s = 1での値が消え
ないことがあることを示した. これにより, Lp(E) ̸= 0がわかる:

上式で (Lp(E)) ̸= 0 =⇒ charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ ̸= 0

=⇒ SelE(Q(µp∞))∨は有限生成ねじれΛcyc加群.

以上で楕円曲線 Eが虚数乗法を持つ場合の円分岩澤主予想の結果である定理 2.4の
証明のあらすじを終える.

虚数乗法を持たない場合
楕円曲線が虚数乗法を持たない場合には次が成り立つ:

定理 2.5 (加藤-Rohrlich). Eが虚数乗法を持たない p通常的なQ上の楕円曲線とす
るとき次が成り立つ.

(1) SelE(Q(µp∞))∨は有限生成ねじれΛcyc加群である
(2) (若干の条件の下で ) 次の不等式が成り立つ:

charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ ⊃ (Lp(E))

.

3あまり有限 Hecke指標ひねりをこめた正確な設定を述べなかったが, すべての有限 Hecke指標ひ
ねりで一斉に同方向の包含関係が成り立たねばならない.
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虚数乗法を持たないときの証明のあらすじは以下の通りである.

(I) 加藤による Euler系の構成 (Beilinson-加藤の Euler系)
虚数乗法を持つ場合と同じく Euler系が大事な役割を演じるが, 楕円単数の Euler系
とは異なる Beilinson-加藤の Euler系が活躍する. Beilinson-加藤の Euler系は, 楕円
単数のEuler系に比べて構成自体が既に大仕事である. アファインモジュラー曲線 Y
が与えられたときに, Y 上の Siegel単数と呼ばれるよい函数がある. 函数はK1(Y )の
元なので, それらを組みにしたモジュラー曲線のK2(Y )の元を Beilinson元とよぶ.
Beilinsonはこの元が楕円曲線のL函数の s = 2での値と regulator写像で結びつくこ
とを示した. 加藤はこれを p進的な手法で修正して, explicit reciprocity lawなどの力
技を用いることで, s = 1での値に結びつくBeilinson-加藤の Euler元を構成した.

(II) Euler system boundの定理
楕円単数や円単数のときと同じように, ノルム条件などの公理をみたすEuler系があ
ると標準的な議論で Selmer群の大きさが抑えられる. かくして次の包含関係が得ら
れる:

(Selmer群の特性イデアル) ⊃ (Beilinson-加藤の Euler系の特性イデアル).

(Euler系の公理がどのようなものであるかについて, 一般的な Euler system bound
の定理の正確なステートメントについては, 次節でも説明する)

(III) Coleman写像の理論
Beilinson-加藤の Euler系も構成から L函数の特殊値と関係が深いので, 一般化され
た Coleman写像の理論による Euler系から p進 L函数 Lp(E)の別構成があり, 次の
等式が得られる:

(Beilinson-加藤の Euler系の特性イデアル) = (Lp(E)).

(IV) (II)と (III)の組み合わせ
上の (II)と (III)の包含関係をつなげると次が得られる:

charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ ⊃ (Lp(E)).

(V) Rohrlichの定理
Rohrlichの結果やその証明は虚数乗法の有無に関係ないので, 虚数乗法を持つ場合と
全く同じように Lp(E) ̸= 0がわかる:

上式で (Lp(E)) ̸= 0 =⇒ charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ ̸= 0

=⇒ SelE(Q(µp∞))∨は有限生成ねじれΛcyc加群.

以上で楕円曲線Eが虚数乗法を持たない場合の円分岩澤主予想の結果である定理 2.5
の証明のあらすじを終える.
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逆方向の包含関係
虚数乗法を持たない場合には, 解析的類数公式の原理が知られていないので, 片方の
包含関係を示しても等式は得られない.

Skinner-Urbanは, (適当な条件のもとで) Euler系の方法とは全く異なるU(2, 2)で
の Eisensteinイデアルの手法によって次を主張した:

charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ ⊂ (Lp(E)).

この逆方向の包含関係の議論については次節でもう少し踏み込んで説明する.
これを認めると, 加藤の結果である定理 2.5と合わせて (適当な条件下で)次を得ると
いうアイデアである.

charΛcycSelE(Q(µp∞))∨ = (Lp(E)).

以上で, 楕円曲線の場合の簡単な概観を終える. 楕円曲線の円分岩澤理論にとどま
らないさらなる円分岩澤理論の一般化の枠組みが, Greenberg, Coates, 加藤 をはじ
めとした人々によって提唱されており, 我々は

楕円曲線の岩澤理論
⇓

さらに高次元の岩澤理論

と進んでいきたい. ここでの「高次元化」には次のように幾つかの意味が考えられる.

• 高い階数のガロワ表現へ一般化
(例. イデアル類群は階数 1, 楕円曲線は階数 2のガロワ表現)

• 高い次元の代数多様体 (モチーフ)へ一般化
(例. イデアル類群は 0次元, 楕円曲線は 1次元のモチーフ)

• 高い階数の代数群の保型表現 (モジュラー形式)へ一般化
(例. イデアル類群はGL1, 楕円曲線はGL2の保型表現)

これら異なる捉え方は, 少しずれもあるがLanglands予想やコホモロジー的な実現を
通してお互い密接に関連している. 「高次元化」を語るとき, 我々はときと場合に応
じてこれらの異なる見方を使い分けて　いずれかの状況を想定している.
そして, 岩澤理論のこのような「高次元化」において, 次が主な課題であろう.

予想A: Selmer群の Pontrjagin双対は有限生成ねじれ岩澤加群だろう.

予想B: 適切な補間性質を持つ p進 L函数が存在するだろう.

予想C: (Selmer群の特性イデアル) = (p進 L函数) が成り立つだろう.
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3. 高次元岩澤主予想の証明の現状: Euler系 VS Eisensteinイデアル
この節では, 特に予想Aと予想Cについての現状を論じる.
予想Aと予想 Cには Euler系が有効な道具立てになると期待されている. 今まで

にたびたび話に登場したEuler系について, 一般の枠組みである程度正確な定義とあ
る程度正確な結果を紹介しておきたい.

Euler系とは?
状況設定として
T ∼= Z⊕dp : 絶対ガロワ群GQの (幾何的な)連続表現
が与えられているとする. A = T ⊗Qp/Zpに対して, Selmer群:

SelA(Q(µp∞)) ⊂
局所条件

H1
gal(Q(µp∞), A)

がBloch-加藤やGreenbergによる標準的な定義で定まっており, イデアル類群や楕円
曲線の Selmer群の一般化となっている. この Selmer群 SelA(Q(µp∞))の大きさを L
函数の特殊値を使って抑えたい.
d+ := rankZp(T

∗(1))c=+ とおく. 各素数 ℓに対して Pℓ(X) ∈ Zp[X]を Pℓ(X) :=
det(1− FrℓX;T ∗(1))と定める.

ノルム条件をみたすガロワコホモロジー群の元の系{
zm(ℓ1 · · · ℓr) ∈ ∧d

+

H1
gal(Q(µpmℓ1···ℓr), T

∗(1))
}

で, ノルム条件:

(Nr) NrQ(µpmℓ1···ℓr )/Q(µpmℓ1···ℓr−1
)(zm(ℓ1 · · · ℓr)) = Pℓr(Frℓr)zm(ℓ1 · · · ℓr−1)

をみたすものをEuler系という (ℓ1, . . . , ℓr ̸= pは相異なる素数).
さらに, Σ: 素点の有限集合 ⊃ {分岐素点, p, ∞}
QΣ: Σの外不分岐なQの最大ガロワ拡大
と記号を定める. このとき, ガロワコホモロジーの Euler Poincaré公式によって

rankΛcyc lim←−
m

H1
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1))

= d+ + rankΛcyc lim←−
m

H0
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1))

+ rankΛcyc lim←−
m

H2
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1))

がわかる. ガロワコホモロジーの大域双対定理, Chebotarevの密度定理, などを用
いた抑えたいアーベル群の生成元の個数に関係する (非常に複雑な!)帰納的な議論に
よって, 次の定理 (Euler system bound)が示される

定理 3.1 (加藤, Perrin-Riou, Rubin). T へのガロワ表現の像が”十分大きい”と仮定
する. このとき, 次が成立する:
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(1) lim←−mH
2
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1)) は有限生成ねじれΛcyc加群である.

(2) 適当な技術的条件下で次が成り立つ:

charΛcyc lim←−
m

H2
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1))

⊃ charΛcyc

(
∧d+ lim←−

m

H1
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1))

)/
Λcyc lim←−

m

zm(1).

前節の加藤-Rohrlichの定理 (定理 2.5)の証明のあらすじの (II)の説明が大雑把で
あったので, 前節で約束したようにもう一歩踏み込んでそのステップ (II)の部分を解
説する. 定理 3.1を T = TpEとして応用する際に, d = 2, d+ = 1であることに注意
する. よって, 例えば外ベキ ∧d+はとる必要がなくなる.

今, 適当な条件下で, ガロワコホモロジーの大域双対定理は次の 4項完全列を導く.

0 −→ lim←−
m

H1
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1))

/
Λcyc lim←−

m

zm(1)

−→ lim←−
m

H1
gal(Qp(µpm), T

∗(1)/Fil+p T
∗(1))

/
Λcyc lim←−

m

locpzm(1)

−→ SelA(Q(µp∞))∨ −→ lim←−
m

H2
gal(QΣ/Q(µpm), T

∗(1)) −→ 0.

この加群の系列の完全性より

(第 4項の特性イデアル) ⊃ (第 1項の特性イデアル)

同値⇐⇒ (第 3項の特性イデアル) ⊃ (第 2項の特性イデアル)

なる同値性が成り立つ. よって,

Eが虚数乗法をもたない
Serre の定理⇒ ガロワ表現GQ −→ AutZpTpEの像は”十分大きい”

上の定理⇒ (第 4項の特性イデアル) ⊃ (第 1項の特性イデアル)

上の同値⇒ (第 3項の特性イデアル) ⊃ (第 2項の特性イデアル)

この最後の不等式が示すべき「加藤-Rohrlichの証明のあらすじの (II)」の結論に他
ならない. かくして, 非自明な Euler系の存在は「岩澤主予想の半分」に相当する片
方の包含関係を導くのである.

よって, 自然に次の問題が浮上してくる.
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問題 : より多くの幾何的な p進ガロワ表現 T で, 非自明な Euler系{
zm(ℓ1 · · · ℓr) ∈ ∧d

+

H1
gal(Q(µpmℓ1···ℓr), T

∗(1))
}

を見つけよ.

知られているEuler系の例
Euler系がみつかっている幾つかの状況を思い出しておく.

抑える Selmer群 d d+ Euler系 K群の次数
Qのアーベル拡大の
イデアル類群 1 1 円単数 K1

虚 2次体のアーベル拡大の
イデアル類群 2 1 楕円単数 K1

虚 2次体上の楕円曲線の Selmer群 2 1 Heegner点 K0

楕円カスプ形式の Selmer群 2 1 Beilinson-加藤元 K2

Euler系における現状と今後の課題
• 一般に, 構成法からはつくった元の非自明性はわからない (現状ではL函数の
特殊値が消えていないことにより regulator mapを介して非自明性を示す方
法しかない).
• d+ > 1の例はほとんど知られていないようである.
• 楕円モジュラー形式の Rankin-Selberg積 f ⊗ gの場合に Darmon-Rotgerの
仕事を修正して, Lei-Loeffler-Zerbesらが構成したBeilinson-Flach元を用いた
Euler系がある (このとき d = 4, d+ = 2). 特別な条件下で若干の応用も得ら
れている.

Eisensteinイデアルの方法とは?
A = T ⊗Qp/Zpに対して, Selmer群は

SelA[pn](F ) ⊂
局所条件

H1
gal(F,A[p

n])

と定義されたことを思い出そう.
また, ガロワコホモロジーや群コホモロジーのよく知られた一般論によって,

(1) H1
gal(F,A[p

n])
∼−→ {0 −→ A[pn] −→M −→ Z/pnZ −→ 0}/ ∼

なる同一視があり, 1次ガロワコホモロジーは自明な表現のA[pn]による拡大の同型
類と一対一に対応する. よって, 自明な表現のA[pn]による拡大で局所条件をみたす
ものが沢山あることを言えば, SelA[pn](F )が十分大きいことが言えるのである. 　
以後, Aが「モジュラー」な場合を考える. つまり,

ガロワ表現A
Langlands 対応←→ ある代数群Gの保型表現 π
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なる状況を考える.
次をみたす組 (G̃, P )を一組選ぶ:

• Gの階数 dより真に大きな階数 d̃を持つ代数群 G̃
• 放物部分群 P ⊂ G̃で P の Levi部分群がG×GL1を成分として含むもの

さらに, P に関する G̃の Eisenstein series Ẽπで L(π, s)|L(Ẽπ, s) なるものを考える.
今, 次の合同条件を仮定する:

(C)G̃の尖点保型表現 π̃が存在して L(π̃, s) ≡ L(Ẽπ, s) mod pn をみたす.

このとき, 次が成り立つ.

補題 3.1 (Ribetの補題). 考えている G̃の尖点保型表現 π̃に対して次の条件たち4を
仮定する:

• π̃に付随する L(π̃, s) = L(Vπ̃, s)となるGF の p進ガロワ表現 Vπ̃が存在する.
• Vπ̃は既約なガロワ表現である.

このとき, GF の作用で安定な格子 T̃ ⊂ Vπ̃ をうまく取り替えて, ある階数 d̃ − dの
mod pn表現B[pn]のA[pn]による非分裂な拡大
(2) 0 −→ A[pn] −→ T̃ /pnT̃

q−→ B[pn] −→ 0

を得ることができる.

今, 次の条件 (B)も仮定する.

(B) P の Levi部分群の成分GL1に対応して表現 B[pn]の自明な部分表現 Z/pnZ
が存在して, (2)を Z/pnZ ↪→ B[pn]で引き戻して得られる拡大:

(3) 0 −→ A[pn] −→ q−1(Z/pnZ) q−→ Z/pnZ −→ 0

が非自明になる.

この (3)が各素点 (特に p上の素点)で局所条件をみたすことを示せば, SelA[pn](F ) ̸= 0
が従う. この, 構成と L函数の特殊値をつなげるために, 次の対象を考える:

• G̃のHecke環の π̃に付随する成分HG̃,π̃

• HG̃,π̃の Eisensteinイデアル Iπ

Eisensteinイデアル Iπは Ẽπと G̃のカスプ形式との合同を統制するイデアルである.
今までの議論を定量的に行うことができれば, 簡単な誤差を除いて

#HG̃/(Iπ, p
n) ≤ #SelA[pn](F )

が得られると期待される. Eisenstein級数 Ẽπの定数項は L(π, s)の特殊値と関係し,
簡単な誤差を除いて#HG̃/IπはL(π, s)の特殊値と結びつくことも期待される. かく
して, L(π, s)の特殊値で SelA[pn](F )の位数を下から抑えられるという寸法である. 上
のようなG, G̃の重さやレベルを固定した保型形式の空間での議論だけでなく, 肥田

4G̃ = GL2のときには, 前者の条件はDeligneや志村 (unpublished)の結果, 後者の条件はRibetの
結果として示されていた.
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変形などの変形空間においても同様な議論を展開することができる. このような議論
で, Q(µp∞)の部分体F や係数加群のねじれ指数 pnが動くときの極限をとることによ
る包含関係

(T の p進 L函数) ⊃ charΛcycSelA(Q(µp∞))∨

が得られるはずである. 大きな群 G̃のEisensteinイデアルを仲立ちとして,「岩澤主
予想の半分」を示すこのようなアイデアをEisensteinイデアルの方法とよぶ.
今までにEisensteinイデアルの方法が既に試みられた (G, G̃, P )がいくらかある. 特

にイデアル類群の岩澤主予想に関するRibet, Mazur-Wiles, Wilesの仕事での (G, G̃, P )

は, G = GL1, G̃ = GL2, d = 1, d̃ = 2, P の Levi部分群はGL1 × GL1 であった. ま
た, 前節で紹介された Skinner-Wilesの仕事での (G, G̃, P )は, G = GL2, G̃ = U(2, 2),

d = 2, d̃ = 4, P の Levi部分群はGL2 ×GL1 ×GL1である.

Eisensteinイデアルの方法における現状と今後の課題
• 「1次ガロワコホモロジーの解釈」をそのまま使うには, d̃− d = 1の状況が
望ましいが, その場合 G̃の対称空間には代数多様体の構造が入らないかもし
れない (例えば, G = GL2, G̃ = GL3 のとき).

• 一方で, 上の議論の条件 (B)でみたように, d̃ − d > 1の場合にはうまく非自
明な拡大を取り出す部分で苦労する (例えば G = GL2, G̃ = U(2, 2)のとき)
• Euler系側での「加藤, Perrin-Riou, Rubinによる Euler system boundの定
理」やMazur-Rubinの研究で一般論が確立され, 一般論を整備した多くの論
文が出ている. 一方で, Eisensteinイデアルの側では文献が少なく数少ない文
献における議論も ad hocであったりほとんど詳細がなかったりする. Euler
系の側では数多く存在するような定量的評価の一般論の文献も見当たらない
ようである.

4. p進保型 L函数に関連する諸問題: 高次元 p進 L函数の深い理解を目指して
予想Bは, 前節で論じた予想Aや予想Cに比べるとより多くの部分的な進展がみ

られ, 予想 Bの研究を深めていくことは, 予想Aや予想 C の一つの突破口になるの
ではと感じている. この節では, 予想Bのもう少し正式な定式化を述べた上で, 基本
的なGL2の場合の復習や現状を論じる.
状況設定として:
T ∼= Z⊕dp : 絶対ガロワ群 GQ のモチーフから来るような幾何的な連続表現, V =
T ⊗Zp Qp

が与えられているとする. Dcrys(V )をFontaineのフィルター加群, φをフロベニウス
作用素とするとき,

L(V, s) :=
∏
ℓ ̸=p

det(1− FrobℓX;V Iℓ)|X=ℓ−s × det(1− φX;Dcrys(V ))|X=p−s

とHasse-Weil L函数を定める. ただし, 次が知られていることに注意する.
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• det(1− FrobℓX;V Iℓ), det(1− φX;Dcrys(V )) ∈ Q[X]が成り立つ5.
• wを V に付随するモチーフの重さとするとき, L(V, s)はRe(s) > w

2
+ 1で絶

対収束する.

予想 4.1 (Hasse-Weil予想). V を幾何的な p進表現, wを V に付随した純モチーフの
重さとするとき次が期待される:

• L(V, s)は全C平面に有理型に解析接続されるだろう
• V が r回Tateひねり表現Qp(r)を含まなければ L(V, s)は正則
• 適当な Γ函数からなる「無限因子」Γ(V, s)によってΛ(V, s) = Γ(V, s)L(V, s)
とおくとき, 函数等式:

Λ(V, s) = a(V )
w+1
2 ϵ(V )Λ(V ∗, 1− s)

が成り立つだろう. ここで, a(V ) ∈ Zは V の Artin導手, ϵ(V ) ∈ Cは V の
epsilon因子とよばれる不変量である.

以下, 与えられたガロワ表現に対しては常にHasse-Weil予想を仮定することとする.

Crit(V ) ⊂ Zを
Crit(V ) := {j ∈ Z|L(V, s), L(V ∗(1), s)の無限因子が s = jで poleを持たない }

とおく.

例 4.1. • V = Qpならば Crit(V ) = {正の偶数 } ∪ {負の奇数 }である (この
とき, L(V, s)はRiemannのゼータ函数 ζ(s)に一致することに注意する ).
• V がArtin表現のTateひねりでないならばCrit(V )は有限集合である.
• V が重さk ≥ 2のHecke固有カスプ形式に対してDeligneや志村 (unpublished)
が与えたガロワ表現 Vf のとき, Crit(V ) = {1, 2, . . . , k − 1}となる.

定義 4.1. MV を V に対応するモチーフ, QV をMV の係数体とする.

(1) 周期写像を以下の合成写像として定義する:

Per±(V (j)) : HBetti(M(j))± ⊗QV
C ↪→ HBetti(M(j))⊗QV

C
∼−→

de Rham の定理
HdR(MV (j))⊗QV

C ↠ Fil0HdR(MV (j))⊗QV
C.

(2) Per(−1)
j

(V (j))が同型のとき, 周期を
Ω±(V (j)) = det(Per±(V (j)))

と定義する.

Crit(V ), Per±(V (j))に関する大事な定義や性質をまとめておく.

• j ∈ Zに対して「j ∈ Crit(V ) ⇔ Per(−1)
j

(V (j))が同型」なる同値が成り立つ.

5ℓ ̸= pで良還元を持つ場合はDeligneによる. 一般の場合や pでの Euler因子ではRapoport-Zink,
de Jong, Katz-Messingなどの結果を組み合わせて従う.
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• Ω±(V (j)) ∈ CはHBetti(M(j))±⊗QV
や Fil0HdR(MV (j))⊗QV

の QV 基底の選
び方に依存するが, C/(QV )

×の元としてwell-definedである.

• j, j + 2 ∈ Crit(V )ならば Ω(−1)j(V (j + 2))

Ω(−1)j(V (j))
∼ (2π

√
−1)2d+ が成り立つ.

p進 L函数の存在予想を述べる準備
L(V, s)をDirichlet指標でひねったL函数の特殊値を p進補間する p進L函数の存在
定理 (基本予想B)を正確に述べたい. そのために幾らか準備をしておく.

予想 4.2 (Deligneによる特殊値の代数性予想). ϕをDirichlet指標, j ∈ Crit(V ⊗ ϕ)
とするとき,

L(V, ϕ, j)

Ω(−1)jϕ(−1)(V (j))
∈ QV [ϕ, τ(ϕ)]

が成り立つだろう.

QV [ϕ] ⊂ Q ⊂ Qpより, Deligne予想によって L(V, ϕ, j)

Ω(−1)jϕ(−1)(V (j))
は自然に p進数とみ

なせることに注意する.

定義 4.2 (Panchishkin条件). V をGQの幾何的な p進ガロワ表現, Dp ⊂ GQを pで
の分解群とする. 部分Qp[Dp]加群 Fil+p V ⊂ V が存在して,{

Fil+p V のHodge-Tate weightは全て正
V/Fil+p V のHodge-Tate weightは全て 0以下

がともに成り立つとき, V は pでPanchishkin型であるという.

上の定義において, Hodge-Tate weightの定義を説明しなかった. Hodge-Tate weight
の定義を復習しない代わりに Panchishkin型の具体例を述べておく.

例 4.2. • V = VpE (E は楕円曲線 )のとき, 次は同値である: V が pで Pan-
chishkin型 ⇔ Eは pで通常的.
• V = Vf (f : 重さ k ≥ 2の Hecke固有カスプ形式 )のとき, 次は同値である
(Deligne, Wilesらの結果 ) :
V が pで Panchishkin型 ⇔ ap(f)が p進単数.

以上の準備のもと,「p進 L函数の存在予想」は以下のように定式化される:

予想 4.3 (Coates–Perrin-Riou, Panchishkin 他). V を幾何的なガロワ表現として,
Crit(V ) ̸= ∅, V は pでPanchishkin型であることを仮定する. さらに, 周期Ω±(V )を
固定する.
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このとき, Lp(V,Ω
±(V )) ∈ Λcyc ⊗Zp Qp が一意に存在して, j ∈ Crit(V ⊗ ϕ)なる勝

手な j ∈ Z, 重さ 0の勝手な数論的指標 ϕに対して次が成り立つ:

χjcycϕ(Lp(V,Ω
±(V ))) = Γ(V, j)× Eul(V, ϕ, j)× τ(ϕ)× L(V, ϕ, j)

Ω(−1)jϕ(−1)(V )(2π
√
−1)j

ただし, τ(ϕ) :=

Cond(ϕ)∑
i=1

ϕ(i)ζ iCond(ϕ)はGauss和とする. Eul(V, ϕ, j)の定義は述べない

が適当な Euler因子である.

楕円曲線の場合の構成の一般的なあらすじ
EがQ上の楕円曲線で V = VpEのときには, 定理 2.3で結果のみを紹介したように
基本予想Bは既に示されている. 一般の場合の展望を得るための指針ともなるので,
この場合の証明のあらすじを紹介したい.
まず, Wiles, Taylar-Wiles, Breuil-Conrad-Diamond-Taylarらによる志村-谷山予想

の解決のおかげで, L(E, s) = L(fE, s)となる重さ 2のHecke固有カスプ形式 fEが存
在する. 知られている全ての例の p進 L函数の構成は非常に「モジュラー的」なの
で, 今の場合も, 実際のところEに付随するHecke固有カスプ形式 fE に対する p進
L函数を構成する.

構成は主に次の流れで行われる
(I) [有限レベルでの測度]
各 n ∈ Nで,

ϕ(Ξn(fE; Ω
±(V ))) = Eul(V, ϕ, 0)× τ(ϕ)× L(V, ϕ, 0)

Ωϕ(−1)(V )

をみたす Ξn(fE; Ω
±(V )) ∈ Qp[Gcyc,n]を構成する.

(II) [distribution property]
各 n ∈ Nで, 自然な射Qp[Gcyc,n+1] −→ Qp[Gcyc,n] において, Ξn+1(fE; Ω

±(V ))の像が
Ξn(fE; Ω

±(V ))に等しく {Ξn(fE; Ω±(V ))}n∈Nが射影系をなることを示す.
(III) [有界性]
χcyc,n(γn(a)) = a mod pnなる一意的な元 γn(a) ∈ Gcyc,nを用いて, Ξn(fE; Ω

±(V ))を

Ξn(fE; Ω
±(V )) =

∑
0<a<pn

(a,p)=1

cn(a)γn(a)

と展開するとき, n ∈ Nや 0 < a < pnなる自然数 aがうごくときの cn(a) ∈ Qpの分
母たちが有界であることを示す.

(II), (III)より, Lp(V ; Ω±(V )) := lim←−n Ξn(fE; Ω
±(V ))は Λcyc ⊗Zp Qp の元となり, (I)

より Lp(V ; Ω±(V ))は望む補間性質をみたす.
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もちろん, (I)においてΞn(fE; Ω
±(V ))を具体的に構成できることが大事であり, この

Ξn(fE; Ω
±(V ))の構成には, 「モジュラーシンボルの方法」 or 「Rankin-Selbergの

方法」の大きく二つの異なる方法がある. 以下, それぞれの場合にΞn(fE; Ω
±(V ))の

構成のみ紹介しておく

モジュラーシンボルの方法による構成
Manin, Mazurらによる元々の構成はモジュラーシンボルの手法を用いて行われた.
Hの境界であるカスプ P1(Q)の 2点 P,Qを結ぶ H上の経路 {P,Q}をモジュラーシ
ンボルとよぶ.

Mellin変換の公式によって, 導手 pnのDirichlet指標 ϕに対して

τ(ϕ)
L(E, ϕ−1, 1)

2π
√
−1

=
∑

0<i<pn

(a,p)=1

ϕ(a)

∫
{ a
pn
,∞}

fE(z)dz

となる. このことから,欲しいΞn(fE; Ω
±(V )) =

∑
0<a<pn

(a,p)=1
cn(a)γn(a)のγn(a) ∈ Gcyc,n

の係数 cn(a) ∈ Qpを以下のように定めればよい:

cn(a) :=
1

2

∑
0<a<pn

(a,p)=1

(
1

αE

)n ∫ √−1∞
0

(
fE(z +

a
pn
) + fE(z − a

pn
)
)
dz

Ω+
E

+
1

2

∑
0<a<pn

(a,p)=1

(
1

αE

)n ∫ √−1∞
0

(
fE(z +

a
pn
)− fE(z − a

pn
)
)
dz

Ω−E

Rankin-Selbergの方法による構成

以下,

{
ψ±(−1) = ±1
L(E,ψ±, 1) ̸= 0

なるDirichlet指標 ψ±を固定する.

(ただし, (Cond(ψ±),Cond(E)) = 1とする)

ψ±ϕ(−1) = −1となる Dirichlet指標 ϕに対して, 重さ 1の Eisenstein級数 G
ψ±
ϕ =

∞∑
n=1

an(G
ψ±
ϕ )qnで

∞∑
n=1

an(G
ψ±
ϕ )

ns
= L(ψ, s)L(ϕ, s)となるものをとる.

補題 4.1. D(fE, G
ψ±
ϕ , s) :=

∞∑
n=1

an(fE)an(G
ψ±
ϕ )

ns
とおくと,

D(fE, G
ψ±
ϕ , s) =

L(E,ψ±, s)L(E, ϕ, s)

L(ψ±ϕ, s)
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が成り立つ. ただし, L(ψ±ϕ, s)はDirichlet L函数とする.

定義 4.3 (Petersson内積). f ∈ S2(Γ1(M)), h ∈ M2(Γ1(M))に対してPetersson内
積を

⟨f, h⟩ :=
∫
H/Γ1(M)

f(z)h(z)dz

で定める.

補題 4.2 (志村). D(fE, G
ψ±
ϕ , 1) =簡単な有理定数× ⟨fE, Gψ±

ϕ G1
ψ±ϕ
⟩ が成り立つ

(ここで, 新しく現れた重さ 1のEisenstein級数G1
ψ±ϕ
は unfoldingのEisenstein級数

とよばれる ).

定理 4.1 (志村). 正しい偶奇性を持つ勝手な ϕに対して
⟨fE, Gψ±

ϕ G1
ψ±ϕ
⟩

⟨fE, fE⟩
∈ Q[ψ±, ϕ] (複合同順 )

志村の定理によって, ΩE(ψ±) := 簡単な有理定数 × L(ψ±ϕ, 1)⟨fE, fE⟩
L(E,ψ±, 1)

とおくと

L(E, ϕ−1, 1)

ΩE(ψ±)
∈ Q[ψ±, ϕ]である.

γn(a) ∈ Gcyc,nの係数 cn(a) ∈ Qpを以下のように定めて Ξn(fE; Ω
±(V ))を得る:

cn(a) :=
∑

0<a<pn

(a,p)=1

(
1

αE

)n ⟨fE, R+
n (a)⟩

⟨fE, fE⟩
+
∑

0<a<pn

(a,p)=1

(
1

αE

)n ⟨fE, R−n (a)⟩
⟨fE, fE⟩

.

ただし, R±n (a)は以下で定めるモジュラー形式とする:

R±n (a) :=
1

(p−1)pn−1

 ∑
ϕ:mod pn の Dirichlet 指標

ψ±ϕ(−1)=−1

ϕ−1(a)G
ψ±
ϕ G1

ψ±ϕ

 .

今までに p進 L函数の構成が「試みられた」状況
上で有理数体上のGL2の場合の p進 L函数について解説した. より高次元の場合に
も 1変数円分 p進L函数の構成の試みがなされている. それらをいくらか思い出して
リストアップしておきたい.

• 総実体上のGL1の保型表現に付随する p進 L函数
(Deligne-Ribet: Hilbertモジュラー多様体のコンパクト化を用いる方法)
(Barsky, Cassou-Noguès: コーン分解と新谷理論の方法)
• CM体上のGL1の保型表現に付随する p進 L函数
(Katz: (実解析的な)Eisenstein級数の p進変形族の CM点における特殊化の
方法)
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• 総実体上のGL2の保型表現に付随する p進 L函数
(Manin: Hilbertモジュラー多様体の高次元モジュラーシンボル・サイクルの
方法)
• 一般の代数体上のGL2の保型表現に付随する p進 L函数
(Haran: 付随する対称空間上の高次元モジュラーシンボル・サイクルの方法)
• GL2の保型形式 f の対称積 Sym2f に付随する p進 L函数
(Coates-Schmidt, Schmidt: Rankin-Selbergの方法)
• Shalikaモデルを持つGL2nの保型表現に付随する p進 L函数
(Ash-Ginzburg: 高次元モジュラーシンボル・サイクルの方法)
(Warning! レベルは pと素, 最小のコホモロジカルな重さなどの強い制限, 周
期はDeligneの予想する幾何的な周期と一致するか不明)
• GLn ×GLn+1の保型表現に付随する p進 L函数
(Schmidt, Januszewski: 高次元モジュラーシンボル・サイクルの方法)
(Warning! レベルや重さにも制限あり, 周期は Deligneの予想する幾何的な
周期と一致するか不明, 異なる critical value jの間の「横方向の congruence」
が未解決, 「縦方向の congruence」は示されている)
• GL3の保型表現に付随する p進 L函数
(Mahnkopf: Rankin-Selbergの方法)
(Warning! レベルにおそらく制限あり, 最小のコホモロジカルな重さなどの
強い制限, 周期はDeligneの予想する幾何的な周期と一致するか不明)

以上, いくらかの仕事を挙げてみた. ここでは, 円分変形の p進 L函数に限って紹介
している. 反円分変形や肥田変形などでの p進L函数などは一切考えていない. また,
ここで触れたもの以外にもGSp4の standard表現の場合なども含めていくらか仕事
があると思われる. ここで全てを網羅することは不可能なのでこれくらいにとどめて
おく.

高次元 p進 L函数に関連した研究の現状と今後の課題
p進 L函数の構成や性質に関連する大事な問題をリストアップしておく.

• p進L函数を考えるには, 先のDeligne予想でも現れたような複素周期Ω±(V )
が大事である. また, 複素周期の取り方はあまり標準的なものがないが, 対応
するモチーフの de Rham実現やBetti実現を正しく正規化して, p進単数によ
る乗法を除いてwell-definedな p-optimalな周期に正規化したい.
(例えば, 先述の第 2節の Néron周期 Ω±E, Katzの CM周期などは p-opitimal
である)
p-optimalな周期はBirch–Swinnerton-Dyer予想やその一般化のような特殊

値の精密な予想と対応するという動機からしても大事である.
• 正しく p-optimalに正規化された複素周期に対応する p進L函数は, (a priori
には単にΛcyc ⊗Zp Qpの元であったが)Λcycの元になるという整性が成立する
と期待される. 整性はもっともらしいが決して自明なことではなく, 楕円モ
ジュラーカスプ形式の p進 L函数の場合にも正確な定義と精密な仕事によっ
て初めて示される事実である.
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• V が保型表現のテータ対応の理論などによって複数の「geometric origin」を
持つとき「p-optimalな周期」同士の比は p進単数か?
例えば, レベルが pと素な重さ 2のCM楕円カスプ形式 f を考えるとき, f

に対して定まる二つの p-optimalな周期「p-optimalなモジュラーシンボル型
周期」と「KatzのCM型周期」の比が p進単数になることがWilesの 1995年
の有名な論文の中で示されている. ただこの比が p進単数になることは, レベ
ルが pで割れたり重さが 3以上のCM楕円カスプ形式に対しては一般に未解
決である. 他に, 楕円カスプ形式 f の adjoint L函数 L(ad(f), s)の場合には,
Prasanna (2003年, 博士論文), 市野-Prasannaによって,「p-optimalなモジュ
ラー曲線型周期」と「p-optimalな志村曲線型周期」の比が p進単数になるこ
とが示されている.
• 上で見たように, 高次元での p進 L函数の知られた構成では最小のコホモロ
ジカルな重さを持つ保型表現に限られていることが多い. この場合には, 保型
表現に付随するBetti実現が, 志村多様体や対称空間上の定数局所系のコホモ
ロジーで得られている. そのBetti実現が志村多様体や対称空間上の非定数局
所系のコホモロジーで得られるような高い重さを持つ保型表現の p進L函数
の構成への一般化が期待される6.
• 上で見たように, 高次元での p進 L函数の知られた構成では分岐する素点の
Euler因子が抜けていたり無限素点の積分が具体的に計算されていなかった
りすることがある. これら分岐する素点や無限素点における問題を個別に解
決していく必要がある. 織田スクールによる積分表示の無限成分の具体計算
の蓄積, B.Sunの一般的な非消滅定理など保型表現に現れる無限素点の積分
の計算にも進歩があるようである.
• GL1の p進 L函数の特殊値には零でない値が沢山あり, このことから p進 L
函数が自明でない (つまり, 恒等的に零ではない)ことは明らかである. 一方
で, 定理 2.3の楕円曲線の p進L函数を考えると, 楕円曲線のMordell-Weilラ
ンクが零でないときは p進L函数の s = 1での特殊値が消える. それ以外の点
の中に零でない値があるかどうかは明らかではなく, したがって p進 L函数
が非自明であるかを示すことは大事な課題である. 構成した p進 L函数の非
自明性を示すためには, 保型 L函数の特殊値を pベキの導手を持つ指標たち
でひねったときに特殊値が零でないということを示さねばならない. GL2(Q)
のときは, Rohrlichによってこのような結果は知られているが, GL2(Q)以外
の代数群に付随した保型 L函数ではこのような generically non vanishingは
ほとんど知られていない7.
• 構成した p進 L函数が岩澤不変量 µ = 0を持つこと (つまり, mod pで零で
ないこと) を示すためには, 保型 L函数を pベキの導手を持つ指標たちでひ
ねったときに特殊値がmod pで消えないことを示したい. GL1(Q)のときは,
Ferrero-Washington, Sinnottらによって示されているが, GL2(Q)のときは周

6現状でさぼらずに高い重さが扱われているのは GL2 のときのみかもしれない.
7重さ (2, . . . , 2)を持つ Hilbertカスプ形式の場合でも知られていない.
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期を p-optimalにとったときの p進 L函数の µ = 0予想は大事な未解決問題
である.

以上, 取り留めもなく問題点やこれからの課題を挙げてみた. p進 L函数の構成や性
質を調べる問題は, 予想A, Cに比べると手のつく問題も沢山あるように思われる. ま
た, p進L函数の研究での知見の蓄積はEuler系の構成などにもヒントを与え得るの
ではないだろうか. 岩澤理論の高次元化への直近の課題としては, 特に p進L函数の
研究が大事なように思われるのである.

5. 岩澤理論の高次元化と多変数化から派生する新しい問題: 周辺の数学領域との相
互作用を目指して

高次元化に加えて (モチーフやガロワ表現の変形からくる)多変数化も組み合わせる
ことで, 「ガロワ変形の岩澤理論」とでも言うべきさらなる一般化も考えられる. そ
して, このような高次元かつ多変数の岩澤理論と長く向き合っていると, 周辺分野と
の新しい相互作用を孕んだ様々な自然な問題に思い至るのである. この論説の最後
に, 今後の方向性を提示すると同時にそれと関係した新しい研究領域の可能性を考え
たい.

• 従来の岩澤理論では, Zdp拡大のガロワ群に対する岩澤代数のような正則局所
環上で物事を考えた. ガロワ変形に対する岩澤理論の一般化では肥田のHecke
環のような特異点を許す環上で物事を考える必要がある.
⇒正則でない混標数完備局所環の研究が必要となる. 例えば,特異点を持ち得
る混標数の完備局所環に対して, local Bertini theoremと超平面切断の族での
特性イデアルたちから元の完備局所環上の加群の特性イデアルを復元する問
題 (下元-落合),加群の擬零部分群や加群のホモロジー次元の研究 (Greenberg),
など岩澤理論の一般化の研究から派生する可換環論の自然な問題の研究が行
われている.
• 非可換環岩澤理論と高次元化や多変数化の岩澤理論の融合も大事な課題になっ
てきている.
⇒ 非可換環上の加群の構造の研究が必要となる. 非可換の岩澤代数上の加群
の構造に対しては, Venjakobをはじめとした人々よりいくらか研究がなされ
たが, まだ調べることが沢山残されているように思われる.
• 従来の岩澤理論では, pでの局所理論として p進 Hodge理論が大事な道具立
として大事であった.
⇒ 必ずしも Zdp拡大からは来ないガロワ変形を考える p進ガロワ変形に適用
できる p進ガロワ変形の p進Hodge理論が大事になりそうである. Senの理
論や (Φ,Γ)加群の理論などはある程度普通の p進表現を変形に置き換えても
成り立つことがあるが, やはりまだ変形の岩澤理論の必要性などの観点から
見ると p進Hodge理論は整備され尽くされていないように思われる. また, 岩
澤理論ではフィルター加群や周期環の integral structureの理解も大事である
が, やはり integral structureの取り扱いに関してもわからないことも多いよ
うに思われる.
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• ガロワ変形のEuler系の理論 (落合 2005)の研究において, 群のコホモロジー
の取り扱いの難しさから技術的条件が課されていた. 技術的の一つとして副
有限群のコホモロジーに関する未解決の問題が残されている.
⇒ p進 Lie群とは限らない巨大な p進解析的群の研究, 特にそのような群の
表現やコホモロジー群の研究が必要である. 例えば, 肥田変形のガロワ像で現
れるGLn(Λcyc)の閉部分群には巨大な p進解析的群が現れる. このような群
に対して,適切な「有限性定理」は期待できるだろうか? p進 Lie群のコホモ
ロジーの有限性定理を得るには, p進 Lie群と p進 Lie環を結びつける Lazard
理論が大事な役割を演じた. p進 Lie群における一連の Lazard理論は肥田理
論のガロワ像に現れる巨大な副有限群などに一般化されるだろうか?
• 前節で詳しく述べた p進 L函数の構成や様々な問題は直近の課題である.
⇒ そのためには, まず保型 L函数と保型周期の理解が大事になる. 特に, 保
型周期の様々な関係式, 保型 L函数に付随した無限素点や悪い有限素点での
局所積分の具体表示, 様々な non vanishingの定理が期待される. これらの研
究においては, 技術的には可能でも動機の欠如から停滞している問題もある
かもしれない. p進 L函数の研究などからくる必要性を明らかにしていくこ
とで発展が期待される.

などが, 岩澤理論の高次元化と多変数化を追求していくことで出会う様々な周辺の数
学領域との絡みの一例である.

最後に
岩澤理論は遠くの滝の上に美しくかかる虹のような孤高の美しさだけに終わるもの
ではなく, 今もダイナミズムも失っていないように思う. 今後の新しい数学を生む起
爆剤を沢山隠し持っており, 新しい参入者によってさらに大きく成長していくことが
期待される.
この原稿のかなりの部分は, 拙著「岩澤理論とその展望 (上)」と「岩澤理論とその

展望 (下)8」の内容に含まれる. 岩澤理論においても時代の変化につれて大事なポイ
ントが変わって来ており, 今後の指針として特に初学者に手にとってもらえれば幸い
である. 本項の執筆では, 多くのことに対して正確な記述が与えられなかったり, 参
考文献をあげる時間的余裕がなかったので一切参考文献を挙げなかった. これらに関
しても上述の拙著に譲り, そちらを参照していただくことでお許し願いたい.

8下巻は現在原稿修正中です.
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ルート系のゼータ関数について

松本耕二 ∗

概 要
ルート系のゼータ関数とは、Euler, Hoffman, Zagier らによって研究

が開始された多重ゼータ関数と、Lie 代数に付随して定義されるWitten
のゼータ関数の双方を統合した、多変数の多重ゼータ関数である。本稿
では、筆者が小森靖氏、津村博文氏と共に研究を進めて来た、ルート系
のゼータ関数の理論の現状を解説する。

1 Euler-Zagier の多重和
多重ゼータ関数の理論の源流は、18 世紀の Euler の研究にまで遡ること
ができるし、また 20 世紀初頭に行なわれた Barnes や Mellin の研究、1970

年代の新谷卓郎氏の研究も重要なものである。しかし、多重ゼータ関数の研
究が爆発的に発展し始めるのは 1990 年代になってからである。1990 年頃、
Drinfel’d, Kontsevich, Zagier といった人々によって、ある種の多重ゼータ関
数と数学や数理物理学のさまざまな分野との関連が見いだされ、多重ゼータ
関数は一挙に多くの研究者の注目を集める対象となった。
この大発展初期の時点において、おそらくもっとも大きい影響を与えた論
文は、Zagierが第一回ヨーロッパ数学会議の報告集に寄稿した [74]であろう。
この論文の中で Zagier は、二種類の極めて重要な多重ゼータ関数のクラス
を導入している。そのひとつは、複素変数 s1, . . . , sr に対して定義される多
変数の多重級数 1

ζEZ,r(s1, . . . , sr) =
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

1

ms1
1 (m1 +m2)s2 · · · (m1 + · · ·+mr)sr

(1.1)

である。この級数は

ℜsr > 1,ℜ(sr−1 + sr) > 2, . . . ,ℜ(s1 + · · ·+ sr) > r (1.2)

においてコンパクト一様に絶対収束する ([39])。

∗名古屋大学大学院多元数理科学研究科
1Zagier は上のように多重和の順序を定めているが、これとは逆の順序で多重和を定義する

流儀もあるので注意を要する。
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ただし、Zagier がこの論文で議論しているのは s1, . . . , sr がすべて整数で、
上記の絶対収束領域 (1.2)に入っている時の特殊値だけである。このような特
殊値は多重ゼータ値（multiple zeta value, 略して MZV）と呼ばれ、Zagier

以降、今日に至るまで多くの数学者によって非常に精力的に研究されて来て
いる。このような特殊値は、r = 2 のときには既に Euler が研究していた。
そのことにちなんで、和 (1.1) を Euler-Zagier の多重和 2 と呼ぶ。
複素関数としての (1.1) は、r = 1 のときは言うまでもなく、Riemann の
ゼータ関数

ζ(s) =

∞∑
m=1

1

ms
(1.3)

に他ならない。Atkinson [6] は 1949 年、Riemann ゼータ関数の二乗平均値
の考察、という文脈の中で r = 2 の場合の (1.1) に遭遇し、その解析接続を
論じている。Atkinson の出発点になったのは調和積公式

ζ(s1)ζ(s2) = ζEZ,2(s1, s2) + ζEZ,2(s2, s1) + ζ(s1 + s2) (1.4)

である。この式自体は ζ(s) の定義式 (1.3) を左辺に代入して和を分割するだ
けで簡単に証明できる。
一般の r の場合の (1.1) の解析接続の研究史は少々錯綜しているので、こ
の機会に少し詳しく述べておく。1995 年、Essouabri [11] は非常に一般的な
形の、ただし一変数の多重 Dirichlet 級数の解析接続 3を論じ、その中で、彼
の方法が多変数の場合にも適用できることを一言コメントしている。その場
合、彼の方法は特に (1.1) の解析接続を与える。ただし [11] は未発表の学位
論文であり、その理論を雑誌上で公表した [12] においては多変数の場合につ
いてのコメントは述べられていない。多変数の場合の Essouabri の理論につ
いて初めて出版物上で詳しく記述したのはおそらく de Crisenoy [10] である。
Zagier らの研究に端を発する問題意識の流れの中では、例えば Goncharov

のプレプリント [13] に (1.1) の解析接続の証明がある。また Zagier も早く
から証明を持っていた、との説もある。荒川氏と金子氏の論文 [2] では変数
sr のみについての解析接続が行なわれているが、筆者は生前の荒川氏から、
この方法を他の変数にまで拡張することも可能である、と教えられた。
出版物上で (1.1) の多変数関数としての解析接続を初めて詳しく証明した
のは、Zhao の論文 [75] と、またそれとは独立に秋山氏、江上氏、谷川氏の
共著 [1] である。Zhao の証明は Gel’fand-Shilov の一般関数の理論に基づく 4

2ただし、出版年としては Zagier [74] よりも早く、Hoffman [16] も同じ多重和を導入して
考察しているので、本当は Hoffman の名前も付け加えるべきである。

3Essouabri の研究は、新谷氏による総実代数体の Hecke の L関数の特殊値の研究を契機と
して、その後 Cassou-Noguès, Sargos, Lichtin など、主としてフランス学派によって展開され
て来た、多重 Dirichlet 級数の理論の流れの中に位置づけることができる。

4ただし Zhao の議論は不完全であるとの批判もある。Zhao の積分表示に基づきながら古典
的な解析の道具だけで行なう証明を後に小野塚氏 [61] が提示している。
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もので、他方秋山氏たちは Euler-Maclaurin の和公式を用いる論法で証明を
行なっている。
その後、Mellin-Barnes 積分を用いる筆者の証明 [40] [41]、二項展開に基
づく簡明な Murty と Sinha の証明 [51] 5、また高次元の contour 積分を使
う小森氏の証明 [24] なども現れ、(1.1) の解析接続は今日では種々の手法で
証明できる基本的な事実となっている。
解析接続が確立されると、それを基盤として、さらに深い解析的な性質を
追求しよう、とする動きが出てくるのは当然のことである。多重ゼータ関数
の絶対値の大きさ、平均値、零点の分布ないしは zero-divisor の挙動、負の
整数点の周りでの振舞いなどについて、とりあえず手がつけやすい r = 2 の
場合などを当面の対象として、いくつかの研究がなされつつある。この方向
は本稿のテーマからは外れるので詳しくは述べないことにするが、ただ、後
節との関係で、r = 2 の場合の関数等式についての結果だけ、ここで書き下
しておく。まず

gEZ,2(s1, s2) = ζEZ,2(s1, s2)−
Γ(1− s1)
Γ(s2)

Γ(s1 + s2 − 1)ζ(s1 + s2 − 1)

(1.5)

とおく。このとき筆者 [43] は、関数等式

gEZ,2(s1, s2)

(2π)s1+s2−1Γ(1− s1)
=
gEZ,2(1− s2, 1− s1)

is1+s2−1Γ(s2)

+ 2i sin
(π
2
(s1 + s2 − 1)

)
F+(s1, s2) (1.6)

が成り立つことを証明した。ただしここに

F±(s1, s2) =
∞∑
k=1

σs1+s2−1(k)Ψ(s2, s1 + s2;±2πik) (1.7)

であり、σa(k) =
∑

d|k d
a, また Ψ は

Ψ(a, c;x) =
1

Γ(a)

∫ ∞eiϕ

0

e−xyya−1(1 + y)c−a−1dy

(ℜa > 0,−π < ϕ < π, |ϕ + arg x| < π/2) で定義される合流型超幾何関数で
ある。
この関数等式の右辺の第二項は、超平面

Ω2k+1 = {(s1, s2) ∈ C2 | s1 + s2 = 2k + 1} (k ∈ Z)

の上では 0 になるので、Ω2k+1 に制限したときの (1.6) は美しい対称的な形
を与える。（ただし k = 0 のときは Ω1 は ζEZ,2(s1, s2) の singular locus に

5同じ着想による証明を、筆者は 2004 年頃、安田正大氏から口頭で聞かされたことがある。
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なるので意味がないが。）この意味で (1.6) は無限枚の超平面上で成り立つ対
称形関数等式を繋ぐ「メタ関数等式」とでも言うべきもの 6 である。
なお (1.7) で定義した F± のうち、F− の方は (1.6) 式には現れないのであ
るが、実は

gEZ,2(s1, s2) = Γ(1− s1){F+(1− s2, 1− s1) + F−(1− s2, 1− s1)} (1.8)

という式も成り立つ。この式も [43] の結果からすぐ導けるのだが、[43] にお
いては述べられておらず、 [45] において初めて明記された。実は筆者は、[43]

を書いてからしばらくして、Hurwitz ゼータ関数のよく知られた関数等式と
の類推から、(1.8) の方が関数等式の本質を表している、と考えるようにな
り、[45] や [26] ではそのような記述の仕方をしている。
しかし最近になって、池田氏と松岡氏は [19] において、関数等式が ζ(s) を
特徴付ける、という有名な Hamburger の定理の二重類似として、(1.6) が、
調和積公式 (1.4) と合わせることにより ζEZ,2(s1, s2) を特徴付ける、という
興味深い定理を証明している。そんな事情もあって、最近では筆者は、(1.6)

と (1.8) のどちらもが、二重ゼータ関数の関数等式 7 の一側面を表している
のだろう、と感じている。

2 Witten のゼータ関数
さて、Zagier の論文 [74] で導入されたもうひとつの重要な多重ゼータ関数
のクラス、Witten のゼータ関数の話に進もう。
Zagier が [74] においてWitten のゼータ関数と名付けたのは、C 上の半
単純 Lie 代数 g に対して Dirichlet 級数

ζW (s, g) =
∑
φ

(dimφ)−s (2.1)

で定義されるゼータ関数である。ここに和は g の C 上の有限次元既約表現
φ の同値類全体にわたる。Witten は [73] において、この級数 8 の正の整数
点での値が、彼のゲージ理論に登場するある種のモジュライ空間の体積を表
すことを発見した。これが Witten の名を冠する理由である。
まず最初の注意として、g = g1 ⊕ g2 となっているときには、

ζW (s, g) = ζW (s, g1)ζW (s, g2)

6ただし筆者が [43] を書いたときにはこの認識には到達していなかった。この点を初めて明
記した論文は [26] である。

7なお、周期的な数論的関数を分子に乗せたような二重級数への関数等式の一般化は、[31] に
ある。保型形式の Fourier 係数を乗せた場合については [8] [9] 参照。

8ただし実は Witten は、より一般に、連結なコンパクト半単純 Lie 群 G に付随して同様に
定義される級数を考えている。G が単連結でなければ、対応する Lie 代数 g のゼータ関数 (2.1)
とは一致しない。後述するルート系のゼータ関数の理論をこの立場に一般化した研究は [33] [37]
でなされている。
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であることが容易に分かる。従って、g が単純 Lie 代数のときの構造さえ分
かれば十分である。単純 Lie 代数はよく知られているように、Killing-Cartan

によって A 型から G 型までに分類されている。そして、個々の具体的な Lie

代数が与えられれば、その既約表現の次元は Weyl の次元公式によって計算
できる。従って個別の Lie 代数に対しては ζW (s, g) のもっと explicit な表示
を書き下すことができる。それによって、(2.1) が実は多重ゼータ関数の一種
であることが分かるのである。
その記述のために、まずルート系の言葉を準備しよう。Lie 代数 g のすべ
てのルートがなす集合を ∆ = ∆(g) と書くことにする。その部分集合として
の基本系を Ψ = {α1, . . . , αr} (r = rank g) とすると、任意のルートは基本系
の元の整数係数一次結合として書け、その係数が非負なら正のルート、非正
なら負のルートと呼ぶ。正のルートの全体を ∆+、負のルートの全体を ∆−

と書けば ∆ = ∆+ ∪∆− である。
ルートは g の Cartan 部分代数 h の双対空間 h∗ の元であるが、h と h∗ は

Killing form による内積 ⟨ , ⟩ で同一視できる。その同一視の下でルート α

に対応する h の元を α′ として、

α∨ =
2

⟨α′, α′⟩
α′ ∈ h

を α に対応するコルートと呼ぶ。
次に基本ウェイト λi (1 ≤ i ≤ r) を、λi(α∨

j ) = δij (右辺は Kronecker の
デルタ) で定め、Λ = {λ1, . . . , λr} とおく。すると任意のウェイトは Λ の元
の整数係数一次結合として表せ、その係数がすべて非負のものが支配的ウェ
イトである。つまり支配的ウェイトは

λ = n1λ1 + · · ·+ nrλr (n1, . . . , nr ∈ Z≥0) (2.2)

と書ける。特に ρ = λ1 + · · ·+ λr とおく。
さて g の任意の有限次元既約表現 φ には、よく知られているように支配
的ウェイト λ = λ(φ) が一対一に対応する。Weyl の次元公式は φ の表現空
間の次元を λ の言葉で書き下す式であって、

dimφ =
∏

α∈∆+

⟨α∨, λ+ ρ⟩
⟨α∨, ρ⟩

(2.3)

で与えられる。ただし ⟨α∨, λ⟩ = λ(α∨) である。式 (2.2) を代入すれば、

dimφ =
∏

α∈∆+

⟨α∨, (n1 + 1)λ1 + · · ·+ (nr + 1)λr⟩
⟨α∨, ρ⟩

となる。これを (2.1) に代入すると、φ がすべての既約表現をわたるという
ことは上記の一対一対応により n1, . . . , nr がすべての非負整数をわたるとい
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うことなので、

ζW (s, g) =

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nr=0

 ∏
α∈∆+

⟨α∨, (n1 + 1)λ1 + · · ·+ (nr + 1)λr⟩
⟨α∨, ρ⟩

−s

となる。ここで分母は n1, . . . , nr に無関係なので、

K(g) =
∏

α∈∆+

⟨α∨, ρ⟩ (2.4)

とおいて和の外に出す。さらに nj + 1 = mj とおけば、

ζW (s, g) = K(g)s
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
α∈∆+

⟨α∨,m1λ1 + · · ·+mrλr⟩−s (2.5)

を得る。これが Witten のゼータ関数の次元公式を用いた explicit 表示で
ある。
Zagier [74] は g = sl(2), sl(3), so(5) （すなわち対応するルート系がそれぞ
れ A1, A2, B2 型) のときに、(2.5) による計算結果を書き下している。それ
は、g のルート系が∆ = ∆(g) のときのWitten のゼータ関数を ζW (s,∆) と
も書くことにし、さらに ∆ が Xr 型（ただし X = A,B,C,D,E, F または
G) のルート系 ∆(Xr) のとき、ζW (s,∆(Xr)) を単に ζW (s,Xr) とも書くこ
とにすれば、

ζW (s,A1) =

∞∑
m=1

1

ms
= ζ(s), (2.6)

ζW (s,A2) = 2s
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

1

ms
1m

s
2(m1 +m2)s

, (2.7)

ζW (s,B2) = 6s
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

1

ms
1m

s
2(m1 +m2)s(2m1 +m2)s

(2.8)

である。実際に Ar 型のときの (2.5) を計算してみよう。この場合、任意の
正のルートは基本ルート α1, . . . , αr を用いて

αij =
∑

i≤k<j

αk, α∨
ij =

∑
i≤k<j

α∨
k

の形に書けるから、(2.5) の右辺の積の部分は λi(α
∨
j ) = δij に注意すれば∏

1≤i<j≤r+1

⟨α∨
i + · · ·+ α∨

j−1, m1λ1 + · · ·+mrλr⟩−s

=
∏

1≤i<j≤r+1

(mi + · · ·+mj−1)
−s
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で、従って

ζW (s,Ar) = K(Ar)
s

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i<j≤r+1

(mi + · · ·+mj−1)
−s (2.9)

となる。特に r = 1, 2 の場合が (2.6), (2.7) を与える。
ルート系が A1 型のときは Witten のゼータ関数は Riemann のゼータ関
数に他ならないわけだが、実は A2 の場合も古典的である。上の (2.7) 式の
二重和の部分、あるいはそれはさらに多変数化した

ζMT,2(s1, s2, s3) =
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

1

ms1
1 m

s2
2 (m1 +m2)s3

(2.10)

なる級数の、絶対収束域内の整数点での値について、既に 1950年に Tornheim

[66]が研究を行っている。少し遅れてMordell [50]もこの級数の s1 = s2 = s3

の場合を論じ、k が正の整数なら ζMT,2(2k, 2k, 2k) の値が π6k の有理数倍に
なることを発見している。これは言うまでもなく、ζ(2k) の値に関する Euler

の古典的な結果の二重類似である。
本節の冒頭で述べたWitten の結果は、Witten の体積公式と言われるが、
その結果から

ζW (2k, g) = CW (2k, g)π2kn (2.11)

と書けることがわかる。ここに CW (2k, g) はある有理数、また n は g の正
ルートの個数である。これは明らかに、上述した Mordell の結果をさらに一
般化したものになっている。
なお筆者は 2002 年頃、[42] において、(2.10) を一般化した

ζMT,r(s1, . . . , sr+1) =

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

1

ms1
1 m

s2
2 · · ·m

sr
r (m1 + · · ·+mr)sr+1

(2.12)

を導入 9 し、Mordell-Tornheim の r 重ゼータ関数と名付けた。同じ頃、
全く別の動機から、津村氏も同様の多重級数を考察 10していた。このあたり
の経緯については数理研講究録 1549 号 (2007) 所載の津村氏や筆者の記事
を参照していただきたいが、こうして導入された Mordell-Tornheim の多重
ゼータ関数もなかなか興味深いクラス 11を構成しており、本稿でもこの後し
ばしば登場する。

9s1 = · · · = sr = 1 で sr+1 が正の整数の場合のこの級数の値については Hoffman [16] も
扱っている。全変数が 1 の場合は既に Mordell [50] が論じている。

10そういう成り行きではあるが、記号 ζMT,r の MT は ”Mordell と Tornheim” であっ
て、”Matsumoto と Tsumura” ではない。

11なお同じ [42] において筆者は、(2.12) の和に条件m1 < · · · < mr を付けた部分和も考え、
Apostol-Vu の多重ゼータ関数と呼んだ。この名称は Apostol と Vu の論文 [5] にちなむが、
その性質はその後、岡本氏 [54] [55] によって調べられている。
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3 ルート系のゼータ関数
本稿の主題であるルート系のゼータ関数とは、Witten のゼータ関数の ex-

plicit 表示式 (2.5) の右辺における多重和の部分を多変数化したものである。
すなわち、∆ を有限被約ルート系、s = (sα)α∈∆+ ∈ Cn (n は∆ の正ルート
の個数) として、

ζr(s,∆) =

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
α∈∆+

⟨α∨,m1λ1 + · · ·+mrλr⟩−sα (3.1)

をルート系∆のゼータ関数 12と名付ける。また∆ = ∆(Xr)のとき ζr(s,∆(Xr))

を単に ζr(s, Xr) とも書き、Xr 型のゼータ関数、あるいは単に Xr のゼータ
関数などと呼んだりもすることにする。明らかに

ζW (s, g) = K(g)sζr((s, . . . , s),∆(g)) (3.2)

である。
前節で述べたように、∆ = ∆(A2) の場合には既に Tornheim [66] がこの
ような多変数の状況を考察していた。ただし Tornheim も、その後に続いた
何人かの研究者も、もっぱら特殊値のみを問題にしている。A2 のゼータ関数
の C3 全体への解析接続は筆者の論文 [39] で初めて公表 13 された。
続いて筆者は [42] において、複素多変数関数としての ζ2(s, B2) を導入し、
その解析接続を示した。次いで筆者と津村氏が [47] で任意の正の整数 r に対
する ∆ = ∆(Ar) の場合を論じ、最終的に [25] において一般のルート系に対
する (3.1) が定義されたのである。
筆者がこのように多変数化を試みた理由は、Tornheim の論文に示唆され
たからではなく、「多変数にして変数の自由度を増やす方が、解析的には扱い
やすい」という、[38] 以来感じていた哲学 14 によるものである。（例えば 8

節で述べる Mellin-Barnes 積分による論法は、多変数化することで初めて滑
らかに機能する。）
ルート系のゼータ関数は、（K(g) の因子を除いて）Witten のゼータ関数
の多変数化であることは (3.2) からも明らかだが、多変数化したことによっ
て、Euler-Zagier の多重和もその特殊な場合として含む。実際、∆ = Ar の
ときのルート系のゼータ関数は、前節と全く同様の計算により

ζr(s, Ar) =
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i<j≤r+1

(mi + · · ·+mj−1)
−sij (3.3)

12Witten のゼータ関数は Lie 代数に付随して定義されたものであるが、ルート毎に変数を割
り振る (3.1) は、ルート系と Lie 代数との繋がりをむしろ忘れて、抽象的、公理的にルート系
を設定する立場で理解するのが妥当な概念なので、このように名付けたのである。

13ただし筆者より早く 1999 年頃、秋山氏と江上氏が、それぞれ異なる方法で ζ2(s, A2) の解
析接続に成功している（どちらも未公表）。筆者の方法はそのどちらとも異なる Mellin-Barnes
積分による方法（ 8 節参照）である。

14特に、当時の筆者の問題意識は、フランス学派とも Zagier 的な視点とも異なり、むしろ
Atkinson [6] や本橋洋一氏の研究、さらに桂田昌紀氏と筆者との共同研究など、ゼータ関数や
L 関数の種々の平均値の解析的挙動の研究に触発されたもの（[45] の記述参照）であった。
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(ただしルート αij に対応する変数を sij と書いた）となることがわかる。例
えば（変数の名前は付け替えて)

ζ2((s1, s2, s3), A2) =
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

m−s1
1 m−s2

2 (m1 +m2)
−s3 , (3.4)

ζ3((s1, . . . , s6), A3) =
∞∑

m1=1

∞∑
m2=1

∞∑
m3=1

m−s1
1 m−s2

2 m−s3
3

× (m1 +m2)
−s4(m2 +m3)

−s5(m1 +m2 +m3)
−s6 (3.5)

などとなる。この (3.3) において s12, s13, . . . , s1,r+1 以外のすべての変数を 0

とおけば、Euler-Zagier の多重和 (1.1) の形になる。
また、(3.4)は明らかに Tornheimの二重和 (2.10)そのものであるが、より
一般の (2.12) も、(3.3) において変数 s12, s23, . . . , sr,r+1 と s1,r+1 のみを残
すことによって得られる。すなわちルート系のゼータ関数という多変数関数の
クラスは、Wittenのゼータ関数、Euler-Zagierの多重和、Mordell-Tornheim

の多重ゼータ関数のすべてを特殊な場合として含む概念であることがわかる。
まず基本的な事実として、任意の ∆ に対するゼータ関数が解析接続できる
ことを定理として述べておく。

定理 1 ∆ を有限被約ルート系とするとき、ζr(s,∆) は Cn 全体に有理型
に解析接続される。

この結果は実際、既述した Essouabri の（多変数の場合の）一般論 [11] や
小森氏の理論 [24] に含まれているし、筆者も Mellin-Barnes 積分による方法
をこの場合を含むように拡張した ([42] [44])。筆者の方法については 8 節で
再訪する。

4 Weyl 群の作用とルート系の Bernoulli 数
ルート系に付随したゼータ関数を定義したのであれば、Weyl 群を使って
何か結果が導きだせるのではないか、と考えるのは自然な着想であろう。既
に Zagier [74] の中で、Weyl 群についての対称性を用いて、(2.11) の数論的
な証明がスケッチされている。
W を ∆のWeyl群として、s = (sα)α∈∆+ ∈ Cn に対するW の作用を次の
ように定める。ルート αに付随する（すなわちαに直交する超平面に関する）
鏡映を σα と書けば、これら鏡映の全体がW を生成するから、σα の作用だけ
定義すればいいが、それを (σαs)β = sσαβ で定めるのである。（ただし、σαβ
が負のルートになる可能性もあるが、その場合は sσαβ = s−σαβ と約束する。）
その上で、s の関数 f(s) に対する w ∈W の作用を、(wf)(s) = f(w−1s) で
定義する。
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以上の定義の下で、

S(s,∆) =
∑
w∈W

 ∏
α∈∆+∩w∆−

(−1)−sα

 (wζr)(s,∆) (4.1)

というルート系のゼータ関数の「一次結合」を作ると、この S(s,∆) に対し
てはWeyl 群の対称性がうまく働いて、次の定理が成り立つ。

定理 2 ([30, III, Theorem 6]) 15 すべての α ∈ ∆+ に対して ℜsα > 1 の
とき、

S(s,∆) =(−1)n
 ∏

α∈∆+

(2πi)sα

Γ(sα + 1)

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

 ∏
α∈∆+\Ψ

ϕ(sα, xα)


×

 r∏
j=1

ϕ

sαj ,−
∑

α∈∆+\Ψ

xα⟨α∨, λj⟩

 ∏
α∈∆+\Ψ

dxα (4.2)

が成り立つ。ただし上式において

ϕ(s, x) = −Γ(s+ 1)

(2πi)s

∑
n∈Z\{0}

e2πinx

ns

である。

特に s = k = (kα)α∈∆+ , kα ∈ Z≥2 のときには、よく知られているように

ϕ(kα, x) = Bkα({x}) (4.3)

である。（ただし Bk(·) は k 次の Bernoulli 多項式で、{x} は x の小数部分。
例えば [4, Theorem 12.19] を見よ。）よって

Bk(∆) =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

 ∏
α∈∆+\Ψ

Bkα(xα)


×

 r∏
j=1

Bkαj

− ∑
α∈∆+\Ψ

xα⟨α∨, λj⟩


 ∏

α∈∆+\Ψ

dxα (4.4)

とおけば、定理 2 から直ちに

S(k,∆) = (−1)n
 ∏

α∈∆+

(2πi)kα

kα!

Bk(∆) (4.5)

15この結果は 2006 年頃には既に得られていて、[25] にもアナウンスされているのだが、投稿
した 2008 年の Edinburgh での国際会議の報告集の出版が大幅に遅れ、結局 2012 年にようや
く出版された。
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が言える。
∆ = ∆(A1) の場合、∆+ = Ψ = {α1} である。この唯一の正ルート α1 に
対応する変数を k = kα1 と書こう。この場合 ∆+ \Ψ は空集合なので、空和
は 0、空積は 1 と理解すれば、(4.4) は Bk(A1) = Bk(0) で、これは古典的な
Bernoulli 数Bk (あるいは Seki-Bernoulli 数）に他ならない。従って (4.4) の
Bk(∆) は Bernoulli 数のルート系的な一般化であり、ルート系の Bernoulli

数 16 と呼ぶべきものである。
古典的な Bernoulli 数については、種々の定義の仕方が知られているが、そ
のうちのひとつが生成関数による定義

t

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk
tk

k!
(4.6)

であった。ルート系の Bernoulli 数についても、同様の生成関数を見つける
ことができる。つまり、

F (t,∆) =
∑

k∈(Z≥0)n

Bk(∆)
∏

α∈∆+

tkα
α

kα!
(4.7)

(ただし t = (tα), k = (kα)) となるような、explicit に書ける関数 F (t,∆)

を求めることができる ([30, III, Theorem 7], [28, Theorem 4.1])。その一般
式は少々複雑なのでここには書き下さないが、∆ = ∆(A1) のときの F (t, A1)

はもちろん (4.6) の左辺と一致する。∆ = ∆(A2) のときには、t = (t1, t2, t3)

と書くと

F (t, A2) =
t1t2t3(e

t3 − et1+t2)

(et1 − 1)(et2 − 1)(et3 − 1)(t3 − t1 − t2)
(4.8)

で与えられる（[29, Example 9.2] [30, III, (251)])。その他の具体例は（さら
に複雑になるが）C2 と A3 の場合が [30, III] に、G2 の場合が [30, IV] に述
べられている。これらの生成関数を展開することにより、個々のルート系に
対して、その Bernoulli 数 Bk(∆) の値を具体的に計算することができる。特
にその値は有理数である。
さて S(k,∆) は (4.1) で (wζr)(s,∆) たちの一次結合として定義されてい
たが、ここでもしすべての sα が同じ値ならば、s はWeyl 群の作用で不変で
ある。そこで特に、すべての sα が正の整数 2k であれば、(4.1) における符
号因子の寄与もなくなり、単に S(2k,∆) = |W |ζr(2k,∆) (k = (k, . . . , k)) と
なる。従ってこの場合の (4.5) は、Witten の (2.11) を導くと同時に、そこに
現れる定数 CW (2k, g) の具体的な値の計算法 17をも与えていることになる。

16実は [30, III] においては、(3.1) にさらに指数因子を付加した、Lerch 型とも言うべきゼー
タ関数が導入されており、対応して Bk(∆) を一般化した、ルート系の Bernoulli 多項式も定
義されている。このように一般化しておいた方が技術的に都合が良い場面もある（[37, Remark
1] 参照）し、また特に [28] で考察したような、(3.1) を Dirichlet 指標で捻ったルート系の L
関数の特殊値の記述にはルート系の Bernoulli 多項式が不可欠である。

17Witten ゼータ関数の特殊値の計算法としては Szenes [65] や Gunnells-Sczech [14] によっ
て提案されたものもある。

11



A, D, E 型のルート系ではルートの長さはすべて同じ (simply-laced) だ
が、他のルート系では、ルートの長さに長短が生じる。この場合、Weyl 群の
軌道は長さの等しいルートの全体になる。従って、すべての sα が同じ値で
なくても、長さの等しいルートに対応する変数の値が一致していれば、やは
り上述と同様の不変性が成り立つ。以上の議論は、結局、次の結果を導く。

定理 3 ([30, III, Theorem 8]) ∆ は既約とし、k = (kα), ただし長さの等
しいルートに対応する kα の値はすべて等しいものとする。このとき

ζr(2k,∆) =
(−1)n

|W |

 ∏
α∈∆+

(2πi)2kα

(2kα)!

B2k(∆) (4.9)

が成り立つ。

具体例を少し述べよう。変数の値がすべて等しい場合としては、例えば

ζ2((2, 2, 2), A2) =
π6

2835
(Mordell [50]が得ていた結果),

ζ2((2, 2, 2, 2), C2) =
π8

302400
,

ζ3((2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2), C3) =
19

8403115488768000
π18

などとなる。軌道毎に変数の値が一致している場合の例としては

ζ2((2, 4, 4, 2), C2) =
53

6810804000
π12

を挙げておこう。ただしここで C2 型、C3 型のゼータ関数の具体形はそれ
ぞれ

ζ2((s1, s2, s3, s4), C2) =

∞∑
m1=1

∞∑
m2=1

m−s1
1 m−s2

2

× (m1 +m2)
−s3(m1 + 2m2)

−s4 , (4.10)

ζ3((s1, . . . , s9), C3) =

∞∑
m1=1

∞∑
m2=1

∞∑
m3=1

m−s1
1 m−s2

2 m−s3
3

× (m1 +m2)
−s4(m2 +m3)

−s5(2m2 +m3)
−s6(m1 +m2 +m3)

−s7

× (m1 + 2m2 +m3)
−s8(2m1 + 2m2 +m3)

−s9 (4.11)

で与えられる。

5 整数点における値とそれらの間の関係式
前節の定理 3 は、正の偶数点におけるルート系のゼータ関数の特殊値を与
える結果だったが、変数の値に奇数が含まれる場合はどうであろうか。古典
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的な Riemann ゼータ関数の場合ですら、奇数点での値は未だによく分かっ
ていないことから考えれば、変数がすべて偶数である場合の状況より問題は
相当に困難になることが予想される。一般的にはたしかにその通りであるが、
それでも実は、奇数を含む場合でも種々の結果を得ることができる。
∆ = ∆(A2) の場合には、既に Tornheim [66] が、m1 +m2 +m3 が奇数
のとき、ζ2((m1,m2,m3), A2) が Riemann ゼータ関数の整数点での値の有
理数係数の多項式で書けることを証明している。(後に [17] がより明示的な
形の式を与えている。）これはいわゆる ”parity result” (すなわち、r と
m1 + · · ·+mr の偶奇が異なるとき、その r 重ゼータ値を r − 1 重以下の多
重ゼータ値で表す類の結果 18）の一種であって、後に津村氏 [70] によって一
般の r 重 Mordell-Tornheim ゼータ関数の場合に一般化されている。多重三
角関数の対数を含む積分表示を用いた小野寺氏の研究 [60] もある。
一方 Subbarao と Sitaramachandrarao [64] は

ζ2((2l, 2m, 2n), A2) + ζ2((2l, 2n, 2m), A2) + ζ2((2n, 2m, 2l), A2)

の明示的な式を示し、続いて津村氏 [67]が奇数を含む場合への拡張を与えた。
すなわち津村氏は、k,m ∈ Z≥0, k +m ≥ 2, l ∈ Z≥2 とするとき

ζ2((k, l,m), A2) + (−1)kζ2((k,m, l), A2) + (−1)lζ2((l,m, k), A2) (5.1)

が Riemann ゼータ関数の整数点での値の有理数係数の多項式で書ける 19こ
とを示した。この論文で津村氏が用いた方法は、考えている Dirichlet 級数
（例えば

∑
m−s）にまず収束を早くする因子（例えば (−u)−m, u > 1）を付

け加えて、収束の良い状態で式変形をしておいてから最後に u→ 1 とするも
ので、Riemann ゼータ関数の負の偶数点での値が 0 になる、という事実が
議論の途中で本質的な役割を果たす。この方法を我々は u-method と呼ぶこ
とにしよう。この津村氏の結果と方法は、次節で述べる関数関係式の理論へ
の道を開くことになった先駆的なものである。
他のルート系の場合にも、parity result の研究は行われている。その嚆矢
は B2 の場合を扱った津村氏の論文 [68]であろう。（B2 については Zhao [76]

もある。）A3 型については筆者と津村氏の [47] や、Zhao-Zhou [78] がある。
G2 型の場合は Zhao [77] が先鞭をつけ、続いて岡本氏 [56] [57] が、先行す
る [53], [60], [68] のアイデアを融合させた理論を構築して、その中で特に、
G2 型のルート系のゼータ関数のある種の特殊値が Riemann ゼータ関数と
Clausen 関数の値で書けることを示した。その後、[30, V] においても G2 型
の parity result が論じられているが、その論文の最終節で提起されているよ
うに、G2 型の parity result は、Dirichlet の L関数や Clausen 関数を含め
た形で定式化する必要があるのかもしれない。

18Euler-Zagier 和の場合の parity result は Euler に遡る歴史を持ち、津村氏 [69] と、また
独立に井原氏、金子氏、Zagier の共著 [18] によって一般的な定理が得られた。

19上式は、[67] の Theorem 1 で文字 (r, s, t) を (k,m, l) に置き換え、(−1)k をかけたもの
である。
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論文 [30, V] においては、前節で紹介した一般論を奇数を含む特殊値の場
合に適用しようとする試みが提示されている。偶数点を扱っている限り、前
節でも述べたように、(4.1) 式において符号部分を考える必要はない。しかし
変数に奇数値が含まれると符号部分が自明ではなくなり、多くの項がキャン
セルしてしまう可能性がある。そうなってしまうと (4.1) からは何の情報も
取り出せない。論文 [30, V] では、どのような場合に非自明な情報が取り出
せるかについて、ルート系の理論の立場からある程度の解答が与えられてお
り、その応用として、奇数変数を含む G2 のゼータ関数の特殊値についての
結果が述べられている。一例だけ挙げておこう：

ζ2((2, 1, 1, 5, 3, 3), G2) =
5

4
ζ(4)ζ(11) +

1043857

23328
ζ(2)ζ(13)

− 41971473

559872
ζ(15), (5.2)

ただし G2 のゼータ関数の具体形は

ζ2((s1, . . . , s6), G2) =

∞∑
m1=1

∞∑
m2=1

m−s1
1 m−s2

2 (m1 +m2)
−s3

× (m1 + 2m2)
−s4(m1 + 3m2)

−s5(2m1 + 3m2)
−s6 (5.3)

である。

6 関数関係式
前節で述べたような「特殊値の間の関係式」は、Euler-Zagier 型の多重和
の場合には（特殊値、すなわち MZV が Q 上で張るベクトル空間の次元につ
いての Zagier の予想などを動機付けとして）遥かに多くの研究 20 がなされ
て来ている。そして、MZV の間になりたつ非常に多くの関係式が発見され
ている。
すると、解析的な立場から見たときに自然に浮かぶひとつの疑問は、それ
らの関係式が整数点においてだけ成立しているものであるのか、それとも複
素関数としての ζEZ,r たちの間に成り立っている関係式を整数点のところで
見ているに過ぎないのか、どちらであろう、ということである。筆者はこの
疑問について 2000 年頃から、しばしば研究集会の場などで発言 21してきた。
もちろん、調和積公式 (1.4) （と、その r 重への一般化）は明らかにその
ひとつの解答を与えている。筆者の疑問を正確に言えば、MZV の間の関係
式が関数としての関係式になっているのは、調和積公式の類以外にはないの
か、ということである。この疑問に最初から強い興味を示してくれた方もい
らっしゃった 22 が、この問題を考えようとするとき大きな障害となるのは、

20例えば [3] 参照。
21文献上での言及は [44] が最初である。
22例えば伊原康隆先生。
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MZV の関係式の多くが Drinfel’d-Kontsevich 型の反復積分表示を基盤にし
て示されている、ということであった。この積分表示は整数の値そのものが
積分の回数を与えるので、整数点以外には拡張のしようがないのである。
しかし、前節で言及した津村氏の u-method は、反復積分表示を用いない、
関係式の導出方法を与えている。従ってこの方法で得られた結果は整数点以
外への拡張が可能かもしれない。津村氏 [71] はこのことに着目して考察を行
ない、筆者の疑問に対する最初の非自明な解答を見いだした。それは (5.1)

を複素変数を含む形に一般化した、次のような結果 23 である。

定理 4 ([71]) l,m ∈ Z≥0, s ∈ C に対して、

ζ2((k, l, s), A2) + (−1)kζ2((k, s, l), A2) + (−1)lζ2((l, s, k), A2)

= 2

[k/2]∑
j=0

(
k + l − 2j − 1

l − 1

)
ζ(2j)ζ(s+ k + l − 2j)

+ 2

[l/2]∑
j=0

(
k + l − 2j − 1

k − 1

)
ζ(2j)ζ(s+ k + l − 2j) (6.1)

が成り立つ。

この定理では s が複素変数なので、関数としての関係式、つまり関数関係
式を与えている。そして s = m ∈ Z と特殊化すると左辺は (5.1) に一致する
ので、[67] で得られた値の関係式を含む式になっているわけである。
また、定理 1 によって (6.1) の両辺は s について C 全体に解析接続でき
ることがわかるから、上式自身も（特異点を除く）C 全体で成り立つ。
上の定理において (k, l) = (3, 2) ととると

ζ2((3, s, 2), A2)− ζ2((3, 2, s), A2)− ζ2((2, s, 3), A2)

= 10ζ(s+ 5)− 6ζ(2)ζ(s+ 3)

を得る。ここでさらに s = 0 とすると、ζ2((k, 0, l);A2) = ζEZ,2(k, l) および
ζ2(3, 2, 0), A2) = ζ(3)ζ(2) に注意すれば

ζEZ,2(3, 2)− ζEZ,2(2, 3) = 10ζ(5)− 5ζ(2)ζ(3)

となる。これと、(1.4) で (s1, s2) = (3, 2) とおいた

ζEZ,2(3, 2) + ζEZ,2(2, 3) = ζ(2)ζ(3)− ζ(5)

とを合わせれば、

ζEZ,2(3, 2) =
9

2
ζ(5)− 2ζ(2)ζ(3), ζEZ,2(2, 3) = −

11

2
ζ(5) + 3ζ(2)ζ(3)

(6.2)

23ただし、[71] における original statement では右辺はもっと複雑な形をしている。しかし
[46] の Lemma 2.1 を適用することにより、ここで述べた形になる。論文 [27] の Theorem 3.1
を参照。
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が示される。この (6.2) はもともとは Euler-Zagier 和の理論の枠内で、二重
シャッフル関係式として示されていたものであるが、我々はそれが関数関係
式 (6.1) の特殊化として得られることを知った。これはつまり、本節冒頭で
述べた筆者の疑問に対するひとつの解答となっている。
定理 4 を巡るひとつのエピソードに触れておこう。津村氏の論文をプレプ
リント段階で読んだ中村氏は、(4.3) などの Bernoulli 多項式の性質を巧妙に
用いた、定理 4 の別証明 [52] 24に成功した。当時まだ名古屋大学の大学院生
だった氏は、2005年の年末（12月 26日）、名大の解析数論セミナーでこの別
証明について報告した。このセミナーの席上、筆者は中村氏の議論をルート
系の立場から見て一般化できないか、という点を問題にした。すると、セミ
ナーが終わった後しばらくして、小森氏が筆者の研究室にやってきた。セミ
ナーでの報告の中で中村氏は、ζ2(s, A2) の二重和をいかに分割するか、二次
元の座標平面上で図示して解説したのだが、たまたまこのセミナーに出席し
ていた小森氏は、それが A2 型ルート系のWeyl chamber への分割に他なら
ないことを指摘したのである。この会話が 4 節で述べた、ルート系のゼータ
関数へのWeyl 群の作用に関する理論の出発点であり、定理 4 の左辺は (4.1)

の S(s,∆) の原型を与えるものであった。
A3 の場合の関数関係式は [47] [25] [27] で論じられた。[47] においては一
部の変数が 0 であるような特殊な場合しか扱われていないが、これは技術
的な理由によるもので、[25] [27] では u-method を単純に適用するだけでな
く、分子にある種の parameter を付加する工夫を加味することによってこの
技術的困難を打破し、より一般的な形の関数関係式を得ることに成功してい
る。また [27] の Section 7 で、同様の方法によって一般に Ar 型のルート系
のゼータ関数の関数関係式が得られるであろうことが示唆されており、実際
に A4 の場合のある結果が証明抜きでアナウンスされている。
さらに [27] では C2(≃ B2), B3, C3 の場合の関数関係式も得られている。

G2 型の場合の関数関係式は [30, IV] [30, V] で示されている。また中村氏も
彼の方法を発展させて、[53] において A2 型、A3 型、B2 型のゼータ関数の
関数関係式を論じている。A3 型のゼータ関数についての Zhou, Bradley と
Cai の研究 [79] もある。その研究をさらに発展させて、池田氏と松岡氏は
[20] において、A2, A3, A4 型のゼータ関数の関数関係式を得ている。
上述の定理 4 においては、式に含まれている複素変数は s 一個だけであっ
た。しかし、その後得られたいろいろな関数関係式の中には、複素変数を複数
個含む形のものも存在する。（例えば [47, Theorem 5.10], [25, Theorem 3.4],

[27, Theorem 9.3]、また [53], [79] など。）A3 型の例をひとつだけ引用して
おこう。

定理 5 ([25, Theorem 3.4]) 正の整数 p, q と非負整数 r、そして複素数

24Zagier の九州大学での講義録に述べられているアイデアが元になっている。
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s1, s2, s3 に対して、

ζ3((2p, 2r, 2q, s1, s3, s2), A3) + ζ3((2p, s1, s3, 2r, 2q, s2), A3)

+ ζ3((2q, 2r, 2p, s2, s3, s1), A3) + ζ3((2q, s2, s3, 2r, 2p, s1), A3)

= 2

p∑
j=0

ζ(2j)

2p−2j∑
k=0

(
2q − 1 + k

k

)(
2p+ 2r − 2j − k − 1

2p− 2j − k

)
× ζ2((s1 + 2p+ 2r − 2j − k, s3 + 2q + k, s2), A2)

+ 2

q∑
j=0

ζ(2j)

2q−2j∑
k=0

(
2p− 1 + k

k

)(
2q + 2r − 2j − k − 1

2q − 2j − k

)
× ζ2((s1, s3 + 2q + k, s2 + 2q + 2r − 2j − k), A2)

+ 2

r∑
j=0

ζ(2j)

2p−1∑
k=0

(
2q − 1 + k

k

)(
2p+ 2r − 2j − k − 1

2p− k − 1

)
× ζ2((s1 + 2p+ 2r − 2j − k, s3 + 2q + k, s2), A2)

+ 2
r∑

j=0

ζ(2j)

2q−1∑
k=0

(
2p− 1 + k

k

)(
2q + 2r − 2j − k − 1

2q − k − 1

)
× ζ2((s1, s3 + 2q + k, s2 + 2q + 2r − 2j − k), A2) (6.3)

がなりたつ。

我々は 4 節において、(5 節で論じたような）特殊値の間の関係式が成り立
つ理由を与える、Weyl 群の作用に関する結果を紹介した。同様の理由付け
は関数関係式に対しても可能であり、それは事実、定理 2 のある種の一般化
([30, III, Theorem 5], [30, V, Theorem 2.1]) によって与えられる。
ここで強調しておきたいことは、Euler-Zagier 和の枠内のみで考えた場合

には、依然として筆者の疑問は未解決のままだ、ということである。Euler-

Zagier 和の枠内では、調和積公式以外には非自明な関数関係式は全く存在し
ない 25のかもしれない。筆者の知る限り、こうした可能性はおそらく中村隆
氏が初めて言い出したのだと思うが、印刷物上でこういうことを論じた文献
はまだ書かれていないようである。

7 ルート系のゼータ関数としての Euler-Zagier 和
前節の末尾で述べたように、関数関係式を考察するには、Euler-Zagier 和

の枠内に留まらず、ルート系のゼータ関数という、より広い枠組みを視座に
据えるのが適当なのであった。

25超平面 Ω2k+1 に制限すれば関数等式 (1.6) が Euler-Zagier 和の枠内での関数関係式を与
える、と言えるかもしれないが、これでは満足できる解答とは言えないだろう。
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これ以外にも、ルート系のゼータ関数という広い立場から眺めることによっ
て、Euler-Zagier 和の理論に対してもいろいろと新しい結果を導き出せるこ
とが次第にわかってきた。本節ではこうした話題について解説する。
既に 3 節で、Ar 型のルート系のゼータ関数のいくつかの変数を 0 とおく
と Euler-Zagier の多重和になることを注意した。この立場からシャッフル積
について論じた論文が [32] である。
MZV は Drenfel’d の反復積分表示を持っているので、ふたつの MZV の
積はふたつの反復積分の積になるが、これはいくつかの反復積分の和に書き
直せることが知られている。この事実を MZV の言葉に翻訳すれば MZV の
積を MZV の和で書く関係式が得られるが、これがシャッフル積、と呼ばれ
る手法である。
調和積とシャッフル積は、MZV の積のそれぞれ異なる表示を与えるので、
このふたつを等置すると MZV たちの間に成り立つ関係式が導出される。こ
うして得られる関係式を二重シャッフル関係式と総称する。
シャッフル積はこのように Drinfel’dの積分表示に持ち込んで、それを Hoff-

man代数という代数的な枠組みで捉え、代数的操作で変形してから再びMZV

の世界に戻る、というのが本来の手法であったため、エレガントではあるが、
解析的に何をやっているのかがわからなくなってしまう問題点があった。特
に Drinfel’d の表示が存在するのは整数点に限られるので、前節でも言及し
たように、この手法に頼っていては関数関係式は決して示せない。
しかし [32] において、ルート系のゼータ関数の範囲にまで拡げて考察する
と、シャッフル積のプロセスは単なる部分分数分解として解釈できることが
見いだされた。これは二重シャッフル関係式の新しい証明を与えたことにも
なる。このアイデアは最近、小野氏と山本氏 [59] によって、有限多重ポリロ
グの研究にも応用された。
また、部分分数展開は整数点以外の状況にも容易に拡張できるので、我々
の手法を使えば、二重シャッフル関係式を特殊な場合として含む関数関係式
の導出も可能になる。例えば

定理 6 ([32, Theorem 3]) 任意の k, l ∈ Z≥2 と s ∈ C に対し、

l−1∑
i=0

(
k − 1 + i

i

)
ζEZ,3(s, l − i, k + i)

+

k−1∑
i=0

(
l − 1 + i

i

)
ζ3((k − i, s, 0, 0, 0, l + i), A3)

= ζEZ,3(s, k, l) + ζEZ,3(s, l, k) + ζEZ,3(k, s, l) + ζEZ,2(s, k + l)

+ ζEZ,2(k + s, l) (7.1)

が成り立つ。
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これが二重シャッフル関係式を含むことは、実際に (7.1) の特殊化として、

6ζEZ,3(1, 1, 3) + ζEZ,3(1, 2, 2) = ζEZ,2(1, 4) + ζEZ,2(3, 2)

のような二重シャッフル関係式が導かれることからわかる。
さて [32] では、Euler-Zagier 和を A 型のルート系のゼータ関数の特殊化
として考察したわけだが、これが可能な唯一の観点というわけではない。論
文 [35] では、今度は Euler-Zagier 和を C 型ルート系のゼータ関数の特殊化
と見る理論が展開されている。
既に 4 節で C2 型、C3 型のルート系のゼータ関数の具体形を紹介したが、
ここで一般の Cr 型ルート系のゼータ関数の具体形を書き下そう。
そのために、まず Cr 型ルート系の構造を思い出す。実 r 次元ベクトル空間
の任意のベクトルにその i 番目の座標を対応させる座標関数を εi と書けば、
基本ルートは α1 = ε1 − ε2, α2 = ε2 − ε3, . . . , αr−1 = εr−1 − εr と αr = 2εr

で与えられる。そして正のルートの全体は

{2εi | 1 ≤ i ≤ r} ∪ {εi − εj , εi + εj | 1 ≤ i < j ≤ r}

である。ここで明らかに 2εi たちの方が εi ± εj たちよりも長いルートであ
る。対応するコルートは、ei を第 i 成分だけが 1 の単位ベクトルとすると、
それぞれ ei (1 ≤ i ≤ r), ei ± ej (1 ≤ i < j ≤ r) となる。これらは基本コ
ルート α∨

1 = e1 − e2, α∨
2 = e2 − e3, . . . , α∨

r−1 = er−1 − er, α∨
r = er を用いて

ei =
∑

i≤k≤r

α∨
k , ei − ej =

∑
i≤k<j

α∨
k ,

ei + ej =
∑

i≤k<j

α∨
k + 2

∑
j≤k≤r

α∨
k

と書けるので、(3.1) にこれらのデータを入れて書き下せば、一般の Cr 型
ルート系のゼータ関数は次の式で与えられることがわかる：

ζr(s, Cr) =
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i≤r

(mi + · · ·+mr)
−si

×
∏

1≤i<j≤r

(mi + · · ·+mj−1)
−s−ij

×
∏

1≤i<j≤r

(m1 + · · ·+mj−1 + 2(mj + · · ·+mr))
−s+ij , (7.2)

ただし s = ((si), (s
−
ij), (s

+
ij)) であって、si, s−ij , s+ij はそれぞれルート 2εi,

εi − εj , εi + εj に対応させた複素変数である。
上で注意したように、長いルートは 2εi たちであった。そこで、これらに

対応する変数 si だけを残して他の変数をすべて 0 とおくと、上式は

ζr(((si),0,0), Cr) =

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i≤r

(mi + · · ·+mr)
−si (7.3)
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となり、これは再び Euler-Zagier 和に他ならない。つまり Euler-Zagier 和
は C 型のルート系のゼータ関数の特殊化とも見なせるのである。
この観点の持つひとつの重要性は、Weyl 群の軌道が長さの等しいルートの
全体であるという、4 節でも触れた事実である。(7.3) において残っているの
は長さが等しいルートに対応する変数のみであるから、この立場では Euler-

Zagier 和に対するWeyl 群の作用を論じることが可能になる。そして [35] で
はこのことを実際に用いて、Euler-Zagier 和に関する新しい「制限された和
公式」26 を証明することに成功している。
また、B 型ルート系と C 型ルート系とは、互いに「双対」とも言うべき
密接な関係にある。従って C 型ルート系のゼータ関数に対して展開した上の
議論と類似した議論を、B 型の場合に展開することもできるはずである。こ
のアイデアを実行してみると、B 型のルート系のゼータ関数で、今度は短い
ルートに対応する変数だけ残したものが、

∞∑
m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏
1≤i≤r

(2(mr−i+1 + · · ·+mr−1) +mr)
−si (7.4)

の形になることがわかる。これは言わば Euler-Zagier 和の「双対」であり、
この和についても Euler-Zagier 和に対するものと平行した理論が建設できる
と思われる。事実、我々は [35]において (7.4)に対するある種の parity result

を証明したし、その結果はまた、二重ゼータ値の張る空間の次元に関する最
近の金子氏と田坂氏の研究 [21] に応用されている。

8 積分表示と帰納的構造
以上の各節で見て来たように、ルート系のゼータ関数は種々の興味深い性
質を持ち、さらに深い研究が望まれる研究対象である。我々は 1 節において、
Euler-Zagier 和の解析的な研究を進めたい、という問題意識を述べたが、同
様にルート系のゼータ関数についても、その真の理解のためには、解析的な
方向からの研究が必要不可欠である。
ルート系のゼータ関数の解析接続に関する定理は既に 3 節で述べたが、本
節ではその証明法のうち、筆者が提出した Mellin-Barnes 積分による方法を
紹介し、その方法を適用することによって浮かび上がる、ルート系のゼータ
関数たちの間の帰納的な関係について述べる。
本稿でMellin-Barnes の積分公式と呼んでいるのは、s, λ ∈ C, ℜs > 0,

λ ̸= 0, | arg λ| < π に対して

Γ(s)(1 + λ)−s =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s+ z)Γ(−z)λzdz (8.1)

26Hoffman [16] 参照。
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で与えられる式 27 である。ただし −ℜs < c < 0 で、積分路は c − i∞ から
c+ i∞ に至る、鉛直方向の直線である。
ゼータ関数、L関数の平均値の研究にこの (8.1) を応用した桂田氏の研究

[22] [23] に触発された筆者は、(8.1) を用いれば、Euler-Zagier 和や Mordell-

Tornheimの多重ゼータ関数、さらにルート系のゼータ関数などの多重級数の
解析接続ができることを発見した（[39] [40] [41] [42] [44])。その方法を、A2

型のルート系のゼータ関数 (3.4) を例にとって説明しよう。
まず ℜsj > 1 (1 ≤ j ≤ 3) とすると、(3.4) の級数は明らかに絶対収束して
いる。この式の分母の (m1 +m2)

−s3 を

m−s3
1

(
1 +

m2

m1

)−s3

と変形してから、この第二の因子に (λ = m2/m1 として) (8.1) を適用すると

(m1 +m2)
−s3 = m−s3

1

1

2πi

∫
(c)

Γ(s3 + z)Γ(−z)
Γ(s3)

(
m2

m1

)z

dz

(−ℜs3 < c < 0) となる。これを (3.4) に代入し、積分と和の順序を交換す
れば

ζ2(s, A2) =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s3 + z)Γ(−z)
Γ(s3)

∞∑
m1=1

m−s1−s3−z
1

∞∑
m2=1

m−s2+z
2 dz

である。条件 ℜsj > 1, −ℜs3 < c < 0 の下で右辺のふたつの級数は絶対収束
し、順序交換も正当化されて、

ζ2(s, A2) =
1

2πi

∫
(c)

Γ(s3 + z)Γ(−z)
Γ(s3)

ζ(s1 + s3 + z)ζ(s2 − z)dz (8.2)

を得る。この変形のポイントは、定義式 (3.4) においては (m1+m2)
−s3 なる

因子のせいで分離が不可能だった、m1 に関する和とm2 に関する和を、(8.1)

の効力によって分離できた点にある。
さて (8.2) の被積分関数は z = −s3− l, z = l, z = 1− s1− s3, z = s2− 1

（ただし l ∈ Z≥0)に極を持つ。これらのうち、積分路を右に動かした時に遭遇
するのは z = l (l ∈ Z≥0) と z = s2− 1 である。そこで積分路を ℜz =M − ε
（M は十分大きい正整数）まで平行移動し、途中で通過する極の留数を数え
上げれば、

ζ2(s, A2) =
Γ(s2 + s3 − 1)Γ(1− s2)

Γ(s3)
ζ(s1 + s2 + s3 − 1)

+
M−1∑
k=0

(
−s3
k

)
ζ(s1 + s3 + k)ζ(s2 − k)

+
1

2πi

∫
(M−ε)

Γ(s3 + z)Γ(−z)
Γ(s3)

ζ(s1 + s3 + z)ζ(s2 − z)dz (8.3)

27この式は例えば [72, Section 14.51] に紹介されているが、超幾何関数の Barnes による積
分表示 [7] の特殊な場合である。Barnes の研究には Pincherle, Mellin らの先行者がいるが、
特に Mellin [48] [49] は既に、この種の積分を多重ゼータ関数の研究に応用している。

21



となる。この右辺の積分は、上述した被積分関数の極のリストからわかるよ
うに、

ℜs3 > −M + ε, ℜ(s1 + s3) > 1−M + ε, ℜs2 < 1 +M − ε (8.4)

において収束して正則となる。また右辺の残りの項はガンマ関数と Riemann

ゼータ関数で書けているから、もちろん有理型に解析接続できる。M をいく
らでも大きくとっていいことに注意すれば、以上の議論で ζ2(s, A2) の C3 全
空間への有理型接続ができたことになる。しかも (8.3) から、特異点がどこ
にあるかも容易に見て取ることができる。
同様の議論を、任意のルート系に対して適用することができる。例えば Ar

型のゼータ関数であれば、(8.1) を使って m1 に関する和を分離することによ
り、Riemann ゼータ関数と Ar−1 型のルート系のゼータ関数を含む積分（一
般には多重積分になるが）で書けることがわかる。そこで、Ar−1 型のゼータ
関数の解析接続が既に言えていると仮定すれば、積分路を変形する議論によ
り、Ar 型のゼータ関数の解析接続も示すことができる。
ただし、上では積分路の変形は単純な平行移動だったが、それだけで常に
十分なわけではない。一般にはより複雑な積分路を考える必要があることを、
筆者は [42] で最初に指摘 28した。A3 型を考えるときに既にそうした複雑な
積分路が必要になることは [47] で詳述されている。
また、この方法は当然、s1 = · · · = sr = s と置くことで Witten のゼータ
関数の解析接続も与えるが、このように一変数にした状況でも、積分の中に
現れるのは多変数のルート系のゼータ関数である。つまり多変数化しなけれ
ばこの議論は成り立たないのであって、これが多変数化したことの大きいメ
リットのひとつである。
ここで Ar 型ルート系の Dynkin 図形を思い出してみると、上の積分表示
は、Dynkin 図形の一番左にある辺を切断することに対応している、と見な
すこともできるであろう。一番左側の辺を切り離せば、残るのはその左に A1

型の Dynkin 図形、右には Ar−1 型の Dynkin 図形であり、積分の中に出て
くるゼータ関数とうまく対応している。
同様のことが他の系列のルート系に対しても成り立つ。すなわち、(8.1)

を適用することで、X = B,C,D などに対しても、Xr 型のゼータ関数を、
Riemann ゼータ関数と Xr−1 型ゼータ関数の積を含む積分で表示でき、それ
によって解析接続も証明できる。 対応する Dynkin 図形の分割は図 1 の通
りである。
逆に、Dynkin 図形の任意の切断に対して、対応する Mellin-Barnes 積分
表示を求めることができる。例えば Br 型、Cr 型の場合、二重線になって
いる辺があるが、ここを切断する操作に対応して、Br, Cr 型のゼータ関数を

28[42] ではかなり凝縮した書き方がなされているので、読みにくいかもしれない。[44] や [47]
の方が記述が丁寧である。
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α1c α2c c �������� c c c αrc (Ar)

c c c �������� c c c c (Br, Cr)

c c c �������� c c c cc (Dr)

図 1:

Ar−1 型ゼータ関数と Riemann ゼータ関数で書く積分表示が可能である。同
様に Dr 型についても A 型に帰する積分表示ができる (図 2)。

c c c �������� c c c c (Br, Cr)

c c c �������� c c c cc (Dr)

図 2:

また、Br, Cr 型の二重線のところを、そのうちの一本だけ切断すると、
Dynkin図形はふたつに分離はせず、Ar 型のルート系の Dynkin図形となる。
これに対応する積分表示として、Br, Cr 型のゼータ関数の、Ar 型ゼータ関
数のみを含む積分表示も成り立つ（図 3)。

c c c �������� c c c c (Br, Cr)

図 3:

一般には次の定理が成り立つ (図 4)。

定理 7 ([30, II, Theorem 5.4]) ルート系 ∆ の Dynkin 図形の任意の辺を
切断したとき、∆ のゼータ関数は、切断してできる図形の各連結成分に対応
するゼータ関数を含む（多重）積分として表示できる。

この定理は、ルート系のゼータ関数の族が内包する、Mellin-Barnes 積分
によって実現される帰納的構造を提示している。この関係により、すべての
ルート系のゼータ関数は、最終的には A1 型のゼータ関数、つまり Riemann

ゼータ関数に行き着く。Riemann ゼータ関数の解析的な性質はかなり詳しく
知られているから、その知識を出発点にして帰納構造を逆に遡ることにより、
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c �������� c αℓ−1c αℓc c �������� c c (Ar)

c �������� c c c c �������� c c (Br, Cr)

c �������� c c c c �������� c cc (Dr)

図 4:

原理的には任意のルート系のゼータ関数の解析的性質が導き出せるはずであ
る。もちろん現実には、多重積分の扱いが複雑になっていくため、解析的挙
動を調べるのは簡単ではない。それでも r が小さいいくつかの場合には、特
異点集合の構造が調べられている。
A2 型のゼータ関数の場合、(8.3)から直ちに、特異点集合は s1+s3 = 1− l,

s2 + s3 = 1− l (l ∈ Z≥0), s1 + s2 + s3 = 2 であること ([39]) がわかる。A3

型については [47] において次の結果が証明されている。

定理 8 ([47, Theorem 3.5]) A3 型のゼータ関数 ζ3((s1, . . . , s6), A3) の特
異点集合は

s1 + s4 + s6 = 1− l (l ∈ Z≥0),

s3 + s5 + s6 = 1− l (l ∈ Z≥0),

s2 + s4 + s5 + s6 = 1− l (l ∈ Z≥0),

s1 + s2 + s4 + s5 + s6 = 2− l (l ∈ Z≥0),

s1 + s3 + s4 + s5 + s6 = 2− l (l ∈ Z≥0),

s2 + s3 + s4 + s5 + s6 = 2− l (l ∈ Z≥0),

s1 + s2 + s3 + s4 + s5 + s6 = 3

で尽くされる。

また C2, B3, C3 型については [30, II], G2 型については [30, IV] で特異点
集合が論じられている。ただし、(8.3) の類の式から特異点集合の候補者は直
ちに見つかるが、それらが実際に特異点集合であること（つまり特異性が別
の因子によってキャンセルされてしまってはいないこと）を確かめるのは必
ずしも容易ではない。上の定理 8 ではこのリストの各超平面が実際に特異点
集合であることを丁寧に検証しているが、その他の論文中の結果の中には、
特異点集合の候補者のリストを挙げるに留まっているものもある。
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9 最近の結果
前節で述べた結果は、解析的な方向からの研究としてはいわば第一段階に
過ぎない。前節の結果を土台にして、解析的にもより深いレベルにまで研究
を進めることが望まれることは言うまでもない。
解析接続が言えたとなると、自然に生じる次の疑問は、果たして関数等式
はあるのか、ということであろう。Euler-Zagier 型の場合 29には、少なくと
も二重和の場合、１節で紹介したような関数等式が知られている。
岡本氏と小野塚氏は最近のプレプリント [58] において、(1.6) を特別な場
合として含むような、A2 のゼータ関数の関数等式を証明した。まず、(1.5)

の一般化として

g2((s1, s2, s3), A2) = ζ2((s1, s2, s3), A2)

− Γ(1− s2)Γ(s2 + s3 − 1)

Γ(s3)
ζ(s1 + s2 + s3 − 1) (9.1)

とおく。また (1.7) に対応して

F±(s1, s2, s3) =
∞∑
k=1

σs1+s2+s3−1(k)Ψ(s3, s2 + s3;±2πik),

F#
± (s1, s2, s3) =

∞∑
k=1

σs1+s2+s3−1(k)

ks1
Ψ(s3, s2 + s3;±2πik)

とおけば、彼らの結果は

定理 9 ([58])

g2((s1, s2, s3), A2)

(2π)s2+s3−1Γ(1− s2)
+ e−πi(s2+s3−1)/2(F+(s1, s2, s3) + F−(s1, s2, s3))

=
g2((−s1, 1− s3, 1− s2), A2)

is2+s3−1Γ(s3)
+ eπi(s2+s3−1)/2F#

+ (s1, s2, s3)

+ e−πi(s2+s3−1)/2F#
− (s1, s2, s3) (9.2)

というものである。
さらに、A2 のゼータ関数は Mordell-Tornheim の二重和 (2.10) と一致し
ていたが、岡本氏と小野塚氏は同じ論文で、一般の Mordell-Tornheim 型 r

重ゼータ関数にまで彼らの結果を拡張している。Mordell-Tornheim 型の多重
ゼータ関数がルート系のゼータ関数の特殊化であることを考えれば、彼らの
結果はルート系のゼータ関数の一般的な関数等式を探索するためのひとつの
鍵を与えるものであるかもしれない。
他方、前節で述べたようにMellin-Barnes積分表示はルート系のゼータ関数
の解析的な挙動について精密に研究することを可能にするが、Romikは最近の

29他のタイプの多重ゼータ関数の関数等式としては、Barnes の多重ゼータ関数についての
[34] [63] がある。また新谷 L 関数についての広瀬氏と佐藤氏の結果 [15] も興味深い。

25



プレプリント [62]において、Mellin-Barnes積分表示を用いて ζ2((s, s, s), A2)

の極の位置などを精密に研究し、その結果として SU(3) の n 次元表現の個
数についての精密な漸近式を証明した。
SU(2) の場合、その n 次元表現の個数は n の分割数に他ならないので、
その個数については古典的な Hardy-Ramanujan の漸近公式が知られている
が、Romik の得た結果は Hardy-Ramanujan の式の SU(3) でのアナロジー
を与える。従って、同様の分析を他の群に対して実行すれば、他の群の n 次
元表現の個数についても同じような漸近公式を得る可能性がある。既に C2

の場合について、筆者は [62] と類似の計算を実行して、そのゼータ関数の極
の位置の精密な情報を得ている。
また、5 節、6 節で論じたような話題に関しては、筆者と小森氏、津村氏
は最近、Poincaré 多項式との関連を追及している。多少の結果は既に得られ
ていて、2014 年秋の立教大学での日仏共同研究集会でアナウンスし、関連す
る論文もひとつ公表している ([36]) が、根幹部分の内容はまだ論文としてま
とめられていない。
以上のように、現在進行中の研究も多々あるが、筆者の印象としては、ルー
ト系のゼータ関数の研究はまだ「最低限の基礎工事」が終わった段階に過ぎ
ない。ルート系のゼータ関数の理論の本格的な発展へ向けて、成すべきこと
はまだまだ膨大に残されていると思われる。

謝辞 筆者に代数学シンポジウムでの講演の機会を与えてくださった方々
や、会場となった静岡大学でお世話になった方々に、この場を借りてお礼申
し上げたい。また、長期間に亘っての共同研究者であり、本稿に対しても多
くの貴重なコメントをくださった小森靖氏、津村博文氏の両氏、およびミス
プリントを指摘してくださった佐藤信夫氏にも感謝の意を表したい。
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[10] M. de Crisenoy, Values at T -tuples of negative integers of twisted multi-

variable zeta series associated to polynomials of several variables, Com-

positio Math. 142 (2006), 1373-1402.

[11] D. Essouabri, Singularités des séries de Dirichlet associées à des
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Rankin-Selberg L関数の特殊値に関するBeilinson予想
について

千田雅隆

この論説では François Brunault氏との共同研究によって得られたRankin-Selberg L関数の
特殊値に関する Beilinson予想についての結果を紹介する. 前半では L関数の特殊値に関する
Beilinsonの予想について解説し, 後半では今回得られた結果とその背景について説明する.

1 Dedekind ζ関数の特殊値

1.1 Riemann ζ関数の整数点での値

nを正の偶数とする. Riemann ζ関数 ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns の s = nでの特殊値に関して, Eulerは

ζ(n) = −(2πi)n Bn

2 · (n!)

となることを示した. ここでBnはBernoulli数であり, x
ex−1 =

∑∞
n=0

Bn

n!
xn によって定義される

のであった. 関数等式 π
s
2Γ
(
s
2

)
ζ(s) = π

1−s
2 Γ

(
1−s
2

)
ζ(1− s) を用いると ζ(1− n) = −Bn

n
となる

こともわかる. それでは nが 3以上の奇数の場合は ζ(n)の値はどうなるのであろうか? 関数等
式とΓ(s)の性質から ζ(1−n) = 0となり, ζ(n)の値は ζ(s)の s = 1−nでの一階微分値 ζ ′(1−n)
と結びついていることがわかる. nが 3以上の場合, 実は ζ(n)の値は (高次) regulatorと呼ばれ
るものを用いて表せることが知られている. 以下では, まずはじめに代数体のDedekind ζ関数
の特殊値と regulatorの関係について知られている結果を復習しよう.

1.2 Dedekind ζ関数の値と regulator

F を判別式DF を持つ代数体とし, OF を F の整数環とする. r1を F の実素点の個数, r2を複
素素点の個数とする. F のDedekind ζ関数は

ζF (s) =
∑

0̸=a⊆OF : ideal

1

Nas

と定義され, Re(s) > 1で絶対収束するのであった. Dedekind ζ関数の Euler積表示

ζF (s) =
∏

p:OFの素 ideal

(
1−Np−s

)−1
によりRe(s) > 1で極も零点も持たないことがわかる. さらに ζF (s)は s = 1で 1位の極を持ち,

s = 1以外で正則な関数に解析接続される. ζF (s)の s = 1での留数が代数体 F に関する数論的

1



に重要な量を用いて表せることを主張するのが類数公式であった. hF を F の類数, wF を F に
含まれる 1の冪根の個数とし, RF を F の regulatorとする. このとき類数公式は次のように述
べられる:

Res
s=1

ζF (s) =
2r1(2π)r2hFRF

wF |DF |1/2
.

Dedekind ζ関数に対する関数等式を用いることで

lim
s→0

s−(r1+r2−1)ζF (s) = −
hFRF

wF

という等式も得られる. 関数等式の形から s = 0での零点の位数は r1 + r2 − 1であることがわ
かるので, この値は ζF (s)の s = 0での Taylor展開の先頭項になっている. 類数公式に現れる
regulator RF についてもう少し思い出すことにしよう. Dirichletの regulator写像

rF : O×F = K1(OF )→
∏

τ :F ↪→C

R ∼= Rr1+r2

は x ∈ OF に対して τ 成分を log(|τ(x)|nτ )と定めることによって定義される写像であった. 但
し, nτ は τが実素点のときnτ = 1, τが複素素点のときnτ = 2とする. これを少し修正した写像

r̃F : O×F ⊕ Z→
∏

τ :F ↪→C

R ∼= Rr1+r2

を考える (ここで, ZはRr1+r2に対角的に埋め込む). するとDirichletの単数定理により r̃F ⊗R
は同型であることがわかり, Im(r̃F ) はその中の格子を定める. このとき regulator RF はその格
子の基本領域の体積として定義されるのであった. 類数公式に現れる hF やwF は整数であるこ
とから, 特に

lim
s→0

ζF (s)s
r1+r2−1 ≡ RF mod Q×

となることがわかる. 高次K群からの (高次) regulator写像を用いて, この結果を他の整数点の
場合にも拡張したのがBorel [7, 8]である. n > 1に対し, R(n) = (2πi)nRとおき, 整数 dF,nを

dF,n = ords=1−n ζF (s) =

{
r2 nが偶数のとき,

r1 + r2 nが奇数のとき,

によって定める. このときBorelはBorel regulator写像

rBorel
F,n : K2n−1(OF )→ (ZHom(F,C) ⊗ R(n− 1))+ ∼= RdF,n

(ここで+は複素共役の作用で不変な部分を表す)を定義し, rBorel
F,n ⊗Rが同型になることを示し

た. さらにBorelは Im(rBorel
F,n )がRdF,nの格子になり, この格子の基本領域の面積をRF,nと書い

たとき
lim

s→1−n
s−dF,nζF (s) ≡ RF,n mod Q×

となることも証明した. この式と関数等式を使うことで

ζF (n) ≡
πn([F :Q]−dF,n)RF,n

|DF |1/2
mod Q×

となることがわかる. 特に, F = Qで nを 3以上の奇数とするとき, ζ(n) ≡ RQ,n mod Q×とな
り, Riemann ζ関数の 3以上の奇数での値が (有理数倍の曖昧さを除き) regulatorによって記述
されていることがわかる.

Lichtenbaum, Borel, BlochやDeligneらの先駆的な仕事の後, Beilinson [2]は代数多様体のL

関数の整数点での特殊値に対してこの一般化にあたる公式を予想した. 次の章ではBeilinsonに
よる予想の定式化について述べる.
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2 Beilinson予想
Beilinsonは論文 [2]の中で代数多様体, より一般にChow motiveに対して定まる L関数の整
数点での値に関する予想を提出した. 考えている整数点が (Deligneの意味で) criticalな場合に
はDeligne [10]による予想があり, Beilinson予想はDeligneの予想の criticalとは限らない場合
への拡張になっている. 以下では Beilinson予想の定式化を簡単に復習しよう. なお, Beilinson

予想については既に様々な紹介記事 ([16], [12], [15]など) が書かれているので, より詳細な定義
や性質などについてはそちらを参考にして頂きたい.

XをQ上の滑らかな射影的代数多様体とし, d = dimXとおく. ここでは簡単のため, hi(X)

の形になっている motiveのみを考えることにする (iは 0 ≦ i ≦ 2dを満たす整数). X の Q
への基底変換をXQと書く. L(hi(X), s)をX の étale cohomology H i

ét(XQ,Qℓ)へのGal(Q/Q)

の作用から定まる L関数とする. Deligneによって証明されたWeil予想により, この L関数は
Re(s) > i

2
+1で絶対収束し, この領域では極や零点を持たないことがわかる. この場合, 対応す

る Γ因子は次のように定めることができる. まず,

ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) = ΓR(s)ΓR(s+ 1) = 2(2π)−sΓ(s)

とおき, de Rham cohomology H i
dR(X)の Hodge filtrationを F pH i

dR(X)と書くことにしよう.

p+ q = iとなる整数 p ≧ 0, q ≧ 0に対して

Hp,q(X) = F pH i
dR(X) ∩ F qH i

dR(X)

とおき, Hodge数 hp,qを hp,q = dimHp,q(X)と定める. さらに iが偶数のときは

h
i
2
,± = dimH

i
2
, i
2 (X)±(−1)

i/2

とおく. このときM = hi(X)に対する無限素点での L因子を

L∞(h
i(X), s) =


∏

p<q ΓC(s− p)h
p,q

iが奇数のとき,∏
p<q ΓC(s− p)h

p,q
ΓR(s− i

2
)h

i
2 ,+

ΓR(s− i
2
+ 1)h

i
2 ,−

iが偶数のとき,

によって定める. Λ(hi(X), s) = L∞(h
i(X))L(hi(X), s)とおけば, Λ(hi(X), s)はC上に正則に解

析接続され, 関数等式

Λ(hi(X), s) = ε(hi(X), s)Λ(hi(X), i+ 1− s)

を満たすと予想されている. ただし, ε(hi(X), s)は Galois表現H i
ét(XQ,Qℓ)に対して定まる ε

因子を表す. 以下, L(hi(X), s)が解析接続を持つという仮定の下で s = j での L(hi(X), s)の
Taylor展開の先頭項を L∗(hi(X), j)と書くことにする.

一般の場合の regulator写像はmotivic cohomology からDeligne cohomologyへの写像として
与えられる. Xのmotivic cohomologyは代数的K群を用いて

H i
M(X,Q(j)) = (K2j−i(X)Q)

(j)

と定義することができる. motivic cohomologyは高次Chow群やVoevodskyのmotiveの圏を用
いて定義することもできるが, それらは (我々の考えている代数多様体の範囲では)一致するこ

3



とが証明されている. motivic cohomology H i
M(X,Q(j))の中に integral partと呼ばれる部分空

間H i
M(X,Q(j))Zが定まる. 例えば, XがZ上の regular, proper flatなmodel X を持つ場合は

H i
M(X,Q(j))Z = Im

(
(K2j−i(X )Q)

(j) → (K2j−i(X)Q)
(j)
)

となる. Scholl [18]により, X が regular modelを持たない場合でも alterationを使うことで部
分空間H i

M(X,Q(j))Zが定義されている. これが §1で述べたDirichletの regulator写像におけ
る単数群の一般化にあたる対象である.

また, 代数体の場合の (少し修正した) regulatorの定義にあらわれた R線形空間 Rr1+r2 の一
般化にあたるものとしてDeligne cohomology H i

D(XR,R(j))を考えることができる. まず, (一
時的に設定を変えて) XをC上の滑らかな射影的代数多様体とする. jを整数とし, Xan上の層
の複体

R(j)D =
(
R(j)→ OXan

d−→ Ω1
Xan

d−→ · · · d−→ Ωj−1
Xan

)
(R(j)は次数 0, Ωj−1

Xan
は次数 jのところにおく)を考える. このとき,

H i
D(X,R(j)) = H i(Xan,R(j)D)

とおき, XがR上の滑らかな射影的代数多様体のときは

H i
D(X,R(j)) = H i

D(XC,R(j))+

とおく. ただし, +は複素共役による固定部分である. この cohomologyをDeligne cohomology

とよぶ. Deligne cohomologyを定義するときに用いた複体R(j)Dについて

Cone
(
Ω≥jXan

⊕ R(j)→ Ω•Xan

)
[−1] ∼−→ R(j)D

という擬同型が存在するので, このことより長完全系列

· · · → H i
B(XC,R(j))→ H i

dR(XC)/F
jH i

dR(XC)→ H i+1
D (XC,R(j))→ · · ·

を得る. ここでH i
B(X,R(j))はXのBetti cohomologyを表す. もし i− 2j ≦ −1なら上の長完

全系列から短完全系列

0→ H i
B(XC,R(j))→ H i

dR(XC)/F
jH i

dR(XC)→ H i+1
D (XC,R(j))→ 0

が得られ, さらに複素共役の作用をみることで

0→ H i
B(XC,R(j))+

α→ H i
dR(X)/F jH i

dR(X)→ H i+1
D (X,R(j))→ 0 (1)

という短完全系列が得られる. この短完全系列にあらわれる写像 αは比較定理から得られる写
像と一致することに注意する.

元の設定に戻って, X を Q上の滑らかな射影的代数多様体とする. M = hi(X)(j)の Betti

cohomology MB = H i
B(XC,Q(j))と de Rham cohomology MdR = H i

dR(X) を考える. MdRは
Hodge filtration F pMdR = F p+jH i

dR(X)を持つ. 比較同型 I∞ : MB ⊗Q C ∼−→ MdR ⊗Q C の
determinantを δ(M) ∈ C×/Q×と書くことにする. 比較同型によりDeligneの period写像

αM :M+
B ⊗Q R→ (MdR/F

0MdR)⊗Q R

4



が得られる. 短完全系列 (1)により, i− 2j ≦ −1のときCoker(αM)はH i+1
D (XR,R(j))と同型に

なるので L∞(h
i(X), s)の整数点における零点の位数を計算することにより, 関数等式が成り立

つという仮定の下で

dimRH
i+1
D (XR,R(j)) = ords=i+1−j L(h

i(X), s)− ords=j L(h
i(X), s)

となることもわかる. さらにM+
B ⊗Q R, (MdR/F

0MdR) ⊗Q RのQ有理構造M+
B , MdR/F

0MdR

を用いることで detRH
i+1
D (XR,R(j))に Q有理構造を入れることができる. これを D(M)と

書くことにする. αM が同型となるとき, M は criticalであるといい, このとき Deligneの周
期 c+(M)を c+(M) = det(αM) ∈ C×/Q× によって定める. この場合は Coker(αM)は 0にな
るので detRCoker(αM) は canonicalに Rに同型となり, D(M) = c+(M)−1 · Qとなる. また
B(M) = (2πi)− dimM−

B δ(M)D(M)とおく. 関数等式及び rankが 1のmotiveの分類に関する予
想 ([10, Conjecture 6.6])の仮定の下で, このQ有理構造はM∨(1)に対応するQ有理構造になっ
ていることがわかる.

さらにBeilinsonは一般化されたChern指標を用いて regulator写像

rD : H i
M(X,Q(j))→ H i

D(XR,R(j))

を定義した. regulator写像の構成について説明するにはさらなる準備が必要になってしまうの
で, ここでは詳細は割愛させて頂くことにするが, 興味のある方は Beilinsonの原論文 [2]及び
Beilinson予想に関する紹介記事 [15, 16]などを参照して頂きたい. 以上の準備の下でBeilinson

による予想は次のように述べられる.

予想 2.1 (Beilinson). j > i
2
+ 1と仮定する.

(1) rD ⊗ RをH i+1
M (X,Q(j))Z ⊗ Rに制限した写像

rD,Z ⊗ R : H i+1
M (X,Q(j))Z ⊗ R→ H i+1

D (XR,R(j))

は同型になる.

(2) detRH
i+1
D (XR,R(j))の中での等式

rD,Z(detQH
i+1
M (X,Q(j))Z) = L(hi(X), j)D(hi(X)(j))

= L∗(hi(X), i+ 1− j)B(hi(X)(j))

が成立する.

j = i
2
+ 1のときは予想を少し修正する必要がある. 例えば, 類数公式はこの場合にあた

り, Dirichletの regulator写像を修正したものを考えたのであった. 同様の修正をこの場合に
行う必要性がある. まず, CHj−1(X)hom を余次元が j − 1の X 上の代数的 cycleのなす群を
homological equivalenceで割った群とし, N j−1(X) = CHj−1(X)hom⊗Qとおく. N j−1(X)から
Betti cohomologyへの cycle写像と比較同型を用いることで, 修正した regulator写像

r̃D : H i+1
M (X,Q(j))⊕N j−1(X)→ H i+1

D (XR,R(j))

が定まる. このとき j = i
2
+ 1の場合のBeilinsonの予想は次のように述べられる.

予想 2.2 (Beilinson). j = i
2
+ 1と仮定する.
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(1) r̃D ⊗ Rを (H i+1
M (X,Q(j))Z ⊕N j−1(X))⊗ Rに制限した写像

r̃D,Z ⊗ R : (H i+1
M (X,Q(j))Z ⊕N j−1(X))⊗ R→ H i+1

D (XR,R(j))

は同型になる.

(2) detRH
i+1
D (XR,R(j))の中での等式

r̃D,Z(detQH
i+1
M (X,Q(j))Z ⊕N j−1(X)) = L(hi(X), j)D(hi(X)(j))

= L∗(hi(X), i+ 1− j)B(hi(X)(j))

が成立する.

ここでは扱わなかったが, j = i
2
+ 2のときはBSD予想の一般化にあたる場合であり, その場

合には予想の定式化に height pairingを使う必要がある. さらに残りの有理数の部分を決定する
予想として Bloch-加藤の玉河数予想 (または単に Bloch-加藤予想とも呼ばれることもある) が
ある (Bloch-Kato [5]). これらの予想はChow motiveの場合にも自然に拡張される.

F を代数体とするとき, X = SpecF , i = 0, j = 1の場合の Beilinson予想は類数公式から従
い, jが一般の場合もBorelの結果及びBorel regulatorとBeilinson regulatorの比較から予想が
成立していることが確かめられる. Xの次元が 1以上の場合, 予想 2.1, 2.2の (1)の主張の一部
となっている rD,Z ⊗Rまたは r̃D,Z ⊗R の単射性は非常に難しい問題であり, ほとんど何も結果
が知られていない. その場合はH i+1

M (X,Q(j))ZやH i+1
M (X,Q(j))Z⊕N j−1(X)の代わりに, これ

らの部分空間を用いて定式化される弱い形のBeilinson予想を考えることができる. また, Chow

motiveの代わりに (homological equivalenceを用いて定義される) Grothendieck motiveに対し
ても予想を定式化することができる. 例えば, あとで考察する重さが 2よりも大きい楕円保型形
式に伴うmotiveは一般にはGrothendiek motiveとしてしか構成されていないが, そのような場
合でもBeilinson予想が定式化される (重さが 2の場合はChow motiveが構成できる).

Beilinsonは予想を提出した論文 [2]の中で, 重さが 2の楕円保型形式 f に伴う Chow motive

M(f)に対し, i = 1, j = 2 のときに弱い形の Beilinson予想を証明している. さらに Beilinson

[3]はこの結果を j > 2の場合にも拡張している. この結果の重さ k ≧ 2の楕円保型形式の場合
への拡張はDeninger-Scholl [12]で解説されている. また, Beilinsonは重さが 2の楕円保型形式
f , gで f が gの指標 χによる twistになっていないときにRankin-Selberg積 f ⊗ gに対応する
Chow motive M(f ⊗ g) = M(f)⊗M(g)に対して, i = j = 2の場合の弱い形の Beilinson予想
を証明している. この場合, 予想に現れるL関数として, Rankin-Selberg L関数L(f ⊗ g, s)を考
えることになる. 後半ではこのBeilinsonの結果の一般化について説明したい.

3 Rankin-Selberg積に対するBeilinson予想
保型形式に対応するmotiveは久賀 ·佐藤多様体を用いて構成される. まず久賀 ·佐藤多様体
の構成について簡単に復習しよう. Nを 3以上の整数として Y = Y (N)をQ上のmodular曲線
とする. このとき Y のC値点は

Y (C) ∼= SL2(Z)\(H×GL2(Z/NZ))

と記述することができる. ここでHは上半平面を表す. Eを Y 上の普遍楕円曲線とし, Eの Y

上の k重 fiber積
Ek = E ×Y · · · ×Y E

6



を考える. このときEkのC値点は

Ek(C) ∼= (Z2k ⋊ SL2(Z))\
(
H× Ck ×GL2(Z/NZ)

)
と記述することができる. νk : H× Ck → Ek(C)を

(τ ; z1, . . . , zk) 7→

[(
τ ; z1, . . . , zk;

(
0 −1
1 0

))]

によって定める.

Beilinson予想は滑らかな射影的代数多様体に対する予想であったが, Ekは射影的ではない.

そこでX = X(N)を Y のコンパクト化として, EをX上の普遍広義楕円曲線とし, 先ほどと同
様にEのX上の k重 fiber積E

k
= E ×X · · · ×X E を考える. しかし kが 2以上のときはE

k
は

滑らかになっていないので, さらにDeligneによる特異点解消E
k
→ E

k
を考えることでQ上の

滑らかな射影的代数多様体E
k
が得られる.

k1, k2, jを 0 ≦ j ≦ k1 ≦ k2を満たす整数とする.

f(τ) =
∞∑
n=1

an(f)q
n ∈ Sk1+2(Γ0(Nf ), χf )

new, g(τ) =
∞∑
n=1

an(g)q
n ∈ Sk2+2(Γ0(Ng), χg)

new

を正規化された固有形式とし, Kf,g = Q({an(f), an(g)})とおく. このときKf,g はQ上の有限
次拡大体になる. 以下, 簡単のため Nf と Ng は素であると仮定する. f ∗(τ) =

∑∞
n=1 an(f)q

n,

g∗(τ) =
∑∞

n=1 an(g)q
n とおく. ℓを素数とし, QからQℓへの埋め込みを一つ固定する. Ef,g =

Qℓ({an(f), an(g)})とおき, Vf , Vgをそれぞれ f , gに伴うEf,g係数の ℓ進Galois表現とする (Ef,g
上の2次元線形空間になる). L(f⊗g, s)をGalois表現V (f⊗g) = Vf⊗Ef,g

Vgに伴うL関数とする
と, L(f⊗g, s)は不分岐な素点では 4次のEuler因子を持ち, Re(s) > k1+k2+4

2
で絶対収束する. ま

た, Γ因子はL∞(f⊗g, s) = ΓC(s)ΓC(s−k1−1)で与えられ, Λ(f⊗g, s) = L∞(f⊗g, s)L(f⊗g, s)
とおくとき,

Λ(f ⊗ g, s) = ε(f ⊗ g, s)Λ(f ∗ ⊗ g∗, k1 + k2 + 3− s)

という形の関数等式が成り立つことが知られている (Jacquet [13]). さらに, 関数等式に現れる
ε因子 ε(f ⊗ g, s)はGalois表現から定まる ε因子に一致することも知られている. この関数等
式の形から L(f ∗ ⊗ g∗, s)は s = j + 1 (0 ≦ j ≦ k1)でちょうど 1位の零点を持つことがわかる.

以下, N = NfNgとおき, GL2(Z/NZ)の部分群G1を

G1 =

{(
∗ ∗
0 1

)
∈ GL2(Z/NZ)

}

によって定める. このとき, Ek1(C)およびEk2(C)上のG1不変な正則微分形式 ωf∗ , ωgで

ν∗k1ωf∗ = (2πi)k1+1f ∗(τ1)dτ1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzk1 , ν∗k2ωg = (2πi)k2+1g(τ2)dτ2 ∧ dzk1+1 ∧ · · · ∧ dzk1+k2

を満たすものが唯一つ存在する. ωf∗⊗ωgはEk1(C)×Ek2(C)上の微分形式を定め,この微分形式

はE
k1
(C)×E

k2
(C)上に滑らかに延びる. それをΩf,gと書くことにする. M(f), M(g)を Scholl

[17]によって構成されたf , gに対応するKf,g係数の (Grothendieck) motiveとする. 例えばM(f)

はE
k1
と f に対応する projector prf の組によって与えられる. M =M(f ⊗ g) =M(f)⊗M(g)
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とおくと, これがRankin-Selberg積 f ⊗ gに対応するmotiveとなる. このときM はE
k1
×E

k2

と prf,g = prf ⊗ prgの組によって与えられる. n = k1 + k2 + 2− jとおく. prf,gはE
k1
×E

k2
の

Deligne cohomologyから f ⊗ g部分への射影

prf,g : H
k1+k2+3
D (E

k1

R × E
k2

R ,R(n))⊗Kf,g → Hk1+k2+3
D (M(n))

を与える. さらに, (1)と比較同型により

0→ F nHk1+k2+2
dR (M)⊗ R→ Hk1+k2+2

B (M(n− 1))+ ⊗ R→ Hk1+k2+3
D (M(n))→ 0

という短完全系列が得られ, Deligne cohomology Hk1+k2+3
D (M(n))は rank 1のKf,g ⊗ R加群と

なる. この短完全系列によってHk1+k2+3
D (M(n))にKf,g有理構造が入る. このKf,g有理構造は

§2で定義した B(M(n))に一致する. そのKf,g基底 tを一つ固定する.

同型M(f⊗g)(n−1)∨ ∼= M(f ∗⊗g∗)(j+1)と比較同型を使うとΩf,gはHk1+k2+2
B (M(n−1)∨)⊗C

の元とみなすことができる. このこととPoincaré dualityを用いることでHk1+k2+3
D (M(n)) の元

αとΩf,gの間にwell-definedな pairing ⟨α,Ωf,g⟩が定まる. このとき次が成立する:

⟨t,Ωf,g⟩ ≡ (2πi)k1+k2−2j mod K×f,g. (2)

以上の準備のもとで主結果は次のように述べられる.

定理 3.1 (Brunault-Chida [6]). 0 ≦ j ≦ k1 ≦ k2とする. k1 = k2 = jの場合は g ̸= f ∗でN > 1

と仮定する. このときHk1+k2+3
M (E

k1
× E

k2
,Q(k1 + k2 + 2− j))⊗Kf,g の元 ξが存在して,

⟨prf,g ◦rD(ξ),Ωf,g⟩ ≡ (2πi)k1+k2−2jL′(f ∗ ⊗ g∗, j + 1) mod K×f,g

が成り立つ.

注意. 同様の結果は Scholl (unpublished), Kings-Loeffler-Zerbes [14]でも与えられている. [14]

ではHk1+k2+3
M (Ek1×Ek2 ,Q(k1+k2+2−j))⊗Kf,g に元を構成しており,我々の場合はboundary

まで元を拡張している点が異なる. また, [14]では Beilinson予想の p進類似 (Perrin-Riouの予
想)についても結果を与えている.

定理 3.1と (2)を合わせるとHk1+k2+3
M (E

k1
×E

k2
,Q(k1+ k2+2− j))⊗Kf,g の元 ξが存在して

prf,g ◦rD(ξ) ≡ L′(f ∗ ⊗ g∗, j + 1) · t mod K×f,g

となることがわかる. つまり, あるmotivic cohomologyの元から定まるKf,g有理構造とHodge

理論により定まるKf,g有理構造のずれにRankin-Selberg L関数の微分値が現れることがわかり,

主定理がBeilinson予想の evidenceを与えていることがわかる. ただし, 構成された元が integral

partに属しているかどうかはまだわかっていない.

証明は大きく分けて三つの部分 (motivic cohomology の元の構成とその regulator の計算,

boundaryへの拡張)からなる. 元の構成は Beilinson [3]によって導入された Eisenstein sym-

bolの理論と対角埋め込みをうまく用いることで行われる. この論説の残りの部分では元の構成
と regulatorの計算方法について主に紹介する.
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4 Eisenstein symbolとBeilinson-Flach元

4.1 Eisenstein symbol

ここではBeilinson [3]によって導入されたEisenstein symbolについて紹介する. k ≧ 0, N ≧ 3

を整数とし, modular曲線 Y = Y (N)の関数体を FN と書く. Eを level構造

α : E[N ]
∼−→ (Z/NZ)2

を持つFN上の普遍楕円曲線とする. 以下, αを通してE[N ]と (Z/NZ)2を同一視する. §2と同様
に普遍楕円曲線Eのk重fiber積Ekを考える. 以下, EkをΣ : Ek+1 → Eのkernelと同一視し,こ
れによりEkへの対称群Sk+1の作用を定める. i = 0, . . . , kに対して,合成写像Ek ↪→ Ek+1 pri→ E

を qiによって表し, UN =
∩k
i=0 q

−1
i (E \E[N ]) ⊂ Ekとおく. f0, . . . , fk ∈ O(E \E[N ])×を選び,

f = q∗0(f0) ∪ · · · ∪ q∗k(fk) ∈ Hk+1
M (UN ,Q(k + 1))と書くことにする. G = (Z/NZ)2k ⋊Sk+1と

おき,

εk : G→ {±1}

を g = (t, σ) ∈ G = (Z/NZ)2k ⋊Sk+1 に対し, εk(g) = εk(σ) = sgn(σ)とおくことによって定め
る. いま, (Z/NZ)2k ∼= E[N ]kは UN に translationによって作用するので, Gも UN に作用する.

これによりGのHk+1
M (UN ,Q(k+ 1))への作用が定まる. εkに対応する projectorを ekと書くこ

とにする. ekによる像をHk+1
M (UN ,Q(k + 1))ek と書き, 対応する射影を

prek : Hk+1
M (UN ,Q(k + 1))→ Hk+1

M (UN ,Q(k + 1))ek , x 7→ |G|−1
∑
g∈G

εk(g)g · x

とする. 補助的に正の整数M を取って, 一つ固定する. j : UMN ↪→ UN を自然な包含関係から
定まる写像, [×M ] : UMN → UN をM 倍写像とするとき, jと [×M ]はそれぞれ

j∗ : Hk+1
M (UN ,Q(k + 1))→ Hk+1

M (UMN ,Q(k + 1))(Z/MZ)2k

及び
[×M ]∗ : Hk+1

M (UN ,Q(k + 1))
∼→ Hk+1

M (UMN ,Q(k + 1))(Z/MZ)2k

を定める. これらを用いて [×M−1] = ([×M ]∗)−1 ◦ j∗と定義する. Hk+1
M (U ′N ,Q(k + 1))ekk を任意

のM ≧ 1に対して [×M−1]がM−k倍で作用するようなHk+1
M (UN ,Q(k + 1))ek の最大の商とす

る. これから定まる自然な写像を

prek : Hk+1
M (UN ,Q(k + 1))→ Hk+1

M (UN ,Q(k + 1))ekk

と書くことにする. このとき, 自然な埋め込み α : UN ↪→ Ekは同型

α∗ : Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))ek

∼−→ Hk+1
M (UN ,Q(k + 1))ekk

を与えることが証明できる. f0, . . . , fk ∈ O(E \ E[N ])×に対して

Ẽis
k
(f0, . . . , fk) = (α∗)−1(prek(f)) ∈ H

k+1
M (Ek,Q(k + 1))
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とおく. このとき, Ẽis
k
は次数が 0の因子群Q[(Z/NZ)2]0を経由する. つまり次のような可換図

式が存在する: ⊗k
i=0O(E \ E[N ])×

Div ����

Ẽis
k

// Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))

(⊗k
i=0Q[(Z/NZ)2]0

)ek
55

Q[(Z/NZ)2]0.
θ

≃oo

Eisk

OO

上の図式で θは β 7→ [β⊗α⊗· · ·⊗α] により定まる写像である (但しα = N2[0]−
∑

x∈(Z/NZ)2 [x]

とおいた). 上で構成された写像

Eisk : Q[(Z/NZ)2]0 → Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))ek

を Eisenstein symbolと呼ぶ. k ≧ 1のときは EiskはQ[(Z/NZ)2]まで拡張することができる.

以下, k ≧ 1の場合は β ∈ Q[(Z/NZ)2]とし, k = 0の場合は βは (Z/NZ)2 − {0}に supportを
持つと仮定する.

Eisenstein級数を用いて Eisenstein symbolの regulator写像

rD : Hk+1
M (Ek,Q(k + 1))ek → Hk+1

D (Ek
R,R(k + 1))ek

の下での像の具体的な記述を与えることができる (Ekは射影的な代数多様体ではないが, この
場合にも Deligne cohomologyや regulator写像を定義することができる). この場合, Deligne

cohomologyは

Hk+1
D (Ek

R,R(k+1)) ∼=
{φ ∈ H0(Ek

R,an,Ak ⊗ R(k)) | dφ = 1
2
(ω + (−1)kω), ω ∈ Ωk+1(E

k
)(logD)}

dH0(Ek
R,an,Ak−1 ⊗ R(k))

と記述することができる. ここで A• は R値 C∞ 級微分形式の de Rham複体であり, D =

E
k
(C) \ Ek(C)とおいた. 0 ≦ j ≦ kに対して

ψk,j =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)dzσ(1) ∧ · · · ∧ dzσ(j) ∧ dzσ(j+1) ∧ · · · ∧ dzσ(k)

とおく. このとき, rD(Eis
k(β))は上で述べたDeligne cohomologyの記述の下で

Φk(β) = −k!(k + 2)

N(2πi)
· τ − τ

2

k∑
a=0

ψk,a ·

 ∑′

(c,d)∈Z2

∑
v∈(Z/NZ)2

β(h−1v) · e
2πi(cv1+dv2)

N

(cτ + d)k+1−a(cτ + d)a+1

 mod dτ, dτ

の定める類として与えられる (Deninger [11]). ここで
∑′は (c, d) = (0, 0)を除いた全ての整数

の組 (c, d)に関する和を表す.

4.2 Beilinson-Flach元の一般化

整数 k1, k2, jを 0 ≦ j ≦ k1 ≦ k2となるように取り, k′1 = k1 − j ≧ 0, k′2 = k2 − j ≧ 0とおく.

このとき, 次のような 3つの写像を考える:

Ek′1+j+k
′
2

∆−−−→ Ek′1+2j+k′2 = Ek1+k2 i−−−→ Ek1 × Ek2yp
Ek′1+k

′
2 .

これらの写像は次のようにして与えられるものである.
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(1) p : Ek′1+j+k
′
2 → Ek′1+k

′
2は中央の j個の成分を忘れる写像.

(2) ∆ : Ek′1+j+k
′
2 → Ek′1+2j+k′2 = Ek1+k2は中央の j個の成分を対角に埋め込む写像.

(3) i : Ek′1+2j+k′2 = Ek1+k2 → Ek1 × Ek2はX上の fiber構造を一カ所だけ忘れる写像.

これにより次のような写像の合成を考えることができる:

H
k′1+k

′
2+1

M (Ek′1+k
′
2 ,Q(k′1 + k′2 + 1))

p∗−→ H
k′1+k

′
2+1

M (Ek′1+j+k
′
2 ,Q(k′2 + k′2 + 1))

∆∗−→ Hk1+k2+1
M (Ek1+k2 ,Q(k1 + k2 − j + 1))

i∗−→ Hk1+k2+3
M (Ek1 × Ek2 ,Q(k1 + k2 − j + 2)).

β ∈ Q[(Z/NZ)2]とする. j = k1 = k2のときは, βは (Z/NZ)2 \ {0}に supportを持つと仮定す
る. このとき上の合成写像の下での Eisk

′
1+k

′
2(β)の像を Ξk1,k2,j(β) と書くことにする.

ここでは詳しく述べられないが, motivic cohomologyの residue写像の計算やVoevodskyによっ
て定義されたmotiveの圏を用いたmotivic cohomologyの記述などを使うことによりΞk1,k2,j(β)

はE
k1
× E

k2
の boundaryまで拡張することができる.

k1 = k2 = j = 0の場合, boundaryまで拡張された元はBeilinson [2]が重さ 2の保型形式の場
合の証明に用いたBeilinson-Flach元と呼ばれるものに一致する. その意味で我々の構成した元
はBeilinson-Flach元の一般化になっている.

5 Rankin-Selberg積分と regulator

5.1 Rankin-Selberg積分

χ : (Z/NZ)× → C×を χfχgから定まるDirichlet指標とし,

D(f, g, s) =
∞∑
n=1

an(f)an(g)

ns

とおく. このとき Shimura [19]の結果によって

L(χ, 2s− k1 − k2 − 2)D(f, g, s) = Rf,g,N(s)L(f ⊗ g, s) (3)

となることが知られている. ただし, Rf,g,N(s)は

Rf,g,N(s) =

∏
p|N

Pp(f ⊗ g, s)

 ∑
n∈S(N)

an(f)an(g)

ns

で与えられる関数であり, Rf,g,N(s)は p | N となる素数 pについての p−sたちの多項式になる.

ここで S(N)はN を割る素数のみを素因子としてもつような正の整数全体の集合を表す.

Dirichlet指標 ω : (Z/NZ)× → C×に対して Eisenstein級数Ek2−k1,N(τ, s, ω)を

Ek2−k1,N(τ, s, ω) =
∑′

m,n∈Z

ω(n)

(Nmτ + n)k2−k1 |Nmτ + n|2s

と定義する. このときRankin-Selberg法によって次のことが証明される.
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定理 5.1 (Shimura [19]).∫
Γ0(N)\H

f(τ)g(−τ)Ek2−k1,N(τ, s−1−k2, χ)ys−1dxdy = 2(4π)−sΓ(s)L(χ, 2s−k1−k2−2)D(f, g, s).

この結果が以下の regulatorの計算に必要となる.

5.2 Regulatorの計算

βχ ∈ Q(χ)[(Z/NZ)2]を

βχ(v1, v2) =

{
χ(−v2) v1 = 0の場合,

0 v1 ̸= 0の場合,

によって定める.

Deligne cohomologyの元は currentを用いて表すことができる. currentを用いた Deligne

cohomology Hk1+k2+3
D (Ek1

R × Ek2
R ,R(k1 + k2 − j + 2))の元の表示により, 微分形式 Ωf,g との

pairingを積分を使って自然に定めることができる. この pairingは §2で定めた pairingと一致
することが積分表示の比較からわかる. さらにBurgos Gil-Kramer-Kühn [9]の結果を使うこと
で次の式が得られる:

⟨rD(Ξk1,k2,j(βχ)),Ωf,g⟩ =
1

(2πi)k
′
1+j+k

′
2+1

∫
Ek′1+j+k′2 (C)

∆∗i∗Ωf,g ∧ p∗Φk′1+k
′
2(βχ).

§3で見たようにΦk′1+k
′
2(βχ)はある種のEisenstein級数を用いて記述される微分形式であった.

その表示をもとに上の式の右辺の計算を行うと

⟨rD(Ξk1,k2,j(βχ)),Ωf,g⟩

= C · (2πi)k1+k2−j+1 lim
s→−k′2

Γ(s+ k2 − k1)
∫
Γ0(N)\H

f ∗(τ)g∗(−τ)Ek2−k1,N(τ, s, χ)ys+k2dxdy

という結果が得られる. ここでCは具体的に書き下すことのできる有理数である. これに定理
5.1と (3)を用いることで最終的に次のような計算結果を得ることができる.

命題 5.2. Kf,g ⊗ Cの元としての等式

⟨rD(Ξk1,k2,j(βχ)),Ωf,g⟩ = ±(2πi)k
′
1+k

′
2 · (k

′
1 + k′2 + 2) · j! · ϕ(N)2

2 ·Nk′1+k
′
2

·Rf∗,g∗,N(j+1) ·L′(f ∗⊗g∗, j+1)

が成り立つ (符号も具体的に記述することができる).

注意. (1) k1 = k2 = 0のとき, 同様の結果はBaba-Sreekantan [1]やBertolini-Darmon-Rotger

[4]でも与えられている.

(2) (Nf , Ng) ̸= 1の場合はRf∗,g∗,N(j + 1) = 0となってしまうこともある.
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ユニタリ型表現のモデルの変換公式について

森本　和輝
(京都大学大学院理学研究科)

概 要

本稿では p進簡約代数群の表現の実現であるモデルについて、その変換公式を考察する。特
に、F を標数 0の非アルキメデス局所体、Eをその二次拡大とした時に、GL2n(E)の緩増加な表
現に対して、Whittakerモデルと (GL2n(F ),1)-モデルの間の同型写像とその逆写像を積分を用い
て明示的に構成する。

1 p進簡約代数群の表現とそのモデル
本稿を通して、F は標数 0の非アルキメデス局所体、Eは F の二次拡大とする。また、Gを F 上
定義された簡約代数群とし、GをGの F -有理点のなす群とする。

1.1 Preliminaries

p進簡約代数群の表現に関して基本的な定義を与える（Casselman [1] 参照）。

Definition 1.1. C上のベクトル空間 V と準同型 π : G→ AutC(V )からなる組 (π, V )が条件

• 任意のベクトル v ∈ V に対して、その固定部分群 {g ∈ G : π(g)v = v}が開集合

を満たす時、(π, V )をGの滑らかな表現と呼ぶ。表現空間に言及しない場面では、しばしば (π, V )

を単に πと書く。特に dimC V = 1の場合には、πを指標と呼ぶ。

Definition 1.2. (π, V )をGの滑らかな既約表現とする。この時、πはGの中心ZG上ではスカラー
倍で作用する。このようにして定まる ZGの指標を ωπと書き、中心指標と呼ぶ。

Definition 1.3. (π, V )をGの滑らかな表現とする。V ∗ := HomC(V,C)と定め、π∗ : G→ V ∗を

⟨π∗(g)v∗, v⟩ = ⟨v∗, π(g−1)v⟩ g ∈ G, v ∈ V, v∗ ∈ V ∗

で定めると、(π∗, V ∗)はGの（滑らかとは限らない）表現になる。V ∨を π∗の作用に関して滑らかな
V ∗のベクトル全体とする。また、V ∨への作用 π∨を π∗の V ∨への制限により定める。このようにし
て定義されたGの滑らかな表現 (π∨, V ∨)を反傾表現と呼ぶ。

Remark 1.1. (π, V )が既約ならば、(π∨, V ∨)も既約。また、この時

HomG(π, π) ≃ HomG(π ⊗ π∨,1) ≃ C

が成り立つ。
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AをGの任意の閉部分群、(σ, Vσ)を滑らかなAの表現とする。この時、Gの滑らかな表現 IndGAσ

を次のように定義する：G上の Vσ-値函数で次の二つの条件を満たすもののなす空間を IndGAσの表現
空間として取る。

1. f(ag) = σ(a)f(g) a ∈ A, g ∈ G.

2. あるGの開部分群Kに対して、f(gk) = f(g) g ∈ G, k ∈ K.

また、IndGAσの作用は右移動、つまり (g · f)(x) = f(xg) (x, g ∈ G)によって定める

1.2 p進簡約代数群の表現のモデル

Definition 1.4. HをGの閉部分群とし、χをHの指標とする。Gの滑らかな既約表現 (π, Vπ)が

dimC HomG(π, Ind
G
Hχ) = 1

を満たすとき 、IndGHχのG-不変な部分空間M(H,χ)(π)で

Vπ ≃M(H,χ)(π)

となるものが一意的に存在する。この時、M(H,χ)(π)のことを πの (H,χ)-モデルとよぶ。

いくつかモデルの例をあげておく。

1. Gは F 上分裂であるとする。BをGの Borel部分群とし、その Levi分解をB = TN と書く。
ψN をN の指標とする。t ∈ T に対して ψN(t · t−1) = ψN となるのは、tがGの中心の元である
場合に限る時、ψN は非退化であると言う。ψN を非退化な指標とした時、Gの任意の滑らかな
既約表現 πに対して、

(1.2.1) dimCHomG(π, Ind
G
NψN) ≤ 1

が成り立つ (Rodier [9] 参照)。このモデルは特にWhittakerモデルと呼ばれる。

2. G = GLm(E)の場合には上の例のデータは次のようにして具体的に与えられる。Nとして上三
角ユニポテント行列全体のなす群Nmがとれる。また、F の非自明な指標 ψに対してNmの指
標 ψNmを

ψNm(n) := ψ

(
1

2
TrE/F (n1,2 + · · ·+ nm−1,m)

)
で定義すれば、これは非退化な指標である。さらに、次の場合には (1.2.1)の次元が 1になる事
が知られている。

(π, V )をGLm(E)の滑らかな既約表現で、中心指標ωπは |ωπ| = 1を満たすとする。0 ̸= (·, ·) ∈
HomG(π⊗ π∨,C)をとる。任意の ε > 0に対して、[g 7→ (π(g)v, v∨)] ∈ L2+ε(ZGLm(E)\GLm(E))

である時、πは緩増加であるという。πが緩増加である時、

dimC HomGLm(E)(π, Ind
GLm(E)
Nm

ψNm) = 1

が成り立つ。
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3. GLm(E)の任意の滑らかな既約表現 πに対して、

dimC HomGLm(E)(π, Ind
GLm(E)
GLm(F )1) ≤ 1

が成り立つ (Flicker [3] 参照)。ここで、1はGLm(F )の自明表現。πが (GLm(F ),1)-モデルを
持つとき、πはユニタリ型であると呼ぶ。

4. ユニタリ群U4m(F )を次のように定義する。{
g ∈ GL4m(E) :

tḡJ2mg = J2m
}

ここで、Gal(E/F )の非自明な元を x 7→ x̄と書き、J2mは次で定義されるGL4m(E)の歪対称
行列:

J2m =

(
w2m

−w2m

)
, w1 = (1), wm =

(
wm−1

1

)
πをGL2m(E)のユニタリ型の滑らかな既約表現とする。P をその Levi成分MP がGL2m(E)と
同型なU4m(E)の標準的な放物型部分群とする。π ⊗ | det |

1
2 をMP と表現とみなした時、P の

冪単根基 (unipotent radical) UP 上自明な表現として π ⊗ | det | 12 は P の表現にのばせる。この
時、誘導表現

Ind
U4m(F )
P (F ) (π ⊗ | det |

1
2 δ

1
2
P )

を考える (ここで、δP をP のモジュラス函数)。この誘導表現は可約であることがわかり、また
Langlandsの結果からこの誘導表現は唯一の既約商 (Langlands商)をもつ。その既約商をLQ(π)

と書く。

NU をU4m(F )の上三角ユニポテント行列のなす部分群とする。このとき、

NU =

{(
n

w2m
tn̄−1w2m

)
: n ∈ N2m

}
UP

と書ける。N2mの指標 ψN2m を UP 上自明になるようにNU にのばし、ψN2m をNU の指標とみ
なす。ψN2mはNU の指標として非退化ではないに注意しておく。この時、

dimC HomU4m(F )(LQ(π), Ind
U4m(F )
NU

ψN2m) = 1

(Morimoto [7] 参照)。しかし、一般にはU4m(F )の滑らかな既約表現Πに対して

dimCHomU4m(F )(Π, Ind
U4m(F )
N ψN2m) ≤ 1

とは限らない。

1.3 モデルの変換

与えられた一つの既約表現が異なる二つのモデルを場合がしばしばある。それらは、表現の実現で
あるため同型であるが、より詳しい関係を見るために次の問題を考えたい。この問題のことをモデル
の変換と呼ぶ。

問題 1. (π, Vπ)をGの滑らかな既約表現とする。i = 1, 2に対して、HiをGの閉部分群、χiをHiの
指標とする。また、dimC HomG(π, Ind

G
Hi
χi) = 1とする。この時、同型写像

M(H1,χ1)(π)
∼→M(H2,χ2)(π)

と、その逆写像を明示的に表すことが出来るだろうか?
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この問題については、次の場合に LapidとMao [6]による結果がある。

1. G = GL2m(F )

2. H1 = GLm(F )×GLm(F ), χ1 = 1 (自明な指標)

3. H2 = N2m ∩GL2m(F ), χ2 = ψN2m |H2

4. π は緩増加 (条件 2より ωπ = 1に注意)

実際、LapidとMaoはこの場合に、適当な積分を用いることで、二つのモデルの間の同型写像とそ
の逆写像を明示的に構成した。
本稿では次の場合に、モデルの変換について考察する。

1. G = GL2n(E)

2. H1 = GL2n(F ), χ1 = 1

3. H2 = N2n, χ2 = ψN2n

4. πは緩増加 (条件 2により |ωπ| = 1に注意)

Remark 1.2. G = GL2n+1(E)の場合にも、類似の状況でモデルの変換が考察出来るが、本稿では
簡単のために、上の状況のみ考える。

2 GL2n(E)の表現のモデルの変換公式

2.1 記号

いくつか記号の準備をする。ψはF の非自明な指標とする。また、τ ∈ Eを τ̄ = −τ をみたす元と
する。以下、τ は固定する。この τ に対して、GL2n(E)の元 tτ を

tτ =


τ

1
. . .

τ

1


で定める。N2nの指標 ψN2n,τ を

ψN2n,τ (n) = ψN2n(tτnt
−1
τ )

により定める。この時、ψN2n,τ はN2n ∩GL2n(F )上で自明である。
ResE/FGL2nの Lie環をMとすると、M はE上の 2n × 2n行列全体からなる。MOをMの整行
列のなす格子とする。任意のResE/FGL2nの F 上定義された部分代数群Qに対して、その Lie環を
qと書く。この時、qの格子 q ∩MOはQのゲージ形式を与える。このゲージ形式と ψから、与えら
れる測度（Kneser [4]参照）をQ = Q(F )の測度として採用する。

以下では、モデルの変換公式について考察するので、πは (N2n, ψN2n)-モデル、(GL2n(F ),1)-モデ
ルをもつGL2n(E)の滑らかな緩増加既約表現とする（前章で注意したように、緩増加であることか
ら (N2n, ψN2n)-モデルをもつことは従う）。
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2.2 M(N2n,ψN2n
)(π)→M(GL2n(F ),1)(π)

この章では、M(N2n,ψN2n
)(π)からM(GL2n(F ),1)(π)への同型写像を積分により構成する。

PnをGL2n(F )の（標準的な）mirabolic部分群、つまり

Pn =

{(
g ∗

1

)
: g ∈ GL2n−1(F )

}
⊂ GL2n(F )

とする。W ∈M(N2n,ψN2n
)(π)に対して、次の積分を考える。

(2.2.1) LW (g) :=

∫
(N2n∩GL2n(F ))\Pn

W (tτpg) dp

この積分に関しては次の事が知られている。

Theorem 2.1 (Flicker [2], Offen [8]). 任意のW ∈ M(N2n,ψN2n
)(π)に対して、積分 (2.2.1)は絶対収

束する。また、LW は Vπ上で恒等的にゼロではない。(2.2.1)が絶対収束することから、LW はPn-不
変であるが、さらにGL2n(F )-不変である。

上の定理から、
T (GL2n(F ),1)
(N2n,ψN2n

) (W ) = LW

によりM(N2n,ψN2n
)(π)からM(GL2n(F ),1)(π)への同型写像が定義できる。

2.3 M(GL2n(F ),1)(π)→M(N2n,ψN2n
)(π)

この章では、前章で構成した写像の逆写像を積分により構成する。そのために、L ∈M(GL2n(F ),1)(π)

に対して、 ∫
(N2n∩GL2n(F ))\N2n

L(nt−1τ g)ψ−1N,τ (n) dn, g ∈ GL2n(E)

を考察したい。しかし、この積分は絶対収束しない。以降では、この積分が適当な意味で収束し、
(N2n, ψN2n)-モデルを与える事を説明する。実際、この積分は regularized intergal（Lemma 2.1 参照）
として定義できる。

2.3.1 stable integral, reguralized integral

regularized intergalを定義するための準備として、stable integralを定義する。これらの積分は任
意の簡約代数群に対して定義する事が出来るので、この章では、Gを F 上定義された簡約代数群の
F -有理点のなす群とする。

Definition 2.1. U を Gのユニポテント部分群、Aを U に連続的に作用するコンパクト群とする。
この時、U 上の連続函数 f に対して、U の開コンパクト部分群U0で次の性質を満たすものが存在す
るとき、f は (#, A)-stale integralを持つという: U0を含む任意の U の開コンパクト部分群 U ′に対
して、 ∫

U0

f(u) du =

∫
U ′
f(u) du.

f が (#, A)-stale integralを持つ時、上の条件をみたす異なる U ′0が存在した場合、∫
U0

f(u) du =

∫
U ′
0

f(u) du
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となることがわかる。従って、上記の積分は U0の取り方によらず等しく、その値を∫ (#,A)

U

f(u) du

と書く。

Remark 2.1. f が (#, A)-stale integralを持つとき、任意の u0 ∈ U に対して、∫ (#,A)

U

f(uu0) du

が定義でき、 ∫ (#,A)

U

f(u) du

と等しい事がわかる。

Example 1. Gは F 上分裂であるとし、(π, Vπ)をGの滑らかな既約表現とする。ψN をGの極大ユ
ニポテント群N の非退化指標とする。
この時、０ ̸= (·, ·) ∈ HomG(π⊗π∨,C) ≃ Cと、v ∈ Vπ, v∨ ∈ Vπ∨に対して、N上の滑らかな函数を

n 7→ ψ−1N (n)(π(n)v, v∨)

で定義する。この函数は (#, 1)-stable integralをもつ (Lapid–Mao [5])。従って、G上の滑らかな函数

Wv,v∨(g) :=

∫ (♯,1)

N

ψ−1N (n)(π(ng)v, v∨) dg

が定義出来る。この時、Remark 2.1からWv,v∨(g)は

Wv,v∨(ng) = ψN(n)Wv,v∨(g), n ∈ N, g ∈ G

を満たす。

Definition 2.2. U を Gのユニポテント部分群、Aを U に連続的に作用する局所コンパクト完全
不連結群とする。f を U 上の連続函数とする。Aの任意の開コンパクト部分群 A′ に対して、f が
(#, A′)-stable integralを持つとき、fはU上のA-stable integralを持つという。この時その共通の値を∫ st,A

U

f(u) du

と書く。

Remark 2.2. (#, A)-stable integralと同様に、fがU上のA-stable integralを持つ時、任意のu0 ∈ U
に対して ∫ st,A

U

f(uu0) du

が定義でき、 ∫ st,A

U

f(uu0) du =

∫ st,A

U

f(u) du.

Remark 2.3. Example 1で挙げた函数は、1-stable intergalを持つ。
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つぎの Lemmaにより regularized intergalを定義する。

Lemma 2.1 (Lapid–Mao [6]). U0をGのユニポテント部分群、f をU0上の連続函数とする。U1, U2

を U0の部分群、T をGのトーラス、ψU0を U0の指標で次の条件を満たすものとする。

• U1は U0の正規部分群で U1\U0は可換

• T は共役による作用で U0と U1を保つ

• ψU0(tut
−1) = ψU0(u), u ∈ U1, t ∈ T .

• U2は T -不変な U1の部分群で、ψU0 |U2 = 1

• T → ̂(U1\U0) : t 7→ ψU(t · t−1) · ψ−1U は開写像。ここで、 ̂(U1\U0)はU1上自明なU0の指標から
なる群。

また、f をG上の滑らかな函数で次の 3つの条件を満たすとする。

1. 左 U2-不変、つまり f(ug) = f(g), g ∈ G, u ∈ U2.

2. T の適当な開コンパクト部分群 T ′に対して、f は左 T ′-不変

3. 任意の g ∈ Gに対して、f(·g) ∈ L1(U2\U1)

この時、次の積分が定義出来る∫ st,T

U1\U0

(∫
U2\U1

f(ung)ψU0(u)
−1 du

)
ψ−1U0

(n) dn.

この積分を U2\U0上の regularized integralと呼び、∫ reg

U2\U0

f(ng)ψ−1U0
(n) dn

と書く。

2.4 main result

Lemma 2.2 (Morimoto [7]). G = GL2n(E)とする。ユニポテント群Ui、指標ψU0、函数 f を次のよ
うにとる。

1. U0 = N2n

2. U1 = ⟨Nder
2n , N2n ∩GL2n(F )⟩。ここで、Nder

2n はN2nの交換子部分群。

3. U2 = N2n ∩GL2n(F )

4. ψU0 = ψN2n

5. f = L ∈M(GL2n(F ),1)(π)
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これらは Lemma 2.1の条件を満たす。従って、

WL(g) :=

∫ reg

(N2n∩GL2n(F ))\N2n

L(nt−1τ g)ψN,τ (n)
−1 dn, g ∈ G

が定義出来る。

Remark 2.2から、WL(g)は次の invarianceをもつ:

WL(ng) = ψN2n(n)WL(g), n ∈ N2n, g ∈ GL2n(E)

(Example 1 参照)。従って、
T (N2n,ψN2n

)

(GL2n(F ),1)(L) = |τ |
n
2 ·WL

により、M(GL2n(F ),1)(π)からM(N2n,ψN2n
)(π)への準同型写像が構成できた。この時、次のモデルの変

換公式が得られる。

Theorem 2.2 (Morimoto [7]). 任意のW ∈M(N2n,ψN2n
)(π)に対して、

T (N2n,ψN2n
)

(GL2n(F ),1) ◦ T
(GL2n(F ),1)
(N2n,ψN2n

) (W ) = W.

References

[1] W. Casselman, Introduction to the theory of admissible representations of p-adic reductive

groups. unpublished manuscript.

[2] Y. Flicker, Twisted tensors and Euler products. Bull. Soc. Math. France 116 (1988), no. 3,

295–313.

[3] Y. Flicker, On distinguished representations, J. Reine Angew. Math. 418 (1991), 139–172.

[4] M. Kneser, Semi-Simple Algebraic Groups. In Algebraic Number. Theory (Proc. Instructional

Conf., Brighton, 1965), 250–65. Washington, DC: Thompson, 1967.

[5] E. Lapid and Z. Mao, A conjecture on Whittaker-Fourier coefficients of cusp forms. J. Number

Theory 146 (2015), 448–505.

[6] E. Lapid and Z. Mao, Model transition for representations of metaplectic type. International

Mathematics Research Notices, 84 pages. doi:10.1093/imrn/rnu225,

[7] K. Morimoto, Model transition for representations of unitary type, preprint.

[8] O. Offen, On local root numbers and distinction. J. Reine Angew. Math. 652 (2011), 165–205.

[9] F. Rodier, Whittaker models for admissible representations of reductive p-adic split groups.

Harmonic analysis on homogeneous spaces (Proc. Sympos. Pure Math. 26, Williams Coll.,

Williamstown, Mass., 1972), pp. 425–430. Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1973.

8



対称 Macdonald 多項式の t = 0 での特殊化と

アフィン量子群上の extremal weight 加群

内藤 聡 (東京工業大学・理工学研究科・数学専攻)

§1 (対称) Macdonald 多項式

§1.1 Weyl 指標 (Schur多項式)

　ここでは, g を有限次元複素単純リー環, h (⊂ g) をその Cartan 部分代数とす

る. そして, Q :=
∑
i∈I

Zαi ⊂ h∗ を root lattice, Q∨ :=
∑
i∈I

Zα∨i ⊂ h を coroot

lattice とし, Q+ :=
∑
i∈I

Z≥0αi ⊂ Q, Q∨,+ :=
∑
i∈I

Z≥0α∨i ⊂ Q∨ とおく. さらに,

P :=
∑
i∈I

Zϖi ⊂ h∗ を g の weight lattice とする; 但し, ϖi ∈ h∗, i ∈ I, は g

の基本ウェイトである. そして, P+ :=
∑
i∈I

Z≥0ϖi ⊂ P を dominant weight の

全体, P++ :=
∑
i∈I

Z>0ϖi ⊂ P を regular dominant weight の全体とする. また,

W = ⟨ri | i ∈ I⟩ ⊂ GL(h∗) を g の (有限) Weyl 群とする; 但し, ri ∈ GL(h∗) は
simple reflection であり, riλ = λ−⟨λ, α∨i ⟩αi, λ ∈ h∗, で定義される (ここで, ⟨· , ·⟩
は h と h∗ の間の duality pairing である). さらに, 有限 Weyl 群 W の最長元を

w◦ ∈ W と書く.

さて, q, t を不定元とし, N ∈ 2Z>0 を P ⊂ 1

N
Q となる最小の正の偶数としてお

く. そして, 体K := Q(t)(q1/N) 上の P の群環A := K[P ] ∋ eλ, λ ∈ P , を考える.

注意 1.1. W は K[P ] に次の様に作用する:

weλ := ewλ, w ∈ W, λ ∈ P.

そこで, AW ⊂ A を W -不変な元の成す部分代数とし, 各 λ ∈ P+ に対して

mλ :=
∑
µ∈Wλ

eµ (orbit-sum) とおく. このとき, 次が成り立つ.

Fact 1.2.
{
mλ | λ ∈ P+

}
は AW の K 上の基底である.
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以下では, ∆+ ⊂ Q+ を g の正の root の全体とし, ρ :=
1

2

∑
α∈∆+

α =
∑
i∈I

ϖi ∈ P

とおく. そして,

aρ :=
∑
w∈W

(−1)ℓ(w)ewρ = eρ
∏
α∈∆+

(1− e−α), aλ+ρ :=
∑
w∈W

(−1)ℓ(w)ew(λ+ρ), λ ∈ P+,

とおき, sλ :=
aλ+ρ
aρ

(Weyl 指標), λ ∈ P+, と定める. すると, 次が成り立つ.

Fact 1.3.
{
sλ | λ ∈ P+

}
は AW のK 上の基底である.

注意 1.4. 各 λ ∈ P+ に対して

sλ = mλ +
∑
µ<λ

µ∈P+

Kλ,µmµ, Kλ,µ ∈ Z≥0;

ここで, λ > µ
def⇐⇒ λ− µ ∈ Q+ である. また, Kλ,µ ∈ Z≥0 は Kostka number と

呼ばれる.

Fact 1.5. 各 λ ∈ P+ に対して, sλ は λ ∈ P+ を最高ウェイトとする g の有

限次元既約最高ウェイト表現 V (λ) の指標 (Weyl 指標) である:

sλ =
∑
µ≤λ

(
dimC V (λ)µ

)
eµ;

ここで, V (λ)µ は V (λ) の µ-weight 空間である.

§1.2 (対称) Macdonald 多項式の存在定理

　ここでは, gaf を untwisted な affine Lie 環, haf ⊂ gaf をその Cartan 部分代数と

する. このとき, 次が成り立つ.

Fact 1.6.

gaf =
(
C[z, z−1]⊗C g

)
⊕ Cc⊕ Cd,

haf = h⊕ Cc⊕ Cd.
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但しここで, c :=
∑
i∈Iaf

a∨i α
∨
i ∈ haf は gaf の中心元, δ :=

∑
i∈Iaf

aiαi ∈ (haf)
∗ は gaf の

null root, そして Iaf = I ∪ {0} は gaf の単純 root の全体の添字集合である. 今,

∆af ⊂ (haf)
∗ を gaf の (affine) real roots の集合, ∆+

af ⊂ ∆af を gaf の正の (affine)

real roots の集合とする. このとき, 次が成り立つ.

Fact 1.7. ∆+
af は, 次の様に分けられる:

∆+
af =

{
α + kδ | α ∈ ∆+, k ∈ Z≥0

}
⊔
{
−α + kδ | α ∈ ∆+, k ∈ Z>0

}
.

以下では, 各 f =
∑
λ∈P

fλe
λ ∈ A, fλ ∈ K, に対して

f :=
∑
λ∈P

fλe
−λ ∈ A

とおく; 但し, : K → K は, q = q−1, t = t−1 なる K = Q(t)(q1/N) の自己同型で

ある. また,

∇ :=
∏
α∈∆+

(eα; q)∞(qe
−α; q)∞

(teα; q)∞(tqe−α; q)∞
, (a; q)∞ :=

∞∏
i=0

(1− aqi),

とおく; これは,
(
Z[t]
)
[[q]] に係数を持つ形式的 Laurent 級数である.

注意 1.8. a = α + kδ ∈ ∆+
af , k ∈ Z≥0, α ∈ ±∆+, に対して

ea := qkeα とおく. このとき

∇ =
∏
α∈∆+

af

1− ea

1− tea

と表される.

今,

∇0 :=
∇

∇ における e0 の係数
とおけば, ∇0 は Q(q, t) ⊂ K に係数を持つ形式的 Laurent 級数になる.

そこで, 各 f, g ∈ A に対して

(f, g) := fg∇0 における e0 の係数 ∈ K

と定める.
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Fact 1.9 (Macdonald). AW には, 次の 2つの条件を満たす K 上の基底{
Pλ(q, t) | λ ∈ P+

}
が (唯一つ) 存在する.

(1) Pλ(q, t) = mλ +
∑
µ<λ

µ∈P+

aλµmµ, aλµ ∈ K;

(2) (Pλ, mµ) = 0 (∀µ ∈ P+, µ < λ).

この Pλ(q, t) ∈ AW を (対称) Macdonald 多項式と呼ぶ; 詳しくは, [M1], [M2] を

参照.

§1.3 Macdonald 多項式の様々な特殊化

(1) 特殊化: q = t.

このとき,

Pλ(q, q) = sλ (Weyl 指標)

であり, これは q に依らない.

(2) 特殊化: t = 1.

このとき,

Pλ(q, 1) = mλ (orbit-sum)

であり, これは q に依らない.

(3) 特殊化: q = 0.

このとき, Pλ(0, t) は次の表示を持つ:

Pλ(0, t) =
1

Wλ(t)

∑
w∈W

w

(
eλ
∏
α∈∆+

1− te−α

1− e−α

)
, Wλ(t) =

∑
w∈W
wλ=λ

tℓ(w).

Pλ(0, t) は Hall-Littlewood 多項式と呼ばれる ([M1] 参照).
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注意 1.10. G を (simply-connected な) semisimple p-adic Lie group/Qp,

K (⊂ G) をその極大 compact 部分群で (G, K) の制限 root 系が∆ の双対

root 系 ∆∨ となっているものとする. このとき, Pλ(0, t) は, (G,K) の zonal

spherical 関数の (λ ∈ P+ でパラメトライズされる) double coset ∈ K\G/K

上での値を与えている. 但し, t−1 = #
(
Qp の residue field

)
である.

(4) 特殊化: t = qγ, γ ∈ R>0; q → 1 (従って t→ 1).

このときは, Jacobi 多項式 (Jack 多項式) J
(γ)
λ が得られる ([M1] 参照).

注意 1.11. GR を semisimple Lie group/R, (GR, KR) を (compact または

noncompact) symmetric space でその制限 root 系が ∆ であるものとする.

また, これらの制限 root の重複度は全て 2γ であるとする. このとき, J
(γ)
λ

は symmetric space GR/KR 上の (nonzero な KR-fixed vector を持つ G の

有限次元既約最高ウェイト表現 M に付随する) zonal spherical 関数の値を

与えている. 但しここで, M の最高ウェイトが λ である.

§2 Macdonald 多項式に対する Ram-Yip formula

§2.1 Double Bruhat graph

　W と ∆+ に付随する double Bruhat graph (DBG) とは, W を頂点の集合とし,

次の 2種類の directed edge を持つ directed graph のことである:

directed edge : v
β−−→←−−
β
vrβ, v ∈ W , β ∈ ∆+;

ここで, directed edge v
β−−→ vrβ は


ℓ(vrβ) > ℓ(v) のとき Bruhat edge,

ℓ(vrβ) < ℓ(v) のとき quantum edge
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と呼ばれる.

例 2.1. A2 型の DBG. g : A2 型, θ := α1 + α2.

w◦

r1r2

r1

e

r2

r2r1

α2α1

θ
θ

α1α2

α2α1

θ

Bruhat edge quantum edge

α1 α2

α1α2

α1 α2

θ
θ

θ

§2.2 pQLS paths

　以下では λ ∈ P++ =
∑

i∈I Z>0ϖi とする; これは説明を簡単にするためである.

さて,

η = (w1, w2, . . . , ws ; 0 = a0 < a1 < · · · < as = 1)

wk ∈ W (1 ≤ k ≤ s), ak ∈ Q (0 ≤ k ≤ s),

という形の列 η が shape λ の pseudoQLS path (pQLS path) であるとは, 1 ≤
∀k ≤ s− 1 に対して, 次の様な directed ak-path in DBG が (少なくとも 1つ) 存在

することである:
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wk = v(k)mk

β
(k)
mk←−−− v

(k)
mk−1

β
(k)
mk−1←−−−−− · · ·

β
(k)
2←−−− v

(k)
1

β
(k)
1←−−− v

(k)
0 = wk+1,

s.t. ak⟨λ, β(k)∨
l ⟩ ∈ Z (1 ≤ ∀l ≤ mk).

この状況を, 次の様な図で表す:

0 = a0 a1 a2 ak−1 ak ak+1 as−1

w1λ w2λ wkλ wk+1λ wsλ

as = 1

例 2.2. g : A2 型, λ = ϖ1 +ϖ2. このとき,

r2r1
θ←− r1

は Bruhat edge であり, また directed (1/2)-path in DBG である. 一方,

r2r1
α2←− w◦

θ←− e
α1←− r1

は directed 1-path in DBG ではあるが, directed (1/2)-path in DBG ではない.

以下では, pQLS(λ) を shape λ の pQLS path の全体とする. また,

η = (w1, w2, . . . , ws ; 0 = a0 < a1 < · · · < as = 1) ∈ pQLS(λ)

に対して,

wt(η) :=
s∑

k=1

(ak − ak−1)wkλ ∈ P

とおく (η の weight).
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§2.3 Crsytal structure on pQLS paths

　ここでは, 講演の際には述べられなかった, pQLS path の集合の上のクリスタル

構造について簡単に説明する. 今, π : [0, 1]→ R⊗Z P を区分的に線形で連続な写

像で, π(0) = 0 かつ π(1) ∈ P を満たすものとする. このとき, (単純ルートとは限

らない) 各ルート α ∈ ∆+ ⊔ (−∆+) に対して, eαπ を次の様に定義する: 先ず,

H(t) = Hπ
α(t) := ⟨π(t), α∨⟩, t ∈ [0, 1],

m = mπ
α := min

({
Hπ
α(t) | t ∈ [0, 1]

}
∩ Z
)
,

とおく; H(0) = 0 なので m ∈ Z≤0 であることに注意する. m = 0 であれば

eαπ := 0 とする. m ≤ −1 のときは, 次の様に 0 ≤ t0 < t1 ≤ 1 を定める:

t1 := min
{
t ∈ [0, 1] | Hπ

α(t) = mπ
α

}
,

t0 := max
{
t ∈ [0, t1] | Hπ

α(t) = mπ
α + 1

}
.

そして,

(eαπ)(t) :=


π(t) (0 ≤ t ≤ t0),

π(t0) + rα(π(t)− π(t0)) (t0 ≤ t ≤ t1),

π(t) + α (t1 ≤ t ≤ 1).

とおく. このとき, 各 λ ∈ P++ に対して, shape λ の pQLS path の全体 pQLS(λ)

には (拡張された)クリスタルの構造が入り,さらにその (拡張された)クリスタル・

グラフは連結である. より正確には, 次の定理が成り立つ.

定理 2.3. (1) π ∈ pQLS(λ), α ∈ ∆+ ⊔ (−∆+) とする. もし eαπ ̸= 0 ならば,

eαπ ∈ pQLS(λ) である.

(2) 各 π ∈ pQLS(λ) に対して, β1, β2, . . . , βk ∈ ∆+ ⊔ (−∆+) であって,

eβ1eβ2 · · · eβkπ = πλ

を満たすものが存在する.

なお, Example として, Appendix に g = sl(3, C), λ = ϖ1 + ϖ2 の場合の

pQLS(λ) の (拡張された) クリスタル・グラフを描いた; 但し, α ∈ ∆+ ⊔ (−∆+)

と π, π′ ∈ pQLS(λ) に対して, 記号 π
fα−→ π′ は, eαπ

′ = π と同じ意味である.

8



§2.4 Ram-Yip formula in terms of pQLS paths

定理 2.4. λ ∈ P++ とする. このとき, Macdonald 多項式 Pλ(q, t) は 次の様

に表される: ∑
η=(w1, ..., ws ; a0<a1<···<as)∈pQLS(λ)

t
1
2
(ℓ(w1)−ℓ(ws)) × ewt(η)

×
s−1∏
k=1

( ∑
wk=v

(k)
mk

β
(k)
mk←−−······

β
(k)
1←−−v(k)0 =wk+1:

label-increasing directed ak-path in DBG

(
t−

1
2 (1− t)

)mk

×
∏

1≤l≤mk

v
(k)
l

β
(k)
l←−−−v(k)l−1 : Bruhat edge

1

1− qak⟨λ, β
(k)∨
l ⟩t⟨ρ, β

(k)∨
l ⟩

×
∏

1≤l≤mk

v
(k)
l

β
(k)
l←−−−v(k)l−1 : quantum edge

qak⟨λ, β
(k)∨
l ⟩t⟨ρ, β

(k)∨
l ⟩

1− qak⟨λ, β
(k)∨
l ⟩t⟨ρ, β

(k)∨
l ⟩

)
.

但し, DBG における directed path

wk = v(k)mk

β
(k)
mk←−−− v

(k)
mk−1

β
(k)
mk−1←−−−−− · · ·

β
(k)
2←−−− v

(k)
1

β
(k)
1←−−− v

(k)
0 = wk+1

が label-increasing であるとは, ∆+ 上の固定された (dual) reflection order ≺ に関
して

β
(k)
1 ≺ β

(k)
2 ≺ · · · ≺ β(k)

mk

となっていることである; Ram-Yip formula の元々の形については, [RY], [L] を

参照.

注意 2.5. ∆+ 上の全順序 ≺ が (dual) reflection order であるとは, 次の条件を満

たすことである:

γ∨ = α∨ + β∨ (α, β, γ ∈ ∆+) =⇒ α ≺ γ ≺ β or β ≺ γ ≺ α.
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§2.5 Hall-Littlewood 多項式 Pλ(0, t)

η = (w1, w2, . . . , ws ; 0 = a0 < a1 < · · · < as = 1) ∈ pQLS(λ)

が pseudoLS path (pLS path) であるとは, 1 ≤ ∀k ≤ s − 1 に対して, (DBG にお

ける) directed ak-path

wk = v(k)mk

β
(k)
mk←−−− v

(k)
mk−1

β
(k)
mk−1←−−−−− · · ·

β
(k)
2←−−− v

(k)
1

β
(k)
1←−−− v

(k)
0 = wk+1

であって, その全ての directed edge が Bruhat edge であるようなものが (少なく

とも 1つ) 存在することである.

さて, pLS(λ) を shape λ の pseudoLS path の全体とすると, Ram-Yip formula

(定理 2.4) から次が従う.

系 2.6. λ ∈ P++ とする. このとき, 次の等式が成り立つ:

Pλ(0, t) =
∑

η=(w1, ..., ws ; a0<a1<···<as)∈pLS(λ)

t
1
2
(ℓ(w1)−ℓ(ws)) × ewt(η)

×
s−1∏
k=1

( ∑
wk=v

(k)
mk

β
(k)
mk←−−······

β
(k)
1←−−v(k)0 =wk+1:

label-increasing directed ak-path in DBG

s.t. v
(k)
l

β
(k)
l←−−− v(k)l−1 is a Bruhat edge (1 ≤ ∀l ≤ mk)

(
t−

1
2 (1− t)

)mk

)
.

§2.6 Jacobi 多項式 J
(γ)
λ

　Ram-Yip formula (定理 2.4) から, 次が従う.
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系 2.7. λ ∈ P++ とする. このとき, 次の等式が成り立つ:

J
(γ)
λ (x) =

∑
η=(w1, ..., ws ; a0<a1<···<as)∈pQLS(λ)

ewt(η)

×
s−1∏
k=1

( ∑
wk=v

(k)
mk

β
(k)
mk←−−······

β
(k)
1←−−v(k)0 =wk+1:

label-increasing directed ak-path in DBG

mk∏
l=1

1

γ−1ak⟨λ, β(k)∨
l ⟩+ ⟨ρ, β(k)∨

l ⟩

)
.

§2.7 Examples

　ここでは, g = sl(3, C) (A2 型), λ = ϖ1 +ϖ2 とする. そして, ηw := (w ; 0, 1),

w ∈ W , とおく. このとき, 通常の Lakshmibai-Seshadri path of shape λ の全体

B(λ) は, 次の 8 個の元からなる:

B(λ) =
{
ηe, ηr1 , ηr2 , ηr1r2 , ηr2r1 , ηw◦ ,

η3 := (r2r1, r1 ; 0, 1/2, 1), η4 := (r1r2, r2 ; 0, 1/2, 1)
}
.

また,

QLS(λ) = B(λ) ∪
{
η1 := (e, w◦ ; 0, 1/2, 1)

}
,

pLS(λ) = B(λ) ∪
{
η6 := (w◦, e ; 0, 1/2, 1)

}
,

pQLS(λ) = QLS(λ)∪{
η2 := (r1, r2r1 ; 0, 1/2, 1), η5 := (r2, r1r2 ; 0, 1/2, 1), η6

}
となっている. そして, Macdonald 多項式 Pλ(q, t) と, その特殊化である Hall-

Littlewood 多項式 Pλ(0, t), Jack 多項式 J
(γ)
λ (x) は次で与えられる:

Pλ(q, t) =(eλ + er1λ + er2λ + er1r2λ + er2r1λ + ew◦λ)

+ e0 × 1− t
1− qt2

+ e0 × 1− t
1− qt2

+ e0 × q × 1− t
1− qt2

+ e0 × qt× 1− t
1− qt2

+ e0 × qt× 1− t
1− qt2

+ e0 × t× 1− t
1− qt2

,
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Pλ(0, t) =(eλ + er1λ + er2λ + er1r2λ + er2r1λ + ew◦λ)

+ (1− t)e0 + (1− t)e0 + t(1− t)e0,

J
(γ)
λ (x) =(eλ + er1λ + er2λ + er1r2λ + er2r1λ + ew◦λ) + 6× 1

γ−1 + 2
e0.

但し, A2 型の DBG は, 次の形であった; ここで, θ = α1 + α2. である.

w◦

r1r2

r1

e

r2

r2r1

α2α1

θ
θ

α1α2

α2α1

θ

Bruhat edge quantum edge

α1 α2

α1α2

α1 α2

θ
θ

θ

§3 特殊化 t = 0

§3.1 Quantum Bruhat graph

　W と ∆+ に付随する quantum Bruhat graph (QBG) とは, W を頂点の集合と

し, 次の 2種類の directed edge を持つ directed graph のことである:
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directed edge : v
β−−→ vrβ, v ∈ W , β ∈ ∆+;

ここで, directed edge v
β−−→ vrβ は


ℓ(vrβ) = ℓ(v) + 1 (Bruhat edge),

ℓ(vrβ) = ℓ(v)− 2⟨ρ, β∨⟩+ 1 (quantum edge)

のどちらか一方の条件を満たす.

例 3.1. A2 型の QBG. g : A2 型, θ = α1 + α2.

w◦

r1r2

r1

e

r2

r2r1

α2α1

α1α2

α2α1

Bruhat edge quantum edge

α1 α2

α1α2

α1 α2

θ
θ

θ

13



§3.2 Quantum LS paths

η = (w1, w2, . . . , ws ; 0 = a0 < a1 < · · · < as = 1) ∈ pQLS(λ)

が quantum LS path (QLS path)であるとは, 1 ≤ ∀k ≤ s−1に対して, QBG における

directed ak-path

wk = v(k)mk

β
(k)
mk←−−− v

(k)
mk−1

β
(k)
mk−1←−−−−− · · ·

β
(k)
2←−−− v

(k)
1

β
(k)
1←−−− v

(k)
0 = wk+1

が (少なくとも 1つ) 存在することである.

但しここで, 上の directed path が ak-path であるとは, 条件

ak⟨λ, β(k)∨
l ⟩ ∈ Z (1 ≤ ∀l ≤ mk)

が満たされていることである. 以下では, QLS(λ) を shape λ の QLS path の全体

とする.

注意 3.2. ∀w ̸= ∀w′ ∈ W に対して, QBG における w から w′ への (固定された

reflection order に関する) label-increasing directed path は唯一つ存在する.

よって, QLS path

η = (w1, w2, . . . , ws ; 0 = a0 < a1 < · · · < as = 1)

に対しては, 1 ≤ ∀k ≤ s− 1 で, QBG における label-increasing directed ak-path

wk = v(k)mk

β
(k)
mk←−−− v

(k)
mk−1

β
(k)
mk−1←−−−−− · · ·

β
(k)
2←−−− v

(k)
1

β
(k)
1←−−− v

(k)
0 = wk+1

は, 唯一つ存在する.

§3.3 特殊化 t = 0 における公式

　 λ ∈ P++ とする. Pλ(q, t) についての Ram-Yip formula (定理 2.4) において, 各

η = (w1, . . . , ws ; a0 < a1 < · · · < as) ∈ pQLS(λ)
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に対応する項の t のべき指数は, 次の通りとなる:

1

2

s−1∑
k=1

( ∑
1≤l≤mk

v
(k)
l

β
(k)
l←−−−v(k)l−1 : Bruhat edge

(
ℓ(v

(k)
l )− ℓ(v(k)l−1)− 1︸ ︷︷ ︸

≥0

))

+
1

2

s−1∑
k=1

( ∑
1≤l≤mk

v
(k)
l

β
(k)
l←−−−v(k)l−1 : quantum edge

(
ℓ(v

(k)
l )− ℓ(v(k)l−1)− 1 + 2⟨ρ, β(k)∨

l ⟩︸ ︷︷ ︸
≥0

))
.

これから, 特殊化 t = 0 において残る項は, quantum LS path η ∈ QLS(λ) に対応

する項のみであることが分かる. 従って, Ram-Yip formula (定理 2.4) から次が導

かれる; 詳しくは, [LNS32] を参照.

定理 3.3. λ ∈ P++ とする. このとき, 次の等式が成り立つ:

Pλ(q, 0) =
∑

η=(w1, ..., ws ; a0<a1<···<as)∈QLS(λ)

ewt(η)q
∑s−1

k=1(∗);

但しここで,

(∗) =
∑

1≤l≤mk

v
(k)
l

β
(k)
l←−−− v(k)l−1 : quantum edge

ak⟨λ, β(k)∨
l ⟩.

例 3.4. g = sl(3, C), λ = ϖ1 +ϖ2 に対して

Pλ(q, 0) = (eλ + er1λ + er2λ + er1r2λ + er2r1λ + ew◦λ) + e0 + e0 + qe0.

注意 3.5. 上の定理において, 各 k (1 ≤ k ≤ s− 1) に対してQBG における wk+1

から wk への (label-increasing とは限らない) 最短の directed path は複数個有り

得るが, そのうちのどれを用いても∑
1≤l≤mk

v
(k)
l

β
(k)
l←−−− v(k)l−1 : quantum edge

β
(k)∨
l ∈ Q∨,+ =

∑
i∈I

Z≥0α∨i

は同一の元となる.
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そこで, この元を wt(wk+1 ⇒ wk) ∈ Q∨,+ と書く. この記号の下で, 次が成り立つ:

Pλ(q, 0) =
∑

η=(w1, ..., ws ; a0<a1<···<as)∈QLS(λ)

ewt(η)q
∑s−1

k=1 ak⟨λ,wt(wk+1⇒wk)⟩.

§4 ある Demazure 加群の次数付き指標

§4.1 Extremal weight 加群

　ここでは, gaf を untwistedな affineリー環, haf ⊂ gaf をその Cartan部分代数と

する. そして, Λi ∈ h∗af , i ∈ Iaf = I∪{0},を (affine)基本ウェイト, ϖi = Λi−a∨i Λ0,

i ∈ I, をレベル・ゼロ基本ウェイトとし, Ei, Fi, i ∈ Iaf , を gaf の Chevalley 生成

元とする. また, Waf =W ⋉Q∨ を gaf の (affine) Weyl 群とする.

ここで, gaf =
(
C[z, z−1]⊗C g

)
⊕Cc⊕Cd, haf = h⊕Cc⊕Cd であった事を思い

出そう; 但し, c =
∑
i∈Iaf

a∨i α
∨
i は gaf の中心元, δ =

∑
i∈Iaf

aiαi ∈ (haf)
∗ は gaf の null

root である.

今, λ =
∑
i∈I

miϖi ∈ P++, mi ∈ Z>0, を level-zero regular dominant weight,

Uv(gaf)をアフィン量子群とし, V (λ)を extremal weight λ を持つ extremal weight

Uv(gaf)-加群とする. 即ち, V (λ) は, vλ を生成元 (over Uv(gaf)) とし, 次の基本関

係により定義される Uv(gaf)-加群である:

基本関係 : vλ は “extremal vector of weight λ” である;

つまり, ∃{Swvλ}w∈Waf
⊂ V (λ) で, 以下の条件を満たすものが存在する:

Sevλ = vλ であり, 勝手な w ∈ Waf と i ∈ Iaf に対して, 次が成り立つ.


EiSwvλ = 0, F

(⟨wλ, α∨
i ⟩)

i Swvλ = Sriwvλ (⟨wλ, α∨i ⟩ ≥ 0),

FiSwvλ = 0, E
(−⟨wλ, α∨

i ⟩)
i Swvλ = Sriwvλ (⟨wλ, α∨i ⟩ ≤ 0).

但し, ここでの Ei, Fi, i ∈ Iaf , はアフィン量子群 Uq(gaf) の Chevalley 生成元で

あり, i ∈ Iaf と n ∈ Z≥0 に対して E
(n)
i := En

i /[n]i!, F
(n)
i := F n

i /[n]i! はそれらの

q-divided power である; 詳しくは, [K] を参照.
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§4.2 Demazure 加群

　 λ =
∑

i∈I miϖi ∈ P++ を level-zero regular dominant weight とする. そし

て, U+
v (gaf) を Uv(gaf) の positive part とする. この時, 各 x ∈ Waf に対して,

Demazure 加群 V +
x (λ) ⊂ V (λ) を次の様に定義する:

V +
x (λ) := U+

v (gaf)Sxvλ ⊂ V (λ);

但し, Sxvλ ∈ V (λ)は weight xλの extremal vectorである; 詳しくは, [NS]を参照.

§4.3 Demazure 加群の次数付き指標

　 λ ∈ P++ とする. W の最長元 w◦ に付随する Demazure 加群 V +
w◦(λ) の (haf に

関する) weight 空間分解

V +
w◦(λ) =

⊕
γ∈Q
k∈Z

V +
w◦(λ)λ+γ+kδ

を考える. そして, V +
w◦(λ) の次数付き指標 gr-ch(V +

w◦(λ)) を, 次の様に定義する.

gr-ch(V +
w◦(λ)) :=

∑
γ∈Q
k∈Z

(dimC(v) V
+
w◦(λ)λ+γ+kδ)e

λ+γqk.

このとき, 次の定理が成り立つ.

定理 4.1. λ =
∑
i∈I

miϖi ∈ P++ とすると, 次の等式が成り立つ:

gr-ch(V +
w0
(λ)) =

Pλ(q, 0)∏
i∈I

mi∏
r=1

(1− qr)
.

注意 4.2. 上の定理の証明には, §3 の最後で述べた等式

Pλ(q, 0) =
∑

η=(w1, ..., ws ; a0<a1<···<as)∈QLS(λ)

ewt(η)q
∑s−1

k=1 ak⟨λ,wt(wk+1⇒wk)⟩

を用いる; 詳しくは, [INS], [NS] を参照.
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§5 アフィン量子群のレベル・ゼロ基本表現との関係

§5.1 Demazure 加群 V +
w◦(λ) の商加群

　 λ =
∑
i∈I

miϖi ∈ P++ として, U+
v (gaf)-加群 V +

w◦(λ) の商加群 Ww◦(λ) を, 次の様

に定義する:

Ww◦(λ) := V +
w◦(λ)

/ ∑
c0∈Par(λ)\(∅)i∈I

U+
v (gaf)Sc0Sw◦vλ;

ここで, Sc0Sw◦vλ ∈ V (λ) は weight w◦λ + |c0|δ の extremal vector である. また,

Par(λ) は, 分割 ρ(i), i ∈ I, の組 (ρ(i))i∈I であって, 各 ρ(i) の長さが mi 以下である

ものの全体である; 詳しくは, [BN] を参照.

このとき, 次の定理が成り立つ; 詳しくは, [INS], [NS] を参照.

定理 5.1. λ ∈ P++ とすると, 次の等式が成り立つ:

gr-ch(Ww0(λ)) = Pλ(q, 0).

§5.2 レベル・ゼロ基本表現との関係

　 λ =
∑
i∈I

miϖi ∈ P++ とする. U ′v(gaf) := Uv
(
(C[z, z−1]⊗ g)⊕ Cc

)
⊂ Uv(gaf) と

おき, W (ϖi) := V (ϖi)/(zi− 1)V (ϖi) を U ′v(gaf) のレベル・ゼロ基本表現 (有限次

元既約表現) とする; 但し, zi : V (ϖi)→ V (ϖi) は, U ′v(gaf)-同型である; 詳しくは,

[K] を参照.

Fact 5.2. Uv(g) (⊂ U ′v(gaf))-加群としての次の同型が成り立つ:

Ww◦(λ)
∼=
⊗
i∈I

W (ϖi)
⊗mi .

また, Uv(g)-crystal としての次の同型が成り立つ:

B(Ww◦(λ))
∼= QLS(λ) ∼=

⊗
i∈I

QLS(ϖi)
⊗mi ;

後者の同型は, U ′v(gaf)-crystal としての同型でもある.
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Appendix. 

9 = -5((3うCC)ぅ入二旬1+τi72に対する pQLS(入)の(拡張された)クリスタル・グラフ:
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Association schemes and their standard modules

花木 章秀 ∗ (信州大学・理学部)

第 60 回代数学シンポジウム
静岡大学 2015 年 9 月 3 日

アソシエーション・スキームとは代数的組合せ論の研究対象であり、その定義が簡単
であるため、多くの数学的な対象から自然に得られるものである。それは、アソシエー
ション・スキームがその特別な場合として有限群を含んでいることからも分かる。例え
ば、有限群を正規部分群でない部分群で割るとそれは有限群にはならないが、それはあ
る見方をすればアソシエーション・スキームの構造をもつ。アソシエーション・スキー
ムが誰によって何時頃から考えられているのかは不勉強のためはっきりとは分からない
が、Delsarte [3], 坂内-伊藤 [1] が研究を発展させる大きな力になったことは間違いない。
有限単純群の分類が完成した 1980年代頃に、多くの研究者がアソシエーション・スキー
ムや関連する内容の研究に移ってきているようである。Delsarte [3], 坂内-伊藤 [1] など
で扱っているアソシエーション・スキームはほとんど “可換”あるいは “対称”なもののみ
であり、このままでは有限群を含んでいるとはいえない。非可換を含むものは Higman
[7]にある coherent configurationのうち “homogenious”といわれるものである。非可換
の場合も含めて扱っているテキストは少なく Zieschang [13], [14] ぐらいであるが、これ
は初学者にとって読みやすいものとはいえないであろう。最近ではアソシエーション・
スキームを何らかの研究に応用することが多くなっているが、私は応用面については詳
しくないのでここでは触れない。残念ながら、応用を意識しないアソシエーション・ス
キームそのものの研究は少なくなってきている。
私はもともと有限群の表現を研究していたが、坂内英一先生らの影響によってアソ

シエーション・スキームの研究をするようになった。その頃はアソシエーション・スキー
ムの研究が盛んで、分からないことがたくさんあり非常に魅力的な研究対象に思えた。
先の述べたように、この分野にはもともと有限単純群を扱っていた人が多いため、私は
環論、表現論的な立場からアソシエーション・スキームを研究し、現在もその方針は変
わっていない。ここでは私の立場からアソシエーション・スキームの定義やそれに関す
る問題を解説し、最近の一つの結果を紹介する。

1 アソシエーション・スキーム

まず定義を与えよう。X を有限集合とし X ×X の分割 X ×X =
∪
s∈S s を考える。組

(X,S) がアソシエーション・スキーム (association scheme) であるとは

∗〒 390-8621 長野県松本市旭 3–1–1 信州大学理学部, hanaki@shinshu-u.ac.jp
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(1) 1 := {(x, x) | x ∈ X} ∈ S

(2) s ∈ S ならば s∗ := {(y, x) | (x, y) ∈ s} ∈ S

(3) s, t, u ∈ S に対して、ある非負整数 pust が存在して、(x, y) ∈ u であるならば (x, y)
の取り方に依らず ♯{z ∈ X | (x, z) ∈ s, (z, y) ∈ t} = pust

が成り立つことである。理解しにくいので行列を使った定義に書きなおしておく。行、
列、ともに集合 X の要素で添字付けられた可換環 R 上の行列の全体のなす環をMX(R)
と表す。一般に s ⊂ X ×X に対して、その隣接行列 σs ∈MX(Z) を

(σs)xy =

{
1, (x, y) ∈ s のとき
0, そうでないとき

で定める。アソシエーション・スキームの定義は隣接行列を使って以下のように書き換
えられる。

(0)’
∑

s∈S σs = J (すべての成分が 1 の行列)

(1)’ ある 1 ∈ S があって σ1 = E (単位行列)

(2)’ s ∈ S に対して、ある s∗ ∈ S があって tσs = σs∗ (tσs は σs の転置行列)

(3)’ s, t, u ∈ S に対して、ある非負整数 pust が存在して、σsσt =
∑

u∈S p
u
stσu

条件 (0)’ は S が分割であることを表している。条件 (3)’ より
⊕

s∈S Zσs は環となる。
任意の単位元をもつ可換環 R 上で隣接代数 RS = R⊗Z

(⊕
s∈S Zσs

)
が定義される。ZS

が可換であるとき、アソシエーション・スキーム (X,S) は可換であるという。条件 (2)
で s = s∗ (すなわち σs が対称行列) が任意の s ∈ S に対して成り立つとき、(X,S)
は対称であるという。対称ならば可換であることがすぐに分かる。(3) の pust を交叉数
(intersection number)という。すぐに分かるように交叉数は隣接代数の基底 {σs | σ ∈ S}
に関する構造定数である。
アソシエーション・スキームの典型的な例は以下のように有限可移置換群から得ら

れる。

例 1.1 (Schur 的スキーム). G を有限集合 X 上の可移置換群とする。G は X ×X にも
(x, y)g = (xg, yg) によって自然に作用する。この軌道の集合を S とすると (X,S) はア
ソシエーション・スキームとなる。このようにして得られるアソシエーション・スキー
ムを Schur 的であるという。

G の G への正則な作用を考えれば、それによって得られるアソシエーション・ス
キームはG そのものであると考えることができる。このようにして有限群はアソシエー
ション・スキームの特別なものとみなすことができる。このときの隣接代数は群代数に
一致する。
アソシエーション・スキームに関する大きな問題の一つは、

問題. (ある性質をもつ) アソシエーション・スキームを分類せよ
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である。対称、可換など、色々な性質をもつものが考えられているが分類のための有効
な方法は得られておらず、基礎となる有限集合 X の大きさでいえば |X| = 30 までしか
分類は済んでいない [5]。|X| = 31 には 100, 000 個以上の非同型なものが存在すること
が分かっている (計算機によって構成されたが分類は完成していない)。しかし |X| = 31
の場合の交叉数 (構造定数) は Schur 的なものと同じものに限り、それは完全に分かっ
ている。交叉数が等しい非同型なものがたくさん存在するのである。このように交叉数
が同じ、すなわち代数としては完全に一致しているもので、組合せ論的に異なるものが
たくさんあることが、その分類を困難にしている一つの要因である。
交叉数の一致する二つのアソシエーション・スキームは代数的に同型であると言わ

れる。きちんと定義しておこう。(X,S), (Y, T ) をアソシエーション・スキームとする。
(X,S) と (Y, T ) が同型であるとは、全単射 φ : X → Y , ψ : S → T があって (x, x′) ∈ s
と (φ(x), φ(x′)) ∈ ψ(s) が同値となることである。(X,S) と (Y, T ) が代数的に同型であ
るとは、全単射 ψ : S → T があって pust = p

ψ(u)
ψ(s)ψ(t) となることである。例えば、パラ

メータの等しい 2-デザインや強正則グラフは代数的に同型なアソシエーション・スキー
ムを定める。一般に代数的に同型なアソシエーション・スキームが同型かどうかを判定
することは難しく、統一的な良い方法は知られていない。体 F 上の多項式 f(x) に対し
て f(σs) と f(σψ(s)) の F 上の行列としてのランクを調べることで、代数的に同型なも
のを区別できることがあるということが [2, 8, 9] などで扱われている。この際、標数 0
の体上ではランクに差がないことが分かっており、正標数の体上で差が生じる場合があ
る。このランクの差が表現論的に説明できることを示したのが [6] である。
表現について説明しよう。アソシエーション・スキーム (X,S) に対して、先に述べ

たように隣接代数 RS が定義される。RS の (行列) 表現、すなわち全行列環 Mn(R) へ
の代数準同型、を (X,S) の表現という。RS は行列環の部分代数として定義されている
ので、その埋め込みは表現である。これを標準表現という。代数的に同型なアソシエー
ション・スキームは同型な隣接代数をもつので、その表現を考えても区別は出来ないが、
標準表現には差が生じる可能性がある。簡単な例を見てみよう。係数環として代数閉体
を考え、隣接代数は一つの元で生成されるものと仮定する。代数は生成元の最小多項式
で決定されるが、それを表現する行列の Jordan 標準形には自由度があり、行列のラン
クは定まらない。一元生成とは限らない、より一般の場合には表現 (加群) の直既約分
解を考えることになる。直既約分解を考えるには、その前に隣接代数の構造を決める必
要もある。係数環が標数 0 の代数閉体である場合には隣接代数は半単純であり、その標
準加群にも違いがないことが分かっている。正標数の場合には隣接代数の構造もあまり
分かっていない。(隣接代数が半単純になるための条件は [4] で決定されてはいるが、使
いやすい結果ではない。改良が期待される。) アソシエーション・スキームは有限群も
含むので、その場合には多くの研究があるが、それ以外には

• 3 次元の隣接代数 (花木-吉川 [6])

• Hamming scheme (吉川 [12])

• Grasmann scheme (一部のパラメータのみ、島袋-吉川 [11])

• dual polar scheme (一部のパラメータのみ、島袋 [10])

などがある。正標数の場合の標準加群の様子はほとんど研究されていない。ここではサ
イクロトミック・スキームというアソシエーション・スキームに対して、その隣接代数
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と標準加群の様子を調べ、さらにそれらと代数的に同型なものとの比較をしたので、そ
れを紹介したい。

2 サイクロトミック・スキームとその隣接代数

サイクロトミック・スキームを定義する前に、若干一般的な議論をする。N を有限群、
H を Aut(N) の部分群とする。N の正則置換表現を考え、H-軌道で和をとれば、それ
はアソシエーション・スキームとなる。F を体とする。H は群環 FN にも代数自己同
型として作用し、その H による固定点の集合 (FN)H が隣接代数となる。このとき標
準加群は FN である。(この設定では問題は不変式環の言葉で理解され、色々な結果が
適用できると思われるが、不勉強のため私には分からない。)

p を素数とし Fpa を pa 個の元をもつ有限体とする。ζ を Fpa の原始元とする。N を
位数 pa の基本可換 p-群とし、アーベル群としての同型 Fpa → N (α 7→ [α]) を一つ固定
しておく。H = ⟨h0⟩ を位数 pa − 1 の巡回群とし N への作用を [α]h0 = [ζα] で定める。
d | pa − 1 に対して Hd = ⟨h(p

a−1)/d
0 ⟩ とおく。Hd は |H : Hd| = d なる H の部分群で

ある。Hd の N への作用によって定まるアソシエーション・スキームをサイクロトミッ
ク・スキームといいCyc(pa, d) と表す。
以下では F を標数 p の代数閉体とし、F 上の隣接代数と標準加群の構造を求める。

決定の手法はパラメータに依らない一般的なものであるが、その構造を一般的に記述す
ることは難しいと思われ、また加群の直既約性を決定することも容易ではない。ここで
は手法の説明と特殊なパラメータの場合のその構造を完全に記述する。上で説明したよ
うに、Cyc(pa, d) の隣接代数は (FN)Hd であり、標準加群は FN である。

N は位数 pa の基本可換 p-群なので、その生成元を n1, · · · , na とし xi = ni − 1
(i = 1, · · · , a) とおけば FN = F [x1, · · · , xn] であり、関係式 xi

p = 0 (i = 1, · · · , a) を
もつ。FN は局所環であって Jacobson 根基は J(FN) = {

∑
n∈N cnn |

∑
n∈N cn = 0} で

ある。H = ⟨h0⟩ の作用を考える。H は群の自己同型として N に作用するから、代数自
己同型として FN に作用する。したがって J(FN) は H-不変であり J(FN)/J2(FN)
は FH-加群である。J(FN)/J2(FN) への h0 の作用を計算することによって次の補題
を得る。

補題 2.1. H の J(FN)/J2(FN) 上の表現は F×pa = Fpa \ {0} = ⟨ζ⟩ の Fp 上の正則表現
に一致する。

ζ の Fp 上の正則表現は ζ とその代数共役 ζp, ζp
2
, · · · , ζpa−1

を固有値にもつ。H は
アーベル p′-群なので、その表現は完全可約である。したがって、ある v1, · · · , va ∈ J(FN)
が存在して

J(FN) =

(
a⊕
i=1

Fvi

)
⊕ J2(FN), vh0i = ζp

i−1

vi

となる。FN は基底 {v1e1 · · · vaea | 0 ≤ ei < p (1 ≤ i ≤ a)} をもち、基底への h0 の作
用は

(v1
e1 · · · vaea)h0 = ζ(

∑a
i=1 eip

i−1)v1
e1 · · · vaea

となる。特に FN は FH-加群として Fv1
e1 · · · vaea の直和となる。したがって FHd 加

群としても同様に分解する。隣接代数 (FN)Hd はこの分解において、自明な加群の直和
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となる。e = (pa − 1)/d とおくと

v1
e1 · · · vaea ∈ (FN)Hd ⇐⇒ e

∣∣∣ a∑
i=1

eip
i−1

である。隣接代数の構造を記述しやくすくるために、一つの記号を定義しよう。0 ≤ f < pa

に対して、その p 進法表示を

f =
a−1∑
i=0

fip
i−1 (0 ≤ fi < p)

とするとき
v(f) = vf11 · · · vfaa

と定める。このとき vi
p = 0 であるから

v(f)v(g) =

{
v(f+g), すべての i について fi + gi < p のとき
0, そうでないとき

(∗)

が成り立つ。これらのことをまとめて次の定理が成り立つ。サイクロトミック・スキー
ム Cyc(pa, d) の F の隣接代数を簡単のため FCyc(pa, d) と表す。

定理 2.2. F を標数 p の代数閉体とする。d | (pa − 1) とし e = (pa − 1)/d とおく。こ
のとき FCyc(pa, d) は基底 {v(ie) | i = 0, 1, · · · , d} をもち、基底の積は (∗) で定まる。
簡単な考察から次の系が得られる。

系 2.3. F を標数 p の代数閉体とする。d | (pa − 1), d | (pb − 1) とする。このとき
FCyc(pa, d) ∼= FCyc(pb, d) である。(一般に Cyc(pa, d) と Cyc(pb, d) の構造定数が p を
法として合同になるわけではない。)

(∗) で基底の積は決まるが、その代数構造を一般的に記述することは簡単ではないよ
うに思われる。v(ie)v(je) ̸= 0 のとき (i, j)-成分を 1 に、そうでないとき 0 として行列を
書けば 

1 · · · · · · 1
... ∗ . .

.
0

... . .
.

. .
. ...

1 0 · · · 0

 (∗∗)

となることが分かる。ここで、左上三角形のふちはすべて 1 で、内部 (∗ の部分) は状
況によって変わる。右下はすべて 0 である。

命題 2.4. (1) p ≡ 1 (mod d)のとき、上の三角形の内部はすべて 1でありFCyc(pa, d) ∼=
F [x]/(xd+1) である。(FCyc(pa, d) ∼= F [x]/(xd+1) となるのは、このときに限る。)

(2) d ̸= 2, p ≡ −1 (mod d) のとき、上の三角形の内部はすべて 0 でありFCyc(pa, d) ∼=
F [x1 · · · , xd−1]/I である。ただし、ここで I は

xixj (i+ j ̸= d), xixj − xkxℓ (i+ j = k + ℓ = d)

で生成されるイデアルである。(他のパラメータでもこの形になることはある。)

注意. 一般論から FCyc(pa, d) は対称代数かつ局所環になることが分かっている。
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3 サイクロトミック・スキームの標準加群

前節でサイクロトミック・スキームの隣接代数の構造を記述したが、それを用いて、こ
こでは標準加群の構造を考える。隣接代数を定理 2.2 のように記述することで、標準
加群の様子もある程度、場合によっては完全に、決定できる。命題 2.4 で扱った p ≡ 1
(mod d) の場合と d = 3 の場合には直既約分解が完全に記述できるので、それを紹介す
る。また、この場合に加群の構造から行列のランクが決まることを示し、更にサイクロ
トミック・スキームと代数的に同型であるアソシエーション・スキームとランクに違い
があることを小さな例で紹介する。一般の場合にも同様の分解が可能であるが、そこに
現れる加群が直既約かどうかは私には分からない。

3.1 p ≡ 1 (mod d) のとき

まず簡単な例を見る。Cyc(32, 2) を考える。

v01v
0
2

xx
x FF

F

v11v
0
2

zz
zz FFF

v01v
1
2

xxx DD
DD

v21v
0
2

DD
DD

v11v
1
2

xx
x FF

F
v01v

2
2

zz
zz

v21v
1
2

FFF
v11v

2
2

xxx

v21v
2
2

四角で囲った元が隣接代数の基底である。縦の二重線で結んだものが直既約加群となる。
すなわちこの場合には、長さ 3 のものが 1 個、長さ 2 のものが 2 個、長さ 1 のものが
2 個、と直和分解することが分かる。(長さ n の加群はサイズ n の Jordan ブロックに
対応すると思ってよい。)
この例と同様に FCyc(pa, d) ∼= F [x]/(xd+1) であれば、標準加群の直既約分解を簡単

に求めることが出来る。長さ j の単列加群を Uj と表すことにすれば、一般に次の定理
が成り立つ。

定理 3.1. p ≡ 1 (mod d)であるとき、FCyc(pa, d) ∼= F [x]/(xd+1)であって、FCyc(pa, d)
の標準加群の直既約分解を

⊕d+1
j=1 mjUj と表わせば、重複度 mj は連立方程式(

p− i(p− 1)

d

)a
=

d+1∑
j=i+1

(j − i)mj (i = 1, · · · , d)

の解として定まる。

これを用いて隣接行列のランクが定まる。

系 3.2. p ≡ 1 (mod d) とし (X,S) = Cyc(pa, d) とする。s ∈ S \ {1} と 0 ≤ i ≤ d に対
して (σs − nsσ1)i の標数 p でのランクは (p− i(p− 1)/d)a である。
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この系で d = 2 のときは [2, Proposition 4.2] である。ここでサイクロトミック・ス
キームと代数的に同型なものと比較してみるが、a = 1 かつ d = 2 のときにはそのラン
クに違いがないことが [8, Corollary 3.1] で示されている。

例 3.3. Cyc(52, 2)と代数的に同型なものは 8個ある。[5]の位数 25の No. 4から 11であ
る。σs−12σ1 の標数 5でのランクは、順に 12, 12, 12, 12, 12, 11, 10, 9である。Cyc(52, 2)
に対しては系 3.2 より 9 になるので、それは No. 11 であり、この場合にはランクだけ
で Cyc(52, 2) が特徴付けられることが分かる。

3.2 d = 3 のとき

d = 3 の場合を考える。p ≡ 1 (mod 3) ならば前の節で考えた場合になるので p ≡ 2
(mod 3)のときを考える。このとき a ≡ 2 (mod 3)であって、隣接代数は F [x, y]/(x2, y2)
である。今度も簡単な例を見よう。Cyc(52, 3) を考える
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分かりにくいが、この図が標準加群の直既約分解を表している。前と同じように四角で
囲ったものが隣接代数の基底であり、線で結ばれたものが直既約因子を表している。一
般にこのような図の分解が標準加群の直和分解となることはすぐに分かるが、それが本
当に直既約分解であるかどうかは私には分からない。しかし d = 3 の場合は隣接代数が
F [x, y]/(x2, y2) であり、その直既約加群はすべて分かっているので、これが本当に直既
約分解であることが分かる。

Cyc(pa, 3) の場合、簡単な考察から分解に現れる直既約加群は

•
~~ @@

•
@@

•
~~
•

•
~~ @@

• •
•

@@
•

~~
•

•
~~
•

•
@@

•
•

の 6 通りしかないことが分かる (a > 2 のときは平面的な図で考えることは出来ないの
で、やや面倒であるが難しくはない)。左から順に M1, · · · ,M6 とする。
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定理 3.4. p ≡ 2 (mod 3)であるとき、FCyc(pa, 3)の標準加群の直既約分解を
⊕6

j=1mjMj

と表わせば、

m1 = 1, m2 = m3 =
(p+ 1)a

3a
− 1,

m4 = m5 =
(2a/2 − 2)(p+ 1)a

3a
, m6 = pa + 2− (2a/2+2 − 2)(p+ 1)a

3a
.

である。

やや議論が必要であるが行列のランクも決定できる。基底を代数的に都合よく取り
直しているために v(ie) は組合せ論的に扱いやすい元ではないことに注意が必要である。

系 3.5. p ≡ 2 (mod 3)とし (X,S) = Cyc(pa, 3)とする。s ∈ S\{1}に対してσs− pa−1
d
σ1

の標数 p でのランクは 2a/2(p+ 1)a/3a である。

最後に代数的に同型なものと比較してみよう。

例 3.6. [5] の位数 16 の No. 20 は Cyc(24, 3) であり、No. 21 はそれと代数的に同型
である。いずれの場合も s ∈ S \ {1} に対して σs − 5σ1 のランクは 6 である。しかし
(FX)J(FS) の次元、すなわち {σs− 5σ1 | s ∈ S \ {1}} のすべての行の張る空間、には
7, 8 と差がある。サイクロトミック・スキームの場合のこの次元は、標準加群の直既約
分解から得られるものである。(このことから、標準加群の構造は行列のランクだけを
考えるよりも多くの情報を含むことが確認できる。)

例 3.7. [5] の位数 25 の No. 18 は Cyc(52, 3) であり、No. 17 はそれと代数的に同型
である。いずれの場合も s ∈ S \ {1} に対して σs − 8σ1 のランクは 8 である。しかし
dimF (

∩
s∈S\{1} FX(σs − 8σ1)) は、それぞれ 4, 3 となり、やはり差が生じる。サイクロ

トミック・スキームの場合のこの次元も標準加群の構造から計算できる。

4 今後考えたいこと

標準加群の構造についてある族について調べたものは、今回の結果が初めてのもので、
一般論を考えるためにももっと多くの具体例を計算してみたい。サイクロトミック・ス
キームについても、その構造を完全に記述できているわけではないので、これを考えて
みたい。また、アーベル群にアーベル群が作用している場合には同様の方法が通用する
ので、それも考えてみたい。
ハミング・スキームについては隣接代数は完全に分かっている。そして 2 元体上の

ハミング・スキーム H(n, 2) は位数 2n の基本可換 2-群への対称群 Sn の自然な作用に
よって得られるため、類似の考察が出来る。2 元体上のハミング・スキーム H(n, 2) は
応用上も極めて重要なものであるから、その標準加群の構造を決定することは意義のあ
ることであろう。
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符号，格子と頂点作用素代数

一橋大学大学院経済学研究科　山田裕理 1

1 はじめに
レベルが整数 k ≥ 2の sl2の可積分表現 Lŝl2(k, 0)は，基本的な頂点作用素代数の

ひとつである．Lŝl2(k, 0)の内部には sl2のカルタン部分代数から生成されるハイゼ
ンベルグ代数が含まれるが，このハイゼンベルグ代数によるコミュタントK(sl2, k)

は，パラフェルミオン頂点作用素代数と呼ばれる頂点作用素代数である．K(sl2, k)

の既約加群の同型類は k(k + 1)/2個あるが，このうち単純カレントは k個あり，そ
れらはM j, j ∈ Zk と Zk = Z/kZで添字付けられる．
単純カレントの間のフュージョン規則にはZkの対称性がある．単純カレントM j,

j ∈ Zkを，長さ nのZk-符号Dを用いて組み合わせることにより，新しい頂点作用
素代数あるいは頂点作用素超代数MDが得られる．ここで長さnのZk-符号とは，Zk
の n個の直積 (Zk)nのなす加法群の部分群を意味する．最初に符号Dから格子 ΓD
を作り，ΓDから定義される頂点作用素代数あるいは頂点作用素超代数 VΓD

における
ある部分代数のコミュタントとして，VΓD

の内部に具体的にMDを構成する．k = 2

と k = 3の場合のMDは，[10]および [8]で研究されている．
MDの構成は，既に [12]で紹介されている．本稿の第 2節と第 3節は [12]と重複

する内容が多いが，パラフェルミオン頂点作用素代数K(sl2, k)の性質およびMDの
構成法について説明する．第 4節では簡単なMDの例をいくつか提示する．格子ΓD
は，一般には有理格子である．第 5節では ΓDが整格子になるための条件を考察し，
その条件を満たす符号Dの例を紹介する．
本稿は荒川知幸氏，山内博氏との共同研究に基づくものである．Ching Hung Lam

氏には，様々なアドバイスをいただいた．また，島倉裕樹氏，原田昌晃氏，宗政昭
弘氏には，符号に関して有益なアドバイスをいただいた．

2 K(sl2, k)に関する基本的な事項
パラフェルミオン頂点作用素代数K(sl2, k)およびその既約加群については，[1],

[2], [3], [4], [5], [6] 等で研究されている．この節では，後で必要になる基本的な事項
をまとめておく．

1本研究は学術研究助成基金助成金 基盤研究 (C) 23540009 の助成を受けたものである．
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α1, . . . , αkを基底とする階数kの格子L = Zα1+· · ·+Zαkから出発する．α1, . . . , αk
は互いに直交する長さ

√
2の元である．⟨αi, αj⟩ = 2δij．ここで，⟨ · , · ⟩は格子にお

ける内積を表す．格子Lは，A1型ルート格子の k個の直交和A⊕k1 にほかならない．
γ = α1 + · · · + αkとし，N =

∑k−1
p=1 Z(αp − αp+1) ∼=

√
2Ak−1とおく．N は，γと直

交する Lの元全体であり，Ak−1型ルート格子を
√
2倍したものと同型である．

格子Lから定義される頂点作用素代数 VLには，次のように sl2のレベル kの可積
分表現 Lŝl2(k, 0)が含まれる．VLの 3つの元

H = γ(−1)1, E = eα1 + · · ·+ eαk , F = e−α1 + · · ·+ e−αk (2.1)

を考える．これらで生成される VLの部分頂点作用素代数を V aff とおくと，V aff ∼=
Lŝl2(k, 0)となる．さらに，V

aff は eγと e−γで生成される部分頂点作用素代数 V γを
含む．V γ は，γで生成される階数 1の格子 Zγ から定義される頂点作用素代数 VZγ
に同型である．パラフェルミオン頂点作用素K(sl2, k)は，V γのV affにおけるコミュ
タントである．

K(sl2, k) = ComV aff (V γ).

K(sl2, k)⊗V γはV aff ∼= Lŝl2(k, 0)の部分頂点作用素代数なので，V
affはK(sl2, k)⊗

V γの加群となるが，この加群として次のように既約分解される．

V aff ∼=
k−1⊕
j=0

M j ⊗ VZγ−jγ/k. (2.2)

ここで，
M j = {v ∈ V aff |H(m)v = −2jδm,0v, m ≥ 0}

は，既約 VZγ-加群 VZγ−jγ/kの V aff における重複度である．特に j = 0のときのM0

は，V γ の V aff におけるコミュタント K(sl2, k)である．M j, 0 ≤ j ≤ k − 1は既
約M0-加群になる．なお，Zγ − jγ/kは j (mod k)により定まるので，M j の jは
(mod k)で考える．
一般に格子 (X, ⟨ · , · ⟩)に対して，その双対格子をX◦で表す．

X◦ = {α ∈ Q⊗Z X | ⟨α,X⟩ ⊂ Z}.

Lの双対格子はL◦ = 1
2
Lであるが，それから定義される一般化された頂点代数VL◦

の内部に，Lŝl2(k, 0)の既約加群Lŝl2(k, i), 0 ≤ i ≤ kが構成できる．Lŝl2(k, i)は，次
のようにK(sl2, k)⊗ V γの既約加群の直和に分解する．

Lŝl2(k, i) =
k−1⊕
j=0

M i,j ⊗ VZγ+(i−2j)γ/2k (2.3)

ここで，
M i,j = {v ∈ Lŝl2(k, i) |H(m)v = (i− 2j)δm,0v, m ≥ 0}
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は，既約 VZγ-加群VZγ+(i−2j)γ/2kのLŝl2(k, i)における重複度である．M
i,j, 0 ≤ i ≤ k,

0 ≤ j ≤ k − 1は既約M0-加群になる．Zγ + (i − 2j)γ/2kは j (mod k)により定ま
るので，M i,jの jは (mod k)で考える．i = 0のときは (2.3)式は (2.2)式に一致す
るので，M j =M0,jであることに注意する．
α ∈ L に−α ∈ Lを対応させることは格子 Lの等長変換であるが，これにより引

き起こされる頂点作用素代数 VLの位数 2の自己同型を θで表す．(2.1)式のH, E,

F は θにより次のように写される．θ(H) = −H, θ(E) = F , θ(F ) = E．M0は θに
より不変で，θをM0に制限したものは，M0の位数 2の自己同型になる．
頂点作用素代数 V は，その任意の加群が完全可約であるとき有理的であるという．

また {a(−2)b | a, b ∈ V }で張られる V の部分空間を C2(V )で表したとき，V/C2(V )

が有限次元ならば頂点作用素代数 V はC2-余有限であるという．頂点作用素代数 V

がCFT型であるとは，V =
⊕

n≥0 V(n)で V(0) = C1であることを意味する．
M0, M i,j, 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ k − 1, θについて，次のことが知られている ([1],

[2], [3], [4], [6])．

(i)M0 = K(sl2, k)は有理的かつC2-余有限なCFT型の単純頂点作用素代数で，中
心電荷は 2(k − 1)/(k + 2)である．

(ii) M i,j ∼= Mk−i, k−i+jである．

(iii) M i,j, 0 ≤ j < i ≤ kは既約M0-加群の同型類の完全代表系である．特に，既
約M0-加群の同型類の個数は k(k + 1)/2である．

(iv) M i,j, 0 ≤ j < i ≤ kのトップレベルは 1次元で，そのウエイトは

1

2k(k + 2)

(
k(i− 2j)− (i− 2j)2 + 2k(i− j + 1)j

)
.

(v) M0の自己同型群はAutM0 = ⟨θ⟩で位数 2である．

(vi) θは既約M0-加群たちに次の置換を引き起こす．

M i,j ◦ θ ∼= M i,i−j, 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ k − 1.

特に，M j ◦ θ ∼= M−j, 0 ≤ j ≤ k − 1である．

(vii) M j, 0 ≤ j ≤ k − 1は単純カレントで，MpとM i,j のフュージョン規則は
Mp ×M i,j = M i,p+j, 0 ≤ p, j ≤ k − 1, 0 ≤ i ≤ kである．特に，Mp ×M j = Mp+j

である．

(ii) によりM j =M0,j =Mk,j, 0 ≤ j ≤ kであること，したがって (iv) によりM j

のトップレベルは 1次元で，そのウエイトは j(k − j)/k であることに注意する．
(ii)と ((vii)により，Mp ×M i,j =M i,jが成り立つのは kが偶数で p = i = k/2の

ときに限ることがわかる．
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パラフェルミオン頂点作用素代数K(sl2, k)は，slk型のアフィンW -代数W(slk)で
あることが知られている (cf. [2])．K(sl2, k)は，k = 2のとき中心電荷1/2のVirasoro

頂点作用素代数L(1/2, 0)と同型である．k = 3のときのK(sl2, k)は，中心電荷4/5の
Virasoro頂点作用素代数L(4/5, 0)とその最高ウエイト 3の既約加群L(4/5, 3)の直和
に同型である．またk = 4のとき，K(sl2, k)はV +

Zβに同型である．ここで，⟨β, β⟩ = 6

である．k ≥ 5のとき，K(sl2, k)の strong generatorとして {W 2,W 3,W 4,W 5}を
とることができる．ここでW 2はK(sl2, k)の共形元で，W 3, W 4, W 5はそれぞれウ
エイトが 3, 4, 5のVirasoro primaryである．頂点作用素代数としては，K(sl2, k)は
W 2とW 3の 2つの元で生成される．なお k ≤ 4のときは退化しており，k = 2なら
ばW 3 = W 4 = W 5 = 0, k = 3ならばW 4 = W 5 = 0, k = 4ならばW 5 = 0である．

(2.2)式ではM jがM j ⊗ VZγ−jγ/kの形でテンソル積の成分として現れるが，以下
のようにM jと同型な既約M0-加群を単独で取り出すことができる．2

格子 N から定義される頂点作用素代数 VN は，VZγ の VLにおけるコミュタント
VN = ComVL(VZγ)である．よって，M

0 = ComV aff (VZγ)は VN に含まれる．M0の
VN におけるコミュタントを

T = ComVN (M
0) (2.4)

とおく．T は V affの VLにおけるコミュタントでもある．T については，既約加群の
分類および有理的であることが [7]により知られている．T の共形元を ωT で表す．
T の VN におけるコミュタントはM0に一致し，次のことが成り立つ．

M0 = ComVN (T ) = {v ∈ VN | (ωT )(1)v = 0}. (2.5)

N の双対格子N◦におけるN のコセット

N j = N − jα1 + jγ/k (2.6)

を考える．N◦から定義される一般化された頂点代数 (generalized vertex algebra) VN◦

において，VNj は頂点作用素代数 VN の既約加群であるが，その部分空間M (j)を

M (j) = {v ∈ VNj | (ωT )(1)v = 0}, 0 ≤ j ≤ k − 1 (2.7)

と定義する．このM (j)は，M jに同型な既約M0-加群である ([12, 定理 2.3])．j = 0

のときのM (0)は，パラフェルミオン頂点作用素代数M0に一致する．
N のN◦におけるコセットN j が j (mod k)により定まることに対応して，M (j)

の添字 jは (mod k)で扱う．

2これに関する詳しい議論は [12, 第 2節]にある．

4



3 MDの構成
DをZk上の長さ nの符号，すなわちZkの n個の直積 (Zk)nのなす加法群の部分

群とする．この節では，Dを用いて前節で導入した既約M0-加群M (j), j ∈ Zkを組
み合わせることにより，MDを構成する．
ξ = (i1, . . . , in), η = (j1, . . . , jn) ∈ (Zk)nに対して，

(ξ|η) =
n∑
s=1

isjs ∈ Zk (3.1)

として標準的に (Zk)n上の内積を定義する．
ξ = (i1, . . . , in) ∈ (Zk)nに対して，N◦の n個の直交和 (N◦)⊕nにおけるN⊕nのコ

セットNξを，(2.6)式のN jを用いて

Nξ = {(x1, . . . , xn) | xs ∈ N is , 1 ≤ s ≤ n} ⊂ (N◦)⊕n (3.2)

と定める．さらに，ξがD全体をわたるときのNξの和集合を ΓDとおく．

ΓD =
∪
ξ∈DNξ. (3.3)

ξ, η ∈ (Zk)nに対してNξ +Nη = Nξ+ηだから，Dが加法群 (Zk)nの部分群である
ことから，ΓDは加法群 (N◦)⊕nの部分群になる．
N の双対格子 N◦には，N における内積 ⟨ · , · ⟩ が自然に拡張できる．⟨ · , · ⟩は，

N◦において有理数値の正定値内積である．このN◦における内積から得られるN◦

の n個の直交和 (N◦)⊕n における内積を，同じ記号 ⟨ · , · ⟩で表す．これも有理数値
の正定値内積である．この内積に関して，α ∈ Nξ, β ∈ Nηならば

⟨α, β⟩ ∈ −2

k
(ξ|η) + 2Z (3.4)

が成り立つことが，Nξの定義からわかる．

Zk-符号Dに関して，次の 2通りの場合を考える．

Case 1. すべての ξ ∈ Dについて (ξ|ξ) = 0である．

Case 2. kは偶数で，すべての ξ, η ∈ Dについて (ξ|η) ∈ {0, k/2}であり，(ξ|ξ) =
k/2となる ξ ∈ Dが存在する．

(3.4)式により，符号Dが Case 1の条件を満たすことは，格子 ΓDが正定値偶格
子であるための必要十分条件である．また kが偶数のとき，符号Dが Case 2の条
件を満たすことは，格子 ΓDが正定値奇格子であるための必要十分条件である．
双対格子N◦のn個の直交和 (N◦)⊕n から定義される一般化された頂点代数V(N◦)⊕n

において，VN⊕n = (VN)
⊗nおよび (2.4)式で定義された T の n個のテンソル積 T⊗n

は部分頂点作用素代数になる．
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ξ = (i1, . . . , in) ∈ (Zk)nに対して，(3.2)式でN⊕nの (N◦)⊕nにおけるコセットNξ

を定義したが，このコセットにより頂点作用素代数 VN⊕n = (VN)
⊗nの既約加群

VNξ
= VN i1 ⊗ · · · ⊗ VN in ⊂ V(N◦)⊕n (3.5)

が得られる．(VN)
⊗nの加群として，VΓD

はこれらの既約加群の直和になる．

VΓD
=
⊕

ξ∈DVNξ
. (3.6)

ξ = (i1, . . . , in) ∈ (Zk)nに対して，

Mξ = {v ∈ VNξ
| (ωT⊗n)(1)v = 0} (3.7)

としてMξを定義する．ここで，ωT⊗nは (VN)
⊗nの部分頂点作用素代数 T⊗nの共形

元を表す．ξがゼロ符号語 0 = (0, . . . , 0)のときは，(2.5)式からM0がM0の n個の
テンソル積に同型な (VN)

⊗nの部分頂点作用素代数であることがわかる．

M0 = (M0)⊗n. (3.8)

(2.7)式により，MξはM (is), 1 ≤ s ≤ nのテンソル積に同型な既約M0-加群である．

Mξ =M (i1) ⊗ · · · ⊗M (in). (3.9)

M j のトップレベルが 1次元でそのウエイトが j(k − j)/kであることから，ξ =

(i1, . . . , in) ∈ (Zk)nについて，Mξのトップレベルが 1次元であること，またそのウ
エイトが ∑

1≤s≤n

is(k − is)
k

=
∑

1≤s≤n

is −
(ξ|ξ)
k

(3.10)

であることがわかる．
格子 ΓDから定義される一般化された頂点代数 VΓD

は，ΓDが正定値偶格子ならば
頂点作用素代数であり，ΓDが正定値奇格子であれば頂点作用素超代数である．VΓD

における T⊗nのコミュタントをMDで表す．(3.5)式と (3.6)式から次のことが成り
立つ．

MD = ComVΓD
(T⊗n)

= {v ∈ VΓD
| (ωT⊗n)(1)v = 0}

=
⊕

ξ∈DMξ.

(3.11)

次の定理は [12, 定理 3.3]で既知である．
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定理 3.1 Dを長さ nの Zk-符号とする．
(1) 符号DがCase1の条件を満たせば，MDは有理的かつC2-余有限なCFT型の

単純頂点作用素代数で，中心電荷は 2(k − 1)n/(k + 2)である．
(2) kが偶数のとき，DがCase2の条件を満たせば，MD =M0

D⊕M1
D は単純頂点

作用素超代数で，偶部分M0
Dと奇部分M1

Dはそれぞれ

M0
D =

⊕
ξ∈D

(ξ|ξ)=0

Mξ, M1
D =

⊕
ξ∈D

(ξ|ξ)=k/2

Mξ

で与えられる．偶部分M0
Dは有理的かつC2-余有限なCFT型の単純頂点作用素代数

である．奇部分M1
Dのウエイトは 1/2 + Zに属する．

符号DはCase 1またはCase 2の条件を満たすとする．このとき，頂点作用素代
数あるいは頂点作用素超代数MDの自己同型を考察する．前節で述べたように，パ
ラフェルミオン頂点作用素代数M0の自己同型群はAutM0 = ⟨θ⟩で位数 2であり，
M j ◦ θ ∼= M−j, 0 ≤ j ≤ k − 1が成り立つ．符号Dがゼロ符号，すなわちゼロ符号
語 0 = (0, . . . , 0)だけからなる場合，MD = M0はM0の n個のテンソル積 (M0)⊗n

だから，n個のテンソル成分の置換は頂点作用素代数M0の自己同型である．ひと
つのテンソル成分のM0に θとして作用し，他の n − 1個のテンソル成分には恒等
写像として作用するものもM0の自己同型である．実は，M0の自己同型はこれらを
組み合わせたものに限ることがわかる．すなわち，M0の自己同型群は θと n次対
称群 Symnのwreath productである．

AutM0 = ⟨θ⟩ ≀ Symn.

2つの長さ nのZk-符号DとD′について，(i) 成分を一斉に置換する，(ii) 第 s成
分に−1をかける (1 ≤ s ≤ n) の 2つの操作を繰り返すことで一方から他方に変形
できるとき，2つの符号DとD′は同値であるといいD ∼= D′と書く．符号の同値と
頂点作用素代数あるいは頂点作用素超代数の同型に関して，次の補題が成り立つ．

補題 3.2 (1) 符号DとD′が同値ならば，MDとMD′は同型である．
(2) f(M0) =M0を満たす同型 f :MD →MD′が存在するならば，符号DとD′は

同値である．

4 MDの例
k = 2のときのMDの性質およびその表現論は，[10], [11] で詳しく研究されてい

る．k = 3のときのMDは，[8]で考察されている．
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このほかにも，kと nが小さい場合のMD がいくつか知られている．たとえば，
k = 5, n = 2, D = {(00), (12), (24), (31), (43)}のときの

MD =M(00) ⊕M(12) ⊕M(24) ⊕M(31) ⊕M(43)

は，[9]の記号でU5Aと表されるモンスター単純群の 5A元と関係する頂点作用素代
数である．また k = 9, n = 1, D = {(0), (3), (6)}のときの

MD =M (0) ⊕M (3) ⊕M (6)

は，[9]の記号でU3Cと表されるモンスター単純群の 3C元と関係する頂点作用素代
数である．
次の例は，今までに知られていない新しいものである．k = 6, n = 1, D = {(0), (3)}

のとき，
MD =M (0) ⊕M (3) ∼= LNS(5/4, 0)⊕ LNS(5/4, 3)

という同型が成り立つ．ここで LNS(5/4, 0)は，中心電荷 5/4の単純なN = 1超共
形代数 (superconformal algebra, Neveu-Schwarz algebra)で，LNS(5/4, 3)はその最
高ウエイト 3の既約最高ウエイト加群である．実際，vをM (3)のトップレベルの元
で v(2)v = (5/6)1 を満たすものとする．M (3)のトップレベルは 1次元で，ウエイト
は 3/2だから，vのウエイトは 3/2である．この vについて，v(n)v ∈ M (0)が任意
の n ∈ Zに対して成り立つ．特に，M (0)のウエイト 1の部分空間が 0であることよ
り，v(1)v = 0が得られる．さらに，簡単な計算で v(0)v = 2ωがわかる．ただし，ω
はM (0)の共形元である．以上により，

Ln = ω(n+1), Gn−1/2 = v(n), n ∈ Z

とおくと，Ln, Gn−1/2, n ∈ ZがNeveu-Schwarz algebra の生成元の関係式を満たす
ことがわかる．格子 ΓDから定義される頂点作用素超代数 VΓD

の中で考えているの
で，ωと vで生成されるMDの部分代数は単純な Neveu-Schwarz algebra LNS(5/4, 0)

に同型である．
M0の strong generator {W 2,W 3,W 4,W 5}に含まれるウエイト 3のVirasoro pri-

mary W 3は，ωと vで生成される LNS(5/4, 0) の最高ウエイトベクトルで，VΓD
に

おいてW 3で生成される既約 LNS(5/4, 0)-加群は LNS(5/4, 3)に同型である．
kを偶数とすると，n = 1, D = {(0), (k/2)}のときのMD = M (0) ⊕M (k/2)は，

k ≡ 0 (mod 4)ならば頂点作用素代数で，k ≡ 2 (mod 4)ならば頂点作用素超代数
である．たとえば k = 2のとき，

MD =M (0) ⊕M (1) ∼= L(1/2, 0)⊕ L(1/2, 1/2)

となり，k = 4のときは

MD =M (0) ⊕M (2) ∼= V +
Zβ ⊕ V

−
Zβ = VZβ
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(ただし ⟨β, β⟩ = 6)となる．
また一般に k = r2が平方数ならば，n = 1, D = {(0), (r), . . . , ((r−1)r)}のときの

MD =M (0) ⊕M (r) ⊕ · · · ⊕M ((r−1)r)

は頂点作用素代数である．

5 符号D

この節では，Case 1あるいはCase 2の条件を満たす長さ nのZk-符号，すなわち
加法群 (Zk)nの部分群Dについて考察する．DがCase 1ならばその部分群もCase

1であり，DがCase 2ならばその部分群はCase 1またはCase 2である．一般にD

の部分群は多数あるので，条件を満たすDのなかで極大なものに注目する．
最初に用語の復習をする．Dの元を符号語と呼ぶ．( · | · )を (3.1)式で定義された

D上の標準内積とする．すべての ξ, η ∈ Dについて (ξ|η) = 0が成り立つとき，D
は自己直交 (self orthogonal)であるという．ξ = (i1, . . . , in) ∈ Dに対して，0でな
い成分の個数を ξのハミングウエイト (Hamming weight)といい，wt ξで表す．wt ξ

が偶数のとき，ξは偶符号語であるという．Dのすべての元が偶符号語のとき，D
は偶符号であるという．wt ξが 4の倍数のとき，ξは 2重偶符号語であるという．D
のすべての元が 2重偶符号語のとき，Dは 2重偶符号 (doubly even code)であると
いう．ξ1, . . . , ξmが符号Dの加法群としての生成系のとき，第 i行が ξiのm× n行
列をDの生成行列という．具体的な符号は，その生成行列を用いて表す．生成行列
は，符号Dに対して一通りではない．
符号Dが自己直交ならば，Case 1の条件を満たすことは明らかである．kが奇数の

ときは，(ξ+η|ξ+η) = (ξ|ξ)+2(ξ|η)+(η|η)において (ξ|ξ) = (η|η) = (ξ+η|ξ+η) = 0

ならば (ξ|η) = 0が得られるので，Case 1の条件はDが自己直交であることと同値
である．

例 k = 3, n = 4のとき，Case 1の符号のなかで極大なものは，符号の同値を除い
て [4, 2, 3] ternary tetra codeだけである．その生成行列は[

1 1 1 0

0 1 2 1

]
である．

自己直交という条件は符号を扱う上で標準的な条件なので，以下では kが偶数と
仮定する．
k = 2のときはDは 2元体GF (2)上の通常のバイナリ―符号で，任意のDはCase

1とCase 2のいずれか一方の条件を満たす．k = 2のときのCase 1の条件は，Dが
偶符号であることと同値である．
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kが 2以上の一般の偶数の場合を扱うために，少し準備をする．最初に，Case 1

とCase 2の両方を含む Zk-符号Dに関する次の条件を考える．

(∗) すべての ξ, η ∈ Dについて (ξ|η) ∈ {0, k/2}である．

(3.4)式から，次の補題が得られる．

補題 5.1 格子 ΓDが整格子 (integral lattice)であるための必要十分条件は，符号D

が条件 (∗)を満たすことである．

符号Dが条件 (∗)を満たすならば，写像

ρ : D → {0, k/2}; ξ 7→ (ξ|ξ) (5.1)

は加法群の準同型であることに注意する．
ξ = (i1, . . . , in) ∈ (Zk)nの各成分 isを is + (k/2)Z ∈ Zk/2で置き換えることにより

得られる (Zk/2)nの元を ξで表し，写像 φ : (Zk)n → (Zk/2)nを φ(ξ) = ξにより定義
する．

φ : (Zk)n → (Zk/2)n; ξ 7→ ξ. (5.2)

φによるDの像をD = φ(D)とおく．Dが条件 (∗)を満たすための必要十分条件
は，Dが自己直交 Zk/2-符号であることである．
φは加法群の準同型だからその核Kerφは長さ nのZk-符号であり，その元の成分

は 0と k/2だけである．特に，Kerφは k ≡ 0 (mod 4)ならばCase 1であり，k ≡ 2

(mod 4)ならばCase 2である．
λ ∈ Kerφならば，任意の η ∈ (Zk)nに対して (λ|η) ∈ {0, k/2}だから，Dが条件

(∗)を満たすならばD +Kerφも条件 (∗)を満たす．よって，条件 (∗)を満たす符号
のうち極大なものはKerφを含む．
ξ = (i1, . . . , in) ∈ (Zk)nの各成分 isを is + 2Z ∈ Z2で置き換えることにより得ら

れる (Z2)
nの元を ξ̃で表し，写像 (Zk)n → (Z2)

n; ξ 7→ ξ̃ によるDの像を D̃で表す．
k ≥ 4が偶数のとき，k ≡ 2 (mod 4)と k ≡ 0 (mod 4) の 2つの場合に分かれる．

補題 5.2 k ≡ 2 (mod 4), k ≥ 6とする．
(1) Dが Case 1の符号のなかで極大であるための必要十分条件は，Dが Zk/2-符

号として極大自己直交符号であり D̃がZ2-符号として極大偶符号であることである．
(2) DがCase 2の符号のなかで極大であるための必要十分条件は，極大自己直交

Zk/2-符号Cが存在してD = φ−1(C) となることである．

この補題により，k ≡ 2 (mod 4)で k ≥ 6のときは Zk/2-符号と Z2-符号を調べる
ことに帰着する．
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例 k = 6, n = 4のとき，次の生成行列で定まる符号は，それぞれ Case 1および
Case 2の符号のなかで極大であり，どちらも符号の同値を除いて一意的である．

4 1 1 0

0 1 2 1

3 3 0 0

 ,

1 1 1 0

0 1 2 1

3 0 0 0

0 3 0 0

 .
k ≡ 0 (mod 4)のときは，k = 4の場合と k ≥ 8の場合に分ける．k = 4のときは

D = D̃であることに注意する．

補題 5.3 k = 4とする．
(1) DがCase 1の符号のなかで極大であるための必要十分条件は，極大 2重偶Z2-

符号Cが存在してD = φ−1(C) となることである．
(2) DがCase 2の符号のなかで極大であるための必要十分条件は，極大自己直交

Z2-符号で 2重偶符号ではないCが存在してD = φ−1(C) となることである．

この補題により，k = 4のときは Z2-符号を調べることに帰着する．

例 k = 4, n = 4のとき，次の生成行列で定まる符号は，それぞれ Case 1および
Case 2の符号のなかで極大であり，どちらも符号の同値を除いて一意的である．

1 1 1 1

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

 ,

1 1 0 0

0 0 1 1

2 0 0 0

0 0 2 0

 .

例 k = 4, n = 8のとき，次の生成行列で定まる符号は，Case 1の符号のなかで極
大であり，符号の同値を除いて一意的である．

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0

2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2 0


.

この生成行列の最初の 4行は，Z2-符号の元と見做すと [8, 4, 4]-ハミング符号の生
成行列になっている．[8, 4, 4]-ハミング符号は長さ 8の自己双対なバイナリ―符号と
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して符号の同値を除いて一意的である．このことから，上記の Z4-符号の一意性が
わかる．

k ≡ 0 (mod 4)を満たす一般の kの場合を扱うためにユークリッドウエイト (Eu-

clidean weight) wtEを導入する．x ∈ Zk/2を 0 ≤ x ≤ k/2 − 1の範囲の整数と見做
して，x ∈ Zk/2に対して

wtE(x) = min{x2, (k/2− x)2} ∈ Z

により整数wtE(x)を定義する．λ = (x1, . . . , xn) ∈ (Zk/2)nに対して，

wtE(λ) =
∑n

s=1wtE(xs) ∈ Z

を λのユークリッドウエイトという．
Zk/2-符号Cに関する次の条件を考える．

(∗∗) すべての λ ∈ CについてwtE(λ) ≡ 0 (mod k)である．

補題 5.4 k ≡ 0 (mod 4), k ≥ 8とする．
(1) DがCase 1の符号のなかで極大であるための必要十分条件は，条件 (∗∗)を満

たす Zk/2-符号のなかで極大な符号Cが存在してD = φ−1(C)となることである．
(2) DがCase 2の符号のなかで極大であるための必要十分条件は，自己直交Zk/2-符

号Cで条件 (∗∗)を満たさないZk/2-符号のなかで極大なものが存在してD = φ−1(C)

となることである．

条件 (∗∗)は (mod k)に係わるものなので，上記の補題は Zk-符号Dに関する条
件を kがより小さいときの符号に関するものに帰着するわけではない．
kを k = 2rmのように 2のベキ 2rと奇数mの積として表す．ユークリッドウエイ

トを定義したときのように，ξ = (i1, . . . , is) ∈ (Zk)の各成分 is ∈ Zkを 0 ≤ is ≤ k−1
の範囲の整数と見做して，ξ, η ∈ Dに対して (ξ|η)の値を整数として扱う．このよう
にすると，(ξ|η) ≡ 0 (mod k)は，(ξ|η) ≡ 0 (mod 2r)かつ (ξ|η) ≡ 0 (mod m)と同
値である．したがって，Zk-符号DがCase 1の条件を満たすことは，Dの元の各成
分を (mod 2r)で考えることにより得られる Z2r -符号と (mod m)で考えることに
より得られるZm-符号の両方がCase 1の条件を満たすことと同値になる．このよう
に，kを 2のベキの部分と奇数の部分に分けて議論することも可能である．
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1 はじめに

G は有限群，C(G) は G のすべての部分群の族の G 共役類の集合とする．部分群H ≤ G に対し，G/H は
H の Gにおけるすべての左剰余類 gH，ただし，g ∈ G，の集合とする．Gの Burnside 環 Ω(G)は，G/H，
ただし，(H) ∈ C(G)，に対応するシンボル [G/H]の形式的 Z線形結合全体に

[G/H] · [G/U ] =
∑

HgU∈[H\G/U ]

[G/(H ∩ gU)]

ただし，(H), (U) ∈ C(G)，gU = gUg−1，[G/(H ∩ gU)] = [G/K]，(K) = (H ∩ gU) ∈ C(G)，で与えられ
る積が定義された可換環である (たとえば，[CR81, §80], [Yo90b, §2.1]を参照)．Ω(G)の単位元は [G/G]で
ある．簡略のため 1 = [G/G]と書く．Ω(G)の単元群は可換 2群 (cf. §2) であり，Ω(G)の単元の解析は非常
に興味深い問題である．
Sn は n文字の集合 [n] = {1, 2, . . . , n}上の対称群，Yn は Sn の Young 部分群全体の族とする．シンボル

[Sn/Y ]，ただし，Y ∈ Yn，の Z線形結合全体を Ω(Sn,Yn) ([BBTH92]参照)と書く．Yn は共役と共通部
分をとる操作で閉じているので，Ω(Sn,Yn) は Ω(Sn) の部分環である (簡略のため，その部分環は対称群の
Young 部分群に関する partial Burnside環と呼ばれている)．Sn の指標環を R(Sn)と書く．このとき環同型
Ω(Sn,Yn) ∼= R(Sn)が成立すること (たとえば，[Yo90b, Proposition 7.2]を参照)，また，R(Sn)の単元群
が ±1Sn，±νn，ただし，1Sn は Sn の自明な指標，νn は交代指標である (たとえば，[Ya91]を参照)，で構成
されることがよく知られている．特に，Ω(Sn,Yn)の単元群は，Klienの 4群と同型である．
最近，[IO15]で Ideiと Odaは，Yn の包含関係 ≤に関するポセット (Yn,≤)のMöbius関数 µYn を用い
て Ω(Sn,Yn)の非自明な単元の公式を与えた．そのような単元は，また，Ω(Sn)の単元でもあり，Ω(Sn)の
単元の何らかの特徴付けを与えているようである．しかしながら，一般に，Ω(Sn)の単元はもっとたくさん存
在する ([BP07])．本稿の目的は，Ω(Sn,Yn)の非自明な単元の tom Dieck準同型 (詳細は §2を参照)を用い
た特徴付けを与えた論文 [OTY] の要旨を報告することである．結果的に, 我々は，その論文で Ω(Sn,Yn)の
単元群が tom Dieck準同型の像に含まれることを証明することに成功した．νn は，Sn 集合 Sn/Y，ただし，
Y ∈ Yn，が与える置換指標の Z線形結合として具体的に表される (cf. Theorem 4.4)．それらの事実を証明
するために，任意の左 G集合が与える置換指標の tom Dieck準同型による像が，Gポセットの被約 Lefschetz

不変量であること，それは，本質的に [Th87]で与えられた，がわかる．

2 tom Dieck 準同型

部分群 H ≤ Gと有限左 G集合 X に対し，

invH(X) = {x ∈ X | hx = x for all h ∈ H}

とおく．[Di79, Proposition 1.2.2]により，

[G/U ] 7→ (♯invH(G/U))(H)∈C(G)

∗ supported by JSPS KAKENHI Grant-in-Aid for Scientific Research (C) 25400003.
† supported by JSPS KAKENHI Grant-in-Aid for Scientific Research (C) 25400001.
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で与えられる写像 φ : Ω(G) → Ω̃(G) :=
∏

(H)∈C(G) Z，ただし，(U) ∈ C(G)，は単射環準同型であり，

Burnside 準同型，または，マーク準同型と呼ばれている．明らかに Ω̃(G) の単元群は
∏

(H)∈C(G)⟨−1⟩ であ
り，したがって，Ω(G)の単元群は基本可換 2群である．
RR(G)は Gの実表現環，Ω(G)× は Ω(G)の単元群とする．任意の元 x ∈ Ω(G)は，φ(x) = (xH)(H)∈C(G)

であるとき，x = φ−1((xH)(H)∈C(G))と書く．[Di79, Proposition 5.5.9]により，任意の左 RG加群M に対
し，群準同型 u = uG : RR(G)→ Ω(G)× で

M 7→ φ−1(((−1)dimMH

)(H)∈C(G))

ただし，MH はM の H 不変部分空間，をみたすものが存在する．
H ≤ Gとする．WG(H) = NG(H)/H，ただし，NG(H)は H の Gにおける正規化群，とおく．有限生成
左 CG加群M は，C指標 χを与えるとする．部分群 H ≤ Gに対し，MH は CWG(H)加群とみなすことが
可能であり，任意の gH ∈WG(H)に対し

χ(gH) =
1

|H|
∑
h∈H

χ(gh)

で定義されるWG(H)の C指標 χを与える (たとえば，[ACNT13, Lemma 3.1]を参照)．特に，dimMH は，
C指標 χの H への制限 χ|H と H の自明な指標 1H との H における内積 ⟨χ|H , 1H⟩H に等しい．
[Yo90b, Corollary 4.3]より任意の χ ∈ RR(G)に対し

u(χ) =
∑

(U)∈C(G)

1

|WG(U)|

∑
H≤G

µ(U,H)(−1)⟨χ|H ,1H⟩H

 [G/U ], (2.1)

ただし，µ は Gのすべての部分群の族 S(G)の包含関係 ≤に関するポセット (S(G),≤)のMöbius関数，を
得る．

Example 1. 明らかに，u(1G) = −1が成り立つ．

Example 2. An は [n]上の交代群とする．1− [Sn/An]は Ω(Sn)の単元であり，νn の tom Dieck準同型に
よる像である．

Remark 1. Gが可解でないならば，[Ma82, Theorem 5.4]により u : RR(G) → Ω(G)× は全射ではない．特
に，n ≥ 4ならば u : RR(Sn)→ Ω(Sn)

× は全射ではない：しかし，uS2，uS3 は全射である ([Ma82]を参照)

(2|ImuS4 | = |Ω(S4)
×| = 26 が成り立つことを注意する)．

3 Ω(Sn,Yn)の単元

R(G)は Gの指標環とする．左 G集合 X が与える置換指標 πX は，任意の元 g ∈ Gに対し

πX(g) = ♯{x ∈ X | gx = x}

で定義される．環準同型 charG : Ω(G)→ R(G) を，任意の左 G集合に対し

[X] 7→ πX

で定める (cf. [Yo90a, §6])．[Yo90b, Proposition 7.2]により，環準同型 charSn : Ω(Sn) → R(Sn)は環同型
写像

charSn : Ω(Sn,Yn)→ R(Sn)

([JK81, 2.3]参照)を誘導する．従って，charSn
(α) = νn を満たすただ一つの元 α ∈ Ω(Sn,Yn)が存在する．

Ω(Sn,Yn)の単元群のすべての元は，±1, ±αであり，また，Ω(Sn)の単元でもある．
部分群 H ≤ Sn に対し，Young 部分群 YH を，H を保存する Sn のすべての Young 部分群の共通部分と
して定める．n の分割 (n1, n2, . . . , nr) に対応する Young 部分群 Y ≤ Sn は，互いに非交和な ni サイクル，
ただし，i = 1, 2, . . . , r，の積 σY で Y = Y⟨σY ⟩ を満たすものを含む．以下の補題 (cf. [Yo90b, §7.1])を示す．
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Lemma 3.1. If φ(α) = (αH)(H)∈C(Sn), then αH = αYH
, (H) ∈ C(Sn) and αY = νn(σY ), Y ∈ Yn, where

σY ∈ Sn with Y = Y⟨σY ⟩.

[Yo90b, Corollary 4.3] と Lemma 3.1 を用いて α は

α =
∑

(Y )∈C(Yn)

1

|WSn(Y )|

 ∑
H∈Yn

µYn(Y,H)νn(σH)

 [Sn/Y ], (3.1)

ただし，σH ∈ Sn，Y ＝ Y⟨σH⟩，C(Yn)はYn の Sn 共役類，と表される．この公式は，[IO15, Corollary 5.2]

で表されている．
αが，tom Dieck 準同型像に含まれることを示す．Sn 集合 [n]が与える置換指標 π[n] は，任意の σ ∈ Sn に
対し，

σ 7→ ♯{k ∈ [n] | σ(k) = k}

として定義される．部分群 H ≤ Sn に対し，OrbH([n]) を [n] の H-軌道とする．Cauchy-Frobenius の補題
(たとえば，[Yo90b, Lemma 2.7]参照) により，任意の部分群 H ≤ Sn に対し，⟨π[n]|H , 1H⟩H = ♯OrbH([n])

である．χn = π[n] − 1Sn とおく．このとき，χn は Sn の既約 C 指標であることがわかる．明らかに，
χn ∈ RR(G)が成り立つ．Ω(Sn) の単元 β を

φ(β) = ((−1)♯OrbH([n]))(H)∈C(Sn) = ((−1)⟨π[n]|H ,1H⟩H )(H)∈C(Sn) = −((−1)
⟨χ[n]|H ,1H⟩H )(H)∈C(Sn),

と定めると，β は π[n] の tom Dieck準同型による像である．α = (−1)nβ (cf. Theorem 3.4) が，Lemma 3.1

と次の補題を組み合わせる事により得られる．

Lemma 3.2. For each H ≤ Sn, ♯OrbH([n]) = ♯OrbY ([n]). In particular, for each Y ∈ Yn, ♯OrbY ([n]) =

♯OrbσY
([n]), where σY ∈ Sn with Y = Y⟨σY ⟩.

Lemma 3.3. For each σ ∈ Sn, (−1)♯Orbσ([n]) = (−1)nνn(σ).

以下の定理が，Ω(Sn,Yn)の単元の tom Dieck 準同型による特徴付けである．

Theorem 3.4. The unit group of Ω(Sn,Yn) is included in the image by the tom Dieck homomorphism.

In particular, α = (−1)nβ.

Proof. −1 = u(1Sn) が成り立つから，α = (−1)nβ が成り立つことを示せば十分である．φ(α) =

(αH)(H)∈C(Sn) と φ(β) = (βH)(H)∈C(Sn) が成り立つと仮定する．αY = (−1)nβY，Y ∈ Yn, とする
と Lemma 3.1 と Lemma 3.2 により任意の部分群 H ≤ Sn に対し αH = (−1)nβH が成り立つから，
α = (−1)nβ を得る．Y ∈ Yn とする．このとき，Lemma 3.1 より，Y = Y⟨σY ⟩ を満たす σY ∈ Sn に対し
αY = νn(σY ) が成り立つ．従って Lemma 3.2 と Lemma 3.3 より

αY = (−1)Orb⟨σY ⟩([n])+n = (−1)OrbY ([n])+n = (−1)nβY

が従う．

4 The reduced Lefschetz invariant of a G-poset

Theorem 3.4 のよい応用がある．νn の置換指標 πSn/Y，ただし，Y ∈ Yn，の Z線形結合としての表現は，
非明示的に等式 (3.1)で表されているが，一方，明示的に表す事は価値のあることである．
順序 ≤ が定められた任意の有限左 G集合 P は，≤が Gの作用で不変であるとき Gポセットと呼ばれる．

P を G ポセット，Sdi[P ] を基数 i + 1 の P の元からなる鎖 x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xi 全体の集合とする．P の
Lefschetz 不変量 ΛP は

ΛP =
∞∑
i=0

(−1)i[Sdi(P )] ∈ Ω(G),

P の被約 Lefschetz不変量 Λ̃P は Λ̃P = ΛP − 1と定める (cf. [Bo00]，[Th87])．有限左 G集合 X に対し，
P (X)は包含関係に関するX のすべての部分集合のGポセットとする．P (X)はGポセット P (X)−{∅, X}
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とする．このとき，部分群 K ≤ G に対し，φ(Λ̃P (X)) の (K) 成分は，P (X)K(= invK(P (X))) の被約
Euler-Poincaré 標数に等しい：

∞∑
i=0

(−1)i|Sdi(P (X)K)| − 1.

次に，本質的には [Th87, Proposition 5.1]で証明された以下の命題の組合せ論的な証明を与える．

Proposition 4.1. Let X be a finite left G-set. The reduced Lefschetz invariant Λ̃P (X) of P (X) is the

image of πX by the tom Dieck homomorphism.

Proposition 4.1 の組合せ論的な証明のためには，以下の補題が必要である．

Lemma 4.2. For each positive integer j, set

cj =

j∑
i=0

(−1)i
∑

(n1,n2,...,ni)∈A(i,j)

(
j

n1, n2, . . . , ni

)
,

where A(i, j) = {(n1, n2, . . . , ni) |
∑

k nk = j and n1, n2, . . . , ni ∈ N} and(
j

n1, n2, . . . , ni

)
=

j!

n1!n2! · · ·ni!
(multinomial coefficients).

Then cj = (－ 1)j for any positive integers j.

β の明示的な表現の計算に戻る (cf. 等式 (4.1))．

Corollary 4.3. The reduced Lefschetz invariant Λ̃P ([n]) of P ([n]) coincides with β.

与えられた部分群 H ≤ Gに対し，H の自明な指標 1H を Gに誘導した C指標を 1GH と書く．1GH は置換指
標 πG/H と同値である．

[n]の任意の置換のサイクル型 λ = (1m1 , . . . , nmn)に対し，S(m1)
1 × · · · × S(mn)

n ，ただし，各 S
(mj)
j は対称

群 Sj のmj 個の直積，と同型な Sn の Young 部分群を Sλ と書く．νn を 1Sn

Y ，ただし，Y ∈ Yn，の Z線形結
合として詳細に表す準備が整った．この結果は，[JK81, Theorem 2.3.15] における νn の表現の簡易化である．

Theorem 4.4. The alternating character νn of Sn is expressed explicitly in the form

νn =
∑

λ=(1m1 ,...,nmn )

(−1)n+m1+···+mn
(m1 + · · ·+mn)!

m1! · · ·mn!
1Sn

Sλ
,

where the sum runs over all cycle types of permutations on n-letters.

Proof. Theorem 3.4 より β = (−1)nα が示され νn = charSn(α) が成り立つから，定理の主張は等式

((−1)nα) = β =
∑

λ=(1m1 ,...,nmn )

(−1)n+m1+···+mn
(m1 + · · ·+mn)!

m1! · · ·mn!
[Sn/Sλ] (4.1)

と同値である．iを非負整数とする．このとき，[Sdi(P ([n]))] =
∑

t[Ot]，ただし，Ot は Sdi(P ([n])) の Sn

軌道，となる．Sn 軌道 Ot の任意の代表 x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xi は，部分集合 {y0, y1, . . . , yi, yi+1} ⊂ P ([n])

で，k = 0, 1, . . . , i に対し xk = ∪̇kj=0yj と [n] = ∪̇i+1
j=0yj を満たすもの，— それは，ℓ = 1, . . . , n に対し，

mℓ = ♯{k | yk = ℓ}を満たすサイクル型 (1m1 , . . . , nmn)に対応する—，を定める．逆に，λ = (1m1 , . . . , nmn)

が，
∑

ℓmℓ = i+ 2 ≥ 2 を満たす [n] の置換のサイクル型であるならば，Sdi(P ([n]))の

(m1 + · · ·+mn)!

m1! · · ·mn!

個の Sn 軌道，それは，Sn/Sλ と同型な Sn 集合である，を構成することができる．ゆえに，等式 (4.1) は
Corollary 4.3 より従う．

4



Remark 2. Frobenius の相互律 (たとえば，[CR81, (10.9)] 参照) により，任意の部分群 H ≤ G に対し，
⟨1GH , 1G⟩G = ⟨1H , 1H⟩H = 1を得る．Theorem 4.4 から，等式∑

λ=(1m1 ,...,nmn )

(−1)m1+···+mn
(m1 + · · ·+mn)!

m1! · · ·mn!
= (−1)n⟨νn, 1Sn⟩Sn = 0

が従う．

Example 3. 等式 (4.1)により，G = Sn かつ χ = π[n] のとき，等式 (2.1) の [Sn/U ]の係数と等式 (3.1)に
おける [Sn/Y ]の係数は完全に決定される．n = 3のときは，

α = [S3/S(13)]− 2[S3/S(11,21)] + [S3/S(31)].

([JK81, pp. 41–42 and Theorem 2.3.15]も参照)．n = 4のときは，

α = [S4/S(14)]− 3[S4/S(12,21)] + [S4/S(22)] + 2[S4/S(11,31)]− [S4/S(41)]

が成り立つ．

5 Concluding remarks

e が，2e ∈ Q ⊗Z Ω(Sn,Yn) を満たす Q ⊗Z Ω(Sn,Yn) のべき等元であるならば，1 − 2e と −1 + 2e は
Ω(Sn,Yn) の単元である．α は Ω(Sn,Yn) の単元だから (1− α)/2 は Q⊗Z Ω(Sn,Yn) のべき等元である．
しかし，(1Sn − νn)/2 ̸∈ R(Sn) だから，(1− α)/2 ̸∈ Ω(Sn,Yn)である．したがって，以下の命題を得る．

Proposition 5.1. The idempotents of Ω(Sn,Yn) are only 0，1．

Proposition 5.1の Sn集合を用いた Proof はどうなるだろうか? もちろん，等式 (4.1) において，[Sn/S(1n)]

の係数はいつでも (−1)n だから，(1 − α)/2 ̸∈ Ω(Sn,Yn)である．この事実は，Theorem 3.4 の結論でもあ
る．なぜなら，それは [Ma82, (5.4.1)] — e が非自明なべき等元，すなわち，e ̸= 0, 1 である Ω(Sn) のべき
等元，ならば，単元 1− 2eは tom Dieck 準同型による像には含まれない — から従うからである．
以下の補題は，[Yo90a, Lemma 2.1] (また，[Di79, Proposition 1.3.5]参照) であり，[Yo90a]において tom

Dieck 準同型の存在性の証明に用いられた．

Lemma 5.2. An element (xH)(H)∈C(G) of Ω̃(G) is included in the image Imφ by the Burnside homo-

morphism if and only if ∑
gU∈WG(U)

x⟨g⟩U ≡ 0 (mod |WG(U)|)

for all (U) ∈ C(G)．

(1− α)/2 ̸∈ Ω(Sn)の直接的な証明を与えてこの報告を終える．

Proof of Proposition 5.1 φ(α) = (αH)(H)∈C(G) とする．Lemma 3.3 および Theorem 3.4 (あるいは，α の
定義) より ∑

σ∈Sn

1− α⟨σ⟩

2
=
∑
σ∈Sn

1− νn(σ)
2

= |An| ̸≡ 0 (mod |Sn|),

ここで，σ が τ ∈ Sn と共役で (⟨τ⟩) ∈ C(G) を満たすならば，α⟨σ⟩ = α⟨τ⟩ である，が成り立つ．これと，
Lemma 5.2 は，((1− αH)/2)(H)∈C(Sn) ̸∈ Imφ を示す．ゆえに，(1− α)/2 ̸∈ Ω(Sn) を得る． 2

参考文献

[ACNT13] Asai, T.; Chigira, N.; Niwasaki, T.; Takegahara, Y.: On a theorem of P. Hall, J. Group

Theory 16 (2013), 69–80.

[BBTH92] Bergeron, F.; Bergeron, N.; Howlett, R.B.; Taylor, D.E.: A Decomposition of the Descent

Algebra of a Finite Coxeter Group, J. Algebraic Combinatorics 1 (1992) 23–44.

5



[BP07] Boltje, R.; Pfeiffer, G.: An algorithm for the unit group of the Burnside ring of a finite group In:

Groups St. Andrews 2005. Vol. 1. Cambridge: Cambridge Univ. Press (2007).

[Bo00] Bouc, S.: Burnside rings, Handbook of algebra, 2, 739–804, North-Holland, Amsterdam, 2000.

[CR81] Curtis, C.W.; Reiner, I.: Methods of Representation Theory, I, II, Wiley- Interscience, New

York, 1981, 1987.

[Di79] tom Dieck, T.: Transformation Groups and Representation Theory, Lecture Notes in Mathematics,

766, Springer, Berlin, 1979.

[IO15] Idei, H.; Oda, F.: The table of marks, the Kostka matrix, and the character table of the symmetric

group, J. Algebra 429 (2015), 318–323.

[JK81] James, G.D.; Kerber, A.: The Representation Theory of the Symmetric Group, Encyclopedia of

mathematics and its applications, 16, Addison–Wesley, Reading, MA, 1981.

[Ma82] Matsuda, T.: On the unit groups of Burnside rings, Japan. J. Math. (N.S.) 8 (1982), 71–93.

[OTY] Oda, F.; Takegahara, Y.; Yoshida, T.:The units of a partial Burnside ring relative to the Young

subgroups of a symmetric group, submitted.
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On an algebro-geometric realization of the cohomology
ring of conical symplectic resolutions

疋田辰之 (京都大学)

Abstract

A型 Springer fiberのコホモロジー環の記述に関するDeConcini-Procesi, Tanisaki
の結果を conical symplectic resolutionのコホモロジー環の記述に一般化する予想につ
いて述べる. 予想の定式化には Braden-Licata-Proudfoot-Websterにより提唱された
symplectic dualityと呼ばれる双対性を用いる.

1 Introduction

1.1 Springer theory for type A

Jordan標準形の理論により, n× n冪零行列の共役類は nの分割と 1対 1に対応している.
一方で nの分割は n次対称群SnのC上の既約表現と 1対 1に対応していることはよく知
られている. これらを合わせると n× n冪零行列の共役類とSnの対称群の既約表現が 1対
1に対応していることになるが, この対応は冪零元に付随する Springer fiberと呼ばれる代
数多様体の最高次のコホモロジーを考えることにより, nの分割を経由することなく与える
ことができる. これは Springer対応の特別な場合である.
少し記号を準備する. ここでは簡単のためGを SLnとする. GはC上の代数群とみな

す. gをGの Lie代数, B ⊂ Gを上三角行列全体からなるBorel部分群, bをその Lie代数と
する. N ⊂ gを冪零行列全体からなる閉部分代数多様体 (冪零錐)とする. e ∈ N に対して,
eに付随する Springer fiber Beを

Be = {gB ∈ G/B | Ad(g)−1e ∈ b}

で定義する. これは旗多様体G/Bの閉部分代数多様体であり, 容易にわかるようにBeは自
然な同型を除いて eの共役類のみに依存する.
このときG = SLnに対する Springer対応は次で与えられる.

Theorem 1 (Springer). H∗(Be,C)には自然にSnが作用し, eの Jordan blockの typeが
λ ⊢ nのときSnの表現としてH2 dim(Be)(Be,C) ≃ Lλとなる. ここでLλは λに対応するSn

の既約表現である.

Gが一般の半単純なC上の代数群の場合にも同様に Springer fiberは定義でき, そのコ
ホモロジーにはWeyl群Wが作用する. Wの既約表現の分類を得るためには別の有限群の
作用でコホモロジーを分解する必要がある. 詳細は [8]などの教科書を参照. W作用の構成
については後で述べる.

Example 2. λ = (n)のとき, eは regularで Be = ptとなり, H0(Be,C) ≃ triv = L(n).

1
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Example 3. λ = (1n)のとき, e = 0でBe = G/Bは旗多様体全体になる. 旗多様体のコホ
モロジー環はよく知られているように余不変式環C[x1, . . . , xn]/

(
C[x1, . . . , xn]Sn

+

)
と次数付

き環として同型であり, 余不変式環にはSnが自然に作用する. 最高次のコホモロジーは差
積
∏

1≤i<j≤n(xi− xj)で張られる 1次元部分空間であり, H2 dim(G/B)(G/B,C) ≃ sgn = L(1n)

となる.

Example 4. λ = (n− 1, 1)のとき, eは subregularでありBeは n− 1個の P1の chainとな
る. このときH2(Be,C)は n − 1次元で対称群の表現としては gの Cartan部分代数 tと同
型, またH0(Be,C) ≃ trivとなる.

Remark 5. H∗(Be,C)全体のSn表現としての構造を考えると, 例えばKostka数やその q
変形といった組み合わせ論的な対象が現れる. 単なるコホモロジーの代わりに同変K群を
考えるとアファイン Hecke環の既約表現の分類などに応用することもできる ([8]を参照).
さらに Springer fiberや後述する Slodowy varietyの連接層の導来圏には exotic t-structure
と呼ばれる t-structureがあり, その heartは正標数のLie環のモジュラー表現論などと関係
していることが知られている (cf. [2], [19]など).

1.2 Cohomology ring of Springer fibers of type A

一般に Springer fiberの奇数次のコホモロジーは消えることが知られている (DeConcini-
Lusztig-Procesi [9]). よってそのコホモロジー環は可換環になる. A型 Springer fiberの場
合は自然な準同型写像H∗(G/B,C)→ H∗(Be,C)が全射となり, この可換環は余不変式環の
商として具体的に記述することができる.

λ ⊢ nに対応する冪零軌道をOλで表し, Oλをその閉包とする. λT で λの転置を表す.

Theorem 6 (DeConcini-Procesi [10], Tanisaki [24]). e ∈ Oλとする. このとき次数付き代
数として

H∗(Be,C) ≃ C[t ∩ OλT ].
ここで t∩OλT は gでのスキーム論的共通部分であり, その座標環の次数はC∗ ↷ g, s ·X =
s−2X, から誘導される t ∩ ŌλT へのC∗により定まる.

C[t∩ŌλT ]には自然にSnが作用し, この同型はH∗(Bλ,C)へのSn作用と compatibleに
なる. A型の場合, 冪零軌道の閉包の定義方程式としては例えば [24]で予想されWeyman
([26])によって証明されたものが知られている. それを用いれば定理の右辺をより具体的に
表示することもできる.

Remark 7. A型以外の Springer fiberの場合, 部分的な結果としては [7]がある. 一般には
A型の場合と類似の同型は成立しない.

本稿ではこの定理を Braden-Licata-Proudfoot-Webster ([3])による symplectic duality
と呼ばれる双対性と関係付けることでこれを一般化する. この双対性は conical symplectic
resolutionとそこへの良い C∗ 作用の組の間の双対性である. §2では conical symplectic
resolutionについて説明する. §3では symplectic dualityと上の定理との間の関係につい
て述べる.

2 Conical symplectic resolutions

2.1 Definition

Mを smooth algebraic symplectic variety, ωをその上の symplectic formとする.



3

Definition 8 (conical symplectic resolution). Mとそこへの S = C∗作用の組 (M, S)が
conical symplectic resolutionであるとは,

1. ℓ ∈ Z>0が存在して s∗ω = sℓω, s ∈ S,

2. π : M→M0 := SpecC[M]は projective birational,

3. C[M]0 = C, C[M]<0 = 0,

が成り立つことを言う. ここでC[M]iは S-weightが iの部分を表し, C[M]<0 = ⊕i<0C[M]i
である.

M0は normalであり, 唯一の S固定点 oを持つ. 基本的な conical symplectic resolution
の性質としては例えば次のようなものがある.

Proposition 9. (M,S)を conical symplectic resolutionとする. このとき次が成り立つ.

1. Rπ∗OM ≃ OM0 , つまりM0は有理特異点を持つ.

2. Mと L := π−1(o)はホモトピー同値, 特にH∗(M,C) ≃ H∗(L,C).

3. L ⊂Mは Lagrangian subvariety.

例えばMが後述する Slodowy varietyの場合を考えれば Lは Springer fiberと一致し,
そのコホモロジー環は Slodowy varietyのコホモロジー環と同型になる.

Theorem 10 (Kaledin [14]). 1. 有限個の strataによる stratification M0 = ⊔αMα で

あって各Mαが smooth symplecticになるものが存在する.

2. πは semismall, つまり codimM0{x ∈M0 | dimπ−1(x) ≥ d} ≥ 2dが任意の d ∈ Z≥0に
対して成立する.

3. Hodd(M,C) = 0

上に現れるMαをM0の symplectic leafと呼ぶ. 奇数次のコホモロジーが消えるという主
張は先述の Springer fiberに対するDeConcini-Lusztig-Procesiの結果の conical symplectic
resolutionへの一般化になっている.

2.2 Quantization of conical symplectic resolutions

ωによりOMは Poisson代数の構造を持つ. M0の smooth locus上にある symplectic form
を用いると, smooth locus上のPoisson構造が定まるが, M0が normalであることからこれ
はM0全体に延びる.

Definition 11 (quantization). (M, ω)の量子化とは

1. Q : M上の結合的な平坦C[[ℏ]]-代数の (Zariski位相に関する)層であって ℏ-進位相に
関して完備なもの

2. Q/ℏQ ≃ OM : 代数の同型

の組であってQ/ℏQが可換になることから誘導されるPoisson代数の構造が同型Q/ℏQ ≃
OMと compatibleになるようなものを言う.
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Q(M, ω)で (M, ω)の量子化の同型類の集合を表すことにする. このとき次の結果が知
られている.

Theorem 12 (Bezrukavnikov-Kaledin [1]). 自然な全単射 (noncommutative period mapと
呼ばれる)

Per : Q(M, ω)
∼−→ H2(M,C)[[ℏ]]

が存在する.

Per(Q) = 0となる量子化を canonicalな量子化と呼ぶ. S作用を用いると S同変な量子
化の概念を定義することができる. ただし ℏの S-weightは ℓとする. Q(M, ω)Sで S同変な
量子化の同型類の集合を表すことにする. このとき次が知られている.

Proposition 13 (Losev [18]). Perは次の全単射を誘導する

Q(M, ω)S
∼−→ H2(M,C)

Q ∈ Q(M, ω)Sとする. D := Q[ℏ−1/ℓ]とおき, D(m) ⊂ DをD(0) := Q[ℏ1/ℓ], D(m) :=
ℏ−m/ℓD(0)により定める. A := Γ(M,D)Sとするとこれは filtration A(0) ⊂ A(1) ⊂ . . . ⊂ A
(A(m) := Γ(M,D(m))S) を持ち, grAはC[M]と次数付き Poisson代数として同型になる.

2.3 Springer resolutions

代表的な conical symplectic resolutionの例としては例えば Springer resolutionがある. G
をC上の半単純代数群, BをそのBorel部分群, U をBの冪単根基, T ⊂ BをCartan部分
群, NG ⊂ g := Lie(G)を冪零錐とする.

ÑG := {(gB,X) ∈ G/B × g | Ad(g)−1X ∈ Lie(U)}

を Springer resolutionと呼ぶ. g上のG不変で非退化な内積を固定し, gと g∗を同一視す
ると ÑGは T ∗(G/B)と同型になり, 従って smoothかつ symplectic formを持つ. さらに
第 2成分への射影 π : ÑG → NGは projectiveかつ birationalである. ÑGへの S作用は
s · (gB,X) = (gB, s−2X)により与える.

Proposition 14. 1. ÑGは conical symplectic resolutionで, その affinizationはNG.

2. NGの symplectic leafはGの adjoint作用に関する軌道で与えられる.

3. λ ∈ H2(ÑG,C) ≃ t∗に対応するC[NG]の量子化はU(g)/(Kerχλ). ここでU(g)は gの
普遍包絡環であり, Z(g)をその中心とすると χλ : Z(g) → Cは highest weight λ − ρ
のVerma加群の中心指標である.

2.4 Slodowy varieties

Springer resolutionを冪零軌道の sliceに制限することで別の conical symplectic resolution
が得られる. e ∈ NGを冪零元, (e, h, f)を eを含む sl2-tripleとする. zg(f)を gの中での f
の centralizerとする. このとき Se := (e + zg(f)) ∩ NGを Slodowy sliceと呼び, そこへの
Springer resolutionの制限を π : S̃e → Seと書く. S̃eを Slodowy varietyと呼ぶ. S̃eへの S
作用は s · (gB,X) = (shgB, s−2 Ad(sh)X)により定める. e ∈ Seは Seの唯一の S固定点に
なる.
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Proposition 15. 1. S̃eは conical symplectic resolutionで, その affinizationは Se.

2. Seの symplectic leafはGの adjoint軌道と e+ zg(f)の共通部分.

3. λ ∈ H2(S̃e,C)がH2(ÑG,C)から来ているとき, 対応するC[Se]の量子化は有限W-代
数の central quotient.

Remark 16. 一部の例外を除いて (特に G が simply-laced ならいつでも) H2(S̃e,C) ≃
H2(ÑG,C) (cf. [5], [16])

2.5 Cotangent bundle of partial flag varieties

B ⊂ P ⊂ Gを放物型部分群とする. Springer resolutionは T ∗(G/B)と同一視できたが,
一般に T ∗(G/P )もまた conical symplectic resolutionとなり, 例えば A型の場合にはその
affinizationも具体的に与えられる. 簡単のためここではG = SLnとする. P を放物型部分
群, LP をその Levi部分群, UP を P の冪単根基とする. LP の blockの大きさをみることで
分割 λ ⊢ nが定まる. NP := Ad(G) Lie(UP ) ⊂ NGとおく. このとき

T ∗(G/P ) ≃ {(gP,X) ∈ G/P × g | Ad(g)−1X ∈ Lie(UP )}

であり, 第 2成分への射影は π : T ∗(G/P ) → NP という射を与える. T ∗(G/P )への S作用
は Springer resolutionの場合と同じく s · (gP,X) = (gP, s−2X)で与える.

Proposition 17. 1. NP = ŌλT .

2. T ∗(G/P )は conical symplectic resolutionで, その affinizationはNP .

3. NP の symplectic leafはGの adjoint軌道.

Remark 18. A型以外では一般に πは generically finiteで, πが birationalでもNP (これ
はRichardson orbitと呼ばれる冪零軌道の閉包になる)は normalとは限らない.

2.6 Other examples

他にも

• S3-variety : Slodowy varietyの放物版 (特に S̃eや T ∗(G/P )を含む)

• hypertoric variety : C2nのトーラスによるHamiltonian reductionであって smoothな
もの

• C2上の n点のHilbertスキームHilbn(C2), あるいはより一般にC2/Γの crepant res-

olution上の n点のHilbertスキームHilbn(C̃2/Γ) (Γ ⊂ SL2 : 有限部分群)

• P2上の framed torsion-free sheafのmoduli空間

• affine GrassmannnianG((ϵ))/G[[ϵ]]のG[[ϵ]]-軌道の閉包の中での別のG[[ϵ]]-軌道の transver-
sal sliceの resolution (存在すれば)

• 箙多様体

などが conical symplectic resolutionの例になっている.
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2.7 Poisson deformation

既に述べたようにMの非可換方向への変形のパラメータは ť := H2(M,C)で与えられてい
たが, 同様に可換な方向への変形のパラメータも ťで与えられることが知られている. ここ
での変形は Poisson構造のデータ込みで考えている.

(X, {, })をPoissonスキームとする. ArtCを局所ArtinC-代数 (A,mA)であってA/mA ≃
Cとなるもののなす圏とする. (A,mA) ∈ ArtCに対して, (X, {, })の S = Spec(A)上無限小
Poisson変形とは, 平坦射X → Sと S上 relativeな Poisson構造 {, } : OX × OX → OX の
組であってmAに対応する点に制限したとき (X, {, })と一致するようなもののことを言う.
PDX で (A,mA)に対して S上の Poisson変形全体の集合を対応させる ArtCから集合の圏
への関手を表す. このとき, MやM0のPoisson変形に関して例えば次のような結果が知ら
れている.

Theorem 19 (Namikawa [21], [22], [23]). 以下の性質を満たす可換図式が存在する.

M //

f

��

M0

g

��

ť
h // ť/W

1. Wは有限群 (Namikawa Weyl群と呼ばれる)で, Wは ťに作用する.

2. M → ť, M0 → ť/Wの原点での formal completionは PDM, PDM0 を pro-represent
する. 特に f−1(0) ≃Mかつ g−1(h(0)) ≃M0.

3. ťの有限個の余次元 1の線型部分空間 Ȟ = {H}が存在して, t ∈ ťに対し, f−1(t) ≇
g−1(h(t))であることと, t ∈ ∪H∈ȞHとなることは同値.

2.8 Grothendieck simultaneous resolutions

M = ÑGの場合, 上の定理に現れる可換図式はGrothendieck simultaneous resolutionとし
てよく知られたものになる. このとき ť ≃ t∗ ≃ tとなり, Namikawa Weyl群は通常のWeyl
群と一致する. M0 ≃ gであり, 射M0 → ť/Wは自然な射 g → g//G ≃ t/Wにより与えら
れる. Mは

g̃ := {(gB,X) ∈ G/B × g | Ad(g)−1X ∈ b}
で与えられ, 射M → ťは Ad(g)−1X の b/[b, b] ≃ tでの像を対応させることで得られる.
πg : M → M0は第 2成分への射影とする. このとき, Ȟは corootが定める hyperplane
(⊂ t∗)と一致する. したがって一般の conical symplectic resolutionに対する Ȟは coroot
hyperplaneの類似とみなせる.

ÑG � o

��?
??

??
??

?

��

// NG

��

� p

""DD
DD

DD
DD

DD

g̃ //

��

g

��

{0} � o

��?
??

??
??

?
// {0} � p

""DD
DD

DD
DD

t // t/W
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2.9 Weyl group action

Grothendieck simultaneous resolutionを用いると Springer fiberのコホモロジーへのWeyl
群作用が以下のように構成できる.

Proposition 20. πg : g̃→ gは small, つまり codimg{X ∈ g | dimπ−1g (X) ≥ d} > 2dが任
意の d ∈ Z>0に対して成り立つ.

このことから πg∗Cg̃ ≃ IC(grs, (πg∗Cg̃) |grs)となることがわかる. ここで grsは regular
semisimple元からなる locusであり, ICは intermediate extensionである. πgの grsへの制
限はW-coveringになっていることから (πg∗Cg̃) |grs にはW が作用する. ICを取る操作は
functorialであるから πg∗Cg̃にもWが作用する. e ∈ gでのファイバーを取るとH(Be,C)へ
のW作用が得られる.
同様にしてH∗(M,C)にはNamikawa Weyl群が作用することもわかる.

3 Conjectures

3.1 Category O
Braden-Licata-Proudfoot-Websterにより提唱された symplectic dualityでは conical sym-
plectic resolutionに別の良い T := C∗作用が入る状況を考える. 以下, conical symplectic
resolutionとそこへの T作用の組 (M, S,T)に次の条件を仮定する.

1. TのMへの作用はHamiltonianであり, Sの作用と可換.

2. MTは有限集合.

3. M0のminimal symplectic leafは {o}.

Q ∈ Q(M, ω)から§2.2で述べたようにDや代数 Aを構成すると, Aには Tが作用す
る. その weightへの分解を A = ⊕i∈ZAi と書く. Oa を有限生成 A加群であって A≥0 が
locally finiteに作用するものからなる圏とする. またOgを “good”な S-同変D-加群であっ
て supportがM+ := {p ∈ M | limT∋t→0 t · p exists}に入るものからなる圏とする (詳細は
[3]を参照).
例えばM = ÑGで量子化のパラメータが regular, つまりWeyl群の作用に関する sta-

bilizerが自明になるとき, Oa は通常の BGG category Oと圏同値になる. 従って Oa は
category Oの一般化とみなせる. Beilinson-Bernstein型の局所化定理の類似として, 多くの
パラメータでOa ≃ Ogが成り立つことが知られている ([4]). 局所化定理が成り立つとき,
Oでその category Oを表すことにする. また 2つの量子化のパラメータがH∗(M,Z)だけ
異なるとき, 対応するOgは圏同値になることも知られている ([3]).

Theorem 21 (Braden-Licata-Proudfoot-Webster [3]). Ogは highest weight category.

Conjecture 22 (Braden-Licata-Proudfoot-Webster [3]). Oは (standard) Koszul.
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3.2 Symplectic duality

(M,S,T)を上のとおりとする. Gを Sと可換なMのHamiltonian symplectomorphismの
なす群とする. これは簡約代数群になる. T ⊂ Gを Tを含む (唯一の)極大トーラス (cf.
[3]), WをGのWeyl群とする. Mに対する coroot(正確にはそれが定める hyperplane)の
概念は既に述べたが, Mに対する rootの概念も, MT = MT ⊂ Mの normal bundleに現
れる T-weightとして定義することができる (例えば [20]). HをMの rootが定める tの
hyperplaneの集合とする.

Conjecture 23 (Braden-Licata-Proudfoot-Webster [3]). 別のconical symplectic resolution
と良い C∗作用の組 (M!, ω!, S!,T!) (symplectic dualと呼ばれる)が存在して, M!に対応す

る記号には !を付けることにすると

1. OとO!はKoszul dual. ここで量子化のパラメータは “integral”なものを取る (詳細
は [3]を参照).

2. W ≃W!かつW ≃W!.

3. ť ≃ t!かつ t ≃ ť!, つまり変形パラメータと同変パラメータが入れ替わる.

4. Ȟ = H!かつH = Ȟ!, つまり coroot hyperplaneと root hyperplaneが入れ替わる.

5. etc.

Remark 24. (M!, ω!,S!,T!)の symplectic dualは (M, ω,S,T).

例としては以下の様なペアが symplectic dualであると考えられている.

• NGとNǦは symplectic dual (ǦはGの Langlands双対).

• A型 S3 varietyは別のA型 S3 varietyと symplectic dual.

• hypertoric varietyは別の (Gale dualな) hypertoric varietyと symplectic dual.

• Hilbn0 (C2) (Hilbn(C2)の閉部分多様体であって台の重心が原点になる locus)はHilbn0 (C2)
と symplectic dual.

• Hilbn( ˜C2/(Z/rZ))は P2上の rank r, c2 = nの framed torsion free sheafのmoduliと
symplectic dual.

• ADE型 quiver variety (であって良いC∗作用を持つもの)はある affine Grassmannian
の slice (であって resolutionを持つもの)と symplectic dual.

3.3 Conjectures

本題に戻り symplectic dualityとDeConcini-Procesi-Tanisakiの定理との関係について説明
する. そのためにまずこの定理の symplectic dual版と言える命題を述べる.
再びG = GLnとする. P = LPUP ⊂ Gを放物型部分群とする. e ∈ lP = Lie(LP )を

Leviの中で regularになるような冪零元とする. λ ⊢ nを P に対応する分割とすると, eの
Jordan typeは λである. eを含む sl2-triple (e, h, f)を取る.

Remark 25. S̃eと T ∗(G/P )は symplectic dual.
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Proposition 26 ([13]). 次数付き代数として

H∗(G/P,C) ≃ C[(e+ zlP (f)) ∩ Se].

ここで右辺の次数は S作用から定まるもの.

Remark 27. 両辺の各次数ごとの次元が一致することは例えば [19]から読み取れる.

Proposition 17を用いてDeConcini-Procesi-Tanisakiの定理を言い換えると

H∗(Be,C) ≃ C[t ∩NP ]

となる. これらを比較するとT ∗(G/P )の central fiberのコホモロジー環が S̃eの affinization
を用いて書け, 逆に S̃eの central fiberのコホモロジー環が T ∗(G/P )の affinizationを用い
て書けていることが見て取れる. Proposition 9より central fiberのコホモロジー環は全体
のコホモロジー環と同型であるから, 一般に conical symplectic resolutionのコホモロジー
環がその symplectic dualの座標環を用いて書けることが期待される.
スキーム論的な共通部分 t∩NP や (e+ zlP (f))∩Seの一般化を述べるために記号を準備

する. HをC上定義されたトーラスとし, X = Spec(R)をC上のスキームであってHが作
用するものとしたとき, その固定点スキームXH ([11])をH作用に関するweightが 0でな
い homogeneousな元全体で生成されるイデアルで定義される閉部分スキームとする. する
と t∩NP = N T

P , (e+ zlP (f))∩ Se = S
Z(LP )
e と書けることがわかる. これを一般化して次の

予想を得る.

Conjecture 28 ([13]). MとM!が symplectic dualのとき, 次数付き代数として

H∗(M,C) ≃ C[(M!
0)

T!

],

H∗(M!,C) ≃ C[(M0)
T].

ここで右辺の次数は S!, S作用から定まるもの.

Theorem 29 ([13]). この予想はA型 S3 variety, hypertoric variety, Hilbn0 (C2)の場合に正
しい.

証明は各々の場合に知られているコホモロジー環の記述を用いて明示的に同型を作るこ

とにより得られる. コホモロジー環の記述としてはA型 S3 varietyの場合は [6], hypertoric
varietyの場合は [12]や [15], Hilbn0 (C2)の場合は [17]や [25]で知られている.
すでに述べたようにH∗(M,C)にはNamikawa Weyl群Wが自然に作用する. 一方でW

がC[(M0)
T]に自然に作用することもすぐにわかる. 従って次のように予想することは自然

であると思われる.

Conjecture 30. 予想の同型はW ≃W!, W! ≃W作用と compatible.

また, symplectic dualityにおいては変形パラメータと同変パラメータが入れ替わるこ
とを思い出すと次の予想が得られる.

Conjecture 31. 次数付き代数として

H∗G!(M
!,C) ≃ C[MT

0 ],

H∗T!(M
!,C) ≃ C[(̌t×ť/WM0)

T].
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上では symplectic formを保つ群作用に関する同変コホモロジーを考えたが, symplectic
formを保たない S作用に関する同変コホモロジーに関しても次のように予想することがで
きる. Aを canonicalな量子化から定まるC[M]の量子化とする. Aは filtrationを持つので,
そのRees代数Aℏを考えることができる. ここで ℏはRees代数を取るときに付け加えられ
るパラメータである. Akℏを T-weightが kの部分とする.

Conjecture 32. 次数付き代数として

H∗S!(M
!,C) ≃ A0

ℏ/(
∑
k>0

A−kℏ Akℏ).

ただしH∗S!(pt) ≃ C[ℏ]とみなす.
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Boston Inc., Boston, MA, 1997

[9] C. DeConcini, G. Lusztig, C. Procesi, Homology of the zero-set of a nilpotent
vector field on a flag manifold, J. Amer. Math. Soc. 1 (1988), no. 1, 15–34

[10] C. DeConcini, C. Procesi, Symmetric functions, conjugacy classes and the flag
variety, Invent. Math., 64 (1981), 203–219

[11] J. Fogarty, Fixed point schemes, Amer. J. Math., 95 (1973), 35–51

[12] T. Hausel, B. Sturmfels, Toric hyperKähler varieties, Doc. Math., 7 (2002), 495–
534



11

[13] T. Hikita, An algebro-geometric realization of the cohomology ring of Hilbert
scheme of points in the affine plane, arXiv:1501.02430

[14] D. Kaledin, Symplectic singularities from the Poisson point of view, J. Reine
Angew. Math. 600 (2006), 135–156

[15] H. Konno, Cohomology rings of toric hyperkähler manifolds, Internat. J. Math.,
11 (2000), 1001–1026

[16] M. Lehn, Y. Namikawa, C. Sorger, Slodowy slices and universal Poisson deforma-
tions, Compos. Math. 148 (2012), no. 1, 121–144

[17] M. Lehn, C. Sorger, Symmetric groups and the cup product on the cohomology
of Hilbert schemes, Duke Math. J., 110 (2001), 345–357

[18] I. Losev, Isomorphisms of quantizations via quantization of resolutions, Adv.
Math. 231 (2012), no. 3-4, 1216–1270

[19] G. Lusztig, Bases in equivariant K-theory. II, Represent. Theory., 3 (1999), 281–
353

[20] D. Maulik, A. Okounkov, Quantum Groups and Quantum Cohomology,
arXiv:1211.1287

[21] Y. Namikawa, Poisson deformations of affine symplectic varieties, Duke Math. J.
156 (2011), no. 1, 51–85

[22] Y. Namikawa, Poisson deformations of affine symplectic varieties, II, Kyoto J.
Math. 50 (2010), no. 4, 727–752

[23] Y. Namikawa, Poisson deformations and birational geometry, J. Math. Sci. Univ.
Tokyo 22 (2015), no. 1, 339–359

[24] T. Tanisaki, Defining ideals of the closures of the conjugacy classes and represen-
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