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1 導入

複素数列 a = {an}n∈I に対して, a の (ゼータ) 正規化積が以下で定義される.

∐∏

n∈I

an := exp
(
− d

dw
ζa(w)

∣∣∣
w=0

)
.

ここで ζa(w) :=
∑

n∈I a−w
n は aに付随するゼータ関数である. 正規化積の存在を保証するため, ζa(w)

は十分右半平面で絶対収束し, w = 0を含む領域まで有理型接続され,さらに w = 0では正則であると
仮定する. 正規化積は通常の積の一般化になっている. 実際 I が有限集合の場合,

∐∏
n∈I an =

∏
n∈I an

が成り立つ. ただし, 通常の積で自然に成り立つような性質, 例えば二つの数列の積の正規化積がそ
れぞれの正規化積の積になったり, 絶対値を取ったものの数列の正規化積がその正規化積の絶対値を
取ったものと一致したりするかどうかは, それぞれの正規化積の存在も含めて一般に定かではない (正
規化積の一般論については, 例えば [16] を参照にされたい).
正規化積の研究で最も基本的かつ重要な例は, Lerch の公式 ([18]) と呼ばれる以下の公式である.

√
2π

Γ(z)
=

∐∏

n≥0

(n + z).

これは, 言いかえれば Hurwitz ゼータ関数 ζ(w, z) :=
∑

n≥0(n + z)−w のw = 0 での微分がガンマ関
数で書けるということを意味している. この公式を逆に見ることで, ガンマ関数の様々な一般化が得
られる. 例えば, 重要な例として, 次で定義される Barnes の多重ガンマ関数 ([3]) が挙げられる.

1
Γm(z)

:=
∐∏

n1,...,nm≥0

(n1 + · · ·+ nm + z).

この場合,対応するゼータ関数は ζm(w, z) :=
∑

n1,...,nm≥0(n1+· · ·+nm+z)−w であり,これは Barnes
の多重ゼータ関数 (または多重 Hurwitz ゼータ関数) と呼ばれるものである. この級数は Re (w) > m

で絶対収束し, 全平面に有理型接続され, w = 1, 2, . . . , m に一位の極を持つ. Γm(z) は通常のガンマ
関数同様 z = −n (n ≥ 0) に極を持つが, その位数は 1 ではなく,

(
n+m−1

m−1

)
となる.

一般に, 正規化積
∐∏

n∈I(an + z) で定義される関数は, 存在が証明されれば −an (n ∈ I) のみに零
点を持つ非零な整関数になることが示される ([9]). この意味で, 与えられた関数の正規化積表示を得
ることは重要である. 例えば Lerch の公式はガンマ関数の正規化積表示と見ることができるが, 上記
を踏まえれば, その右辺を見るだけでそれが −n (n ≥ 0) のみに一位の極を持つ有理型関数であるこ
とが分かる.
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本稿で中心となる正規化積の二つの結果を紹介する.

Selberg ゼータ関数の正規化積 (行列式) 表示

H を複素上半平面, Γ を SL 2(R) の余コンパクトでねじれのない離散部分群とする. このとき Γ\H
には種数 g が 2 以上の負定曲率のコンパクトリーマン面の構造が入る. ∆Γ = −y2( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 ) を
Γ\H 上の関数に作用するラプラシアンとし, 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · → ∞ をその固有値とする.
Re (z) > 0 とすると, ∆Γ のスペクトルゼータ関数 ζ∆Γ

(w, z) :=
∑

j≥0(λj + z)−w は Re (w) > 1 で
絶対収束し, w の関数として全平面に有理型接続され, w = 1 のみに一位の極を持つことが示される.
特に, w = 0 では正則となる. ラプラシアンの行列式を, 以下のように固有値の正規化積として定義
する.

det (∆Γ + z) :=
∐∏

j≥0

(λj + z) = exp
(
− ∂

∂w
ζ∆Γ

(w, z)
∣∣∣
w=0

)
.

Voros によって, 以下の等式が得られた ([5, 23] も参照).

定理 1.1 (Selberg ゼータ関数の行列式表示 [27]).

det
(
∆Γ − s(1− s)

)
= φ(s)g−1ZΓ(s).(1.1)

ただし, φ(s) は以下で定まる有理型関数である.

φ(s) : = e−2(s− 1
2
)2Γ1(s)−2Γ2(s)4.

また, ZΓ(s) は Γ に付随する Selberg ゼータ関数である.

以下, Selberg ゼータ関数 ZΓ(s) の基本的な性質について述べておく. まず ZΓ(s) は以下のオイ
ラー積で定義される.

ZΓ(s) :=
∏

P∈Prim (Γ)

∞∏

n=0

(
1−N(P )−s−n

)
.

ここで Prim (Γ) は Γ の素な双曲的共役類全体のなす集合, N(P ) は P ∈ Prim (Γ) のノルム (P の
固有値の小さくない方の平方) である. この無限積は Re (s) > 1 で絶対収束する. ZΓ(s) は全平面に
解析接続され, 関数等式

ZΓ(1− s) =
(
S1(s)2S2(s)−4

)g−1
ZΓ(s)

を満たす. ここで Sn(z) := Γn(z)−1Γn(n− z)(−1)n
は (正規化された) 多重サイン関数 ([12]) である.

また, 完備 Selberg ゼータ関数を

ΞΓ(s) :=
(
Γ2(s)2Γ2(s + 1)2

)g−1
ZΓ(s)

と定義すれば, 関数等式は次の対称形と同値になる.

ΞΓ(1− s) = ΞΓ(s).

Selberg ゼータ関数は Riemann 予想の類似を満たすことも知られている. 実際, ZΓ(s) は s = 1, 0,
−k (k ∈ N) にそれぞれ 1, 2g − 1, 2(g − 1)(2k + 1) 位の零点を持つが (これらの零点は多重ガンマ関
数から来るので, Riemann ゼータ関数の場合と同様に自明零点と呼ばれる), それ以外の零点は有限個
を除いてすべて Re (s) = 1

2 上にあることが示される. より詳しく, λj = r2
j + 1

4 と書き, α±j := 1
2 ± irj

とおくと, s = α±j は ZΓ(s) の零点になる (これらの零点は非自明零点と呼ばれる). ここで rj は



0 ≤ λj < 1
4 のとき rj ∈ iR>0, それ以外では rj ≥ 0 と取る. これより 0 ≤ λj < 1

4 のとき α±j ∈ [0, 1],
それ以外では Re (α±j ) = 1

2 となる. 0 ≤ λj < 1
4 に対応する有限個の零点を例外零点と呼ぶ.

行列式公式 (1.1) は Selberg ゼータ関数の正規化積表示と見ることもできる. それゆえ, この表示
から ZΓ(s) の零点の情報を得ることも可能である. 実際, 非自明零点 α±j の正体は, 正規化積表示の
“因子” に現れる二次方程式 λj − s(1− s) = 0 の二つの解である.

Riemann ゼータ関数の正規化積表示

ζ(w) :=
∑

n≥1 n−w を Riemann ゼータ関数とし, R を ζ(w) の非自明零点全体のなす集合とする.
Deninger によって次の公式が得られた ([25] も参照のこと).

定理 1.2 (Riemann ゼータ関数の正規化積表示 [4]).

Ξ(z) :=
∐∏

ρ∈R

(z − ρ

2π

)
= 2−

1
2
z(z − 1)
(2π)2

Λ(z).

ここで Λ(z) := π−
z
2 Γ( z

2)ζ(z) は完備 Riemann ゼータ関数である.

この場合, 対応するゼータ関数は ξ(w, z) :=
∑

ρ∈R( z−ρ
2π )−w である. Re (z) > 1 とすると, この級数

は Re (w) > 1 で絶対収束し, 全平面に有理型接続され, w = 1 にのみ一位の極を持つことが示される
(後述の命題 3.6 を参照). 特に w = 0 では正則なので, Ξ(z) が定義できることに注意しておく.
この公式は Riemann ゼータ関数の正規化積表示と呼ばれる. その背後には, Riemann 予想解決へ
向けた一つのアイディアである Hilbert-Pólya 予想がある. すなわちそれは, Selberg ゼータ関数と同
様にRiemann ゼータ関数も然るべき作用素に関する行列式表示を持つであろうというものであり, 言
いかえれば, Riemann ゼータ関数の非自明零点も固有値的な解釈を持つであろうというものである.

本稿では上で述べた二つの正規化積の結果の “higher depth” な拡張を与える. ここで “higher
depth” とは, 一言で言えば, ゼータ関数の 0 での微分だけでなく, 負の整数点での微分も考えようと
いうものである. この研究は Milnor ([20]) による “深さ r のガンマ関数” の研究に端を発する. そこ
で, まずはそれについて説明する.
自然数 r に対して, Milnor は以下で定義される関数の研究を行った.

Γr(z) := exp
( ∂

∂w
ζ(w, z)

∣∣∣
w=1−r

)
.

Lerch の公式より, Γ1(z) = Γ(z)√
2π
となる. よって Γr(z) はガンマ関数の一般化を与える. 以下 Γr(z)

を Milnor ガンマ関数と呼ぶ. Milnor がこのような関数を研究した目的は, “Kubert 恒等式” ([11])
(正確にはそのある種の変形) を満たす関数を構成するためであった. Kubert 恒等式は, 例えば p-進整
数環 Zp などの副有限群上の測度を構成する際に用いられる (distribution の役割を果たす). Milnor
は Γr(z) のガンマ関数的性質, 例えば, 正の整数点での特殊値や, Stirling の公式 (z → +∞ の漸近
公式), 関数等式等について研究した. また, Kurokawa-Ochiai-Wakayama ([14]) によって, Γr(z) の
より深い解析的性質が研究された. 最近では Onodera ([22]) によって, 多重ゼータ値 (より正確には
Mordell-Tornheim 型の多重ゼータ値) の研究にも応用されている.

Milnor の研究を踏まえ, 数列 a の “深さ r の正規化積” を以下で定義する.

∐∏

n∈I

[r]
an := exp

(
− d

dw
ζa(w)

∣∣∣
w=1−r

)
.



定義を保証するため, ζa(w) は w = 1− r を含む領域まで有理型接続され, w = 1− r では正則である
ことを仮定する. これは明らかに通常の正規化積の一般化を与える. また, この記号を使えば, Milnor
ガンマ関数は Γr(z)−1 =

∐∏[r]
n≥0(n + z) と書くこともできる. 本稿の主目的は, まず “深さ r の正規化

積” で定義される以下の二つの関数を明示的に計算し (前者は “深さ r の行列式” と呼ぶべきもので
ある), そして, そこからどのような “ゼータ関数” が現れるかを調べることにある.

∐∏

j≥0

[r](
λj − s(1− s)

)
,

∐∏

ρ∈R

[r](z − ρ

2π

)
.

安直に考えれば, 前者からは Selberg ゼータ関数の, 後者からは Riemann ゼータ関数の一般化が得ら
れるはずである. ただし, ここで注意しなければならないのは, r ≥ 2 のとき, 一般に “深さ r の正規
化積” で定義される関数

∐∏[r]
n∈I(an + z) は−an (n ∈ I) に対数的分岐点を持つ多価関数になるという

ことである (それゆえ, Milnor ガンマ関数も多価関数となる). この事実は, I が有限集合の場合で簡
単に確認することができる.

∐∏

n∈I

[r]
(an + z) = exp

(
− ∂

∂w

∑

n∈I

1
(an + z)w

∣∣∣
w=1−r

)

=
∏

n∈I

exp
(
(an + z)r−1 log (an + z)

)
.

すなわち, r ≥ 2 のときは (an + z)r−1 が 1 にならず, 対数関数が生き残ってしまい, 結果として多価
性が出てしまう. この点に注意して, 本稿では分枝の取り方についても一部議論を行う (二節を参照).
なお, 本稿では偏角の主値を (−π, π] に取り, それを arg と書く. また, それに対応する対数関数の主
値を log と書く. それ以外の分枝を選ぶ場合は, その都度明記する.
本稿では高次元球面 Sn 上のラプラシアンの “深さ r の行列式” について触れることができなかっ

た. これについては, [29] を参照していただきたい.

2 ラプラシアンの “深さ r の行列式”

この節では Voros の結果 (定理 1.1) の “深さ r 版” について述べる. 詳しい証明等については [17]
(東京工業大学の黒川信重氏と九州大学の若山正人氏との共同研究) を参照していただきたい. 記号は
前節のものをそのまま用いる. なお, 議論を簡略化するため, 以下 ∆Γ が固有値 1

4 を持たない場合を
考える. この仮定は技術的なものであり, 本質的ではないことを注意しておく.

2.1 主結果

本節の主研究対象であるラプラシアンの “深さ r の行列式” について正確な定義を述べることから
始める. そのために, まずは前節で述べたスペクトルゼータ関数で, z = −s(1− s) としたものを考え
よう. Re

(−s(1 − s)
)

> 0 とする. ここで, この不等式が表す領域は二つの連結成分を持つことに注
意する (それぞれ Re (s) > 1, Re (s) < 0 にあり, 両者は Re (s) = 1

2 に関して対称である). スペクト
ルゼータ関数 ζ∆Γ

(w,−s(1− s)) =
∑

j≥0(λj − s(1− s))−w の各項
(
λj − s(1− s)

)−w は, もちろん対
数関数を用いて定義するのだが, 二次方程式 λj − s(1 − s) = 0 の解が s = α±j であること, および,
α±j が s = 1

2 に関して対称であることを鑑みて, ここでは各 j に対して

(
λj − s(1− s)

)−w := exp
(
−w log(j)

(
λj − s(1− s)

))



と定義する. ここで log(j) は, 以下で定まる対数関数の分枝である.

log(j)
(
λj − s(1− s)

)

:= log
∣∣λj − s(1− s)

∣∣ + i





(
arg+(s− α+

j ) + arg−(s− α−j )
)

(0 ≤ λj < 1
4),

arg
(
(s− α+

j )(s− α−j )
)

(λj > 1
4).

ただし, 偏角 arg± は, それぞれ −1
2π ≤ arg+ z < 3

2π, −3
2π ≤ arg− z < 1

2π に値を取るものとする.
λj > 1

4 のとき, log(j) = log である. よって log(j) は有限個を除いて主値と一致することに注意する
(なぜこのような分枝を選ぶかについては注意 2.7 を参照のこと). 各 j に対して, log(j)

(
λj−s(1−s)

)

は s = 1
2 に関して対称な領域

Wj :=




C \

([
α+

j , α+
j − i∞) ∪ [

α−j , α−j + i∞))
(0 ≤ λj < 1

4),

C \
([

α+
j ,

1
2

+ i∞) ∪ [
α−j ,

1
2
− i∞))

(λj > 1
4)

で一価正則となる (図 1, 2 を参照).

Im

Re0 1
αj
-

αj
+

図 1: Wj (0 ≤ λj < 1
4).

Im

Re0 1

αj
-

αj
+

図 2: Wj (λj > 1
4).

古典的な Mellin 変換 (積分表示) の議論を用いることで, ζ∆Γ
(w,−s(1− s)) は全平面に有理型接続

され, w = 1 のみに一位の極を持つことが示される. 特に, 任意の r ∈ N に対して, ζ∆Γ
(w,−s(1− s))

は w = 1− r で正則である. これを踏まえ, ラプラシアンの “深さ r の行列式” を以下で定義する.

DΓ,r(s) :=
∐∏

j≥0

[r](
λj − s(1− s)

)
= exp

(
− ∂

∂w
ζ∆Γ

(
w,−s(1− s)

)∣∣∣
w=1−r

)
.

DΓ,r(s) は Re (−s(1 − s)) > 0 で正則である. もちろん, r = 1 のとき, これは通常の正規化行列式
det

(
∆Γ − s(1− s)

)
に一致する. r = 1 の場合の議論は終わっているので, 以後 r ≥ 2 として考える.

(なお, 以下の議論は適当に修正すれば r = 1 の場合にも適用可能である.)
ΩΓ :=

⋂∞
j=0 Wj とする. 今, ∆Γ は 1

4 を固有値として持たない (つまり, 任意の j に対して α+
j =

α−j = 1
2 とはならない)と仮定しているので, ΩΓ は連結になる (図 3を参照). 標準的な方法で, DΓ,r(s)

は ΩΓ に解析接続されることが示される. 実際, 十分大きな T > 0 に対して,

DΓ,r(s) = e
(T )
Γ,r (s) ·D(T )

Γ,r (s)



と書くことができる. ここで e
(T )
Γ,r (s) :=

∏
0≤λj<T exp

((
λj − s(1− s)

)r−1 log(j)
(
λj − s(1− s)

))
であ

り, D(T )
Γ,r (s) はある非零な正則関数である (スペクトルゼータ関数の λj > T の部分に対応するもので

ある). T は任意なので, T →∞ とすれば, この表示は DΓ,r(s) の ΩΓ への解析接続を与える. また,
DΓ,r(s) は定義より明らかに関数等式DΓ,r(1− s) = DΓ,r(s) を満たす.

Im

Re0 1

図 3: ΩΓ.

本節の主結果は以下のとおりである ((i) はもうすでに示した).

定理 2.1. r ≥ 2 とする.

(i) DΓ,r(s) は ΩΓ に解析接続され, 関数等式 DΓ,r(1− s) = DΓ,r(s) を満たす.

(ii) DΓ,r(s) は以下の表示を持つ.

DΓ,r(s) = φr(s)g−1ZΓ,r(s).(2.1)

ここで, φr(s), ZΓ,r(s) は次の性質を満たす正則関数である.

(a) φr(s) は C \ (
(−∞,−1]∪ [0,−i∞)

)
上正則で, 以下のように多重ガンマ関数の積で書ける.

φr(s) = e
− (2r)!!

r2(2r−1)!!
(s− 1

2
)2r

2r∏

j=1

Γj(s)αr,j(s− 1
2
).

ただし, αr,j(t) は次で定まる偶多項式である.

αr,j(t) := 4
r∑

`=b j+1
2
c

(
r − 1
`− 1

)
(−1)`−1c2`,j

(1
2
)
t2r−2`.

ここで cr,j(z) :=
∑j−1

l=0

(
j−1

l

)
(−1)l(z − l − 1)r−1 とする.

(b) ZΓ,r(s) は ΩΓ \ (−∞,−1] 上正則で, “オイラー積表示” を持ち, 以下の関数等式を満たす.

ZΓ,r(1− s) =
( 2r∏

j=1

Sj(s)−αr,j(s− 1
2
)
)g−1

ZΓ,r(s).



r = 1, 2, 3 のとき, φr(s) の具体的な表示は以下のようになる.

例 2.1. t = s− 1
2 と書くと,

φ1(s) = e−2t2Γ1(s)−2Γ2(s)4,

φ2(s) = e−
2
3
t4Γ1(s)−2t2+ 1

2 Γ2(s)4t2−13Γ3(s)36Γ4(s)−24,

φ3(s) = e−
16
45

t6Γ1(s)−2t4+t2− 1
8 Γ2(s)4t4−26t2+ 121

4 Γ3(s)72t2−330Γ4(s)−48t2+1020Γ5(s)−1200Γ6(s)480.

これより φ1(s) = φ(s) がわかり, ZΓ,1(s) = ZΓ(s) もわかる. すなわち, (2.1) は Voros の結果
の拡張になっている. ZΓ,r(s) は Selberg ゼータ関数の Milnor 型の一般化なので, 本稿ではこれを
“Milnor-Selberg ゼータ関数” と呼ぶことにする. 以下, (ii)-(b) の Milnor-Selberg ゼータ関数につい
ての部分の補足説明を行う. なお, 定理の証明については本節の後半でその概略を述べる.

まず, 関数等式だが, Selberg ゼータ関数の場合同様, 以下のように対称な形で記述することも可能
である (これは, 多重ガンマ関数および多重サイン関数の差分公式を用いて示すことができる).

系 2.2. r ≥ 2 とする. α̂r,l(t) := (−1)l
∑2r−l

j=1

(
2r−j

l

)
αr,j(t) と定義する. また, 完備 Milnor-Selberg

ゼータ関数 ΞΓ,r(s) を以下のように定義する.

ΞΓ,r(s) :=
(2r−1∏

l=0

Γ2r(s + l)α̂r,l(s− 1
2
)
)g−1

ZΓ,r(s).

このとき, Milnor-Selberg ゼータ関数の関数等式は次の対称形と同値になる.

ΞΓ,r(1− s) = ΞΓ,r(s).

r = 1, 2, 3 のとき, ΞΓ,r(s) の具体的な表示は以下のようになる.

例 2.3. t = s− 1
2 と書くと,

ΞΓ,1(s) =
(
Γ2(s)2Γ2(s + 1)2

)g−1
ZΓ,1(s),

ΞΓ,2(s) =
(
Γ4(s)−

1
2
+2t2Γ4(s + 1)−

23
2
−2t2Γ4(s + 2)−

23
2
−2t2Γ4(s + 3)−

1
2
+2t2

)g−1
ZΓ,2(s),

ΞΓ,3(s) =
(
Γ6(s)

1
8
−t2+2t4Γ6(s + 1)

237
8
−21t2−6t4Γ6(s + 2)

841
4

+22t2+4t4

× Γ6(s + 3)
841
4

+22t2+4t4Γ6(s + 4)
237
8
−21t2−6t4Γ6(s + 5)

1
8
−t2+2t4

)g−1
ZΓ,3(s).

次に, “オイラー積表示” について説明する. そのために, 自然数 m に対して, 以下のオイラー積で
定義される関数 Z

(m)
Γ (s) を導入する.

Z
(m)
Γ (s) :=

∏

P∈Prim (Γ)

∞∏

n=0

Hm

(
N(P )−s−n

)(log N(P ))−m+1

.

ここで Hm(z) := exp(−Lim(z)) であり, Lim(z) :=
∑∞

k=1
zk

km は多重対数関数である. この無限積
は Re (s) > 1 で絶対収束する. m = 1 のとき, Li1(z) = − log (1− z) なので H1(z) = 1 − z とな
り, Z

(1)
Γ (s) = ZΓ(s) が従う. つまり, Z

(m)
Γ (s) も Selberg ゼータ関数の一般化を与える. 多重対数

関数を用いた一般化なので, ここではこれを “poly-Selberg ゼータ関数” と呼ぶことにする. Milnor-
Selberg ゼータ関数が “オイラー積表示” を持つとは, それが次のように (オイラー積で定義される)
poly-Selberg ゼータ関数の積で書ける, という意味である.



定理 2.2. Re (s) > 1 において, 以下の等式が成り立つ.

ZΓ,r(s) =

(
r−1∏

m=0

Z
(r+m)
Γ (s)

(r−1+m)!
m!(r−1−m)!

(2s−1)r−1−m

)(r−1)!(−1)r−1

.

r = 1, 2, 3 のとき, “オイラー積表示” は具体的には以下のようになる.

例 2.4. t = s− 1
2 と書くと,

ZΓ,1(s) = Z
(1)
Γ (s) = ZΓ(s),

ZΓ,2(s) = Z
(2)
Γ (s)−(2t)Z

(3)
Γ (s)−2,

ZΓ,3(s) = Z
(3)
Γ (s)2(2t)2Z

(4)
Γ (s)12(2t)Z

(5)
Γ (s)24.

m ≥ 2 のとき, よく知られているように Lim(z) は微分方程式 d
dzLim(z) = z−1Lim−1(z) を満

たす. これを用いれば, 実は Z
(m)
Γ (s) も (m − 1 階の) 微分方程式を満たすことが示される. そこ

には log ZΓ(s) が現れるので, それを用いれば Z
(m)
Γ (s) の log ZΓ(s) を被積分関数に持つ反復積分表

示が得られる. log ZΓ(s) が ΩΓ \ (−∞,−1] 上正則であることを踏まえば, この表示は Z
(m)
Γ (s) の

ΩΓ \ (−∞,−1] への解析接続を与えることがわかる. 以上をまとめると次のようになる.

命題 2.5. m ≥ 2 とする.

(i) Re (s) > 1 において, Z
(m)
Γ (s) は以下の微分方程式を満たす.

dm−1

dsm−1
log Z

(m)
Γ (s) = (−1)m−1 log ZΓ(s).

(ii) Re (a) > 1 を一つ固定すると, Z
(m)
Γ (s) は以下の反復積分表示を持つ.

Z
(m)
Γ (s) = Q

(m)
Γ (s, a) exp

(∫ s

a

∫ ξm−1

a
· · ·

∫ ξ2

a︸ ︷︷ ︸
m−1

log ZΓ(ξ1)dξ1 · · · dξm−1

)(−1)m−1

.

ここで Q
(m)
Γ (s, a) はQ

(m)
Γ (s, a) :=

∏m−2
k=0 Z

(m−k)
Γ (a)

(−1)k

k!
(s−a)k

で定まる整関数である. この表
示は Z

(m)
Γ (s) の ΩΓ \ (−∞,−1] への解析接続を与える.

Z
(m)
Γ (s) が ΩΓ \ (−∞,−1] で正則であることが分かったので, “オイラー積表示” から ZΓ,r(s) もそ

こで正則であることが分かる. さらに, 対数微分の計算を経由して, ZΓ,r(s) も Z
(m)
Γ (s) と同様の表示

を持つことが示される. この表示からも, ZΓ,r(s) が ΩΓ \ (−∞,−1] で正則であることが分かる.

系 2.6. r ≥ 2 とする.

(i) Re (s) > 1 において, ZΓ,r(s) は以下の微分方程式を満たす.

( 1
2s− 1

d

ds

)r−1
log ZΓ,r(s) = (r − 1)! log ZΓ(s).



(ii) Re (a) > 1 を一つ固定すると, ZΓ,r(s) は以下の反復積分表示を持つ.

ZΓ,r(s) = QΓ,r(s, a) exp

(∫ s

a

∫ ξr−1

a
· · ·

∫ ξ2

a︸ ︷︷ ︸
r−1

(r−1∏

j=1

(2ξj − 1)
)

log ZΓ(ξ1)dξ1 · · · dξr−1

)(r−1)!

.

ここで QΓ,r(s, a) はQΓ,r(s, a) :=
∏r−2

k=0 ZΓ,r−k(a)(
r−1

k )(s−a)k(s+a−1)k
で定まる整関数である.

以上により, Milnor-Selberg ゼータ関数は “ゼータ関数” と呼ぶにふさわしい性質をいくつか有す
ることが分かった. しかしながら, 現在のところ, それが何かに応用できるかどうかは不明である. た
だし, r = 1 の場合, すなわち Selberg ゼータ関数の場合に, それから素測地線定理が導かれることを
踏まえれば, 一般の r の場合にも何か幾何学的な応用があるのではないかと期待している. これにつ
いては今後の課題である.

注意 2.7. スペクトルゼータ関数を定義する際, 例外固有値に対応する j に対しては, 今回対数関数
の特別な分枝 (log(j) と書いた) を選んだ. もしすべての j に対して主値を選んだとすると, それで定
義される “深さ r の行列式” DΓ,r(s) はC \ ([0, 1] ∪ (1

2 + iR)) までしか解析接続できなくなってしま
う. すなわち, Re (s) = 1

2 を超えることができない. 今回の分枝の選び方は, “DΓ,r(s) が Re (s) = 1
2

を超えることができ, さらに連結かつ関数等式と整合性を持つような対称な領域 (今の場合は ΩΓ) に
解析接続できるための選び方である” という風に言うことができる. ただし, ∆Γ が 1

4 を固有値に持
つ場合は, 今回の選び方でも Re (s) = 1

2 を超えることができないことを注意しておく.

2.2 定理 2.1 の証明の概略

以下, 定理 2.1 の証明の概略を述べる. 証明では, 次に述べる Selberg の跡公式が重要となる.

命題 2.8 (Selberg の跡公式). 関数 f の Fourier 変換を f̂(r) :=
∫∞
−∞ f(x)e−irxdx と書く. f̂(r) は,

ある δ > 0に対して, 帯領域 {r ∈ C | |Im r| < 1
2 +δ}で正則で, f̂(−r) = f̂(r)かつ f̂(r) = O(|r|−2−δ)

(|r| → ∞) を満たすと仮定する. このとき次の等式が成り立つ.

∞∑

j=0

f̂(rj) =
∑

γ∈Hyp (Γ)

log N(δγ)

N(γ)
1
2 −N(γ)−

1
2

f
(
log N(γ)

)
+ (g − 1)

∫ ∞

−∞
f̂(r)r tanh(πr)dr.

ここで Hyp (Γ) は Γ の双曲的共役類全体のなす集合であり, 各 γ ∈ Hyp (Γ) に対して γ = P k (k は
ある自然数) として一意的に定まる元 P ∈ Prim (Γ) を δγ と書く.

“深さ r の行列式” を計算するためには, スペクトルゼータ関数の w = 1− r での微分が必要とな
る. ここでは計算を簡略化するため, あらかじめ w を w +1− r と平行移動して, それに対する w = 0
での微分を計算していく.

Re (w) > r, Re
(−s(1− s)

)
> 0 かつ Re (s) > 1 とする. まずはスペクトルゼータ関数の積分表示

(Mellin 変換による表示) から始める.

ζ∆Γ

(
w + 1− r,−s(1− s)

)
=

1
Γ(w + 1− r)

∫ ∞

0
ξw+1−re−t2ξ

( ∞∑

j=0

e−r2
j ξ

)dξ

ξ
.



ここで f(x) = 1
2
√

πξ
e
−x2

4ξ (すなわち f̂(r) = e−r2ξ) として Selberg の跡公式を使えば,

ζ∆Γ

(
w + 1− r,−s(1− s)

)
= ΘΓ,r(w, t) + 2(g − 1)

r−1∑

`=0

(
r − 1

`

)
t2(r−1−`)J2`+1(w, t)(2.2)

という表示式を得る. ここで

ΘΓ,r(w, t) :=
1

Γ(w + 1− r)

∫ ∞

0
ξw+1−rθΓ(ξ, t)

dξ

ξ
,

θΓ(ξ, t) :=
1

2
√

πξ

∑

γ∈Hyp (Γ)

log N(δγ)

N(γ)
1
2 −N(γ)−

1
2

e
−t2ξ− (log N(γ))2

4ξ

であり,

Jm(w, t) :=
∫ ∞

0
ϕm(x; w, t)dx,

ϕm(x; w, t) := (x2 + t2)−wxm tanh(πx)

とする. すべての γ ∈ Hyp (Γ) に対して log N(γ) > εΓ となるような εΓ > 0 が存在することに注
意すれば, ΘΓ,r(w, t) に現れる積分は任意の w ∈ C に対して絶対収束することが示される. よって,
ΘΓ,r(w, t) は w の関数として整関数になる. また, Jm(w, t) も w の関数として全平面に有理型接続
され, w = 0 では正則となることが示される (後述する). これより, (2.2) を両辺 w = 0 で微分すれ
ば, DΓ,r(s) の次のような表示式が得られる.

DΓ,r(s) = φr(s)g−1ZΓ,r(s).

ここで t = s− 1
2 と書き,

φr(s) :=
r−1∏

`=0

exp
(
− ∂

∂w
J2`+1(w, t)

∣∣∣
w=0

)2(r−1
` )t2(r−1−`)

,

ZΓ,r(s) := exp
(
− ∂

∂w
ΘΓ,r(w, t)

∣∣∣
w=0

)

と定義する. これらが (2.1) に現れる関数 φr(s), ZΓ,r(s) の正確な定義である. あとは φr(s) が多重
ガンマ関数の積で, ZΓ,r(s) が poly-Selberg ゼータ関数の積で書けることを示せば, 定理 2.1 の証明
は完了する. 以下, これらの事実を簡単に説明する.

最初に φr(s) についてだが, これは本質的に積分 Jm(w, t) および, その w = 0 での微分の計算が
できればよい. あとは (それなりに煩雑になるが) 得られた結果を掛けて整理するという組合せ論的
な議論に帰着される. まずは留数定理を用いることで,

Jm(w, t) =
im+1

cos(πw)

(
Jm,1(w, t) + Jm,2(w, t)

)

と計算できる. ここで,

Jm,1(w, t) := −t−2w sin(πw)
∫ t

0

(
1− ξ2

t2
)−w

ξm tan(πξ)dξ,

Jm,2(w, t) :=
∞∑

j=0

(
w + j − 1

j

)
t2jζ

(
2w + 2j −m,

1
2
)



とする. Jm,1(w, t) は原点と被積分関数の対数的特異点 z = it をつなぐ部分の積分で, Jm,2(w, t) は
各極 z = (k + 1

2)i (k ≥ 1) での留数の和を整理したものである. これらはいずれも w = 0 で正則な
ので, それぞれの微分を計算して整理すると次を得る.

∂

∂w
Jm(w, t)

∣∣∣
w=0

=
im+1

m + 1

(
H

(m− 1
2

)− 2H(m)
)
tm+1

+ 2im+1
m+1∑

k=1

(−1)k

(
m

k − 1

)
tm+1−k log Γk

(
t +

1
2
)
.

ここで H(m) :=
∑m

j=1
1
j は調和数, Γk(t) は Milnor ガンマ関数である. Milnor ガンマ関数は, 実は

Barnes の多重ガンマ関数のある多項式べきの積で書けることが知られている ([14]). そのときの多項
式が, 定理 2.1 (ii)-(a) に現れる cr,j(z) である. 従って, φr(s) を最終的に整理すると, Barnes の多重
ガンマ関数 (および cr,j(z)) が現れるのである.
もう一言言えば, 上記では Hurwitz ゼータ関数に対する次のような無限級数の計算が本質的になる.

Rm(t) :=
∞∑

j=1

ζ
(
2j + 1, 1

2

)

2j + m + 1
t2j+m+1.

この種の級数は, 数理物理など様々な分野に現れているようである ([1, 10], [24] も参照). Rm(t) は,
Milnorガンマ関数を使えば以下のように明示的に計算することが可能である. 上記で ∂

∂wJm(w, t)
∣∣
w=0

を整理する際, この公式を用いた.

命題 2.9. m ≥ 1 とすると,

Rm(t) =
m+1∑

k=1

(−1)k

(
m

k − 1

)
tm+1−k log Γk

(
t +

1
2
)− 1

2
log Cm+1(t)

− 1
m + 1

(
H(m)− ψ

(1
2
))

tm+1 +
1
2

m−1
2∑

j=1

Bm+1−2j(1
2)

j(m + 1− 2j)
t2j − log Γm+1

(1
2
)
.

ここで ψ(z) := d
dz log Γ(z) = Γ′(z)

Γ(z) はディガンマ関数, Bm(z) は Bernoulli 多項式, Cm(t) は (基本)
多重コサイン関数 ([12, 13]) である.

次に, Milnor-Selberg ゼータ関数 ZΓ,r(s) の “オイラー積表示” を導く. まず, poly-Selberg ゼータ
関数 Z

(m)
Γ (s) の定義から, その対数が以下のように計算できることに注意しておく.

− log Z
(m)
Γ (s) =

∑

γ∈Hyp (Γ)

log N(δγ)

N(γ)
1
2 −N(γ)−

1
2

N(γ)−s+ 1
2

(log N(γ))m
.

第二種変形 Bessel 関数 Kw(z) の積分表示
∫ ∞

0
ξwe

−(aξ+ b
ξ
) dξ

ξ
= 2

( b

a

)w
2
Kw(2a

1
2 b

1
2 )

を用いると, ΘΓ,r(w, t) は次のように書くことができる.

ΘΓ,r(w, t) =
1√

πΓ(w + 1− r)

×
∑

γ∈Hyp (Γ)

log N(δγ)

N(γ)
1
2 −N(γ)−

1
2

( log N(γ)
2t

)w+ 1
2
−r

Kw+ 1
2
−r

(
t log N(γ)

)
.



この式を w = 0 で微分すれば, 上記 log Z
(m)
Γ (s) の表示とKw(z) のよく知られた公式

K 1
2
−r(z) =

( π

2z

) 1
2
e−z

r−1∑

m=0

(2z)−m (r − 1 + m)!
m!(r − 1−m)!

(例えば [6] を参照) を用いることで

log ZΓ,r(s) = − ∂

∂w
ΘΓ,r(w, t)

∣∣∣
w=0

= (−1)r−1(r − 1)!
r−1∑

m=0

(r − 1 + m)!
m!(r − 1−m)!

(2t)r−1−m log Z
(r+m)
Γ (s).

を得る. これを指数関数で持ち上げたものが, “オイラー積表示” になる.

3 保型 L-関数の非自明零点に関する “深さ r の正規化積”

この節では Deninger の結果 (定理 1.2) の “深さ r 版” について述べる. 詳しい証明等について
は, 今度は [28] (九州大学の若山正人氏との共同研究) を参照していただきたい. Deninger の結果は
Riemann ゼータ関数に対するものであったが, ここではもっと一般に GLd の既約カスプ保型表現に
付随する L-関数 (以下, カスプ保型 L-関数という) に対して議論を行い, その上で結果を拡張する.

3.1 主結果

まずはカスプ保型 L-関数について簡単に復習する (一般論については, 例えば [7] を参照のこと).
K を n 次の代数体とし, OK を K の整数環, AK を K のアデール環とする. Sf , S∞ をそれぞれ K

の有限素点, 無限素点全体のなす集合とする. S∞ = SR t SC と書く. すなわち, SR は K の実素点,
SC は複素素点全体のなす集合である. それぞれの元の個数を r1, r2 と書く. π = ⊗vπv をアデール
群 GLd(AK) の既約カスプ保型表現とする. このとき π に付随する L-関数 L(w, π) が, 以下のオイ
ラー積で定義される.

L(w, π) :=
∏

v∈Sf

d∏

j=1

(
1− αv,j(π)q−w

v

)−1
.

ここで qv は K の v での剰余体の位数であり, αv,j(π) は πv から定まるある複素数である. この無
限積は Re (w) > 1 で絶対収束する. 次に, ガンマ因子 L∞(w, π) を以下のように定める.

L∞(w, π) :=
∏

v∈S∞

d∏

j=1

Γv

(
w + µv,j(π)

)
.

ここで

Γv(w) := Nv(Nvπ)−
Nvw

2 Γ
(Nvw

2

)

と定義する. ただし, Nv は v ∈ SR のとき 1, それ以外では 2 と定義する. また, µv,j(π) は πv から
定まるある複素数である. さらに, 完備 L-関数 Λ(w, π) を以下で定める.

Λ(w, π) := L∞(w, π)L(w, π).



Λ(w, π) は全平面に有理型接続される. より詳しく, d = 1 かつ π = 1 (1 は自明表現) のとき, すなわ
ち L(w, π) が K の Dedekind ゼータ関数 ζK(w) のとき, Λ(w, π) は w = 0, 1 に一位の極を持つ有理
型関数となり, それ以外のとき, Λ(w, π) は整関数となる. また, Λ(w, π) は以下の関数等式を満たす.

N
w
2

π Λ(w, π) = επN
1−w

2
π Λ(1− w, π).

ここで Nπ ∈ N は π の導手, επ は絶対値が 1 のある複素数, π は π の反傾表現である.
R(π) を L(w, π) の非自明零点 (つまり Λ(w, π) の零点) 全体のなす集合とする. Re (z) > 1 に対
して, 数列 { z−ρ

2π }ρ∈R(π) に付随するゼータ関数を ξ(w, z, π) と書く.

ξ(w, z, π) :=
∑

ρ∈R(π)

(z − ρ

2π

)−w
.

ここで, すべての ρ ∈ R(π) に対して
( z−ρ

2π

)−w は対数関数の主値を用いて定義されるものとする. こ
の級数は Re (w) > 1 で絶対収束する. 本節の主目的は, “深さ r の正規化積” で定義される以下の関
数 Ξr(z, π) を明示的に計算することである.

Ξr(z, π) :=
∐∏

ρ∈R(π)

[r](z − ρ

2π

)
= exp

(
− ∂

∂w
ξ(w, z, π)

∣∣∣
w=1−r

)
.

後述の命題 3.6 より, 任意の r ∈ N に対して Ξr(z, π) は定義可能であることに注意しておく.
結果を先に言ってしまうと, この場合も前節同様 “poly L-関数” と呼ぶべき関数が本質的に現れる.
詳細を記述するためにいくつか関数を準備する. まずは L-関数の “深さ r 版” を以下のオイラー積で
定義する.

Lr(w, π) :=
∏

v∈Sf

d∏

j=1

Hr

(
αv,j(π)q−w

v

)−(log qv)1−r

.

ここで Hr(z) は, 前節同様多重対数関数 Lir(z) を用いて定義される関数である. Lr(w, π) を “poly
L-関数”と呼ぶことにする. [19] ([8]も参照)で得られた αv,j(π)の評価式

∣∣logqv
|αv,j(π)|∣∣ < 1

2 − 1
d2+1

を用いれば, この無限積が少なくとも Re (w) > 3
2 − 1

d2+1
(≥ 1) で絶対収束することが示される.

ただし, r = 1 の場合のように, 絶対収束域が Re (w) > 1 となるかは不明である. r = 1 のとき,
L1(w, π) = L(w, π) となる. よって Lr(w, π) は L(w, π) の一般化を与える (注意 3.4 を参照). 次に,
ガンマ因子の “深さ r 版” を以下で定義する.

Lr,∞(w, π) :=
∏

v∈S∞

d∏

j=1

Γr,v

(
w + µv,j(π)

)
.

ここで, 各 v ∈ S∞ に対して,

Γr,v(w) :=
√

2Nv(Nvπ)−
1
r
(Nvπ)1−rBr(Nvw

2
)Γr

(Nvw

2

)(Nvπ)1−r

と定義する. ただし, Br(w)は Bernoulli多項式, Γr(w)はMilnorガンマ関数である. B1(w) = w− 1
2 ,

Γ1(w) = Γ(w)√
2π
を用いれば, Γ1,v(w) = Γv(w) が分かる. よって L1,∞(w, π) = L∞(w, π) となる. 最後

に, 完備 L-関数の “深さ r 版” を以下のように定義する.

Λr(w, π) := Lr,∞(w, π)Lr(w, π)(−1)r−1(r−1)!(2π)1−r
.

上記を踏まえれば, Λ1(w, π) = Λ(w, π) がすぐに従う.
本節の主結果は以下の通りである.



定理 3.1. Re (z) > 3
2 − 1

d2+1
のとき, 次の等式が成り立つ.

Ξr(z, π) =
∐∏

ρ∈R(π)

[r](z − ρ

2π

)
= 2−

1
2
nd

[( z

2π

)( z
2π

)r−1(z − 1
2π

)( z−1
2π

)r−1
]δ1,1

Λr(z, π).(3.1)

ただし, δ1,1 = δ1,1(π) は d = 1 かつ π = 1 のとき 1, それ以外では 0 と定義する.

特に r = 1とすると,以下に述べるカスプ保型 L-関数の正規化積表示を得ることができる. Deninger
の結果は, 下記でさらに K = Q, d = 1, π = 1 としたものである.

系 3.1 (カスプ保型 L-関数の正規化積表示).

∐∏

ρ∈R(π)

(z − ρ

2π

)
= 2−

1
2
nd

[
z(z − 1)
(2π)2

]δ1,1

Λ(z, π).(3.2)

なお一節で述べたように, 正規化積で定義される関数は一般に整関数になるので, (3.2) は任意の
z ∈ C に対して有効であることを注意しておく.

主結果の証明の概略を述べる前に, r ≥ 2 に対する “poly L-関数” Lr(w, π) の解析接続を与えよう.
それが得られれば, Λr(w, π) の解析接続も得られ (Lr,∞(w, π) は本質的に Milnor ガンマ関数の有限
積なので, 解析的性質はよく分かっている), 最終的に (3.1) から Ξr(z, π) の解析接続も得られる.
解析接続の方法は, 前節の “poly-Selbergゼータ関数”の場合と同様である. L(w, π)の (自明・非自
明含めた) すべての零点および (存在すれば) 極を起点として, そこから実軸と平行に左方向にスリッ
トを入れた領域を Ω(π) とする (図 4 を参照). Ω(π) 上 log L(w, π) は一価正則になることに注意する.
Lr(w, π) も多重対数関数に由来する微分方程式を満たす. これを用いれば, Lr(w, π) の log L(w, π)
を被積分関数とする反復積分表示が得られ, それが Ω(π) への解析接続を与える.

Im

Re0 1

図 4: Ω(π).



命題 3.2. r ≥ 2 とする.

(i) Re (w) > 3
2 − 1

d2+1
において, Lr(w, π) は以下の微分方程式を満たす.

dr−1

dwr−1
log Lr(w, π) = (−1)r−1 log L(w, π).

(ii) Re (a) > 3
2 − 1

d2+1
を一つ固定すると, Lr(w, π) は以下の反復積分表示を持つ.

Lr(w, π) = Qr(w, a, π) exp

(∫ w

a

∫ ξr−1

a
· · ·

∫ ξ2

a︸ ︷︷ ︸
r−1

log L(ξ1, π)dξ1 · · · dξr−1

)(−1)r−1

.

ここで Qr(w, a, π) はQr(w, a, π) :=
∏r−2

k=0 Lr−k(a, π)
(−1)k

k!
(w−a)k

で定まる整関数である. この
表示は Lr(w, π) の Ω(π) への解析接続を与える.

系 3.3. r ≥ 2 のとき, Ξr(z, π) は Ω(π) に解析接続される.

注意 3.4. Lr(w, π) の代わりに, 例えば

L̃r(w, π) :=
∏

v∈Sf

d∏

j=1

Hr

(
αv,j(π)q−w

v

)−1

という関数 (Lr(w, π) のべきの部分を単に −1 に変えたもの) を考えると, Lr(w, π) の場合と同様に
L̃r(w, π) は Re (w) > 3

2 − 1
d2+1

で絶対収束し, L̃1(w, π) = L(w, π) となることが示される. よって
L̃r(w, π) も L(w, π) の一般化を与える. さらに, べきが簡単になった分, Lr(w, π) 以上に解析的性質
が良く分かるのではないかと期待される. しかし, [15] によると, 最も単純な K = Q, d = 1, π = 1
の場合 (つまり Riemann ゼータ関数の場合) に, ζ̃r(w) := L̃r(w,1) はRe (w) > 0 までは解析接続で
きるが, 虚軸を自然境界に持つことが示せてしまう. 物事はそう簡単にはいかないようである.

3.2 定理 3.1 の証明の概略

以下, 定理 3.1 の証明の概略を述べる. 証明は Deninger ([4]) によるものと概ね同様である. 前節
で Selberg の跡公式が重要な役割を果たしたように, 本節では L(w, π) の明示公式が重要となる. こ
こでは, Michel ([21]) によって得られた明示公式を, Barner ([2]) 流に Weil 型に書き直した以下の明
示公式を用いる.

命題 3.5 (Weil 型明示公式). F を R上有界変動な関数とする. F が次の三条件を満たすと仮定する.

(a) F (x)e( 1
2
+b)|x| が R 上有界変動となるような正の数 b が存在する.

(b) 任意の x ∈ R に対して, 2F (x) = F (x + 0) + F (x− 0) が成り立つ.

(c) 任意の v ∈ S∞, 1 ≤ j ≤ d に対して, F̃v,j(x, π) = 2F (0) + O(|x|) (|x| → 0) が成り立つ. ここ
で F̃v,j(x, π) := F (x)e−iIm (µv,j(π))x + F (−x)eiIm (µv,j(π))x とする.



また, τ ∈ C に対して ΦF (τ) を次で定義する.

ΦF (τ) :=
∫ ∞

−∞
F (x)e(τ− 1

2
)xdx.

このとき以下の等式が成り立つ.

∑

ρ∈R(π)

ΦF (ρ) = F (0) log
Nπ

(22r2πn)d
+

(
ΦF (0) + ΦF (1)

)
δ1,1

−
∑

v∈Sf

∞∑

l=1

(
Λπ(ql

v)

q
1
2
l

v

F (l log qv) +
Λπ(ql

v)

q
1
2
l

v

F (−l log qv)

)

+
∑

v∈S∞

d∑

j=1

Wv,j(F, π).

ここで Λπ(ql
v) := log qv

∑d
j=1 αv,j(π)l であり, Wv,j(F, π) は次の積分で定義される.

Wv,j(F, π) :=
∫ ∞

0

(
NvF (0)

x
− F̃v,j(x, π)

e( 2
Nv
− 1

2
−Re (µv,j(π))x

1− e−
2

Nv
x

)
e−

2
Nv

xdx.

Re (z) > 1, Re (w) > 1 に対して, 関数 F : R→ C を

F (x) :=





xw−1e−(z− 1
2
)x (x ≥ 0),

0 (x < 0),

と定義する. 簡単にわかるように, この F は命題 3.5 の三条件 (a), (b), (c) を満たす. また, ΦF (τ) =
Γ(w)(z − τ)−w なので,

∑
ρ∈R(π) ΦF (ρ) = (2π)−wΓ(w)ξ(w, z, π) がわかる. さらに Hurwitz ゼータ

関数の積分表示 (Mellin 変換による表示) を用いれば,

Wv,j(F, π) = −Γ(w)
(Nv

2

)w
ζ
(
w,

Nv(z + µv,j(π))
2

)

となることが分かる. よって, 上記明示公式から ξ(w, z, π) の次のような表示を得ることができる.

命題 3.6. Re (z) > 1 とすると, ξ(w, z, π) は以下の表示を持つ.

ξ(w, z, π) =

[(2π

z

)w
+

( 2π

z − 1

)w
]
δ1,1 +

(2π)w

2πi

∫

C
t−w L′

L
(z − t, π)dt

−
∑

v∈S∞

d∑

j=1

(Nvπ)wζ
(
w,

Nv(z + µv,j(π))
2

)
.

ここで積分路 C は, 実軸負方向の無限遠点から出発して実軸上を −δ まで進み, 原点を中心とする半
径 δ の円上を反時計回りに一周して実軸上の点 −δ に戻り, 再び実軸上を負方向に無限遠点まで戻る
ものとする. この表示は ξ(w, z, π) の全平面への有理型接続を与える. 極は w = 1 のみで, それは単
純極である.



主結果は, この表示を微分することで得られる. 実際, Re (z) > 3
2 − 1

d2+1
に対して,

A0(w, z, π) :=

[(2π

z

)w
+

( 2π

z − 1

)w
]
δ1,1,

Af (w, z, π) :=
(2π)w

2πi

∫

C
t−w L′

L
(z − t, π)dt,

A∞(w, z, π) := −
∑

v∈S∞

d∑

j=1

(Nvπ)wζ
(
w,

Nv(z + µv,j(π))
2

)

とおけば,

exp
(
− ∂

∂w
A0(w, z, π)

∣∣∣
w=1−r

)
=

[( z

2π

)( z
2π

)r−1(z − 1
2π

)( z−1
2π

)r−1
]δ1,1

,

exp
(
− ∂

∂w
A∞(w, z, π)

∣∣∣
w=1−r

)
=

∏

v∈S∞

d∏

j=1

1√
2Nv

Γr,v

(
z + µv,j(π)

)
= 2−

1
2
ndLr,∞(z, π)

が簡単に計算できる. (後者は Hurwitz ゼータ関数の特殊値の計算である. それゆえ Bernoulli 多項
式が現れる.) また Af (s, z, π) についてだが, まずは偏角のずれを利用してそれを (0,+∞) 上の積分
に書き直す. そして, L(w, π) の対数微分の表示と比較すれば,

exp
(
− ∂

∂s
Af (s, z, π)

∣∣∣
s=1−r

)
= Lr(z, π)(−1)r−1(r−1)!(2π)1−r

が示される. これら三つを掛け合わせることで, 主結果である (3.1) が導かれる.

注意 3.7. この議論では保型性は全く用いていない. 使ったのは, 与えられた L-関数がオイラー積表
示を持ち, 全平面に解析接続され, ガンマ因子を適当に補えばそれが対称な関数等式を満たすという
事実だけである. それゆえ, 本議論は “Selberg クラス” (例えば [26] を参照) と呼ばる関数のクラス
に属する L-関数に対しても並行して行うことができると考えられる.
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