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最近, 三角圏や完全圏における n-クラスター傾斜対象の研究が盛んである. 発端は
Caldero-Chapoton-Schiffler [CCS]および Buan-Marsh-Reiten-Reineke-Todorov [BMRRT]
によって導入されたクラスター圏（2.1節参照）である. クラスター圏における2-クラスター
傾斜対象と, それらの間のmutationと呼ばれる操作が, Fomin-Zelevinsky [FZ1,2]によって
導入されたクラスター多元環の圏論化を与えるものとして調べられている1 . クラスター
圏は quiverの表現の導来圏を用いて定義される特別な圏であるが, n-クラスター傾斜対象
は一般の三角圏や完全圏においても定義されるものであり, それを例えば, 可換Gorenstein
環上のCohen-Macaulay加群の安定圏において考察する事は, 興味をそそる2 . 本稿ではク
ラスター圏の紹介をしつつ, 一般の三角圏の n-クラスター傾斜対象とそのmutationを導入
し, 最後にある種の不変式環上のCohen-Macaulay加群の安定圏の n-クラスター傾斜対象
の分類結果を, 吉野雄二氏との共同研究 [IY]に即して報告する.

1. n-クラスター傾斜対象

定義 1.1 T を三角圏または完全圏（例えばアーベル圏）とし, n を正整数とする.
HomT (X, Y )を (X, Y )と略記する. 対象M ∈ T が n-クラスター傾斜対象 [KR1]であ
るとは,

add M = {X ∈ T | (M, X[i]) = 0 for any 0 < i < n}

= {X ∈ T | (X, M [i]) = 0 for any 0 < i < n}.

が成立する事である. 但し add M は, M のコピーの有限直和の直和因子全体よりなる T の
充満部分圏を表す. 例えば, M が 1-クラスター傾斜対象である事は, M が T の加法生成元
である事, 即ち T = addM である事と同値である.

定義より直ちに, n-クラスター傾斜対象M は n-rigid, 即ち (M, M [i]) = 0 (0 < i < n)
が成立する. 更に n-クラスター傾斜対象は n-rigidであるものの中で極大である事, 即ち n-
クラスター傾斜対象M と n-rigid対象N がM ∈ add N を満たせば, add M = add N とな
る事も分かる.

2-クラスター傾斜対象（resp. 2-rigid）を, 単にクラスター傾斜対象（resp. rigid）と呼
ぶ事もある. またM が basicであるとは, M =

⊕
i Miと直既約分解した際に, Miは全て

非同型であるものとする. n-クラスター傾斜対象を考察する際には, basicなものに限って
考える事が多い.

基本的な問題として, 三角圏や完全圏がいつ n-クラスター傾斜対象を持つか, という
ものがある. これは以下の 2.3節で述べるように, 80年代に盛んに研究されていた有限表

1 本稿では主に n-クラスター傾斜対象の圏論的, 加群論的側面を扱ったが, クラスター圏やクラスター多元
環の周辺では様々な理論が交錯している. 関心を持たれた方は, quiver mutationに関するKellerの webpage
[K2]や, クラスター多元環に関する Fominの webpage [F]をご覧下さい.

2 実際, n-クラスター傾斜対象は, 2005年度の代数学シンポジウムで報告した Auslander-Reiten 理論の
(n + 1)次元類似の考察 [I4]に現れる, 極大 (n− 1)-直交部分圏 [I2,3]と同じ概念である. 2種類の用語が文献
によって混在しており, ちょっと分かりにくい状況になっている.



現型有限次元多元環の分類問題の, ホモロジー代数的観点からの一般化, 高次元化と見な
される [I4]. また, n-クラスター傾斜対象が存在する場合に, その全体がどの様な構造を
持っているかは興味深い問題である. 以下の 3節で述べるように, mutationと呼ばれる, 一
つの n-クラスター傾斜対象から別のものを構成する方法があり, 特に n = 2の場合には,
Fomin-Zelevinskyによって導入されたクラスター多元環の組み合わせ論的な構造の, 圏論
化を与えるものとして盛んに研究されている.

注意 1.2 クラスター傾斜対象は, 傾斜対象の類似として [BMRRT]で導入された. 環Λ
の導来圏 T := D(Mod Λ)の対象M ∈ T が傾斜対象であるとは, (M, M [i]) = 0 (i 6= 0)か
つM が T のコンパクトな生成元である事であった. 傾斜対象は, Rickardの導来森田定理
[R], 即ち 2つの環の導来圏が三角同値であるための必要十分条件に現れる. n-クラスター
傾斜対象も, 特別な場合においては三角圏の同値を与える事がKeller-Reiten [KR2]によっ
て知られている.

定義 1.3 以下 kを体とし, T を k-線形な三角圏で dimk(X, Y ) <∞ (X, Y ∈ T )となる
ものとする. T の自己同型 Sが Serre関手 [BK][RV2]であるとは, 関手的同型

(X, Y ) ' D(Y, SX) (X, Y ∈ T )

が存在する事. 但しD := Homk(−, k)とおいた.

T が n-Calabi-Yauであるとは, [n]が Serre関手を与える事をいう. この時, 任意の
M ∈ T は (M, M [n]) 6= 0を満たすため, T は傾斜対象を持たない. 代わりに n-Calabi-Yau
三角圏においては, n-クラスター傾斜対象の考察が興味深い様である. 例えば, M ∈ T が
n-クラスター傾斜対象である条件は, 簡潔に

add M = {X ∈ T | (M, X[i]) = 0 for any 0 < i < n}

となる.

2. 例
この節では, n-クラスター傾斜対象が自然に現れる例を 4つ挙げる.

例 2.1 クラスター圏 Qを有限 quiverで cycleの無いものとし, kQで道多元環を表す.
mod kQで kQ-加群のアーベル圏を表し, DQ := Db(mod kQ)でその導来圏を表す. DQは
Serre関手

ν := D ◦RHomkQ(−, kQ)

を持つ [H]. ここで自己同型 Fn := ν−1 ◦ [n]に対して, 軌道圏

C
(n)
Q := DQ /Fn

を考える [K1]. 即ち C
(n)
Q の対象はDQの対象の Fn-軌道であり, X, Y ∈ DQの属する Fn-軌

道を X̃, Ỹ ∈ C
(n)
Q と表す時,

Hom
C
(n)
Q

(X̃, Ỹ ) :=
⊕

i∈Z

HomDQ
(X, F

i
nY )

である. この時, C
(n)
Q は三角圏を成し,さらにn-Calabi-Yauである事が分かる [BMRRT][K1].



C
(2)
Q はクラスター圏と呼ばれ, Fomin-Zelevinskyによって導入されたクラスター多元環

の “圏論化”を与える事を目的として, A型の場合にCaldero-Chapton-Schiffer [CCS]によっ
て, 一般の場合にBuan-Marsh-Reiten-Reineke-Todorov [BMRRT]によって導入された. 本
文で用いる, n-クラスター傾斜対象等の名称は,全てクラスター多元環を起源としている. ク
ラスター圏の 2-クラスター傾斜対象が, クラスター多元環の生成元に対応し, 以下で定義す
るクラスター傾斜対象の間のmutationと呼ばれる操作が, クラスター多元環の生成元の間
の関係式に対応するのである. また C

(n)
Q は (n−1)-クラスター圏と呼ばれ,最近Baur-Marsh

[BM], Thomas [T], Zhu [Z]らによって導入された.

さてQがAm型の quiverの場合に, もう少し詳しく C
(2)
Q とそのクラスター傾斜対象を見

ることにする. 詳細は [CCS][BMRRT]及び [I2, 4章]3 参照. まずDQのAuslander-Reiten
quiverは以下で与えられる.
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即ち, 一つの頂点がDQの直既約対象（の同型類）を表し, 矢印は圏DQの既約写像と呼ば
れる, 圏を生成する射を表す [ARS][ASS][H].
さて自己同型 F2 = ν−1 ◦ [2]は, 頂点 (i, j)（に対応する直既約対象）を頂点 (j−m−3, i)

に写すものなので, C
(2)
Q のAuslander-Reiten quiverは, 上記 quiverにおいて, 頂点 (i, j) と

頂点 (j −m− 3, i)を同一視したものである.

C
(2)
Q のクラスター傾斜対象を, その直既約因子に対応する頂点に丸をつけることによっ

て, 表記することにすると, 以下の様に, A1の場合 2個, A2の場合 5個, A3の場合 14個の
basicなクラスター傾斜対象が存在することが分かる.
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一般にQ = Amの場合,クラスター圏C
(2)
Q の直既約対象と,正 (m+3)角形の対角線（辺は除

く）が,次の対応で一対一に対応することが分かる: 正 (m+3)角形の頂点を順にZ/(m+3)Z

と同一視して, C
(2)
Q の頂点 (i, j)に対応する直既約対象を, 正 (m + 3)角形の頂点 iと jを結

ぶ対角線に対応させる.
さらにこの時M ∈ T に対し, M の直既約直和因子に対応する, 正 (m + 3)角形の対角

線の集合を考えることにより C
(2)
Q の basicなクラスター傾斜対象と, 正 (m + 3)角形の対角

3 ここでは有限表現型自己入射多元環の安定圏を扱っているが, クラスター圏でも同じ議論が通用する.



線による三角形分割とが, 一対一に対応することが分かる. 特に C
(2)
Q の basicなクラスター

傾斜対象は, 丁度Catalan数 1
m+2

(
2m+2
m+1

)
個存在する事が分かる.

例えば Am (m = 1, 2, 3)の場合, 三角形分割の（回転を除いた）リストは以下のよう
になるが, 上で与えたクラスター傾斜対象のリストと一対一に対応していることが分かる.
（番号 (1)–(4)は対応を示す. ）
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例 2.2 preprojective多元環 ΛをDynkin型の preprojective多元環とすると, Λは自
己入射的な有限次元多元環である. 射影Λ-加群を通過する射全体からなるmod Λのイデア
ルを [Λ]で表し, 剰余圏

modΛ := (mod Λ)/[Λ]

を安定圏と呼ぶ. modΛは三角圏を成すが [H], さらに 2-Calabi-Yauであり [AR2], 標準的
な 2-クラスター傾斜対象を持つ事がGeiss-Leclerc-Schröer [GLS1,2]によって知られている.
彼らは複素リー群の極大冪単部分群N の座標環 C[N ]のクラスター多元環構造を調べるた
め, preprojective多元環とその 2-クラスター傾斜対象を扱っている.
例えばAn型の場合, Λは以下のquiverに関係式 a1b1 = 0, ai+1bi+1 = biai (1 ≤ i ≤ n−2)

と bn−1an−1 = 0を入れることによって定義される.

e1
•

a1−→
←−

b1

e2
•

a2−→
←−

b2

e3
•

a3−→
←−

b3

· · ·
an−1−→
←−
bn−1

en
•

この時, Λnの剰余環Λm := Λn/〈
∑n

i=m+1 ei〉に対して, 環の全射順同型の列

Λ = Λn → Λn−1 → · · · → Λ2 → Λ1 = k

が出来るが,

M :=
n⊕

i=1

Λi

はmodΛの 2-クラスター傾斜対象となる事が示される.

例2.3 Auslander対応 同型を除いて有限個しか直既約な有限生成加群を持たない有限
次元多元環を有限表現型と呼ぶ. Auslander [A1][ARS]による次の古い定理は,多元環の表現
論における関手圏の応用の最も基本的な場合に相当し,その意味で今日のAuslander-Reiten
理論の原型を与えていると言える.

定理2.3.1 有限表現型有限次元多元環Λの森田同値類と,大域次元が 2以下でdominant
次元が 2以上の有限次元多元環 Γの森田同値類の間に一対一対応が存在する. それはΛに
対してmodΛの加法生成元M をとり Γ := EndΛ(M)と置く事により与えられる.

上記の条件を満たす多元環はAuslander多元環と呼ばれ, translation quiverと呼ばれ
るある種の quiverと, mesh関係式を用いた構造論が知られている [BG][IT][I1]が, これは



有限表現型有限次元多元環におけるAuslander-Reiten理論の帰結でもある. より大域次元
の高い多元環で, このように良い構造論を持ったクラスを探す事は, 多元環論における基本
的問題といえると思う4 . また, それらの多元環のクラスに対しては, 有限表現型多元環の
ように何らかの表現論的な意味を持った多元環のクラスが対応している事を期待するのは
自然であろう. 実際, 次の事実 [I3]が成立する.

定理 2.3.2 有限次元多元環上の n-クラスター傾斜加群の同値類と, 大域次元が (n + 1)
以下で dominant次元が (n + 1)以上の有限次元多元環Γの森田同値類の間に一対一対応が
存在する. （但し n-クラスター傾斜Λ-加群M と n-クラスター傾斜Λ′-加群M ′が同値であ
るとは, EndΛ(M)と EndΛ′(M ′)が森田同値である事とする.）対応は n-クラスター傾斜Λ-
加群M に対して, Γ := EndΛ(M)を対応させる事により与えられる.

1-クラスター傾斜Λ-加群は, mod Λの加法生成元に他ならないので, 2.3.2においてn = 1
とした場合が 2.3.1に相当する事が分かる.

例 2.4 不変式環 以下 kを標数 0の体とし, Gを SLn+1(k)の有限部分群とする. Sで冪
級数環 k[[x0, · · · , xn]]を表し, SGでGの不変式環を表す. 以下SGが孤立特異点である事を
仮定する. またCM SGでmaximal Cohen-Macaulay SG-加群（以下, 単にCMSG-加群と呼
ぶ）の成す圏を表す. 2次元の場合の, Herzog, Auslanderによる次の定理は基本的である
[A3][Y].

定理 2.4.1 n = 1の時, SGは有限表現型, 即ち直既約CM SG-加群は同型を除いて有限
個しか存在しない.

一方でn > 1, G 6= 1の時, SGは決して有限表現型にならない [AR1]のだが, 有限表現性
を 1-クラスター傾斜対象の存在と捉えると, 自然に n > 1の場合にも以下の観察がなされ
る. まず, Gが SLn+1(k)の部分群であることより, SGはGorenstein環となる [W]. 2.2節と
同様に, 射影 SG-加群を通過する射全体からなるCM SGのイデアルを [SG]で表し, 剰余圏

CMΛ := (CM SG)/[SG]

を安定圏と呼ぶ. CMSGは三角圏を成すが [H], さらにn-Calabi-Yauである事がAuslander-
Reiten双対より分かる [A2]. この時, 次の事実が成立する [I2].

定理 2.4.2 SはCMSGの n-クラスター傾斜対象である.

特に n = 1とすると, SがCM SGの加法生成元となって 2.4.1が得られる.

3. mutation

mutationには, Gorodentsev-Rudakov [GR]による例外列のmutationや, Riedtmann-
Schofield [RS]による傾斜加群のmutationなどがあるが, いずれも与えられたある種の対
象から同種の別の対象を作り出す操作であり, Auslander-Smalo [AS]によって導入された
近似の概念と深く関係している. この章では T は常に n-Calabi-Yau三角圏を表す.

定義 3.1 M ∈ T を固定する.
X ∈ T の極小右M-近似とは, 射 f ∈ (M ′, X)で以下の条件を満たすものである.
(i) M ′ ∈ addM .

(ii) (M, M ′)
·f
−→ (M, X)→ 0は完全.

4 関連した文献として [RV1][B]参照. Calabi-Yau多元環の, 有限次元多元環における類似と捉えられない
だろうか.



(iii) f は右極小である, 即ち f は長さ 2の複体と見て, M ′′ → 0 (M ′′ 6= 0)の形の直和因
子を持たない.

例えばX ∈ add M の時は, 恒等写像 1X ∈ (X, X)がX の極小右M -近似を与える. 任
意の T の対象は極小右M -近似を持ち, 更にそれは複体の同型を除いて一意的であること
が容易に分かる. 双対的に極小左M-近似も定義される.

定義 3.2 M ∈ T を basic（定義 1.1参照）な n-クラスター傾斜対象とする. この時M
の直既約直和因子X を一つ取り, M = X ⊕ N と分解し, X の極小右N -近似 f ∈ (N ′, X)
を取り, T の triangle

Y
g
→ N ′ f

→ X → Y [1]

をとる. この時, 以下が成立する [BMRRT][GLS1][IY].

命題 3.3 (1) Y ⊕N は T の n-クラスター傾斜対象である.
(2) Y は直既約であり, gは Y の極小右N -近似である.

Y ⊕N をX ⊕N の右mutationと呼ぶ. 双対的に左mutationも定義する. 上におい
て, X ⊕N は Y ⊕N の左mutationである事が 3.3(2)より分かる. また n = 2の場合は, 右
mutationと左mutationは同じ対象を与える事が分かる.
基本的問題として, T の全ての n-クラスター傾斜対象が, mutationの繰り返しによっ

て互いに移りあうか？という事が挙げられる. これに関して, 次の結果が知られている
[BMRRT].

定理 3.4 cycleを持たない有限 quiver Qに対し, クラスター圏 C
(2)
Q の全てのクラスター

傾斜対象は, mutationの繰り返しによって移りあう.

QがAm型の場合, C
(2)
Q の basicなクラスター傾斜対象は, 正 (m + 3)角形の対角線によ

る三角形分割と同一視できた（2.1節参照）. この場合, クラスター傾斜対象のmutationは,
一本の対角線の入れ替えに相当する. 詳しくは [CCS]参照.
さて 3.4がどの程度一般の三角圏 T で成立するのかは興味深い問題であり, 4章で肯定

的な例を不変式環上の Cohen-Macaulay加群の安定圏から 2つ挙げる. この問題の最も単
純な場合として, 一つの直既約直和因子以外が一致しているような n-クラスター傾斜対象
が, mutationの繰り返しで移りあうかどうかを考察するために, 次の言葉を用意する.

定義 3.5 N ∈ T が概n-クラスター傾斜対象であるとは, ある直既約対象X ∈ T が存在
して, X ⊕N が n-クラスター傾斜対象となることである. この時XをN の complement

と呼ぶ (cf. [RS]).

以下, 概 n-クラスター傾斜対象が幾つ complementを持つかを考察する. n = 1の場合
は, 明らかに丁度 1個の complementを持つ. n = 2の場合も次が成立する [BMRRT][IY].

命題 3.6 n = 2の場合, 任意の概 2-クラスター傾斜対象は丁度 2個の complementsを
持ち, それらはmutationで移りあう.

n > 2の場合も, n-Calabi-Yau三角圏においては, 概 n-クラスター傾斜対象は丁度 n個
の complementsを持つ事が期待されるが, 一般にはそれは成立しない.（実際に n = 3の場
合に, 無限個の complementsを持つ概 3-クラスター傾斜対象の例を 4.2.1で挙げる. ）次に,
概 n-クラスター傾斜対象が丁度 n個の complementsを持つための十分条件を挙げる.

定義 3.7 JT で T の Jacobson根基 [ASS][ARS]を表す. 即ち, f ∈ (X, Y )が JT (X, Y )



に含まれる必要十分条件は, f を長さ 2の複体と見なした時, 1Z : Z → Z (Z 6= 0)の形の直
和因子を持たない事である.

T の充満部分圏 Cを固定する. Cの対象X の sink mapとは, 射 f ∈ JT (Y, X)で以下
の条件を満たすものである.

(i) Y ∈ C.

(ii) (−, Y )
·f
→ JT (−, X)→ 0は C上完全.

(iii) f は右極小（定義 3.1参照）.
双対的にX ∈ Cの source mapも定義される. この時, 次が成立する [IY].

定理 3.8 M ∈ T を n-クラスター傾斜対象とする. 任意のX0 = Xn := X ∈ addM に
対して, 図式

X
bn−→Mn−1

��

Xn−1

@Ra
n−1 b

n−1

−→ Mn−2

��

Xn−2

@Ra
n−2 b

n−2

−→ · · · · · · · · ·
��

X2

@Ra2 b2

−→ M1

��

X1

@Ra1 b1

−→ M0
a0−→ X

で以下の性質を満たすものが存在する.

(1) Xi+1
bi+1
→ Mi

ai→ Xi → Xi+1[1] (0 ≤ i < n)は T の triangle.
(2) Mi ∈ add M (0 ≤ i < n).
(3) a0は add M における sink map.
(4) ai (0 < i < n)は極小右M -近似.
(5) bnは add M における source map.
(6) bi (0 < i < n)は極小左M -近似.

n = 1の場合, 上の図式は T におけるAuslander-Reiten triangleに他ならない. この意
味で, 上の図式を仮にAuslander-Reiten (n + 2)-angleと呼ぶ事にする. ここに現れた
Xi (0 < i < n)とmutationの関係を与える結果が次である [IY].

命題 3.9 M を n-クラスター傾斜対象とし, M の直既約直和因子X0 = Xn := Xに対し
M = X ⊕N と直和分解する. XのAuslander-Reiten (n + 2)-angleを取り,

X /∈
n−1⊕

i=0

Mi

が成立すると仮定する. この時以下が成立する.
(1) Xi+1 ⊕N はXi ⊕N の右mutationである (0 ≤ i < n). 特にXi ⊕N (0 ≤ i < n)は

n-クラスター傾斜対象である.
(2) N の complementsはXi (0 ≤ i < n)の丁度 n個であり, それらはmutationの繰り

返しによって移りあう.

3.6及び 3.8は, 次に示す三角圏の還元 [BMR][CK][IY]を用いて証明される.

補題 3.10 n-rigid対象N ∈ T に対して,

Z := {X ∈ T | (N, X[i]) = 0 for any 0 < i < n},

U := Z /[N ]

とおく. 但し [N ]は, addN を通過する射全体よりなるZのイデアルを表す. この時, 以下
が成立する.



(1) U は n-Calabi-Yau三角圏を成す.
(2) 自然な関手Z → Uは, T の basicな n-クラスター傾斜対象M でN ∈ add Mとなる

ものの同型類と, U の basicな n-クラスター傾斜対象の同型類の間の一対一対応を与える.

4. rigid Cohen-Macaulay加群
この節では, 以上の話を [IY]に即して不変式環上の rigid CM加群の決定に応用する.

2.4節の記号を用いるが, 今のところ完全に決定できているのは, 4.1と 4.2の二つの場合の
みである.

4.1 1の原始 3乗根 ωに対して, σ := diag(ω, ω, ω) ∈ SL3(k), G = 〈σ〉 ⊂ SL3(k)とお
く. S = k[[x, y, z]]に対して,

Si := {f ∈ S | fσ = ωif} (i ∈ Z/3Z)

とおくと, SG = S0であり, 2.4.2より S ∈ CMSGは 2-クラスター傾斜対象であるが, S =
S0 ⊕ S1 ⊕ S2と分解される. SのKoszul複体

0→ S(−3)
(x y z)
−→ S3(−2)

(
0 z −y
−z 0 x
y −x 0

)

−→ S3(−1)

(
x
y
z

)

−→ S → 0

の次数 (1 + 3Z)部分を取りだすと, add SにおけるAuslander-Reiten 4-angle

S1 −→ S3
2

��

ΩS1

@R
−→ 0 −→ S1

が得られる事が分かる. これよりS1⊕S2のmutationとして, 2-クラスター傾斜対象 (ΩS1)⊕
S2をうる. 同様に次数 (2 + 3Z)部分から, addSにおけるAuslander-Reiten 4-angle

S2 −→ 0
��

Ω−1S2

@R
−→ S3

1 −→ S2

が得られる事が分かる. これより S1 ⊕ S2のmutationとして, 2-クラスター傾斜対象 S1 ⊕
Ω−1S2をうる.
更に, Ωi = [−i]は CMSGの自己同型なので, 2-クラスター傾斜対象 Ωi(S1 ⊕ S2)及び

Ωi+1S1 ⊕ ΩiS2 (i ∈ Z)をうる.

定理 4.1.1 (1) CMSGの basicな 2-クラスター傾斜対象は,

Ωi(S1 ⊕ S2) または Ωi+1S1 ⊕ ΩiS2 (i ∈ Z)

であり, これらはmutationの繰り返しによって移りあう. また,これらは全て非同型である.
(2) rigidなCM SG-加群は,

Sa
0 ⊕ (ΩiS1)

b ⊕ (ΩiS2)
c または Sa

0 ⊕ (Ωi+1S1)
b ⊕ (ΩiS2)

c (i ∈ Z, a, b, c ≥ 0).

以下に証明の概略を記す. 証明には次の一般的な結果 [BMR][KR1]を用いる5 .

補題 4.1.2 T を 2-Calabi-Yau三角圏, M ∈ T を 2-クラスター傾斜対象とする.

5 クラスター圏を用いた別証明が [KR2]で与えられている.



(1) 圏同値 F = (M,−) : T /[M [1]]→ modEndT (M)が存在する.
(2) X ∈ T が (X, X[1]) = 0を満たすならば, Ext1

EndT (M)(FX, FX) = 0が成立する.

特に, rigidな EndT (M)-加群が全て求まれば, T の rigidな対象も全て求まる事になる.
この命題を, 上記の T = CMSG及びM = S ∈ T に対して適用してみる. Sの直和因子

SGに対応する, EndSG(S)の冪等元を eと表す時,

EndT (S) = EndSG(S)/〈e〉

が成立する. ここで EndSG(S)は捩れ群環 S ∗Gに同型であり, その quiverはGのMcKay
quiverとして与えられていた [A3][Y][I3]. 特に, EndT (S)の quiverは, GのMcKay quiver
から, 自明な表現に対応する頂点を取り除く事によって得られる.
特にG = 〈diag(ω, ω, ω)〉の場合, GのMcKay quiverは

•
↓3 Q

QQk 3

•
3
−→ •

で与えられる（数字は矢印の本数を示す）ので, EndT (S)の quiver は •
3
−→ • となり,

EndT (S)が 3次のKronecker多元環である事が分かる.
Kronecker多元環上の直既約 rigid加群は, preprojective加群及び preinjective加群と呼

ばれるものに限る. 一方, 圏同値 F : T /[S[1]] → mod EndT (S)により, 対象 ΩiS1および
ΩiS2は, i ≥ 0ならば preprojective加群に, i < −1ならば preinjective加群に送られる事が
分かる. 以上の事と補題 4.1.2をあわせて, 証明が完了する.

4.2 次に σ := diag(−1,−1,−1,−1) ∈ SL4(k), G = 〈σ〉 ⊂ SL4(k)とおく. S =
k[[w, x, y, z]]に対して,

Si := {f ∈ S | fσ = ωif} (i ∈ Z/2Z)

とおくと, SG = S0であり, 2.4.2より S ∈ CMSGは 3-クラスター傾斜対象であるが, S =
S0 ⊕ S1と分解される.

Ωi = [−i]はCMSGの自己同型なので, 3-クラスター傾斜対象ΩiS1 (i ∈ Z)をうる.

定理 4.2.1 (1) CMSGの basicな 3-クラスター傾斜対象は,

ΩiS1 (i ∈ Z)

であり, これらはmutationの繰り返しによって移りあう. また,これらは全て非同型である.
(2) rigidなCM SG-加群は,

Sa
0 ⊕ (ΩiS1)

b (i ∈ Z, a, b, c ≥ 0).

以下に証明の概略を記す. 証明には次の結果を用いるが, 4.1.2と比べて強い仮定が必要
となっている.

命題4.2.2 T を3-Calabi-Yau三角圏, M ∈ T を3-クラスター傾斜対象とし, EndT (M) =
kかつ (M [1], M) = 0が成立すると仮定する.

(1) 圏同値 F = (M ⊕M [1],−) : T /[M [2]]→ modEndT (M ⊕M [1])が存在する.



(2) X ∈ T が (X, X[1]) = 0を満たすならば, Ext1
EndT (M⊕M [1])(FX, FX) = 0が成立する.

この場合, EndT (M ⊕M [1])は 6次のKronecker多元環となる事がわかり, 4.1と同様の
論法で定理が示される.
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