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1 はじめに

本稿では初等整数論の問題（整係数 2次形式による素数の表示）から始めて，円分体・類体論
および Langlands対応までの簡単な紹介を試みる．まず，よく知られた次の定理を思い出そう：

命題 1. pを奇素数とするとき：

∃x, y ∈ Z, p = x2 + y2 ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4).

=⇒は mod 4で考えれば易しい．⇐=の証明には，まず平方剰余の相互法則の第一補充則：
(−1

p

)
= 1 ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4).

を思い出す．−1が mod pの平方剰余ならば,ある整数xに対してp | x2+1 = (x+
√−1)(x−√−1)

だが p 6 |x +
√−1, x−√−1だから，pは Z[

√−1]の素元でない．よって Z[
√−1]がUFDである

ことを用いれば p = (x +
√−1y)(x−√−1y)を得る．次に，以下の命題を考える．

命題 2. pを 2,5と異なる素数とするとき：

∃x, y ∈ Z, p = x2 + 5y2 ⇐⇒ p ≡ 1, 9 (mod 20).

前と同様に，平方剰余の相互法則を用いて
(−5

p

)
= 1 ⇐⇒ p ≡ 1, 3, 7, 9 (mod 20).

と計算できるが，p ≡ 3, 7 (mod 20)なる素数 pが x2 + 5y2の形に表せないことは mod5で考え
れば明らかである．逆に p ≡ 1, 9 (mod20)なる素数 pが x2 + 5y2の形に表せることを証明する
には，もう少し高度な事実を用いる．もちろん，前の命題と同じ議論ができないのは，Z[

√−5]
がUFDではなく（従って PIDではなく），類数 2を持つ（イデアル類群が Z/2Z）であること
に由来する．つまり，どの素数が Z[

√−5]において 2つの単項イデアルの積に分解しているかを
判定しなければならない．これには，代数体のHilbert類体を用いる．代数体 F の Hilbert類
体 Lとは，Lにおいてはちょうど F の単項イデアルだけが完全に分解するという性質で特徴付
けられる F のAbel拡大であり，Galois群Gal(L/F )は標準的にイデアル類群と同形になる．こ
の場合，2次体 F = Q(

√−5)のHilbert類体はその 2次拡大 L = Q(
√−5,

√−1)となり，上の命
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題は，この Lにおいて完全分解する素数を求める問題に帰着される．これが mod20で決まる答
えをもつのは，このLが円分体 Q(µ20)に含まれることによる．そのためにまず円分体のQ上の
Galois群の決定および素数の分解法則を復習する．これは類体論の最も基本的な場合にあたる．

F を体とする．F の標数で割れない自然数N ≥ 1に対し，XN − 1の F 上の分解体を F (µN )
で表す（F 上の円分体）．F (µN )の中でXN − 1のN 個の根は乗法群 µN をなし，これは体の
乗法群の有限部分群だから巡回群である．よってその生成元（1の原始N 乗根）ζN をひとつ選
べば，F (µN )は F 上 ζN で生成される単拡大である．従ってGal(F (µN )/F )の元 σは ζN の像
σ(ζN )によって一意に定まり，この像はまた原始N 乗根であるから，ある a mod N ∈ (Z/N)×

によって ζa
N と表せる．この a mod N は ζN の選び方に依らないから，標準的な単射群準同形

Gal(F (µN )/F ) 3 (ζN 7→ ζa
N ) 7−→ a mod N ∈ (Z/N)× (1)

が定まり，とくに F (µN )/F はAbel拡大である．一般には，この準同形は全射ではない．

定理 3. （円分多項式の既約性）F = Qのとき，任意のN ≥ 1に対し，(1)は群同形である．

この定理の証明（の一つ）は Frobenius置換を用いるものであり，素数の分解法則を同時に与
える．これを簡単に復習しよう．KをQの有限次Galois拡大とする．KでのZの整閉包OK（K

の整数環）はDedekind整域である．Gal(K/Q)の任意の元はOKの自己同形を引き起こす．OK

の 0でない素イデアル P を固定する．このとき，σ(P ) = P なる σ ∈ Gal(K/Q)のなす部分群
GP を P の分解群という．ある素数 pに対し P ∩Z = (p)となり，GP の元は剰余体 kP = OK/P

の Fp上の自己同形を引き起こす．この準同形

GP 3 σ 7−→ σ mod P ∈ Gal(kP /Fp) (2)

が全射であることは基本的な補題である．これが同形であるとき pはKで不分岐であるといい，
このとき有限体のGalois群Gal(kP /Fp)の生成元 x 7→ xp（Frobenius写像）に写るようなGP の
元FrP（P のFrobenius置換）が一意に定まる．P ′ ∩Z = (p)なる別の素イデアル P ′を取ると，
FrP ′ と FrP（およびGP ′ とGP）はGal(K/Q)の中で共役であるから，とくにK/Qが Abel拡
大ならば FrP とGP は pのみで定まり，これをGp, Frpで表す．FrpはGpの生成元であり，pが
OK で完全分解する（[K : Q]個の相異なる素イデアルの積に分解する）ことは，Gp = {id}，つ
まり Frp = idであることと同値である．QのAbel拡大の列K ⊂ K ′があって pがK ′で不分岐
ならば，Frp ∈ Gal(K ′/Q)をK に制限すると Frp ∈ Gal(K/Q)を得ることは定義から直ちに従
う．さて，上の定理に戻ると，定理は次の命題から従う：

命題 4. （円分体での素数の分解法則）素数 pはN を割らなければ Q(µN )で不分岐で，Frp ∈
Gal(Q(µN )/Q)は ζN 7→ ζp

N で与えられる．

これを見るには，まず pの上にある任意のOQ(µN )の素イデアルP に対して，ζi
N−ζj

N ∈ P ⇐⇒

ζi
N = ζj

N に注意する（これは，
N∏

i=1

(1 − ζi
N ) =

XN − 1
X − 1

∣∣∣
X=1

= N /∈ P から従う）．これによっ

て (2)が単射であり，また Frobenius置換は ζN 7→ ζp
N でなくてはならないことが分かる．後は，

(Z/N)×が p mod N（pはN を割らない）たちで生成されることに注意すれば，定理 3を得る．

2



さて，定理 3を N = 20に適用し，命題 2に戻ろう．私たちが考えている中間体に対応する
Gal(Q(µ20)/Q) ∼= (Z/20)×の部分群は次のようになる：

Q ⊂ Q(
√−5) ⊂ Q(

√−5,
√−1) ⊂ Q(µ20)

| | | |
(Z/20)× ⊃ {1, 3, 7, 9} ⊃ {1, 9} ⊃ {1}

素数p 6= 2, 5はこれらの体において不分岐であり，pがQ(
√−5,

√−1)の整数環で完全分解するた
めには，Gal(Q(

√−5,
√−1)/Q)においてFrp = id，つまりGal(Q(µ20)/Q)においてFrp ∈ {1, 9}

が必要十分だから，命題 4によって命題 2を得る．

以上を踏まえて，次の問題を考える：

問題 5. pを 23と異なる素数とするとき：

∃x, y ∈ Z, p = x2 + 23y2 ⇐⇒「???」

ここで 23が選ばれた理由は次のとおりである．Q(
√−23)の類数は 3であり，そのHilbert類

体 Lは Gal(L/Q) ∼= S3（3次の対称群）となるような Qの非可換 Galois拡大である．従って，
Lはどんな円分体にも含まれない．円分体に含まれない代数体における分解法則を合同式によっ
て記述することはできないので，問題 5の答えを pに関する合同式で表すことはできない．

しかし，この問題の答えは次のような形でともかくも存在する．上半平面上のある合同部分群
に関する重さ 1の保型形式 f が存在して，この問題の「???」の部分に入るのは「f の p番目の
Fourier係数 ap(f)が 2」である．つまり，この f（この場合はある種のテータ級数）が，非可
換Galois拡大 L/Qにおける素数の分解法則を表している．もう少しだけ詳しく言うと，Qの絶
対Galois群GQの任意の 2次元表現（Galois表現）に対して，Q上のGL2のある種の保型表現
が対応することが予想されており（後述の Langlands対応），この場合の拡大 L/Qおよび S3

の（唯一の）既約 2次元表現からできるGalois表現

R : GQ −→ Gal(L/Q) ∼= S3 −→ GL2(C)

に対しては，SL2(Z)の合同部分群 Γ1(23)に関する重さ 1の保型形式 f が対応することが知られ
ている．この対応は，レベルを割らないような全ての素数 pに対して

tr(R(Frp)) = ap(f)

という等号で特徴付けられている（この場合は非可換なので Frpは共役類であるが，トレースは
共役類のみで定まるからよい）から，Frp = id ⇐⇒ ap(f) = 2ということになる（[Fu2]参照）．

このように，ごく初等的な整数論の問題がすでに，非可換類体論（Langlands対応）への扉を
開いてくれる．本稿では，Langlands対応の statement と，最近筆者が R. Taylorと得た結果
（ある種の大域 Langlands対応の局所 Langlands対応との整合性）の紹介を目標とする．いわゆ
る類体論・Langlands対応には，有限体上の関数体やC上の関数体に対しても平行した理論が知
られているが，本稿では代数体・標数 0の局所体に限定して話を進める．

3



2 円分体（Q上・Qp上）

上で紹介した円分体の理論は，類体論およびその代数幾何学的実現である虚数乗法論の両方に
対して完全な形の雛形を提供している．次節以降これらの理論を述べるために，上の定理 3およ
び命題 4を再定式化し，また p進体上の円分体についても述べる．

完全体 F に対し，F の代数閉包を F とし，F の絶対Galois群Gal(F/F )をGF で表す．F の
中での F の最大Abel拡大体を F abで表すと，そのGalois群はGal(F ab/F ) = Gab

F となる．F

の標数で割れない整数N ≥ 1に対して，XN − 1の F 上の分解体を F (µN )で表す．F の最大円
分拡大体を F cyc :=

⋃

char F 6 |N
F (µN )で定め，その Galois群を Gcyc

F := Gal(F cyc/F )とする．前

節で見たように F cyc ⊂ F abであるから，次の全射が定まる：

Gab
F −→ Gcyc

F (3)

また，M | N ならば µM ⊂ µN より F (µM ) ⊂ F (µN )である．このとき前節の単射 (1)は，制
限 Gal(F (µN )/F ) −→ Gal(F (µM )/F )および自然な射影 (Z/N)× → (Z/M)×と整合的である
から，N を動かして射影的極限を取ると，次の単射が定まる：

Gcyc
F 3 (ζN 7→ ζaN

N )N 7−→ (aN )N ∈ lim←−
char F 6 |N

(Z/N)× (ζN ∈ µN , aN ∈ (Z/N)×) (4)

とくに，charF = 0ならば，すべての Z/N の射影的極限を Ẑ := lim←−
N

Z/N（Zの副有限完備化）

とおくと，単射Gcyc
F → Ẑ×を得る．

例 6. F を q個の元を持つ有限体 Fq（qは素数 p = charF のべき）とすると，有限体の有限次
拡大は有限体であり，有限体の 0でない元は全て 1のべき根である (Fqn = Fq(µqn−1)) から，
F cyc = F ab = F．またGF = Gab

F = Gcyc
F

∼= Ẑで，この同形は，例えば Frobenius写像 x 7→ xq

を 1に写すことで得られる．これに (4)を合成した単射 Ẑ→ lim←−
p6 |N

(Z/N)×は 2.3節で現れる．

2.1 有理数体上の円分体

有理数体Q上の最大円分拡大に関しては以下の定理が基本的である：

定理 7. F = Qとするとき，次が成り立つ：

(A) （円分多項式の既約性） (4)は同形である：Gcyc
Q

∼=−→ Ẑ×.

(B) （Kronecker-Weber） (3)は同形である：Gab
Q

∼=−→ Gcyc
Q ，すなわちQ

cyc = Qab．

(A)の部分は，N に関して定理 3の射影的極限を取っただけである．(B)の部分の証明はここ
では扱わないが，分岐理論を用いるか，または一般の大域類体論の系として示される．
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それでは，命題 4（素数の分解法則）はどのように表せるのであろうか．素数 pに対する Frp

は，pが不分岐な円分体Qp-ur
cyc :=

⋃

p6 |N
Q(µN )のGalois群 lim←−

p6 |N
(Z/N)×において意味をもつ．これ

に関連して，Zの副有限完備化が，中国剰余定理によって次のように分解されることに注意する：

Ẑ
∼=−→

∏
p

Zp, Zp := lim←−
m

Z/pm.

この分解はGab
Q ∼= Gcyc

Q
∼= Ẑ× ∼=

∏
p

Z×p という分解を導く．これを用いると，固定した素数 pが

不分岐な円分体と分岐する円分体に分けて，

Qp-ur
cyc :=

⋃

p6 |N
Q(µN ) =⇒ Gal(Qp-ur

cyc /Q) ∼= lim←−
p6 |N

(Z/N)× ∼=
∏

6̀=p

Z×`

Qp-ram
cyc :=

⋃
m

Q(µpm) =⇒ Gal(Qp-ram
cyc /Q) ∼= lim←−

m

(Z/pm)× ∼= Z×p

と書ける．従って命題 4は次のように書き直される：

命題 8. 各素数 pに対し，Frp ∈ Gal(Qp-ur
cyc /Q)は上の同形によって (p, p, . . .) ∈

∏

` 6=p

Z×` に写る．

定理 7と命題 8が Qに対する類体論の本質的な内容であるが，次に p進体を導入することで
多少整理された定式化を行う．

2.2 p進体上の円分体

素数 pに対し，p進体 はQp := Zp ⊗Z Qで定義される（この環は体になる）．自然な射により
QはQpの部分体となるので，埋め込みQ(µN ) → Qp(µN )を考えることができ，これによって
Gal(Qp(µN )/Qp)をGal(Q(µN )/Q)の部分群と同一視できる2．N を動かして極限を取ることに
より，体の単射Qcyc → Qcyc

p とAbel群の単射Gcyc
Qp

→ Gcyc
Q が定まる．

Qp上の円分体のGalois群Gcyc
Qp
はどのような群になるだろうか．この場合も，pが不分岐な部

分と分岐する部分に分けてGalois群を計算しよう：

Qcyc
p = Qur

p ·Qram
p , Qur

p :=
⋃

p6 |N
Qp(µN ), Qram

p :=
⋃
m

Qp(µpm).

(i) 不分岐拡大 Qur
p /Qp．この部分については，第 1節で行ったQ上の考察（命題 4の証明）と

全く同様にして，不分岐であることが示される．すなわち各 f ≥ 1に対して：

Gal(Qp(µpf−1)/Qp) 3 σ 7−→ σ mod P ∈ Gal(Fpf /Fp)

2この埋め込みを選ぶことは p の上にある Q(—N ) の整数環の素イデアルを選ぶことと同値であり，対応する
Gal(Q(—N )/Q)の部分群はこの素イデアルの分解群となるが，Gal(Q(—N )/Q)は Abel 群なのでこれは埋め込みの
選び方に依らない．埋め込み Q→ Qp を固定しておけば，単射 GQp → GQ も固定される．
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は同形となる（P はQp(µpf−1)の整数環の極大イデアル．Fpf = Fp(µpf−1)に注意せよ），この
f を動かして極限を取ることにより，次の同形を得る：

Gal(Qur
p /Qp)

∼=−→ Gal(Fp/Fp)
∼=−→ Ẑ

(ζ 7→ ζa) 7−→ (ζ 7→ ζa) (ζ ∈ µN , p 6 |N)

Frob−1
p

Def.7−→ (ζ 7→ ζp) 7−→ −1

（生成元としては，幾何的Frobenius置換 Frobp，すなわち mod pするとFrobenius写像x 7→ xp

の逆写像となるものをとり，同形Gal(Qur
p /Qp) ∼= Ẑは Frobpを 1に写すように定める．）

(ii) 分岐拡大 Qram
p /Qp．この部分については，第 1節で行った計算の変種：

∏

i∈(Z/pm)×
(1− ζi

pm) =
Xpm − 1

Xpm−1 − 1

∣∣∣∣
X=1

= p

を用いる．Qp(µpm)の整数環において {1− ζi
pm}i∈(Z/pm)× は互いに同伴（単元倍）であるから，

素イデアルとしては (p) = (1− ζpm)pm−1(p−1)となる．よって [Qp(µpm) : Qp] ≥ pm−1(p− 1) =
|(Z/pm)×|だから，この場合の単射 (1)：Gal(Qp(µpm)/Qp) → (Z/pm)×は同形である（完全分
岐な円分多項式の既約性）．mを動かして極限を取ることにより，次の同形を得る：

Gal(Qram
p /Qp)

∼=−→ Z×p
(ζ 7→ ζa mod pm

) 7−→ a (ζ ∈ µpm)

Qur
p ∩Qram

p はQpの不分岐かつ完全分岐な拡大だからQpに等しいので，Gcyc
Qp

∼= Gal(Qram
p /Qp)×

Gal(Qur
p /Qp)である．以上により，次の定理の (A)を得る：

定理 9. F = Qpとするとき，次が成り立つ：

(A) （局所円分体のGalois群） (4)は次の同形を導く：Gcyc
Qp

∼=−→ Z×p × Ẑ.

(B) （局所 Kronecker-Weber） (3)は同形である：Gab
Qp

∼=−→ Gcyc
Qp
，すなわちQcyc

p = Qab
p ．

ここでも，(B)の証明には触れない．このGcyc
Qp
の計算結果 Z×p × Ẑは，p進体の乗法群の構造

Q×p ∼= Z×p × Z（この同形は，Q×p の元が一意に a · pb (a ∈ Z×p , b ∈ Z)と表せることを述べてい
る）を連想させずにはおかない．つまり，Gab

Qp
はQ×p に同形な群を稠密な部分群として含んでお

り，これが偶然だとは思い難いだろう．そこで次の定義をする：

定義 10. 同形 Q×p 3 a · pb 7−→ (a, b) ∈ Z×p × Zと，定理 9(A)の同形の逆写像の合成として Qp

のArtin写像を定義する．すなわち：

ArtQp : Q×p −→ Gcyc
Qp

a · p−b 7−→




(ζ 7→ ζa mod pm
) (ζ ∈ µpm)

(ζ 7→ ζpb
) = Frob−b

p (ζ ∈ µN , p 6 |N)

Artin写像をこのように定める理由は，アデール環と局所類体論によって 2通りに説明される．
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2.3 大域・局所の整合性とアデール

さて，前小節のはじめに述べたようにGcyc
Qp
はGcyc

Q の部分群とみなせるわけだが，

Q×p
ArtQp−→ Gcyc

Qp
⊂ Gcyc

Q
∼=−→ Ẑ× (5)

によってQ×p はどのように Ẑ×に埋め込まれているのだろうか？ Gcyc
Qp
とGcyc

Q はそれぞれ：

Gcyc
Qp

∼= Gal(Qram
p /Qp)×Gal(Qur

p /Qp)
∼=−→ Z×p × Ẑ

Gcyc
Q

∼= Gal(Qp-ram
cyc /Q)×Gal(Qp-ur

cyc /Q)
∼=−→ Z×p ×

∏

` 6=p

Z×`

という分解を持ち3，Qp上のGalois群は各成分に関してQ上のGalois群の部分群になっている：

Gal(Qram
p /Qp)

∼= //

∼=
²²

Z×p

Gal(Qp-ram
cyc /Q)

∼= // Z×p

Gal(Qur
p /Qp)

∼= //

∩
²²

Ẑ
∩

²²
Gal(Qp-ur

cyc /Q)
∼= //

∏
` 6=p Z

×
`

(6)

つまり，(5)の単射 Q×p (∼= Z×p × Z) −→ Ẑ×は，Z×p に制限すると自然な写像 Z×p → Ẑ×になり，
また p−1 ∈ QpはArtin写像で Frob−1

p = Frpに写るから，命題 8によって (p, p, . . .) ∈
∏

` 6=p

Z×` に

写る．この写像は，実はアデール環と呼ばれる自然な構成から説明される．

単射 (5)：Q×p → Ẑ× は群準同形であるが，いずれも環の乗法群であるから，自然な環準同
形を用いて表せることが期待される．この射は Z×p の部分に制限すると，単位元を保たない環
準同形（直積成分への同形）Zp → Ẑから来る．そこで，テンソル積 A∞ := Ẑ ⊗Z Q（有限ア
デール環）を考えれば，Qp = Zp ⊗Z Qから A∞ への単位元を保たない環準同形を得るから，
Q×p → (A∞)×が誘導される．この (A∞)×に対しては，テンソル積の標準射から乗法群に誘導さ
れる射 Ẑ× → (A∞)×, Q× → (A∞)×がいずれも単射で，共通部分 Ẑ× ∩Q× = {±1}を除けば直
積分解を与える（素因数分解の一意性）ので，(A∞)× = Ẑ× ×Q×>0である．以上をまとめて，

Q×p −→ (A∞)× −→ (A∞)×/Q×>0

∼=−→ Ẑ× (7)

という自然な群準同形ができる．以後，分解 Ẑ ∼=
∏

`

Z`によって A∞ ⊂
∏

`

Q`とみなし，これ

を用いて A∞の元を成分で表す．写像 (7)は Z×p → Ẑ×に制限され，p−1 ∈ Q×p の像は，

p−1 7−→ (1, . . . , 1, p−1, 1, 1, . . .) 7−→ (p, . . . , p, 1, p, . . . , )

となる（異なる元は添字 pにあたる成分）から，単射 (5)と一致する．

32行目が Gcyc
Q の直積分解を与えていることは，それぞれの Galois群を計算しなくても，Qp-ur

cyc ∩Qp-ram
cyc は pに

おいて完全分岐 (f = g = 1) かつ不分岐 (e = 1) な Qの拡大，すなわち Qに等しいことから直接分かる．この事実
と前小節の完全分岐な円分多項式の既約性を組み合わせると，N に関する帰納法で円分多項式の既約性（定理 3）の
少々異なる証明が得られる．ただし Qp-ur

cyc が pで不分岐であることに命題 4の一部を使っているが．
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以上によって，可換図式：

Q×p

²²

(7)

""EE
EE

EE
EE

E

ArtQp // Gcyc
Qp

∩
²²

(A∞)× // Ẑ× Gcyc
Q

∼=oo

(8)

ができるが，ここで Ẑ× ∼=
∏
p

Z×p だったことを思い出すと，(8)の下の行の写像 (A∞)× → Gcyc
Q

は，全ての素数 pに対する (8)の可換性を要請すると一意に決まってしまうことが分かる．つま
り，アデールの定義を導入すると，定理 7(A)の写像は，全ての素数 pに対してArtQp を与える
という性質で特徴づけられることになる．

これを最終的な形にまとめるために，実素点でのArtin写像も定義する．実数体Rに対しては
C = R = Rab = Rcyc = R(µ4)であり，Artin写像を：

ArtR : R× −→ R×/R>0 ∼=−→ Gcyc
R = Gal(C/R)

で定め，Q∞ := Rと書くことで有限素点（素数 p）と一括して ArtQv (v = p,∞)と表す．こ
れらを統合するためにアデール環 A := A∞ × R（Q代数としての直積）を考える．乗法群は
A× = (A∞)××R× = Ẑ×Q×R>0と直積分解される．この分解から得られる同形A×/Q×R>0 ∼= Ẑ×
は (A∞)× −→ (A∞)×/Q×>0

∼= Ẑ×およびR× −→ R×/R>0 ∼= {±1}に制限されるから，全ての素
点 vに対して次の可換図式を得る：

Q×v

²²

(7)

ÃÃ@
@@

@@
@@

@

ArtQv // Gcyc
Qv

∩
²²

A× // Ẑ× Gcyc
Q

∼=oo

(9)

これによって，定理 7(A)と命題 8は以下のように再定式化できる：

定理 11. Qの全ての素点 vに対するArtQv : Q×v → Gcyc
Qv

⊂ Gcyc
Q の積

∏
v ArtQv : A× → Gcyc

Q は，
Q×R>0を核とする全射である．すなわち，次の同形（QのArtin写像）を得る：

ArtQ : A×/Q×R>0 ∼=−→ Gcyc
Q .

ここで，積
∏

v ArtQv が定義されることは次のように分かる：Gcyc
Q = lim←−

N

Gal(Q(µN )/Q)だ

から，各 N ≥ 1 に対して
∏

v ArtQv : A× → Gal(Q(µN )/Q) が整合的に定義されればよい．
A× = R××(Q⊗∏

p Zp)×の任意の元xに対して，その p成分xpはほとんど全て（:=有限個を除い
て全て）の素数 pに対してZ×p に属する．p 6 |NであればQp(µN )/Qpは不分岐で，任意のxp ∈ Z×p
に対して ArtQp(xp) = id ∈ Gal(Qp(µN )/Qp)である．従って

∏
v ArtQv(xv) ∈ Gal(Q(µN )/Q)

は有限積であり，N を動かしたときの整合性はArtQv の定義から明らかである．

本質的に本稿で証明を与えた定理 11に Qcyc = Qab（定理 7(B)）を合わせれば，Qの大域類
体論のアデールによる定式化を得たことになる．この大域・局所の整合性に意味を与えるには，
ArtQp の定義に内在的な理由を与える必要があるが，これは次節の局所類体論で明らかになる．
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3 類体論とLanglands対応

本節からは特に証明を与えず，理論の主結果の紹介にとどめる．まず，QpおよびQ上の最大
円分拡大に関する結果を，それらの有限次拡大体（局所体・代数体）の最大 Abel拡大に一般化
した理論である類体論を説明する．

局所類体論 K を局所体，すなわちある素数 pに対する Qpの有限次拡大とする．K における
Zpの整閉包OK は完備離散付値環となり，これをKの整数環という．その極大イデアルを pK，
剰余体を k := OK/pK

∼= Fqで表す．極大イデアルの生成元をKの素元という．K = Qpの場合
と同様に，K の最大不分岐拡大体をKur :=

⋃

p6 |N
K(µN )で定義すると，そのGalois群は：

Gal(Kur/K)
∼=−→ Gal(k/k)

∼=−→ Ẑ
(ζ 7→ ζa) 7−→ (ζ 7→ ζa) (ζ ∈ µN , p 6 |N)

Frob−1
K

Def.7−→ (ζ 7→ ζq) 7−→ −1

となる．ここでも，FrobKは mod pKではFrobenius写像 x 7→ xqの逆写像となるものと定める．

定義 12. Kurを含むようなK の代数拡大E/K に対し，全射Gal(E/K) −→ Gal(Kur/K) ∼= Ẑ
による Zの逆像をW (E/K)で表し，E/K のWeil群という．WK := W (K/K)を単に K の
Weil群といい，Ker(WK → Z) = Ker(GK → Gal(Kur/K))をK の惰性群といって IK で表す．
WK の最大Abel商はW ab

K = W (Kab/K)となる．

定理 13.（局所類体論 [Se], [Iw]）次の二つの性質を持つような群同形ArtK : K× ∼=−→ W ab
K ⊂ Gab

K

（K のArtin写像）がただ一つ存在する：

(i) K の任意の素元 πに対し，ArtK(π)|Kur = FrobK .

(ii) K の任意のAbel拡大K ′/K と x ∈ NK′/K(K ′×)に対し，ArtK(x)|K′ = id.

前節の定義 10で定めた ArtQp は，これらの性質をみたすことが証明できるので
4，この特徴

づけはArtQp を前節のように定義することの局所的な説明を与えている．上の性質 (ii)の背後に
は，次のようなArtin写像の関手性がある：

命題 14. （Artin写像の関手性）局所体の有限次拡大K ′/K に対して，次は可換である：

K ′× ArtK′ //

NK′/K

²²

Gal(K ′ab/K ′)

Res
²²

K× ArtK // Gal(Kab/K)

このようにArtin写像は，局所体の有限次拡大に関する関手性に注目することで最も自然な形
で内在的に特徴づけられる．これはQpのArtin写像のみを眺めていても見えてこない．類体論
においては，あらゆる有限次拡大に対して同時に構造が与えられることが本質的なようである．

4例えば Coleman のノルム作用素を用いればよい ([Iw], [Y3])．
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大域類体論 次に，Lを代数体，すなわちQの有限次拡大体とする．Lの各素点 vに対して，そ
の完備化 Lvは局所体またはRかCであり，Gab

Lv
はGab

L の部分群とみなせる．AL := A⊗Q Lお
よび L∞ := R⊗Q Lとし，L>0

∞ を L×∞の単位元の連結成分（総正な元全体）とする．このとき，
定理 11は自然に次のように一般化される：

定理 15. （大域類体論 [AT], [We]）Lの全ての素点 vに対するArtLv : L×v −→ Gab
Lv
⊂ Gab

L の積∏
v ArtLv : A×L −→ Gab

L は，L×L>0
∞ の閉包を核とする全射である．すなわち，次の同形（Lの

Artin写像）を得る：
ArtL : A×L

/
L×L>0∞

∼=−→ Gab
L .

このArtin写像ArtLは，命題 14によって有限次拡大 L′/Lのノルム写像A×L′ → A×L に対する
関手性を持ち，また定理 13の性質 (i)によって LのAbel拡大における Lの素イデアルの分解法
則を表している．さて，Langlands対応（非可換類体論）は，類体論を次のように捉え：

{指標 K× → C×} 1:1←→ {指標 GK → C×}
{指標 A×L/L× → C×} 1:1←→ {指標 GL → C×}

（C×を離散群と考え，有限商を経由する指標のみを考える），これを任意の正整数 nに対して，

{ GLn(K) の既約許容表現 } 1:1←→ { GK の n次元表現 }
{ GLn(AL) の保型表現 } 1:1←→ { GL の n次元表現 }

という形に拡張することで，局所体・代数体の非可換拡大を理解しようとするものである（ここ
で，{ …の表現 } とは表現の同形類の集合を指す）．実際はこれらの対応の各項を多少修正する
必要があり，これを以下簡単に紹介する．また，任意の簡約代数群Gの表現論とGalois表現と
の間の対応が予想されているが，本稿ではG = GLnの場合に限ることとし，また話の流れを見
やすくするため既約許容表現・代数的保型表現等の定義は割愛させていただく．

局所 Langlands対応 K を剰余標数 pの局所体とし，Ωで CまたはQ`（`は素数）を表す．

定義 16. ([De2] §8, [Ta] §4) n ≥ 1を正整数とする．WK の Ω上の n次元Weil-Deligne表現
とは，Ω上の n次元ベクトル空間 V（離散位相を入れる）へのWK の表現 r : WK −→ GL(V )
とN ∈ End(V )の組 (r,N)で，全ての σ ∈ WK に対して

σ|Kur = Frobb
K (b ∈ Z) =⇒ r(σ)Nr(σ)−1 = q−bN

(q := |OK/pK |) をみたすものを指す．rが半単純であるとき，(r,N)はFrobenius 半単純（F -
半単純）であるといい，一般に (r,N)に対してその F -半単純化 (r,N)F -ssが定まる．

Weil-Deligne表現の概念は，本質的に Ωの取り方に依らない（体同形 ι : Ω → Ω′によって Ω
上のWeil-Deligne表現 (r,N)と Ω′上のWeil-Deligne表現 ι(r,N)は一対一に対応する）．しか
し，これらは全ての素数 ` 6= pに対してWK のQ`上のベクトル空間への連続表現と対応する：
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定理 17. (Grothendieckのmonodromy定理 [ST], [SGA7] Exposé I)
nを正整数，`を剰余標数 pと異なる素数とするとき，次のような一対一対応がある5：

{ WK のQ`上の n次元連続表現 } 1:1←→ { WK のQ`上の n次元Weil-Deligne表現 }
ρ 7−→ WD(ρ)

` = pのときも，GK の p進表現 ρが de Rham ([Fo]) であれば，Berger の結果 ([Be]) により，
Fontaineの関手Dpstを用いてWeil-Deligne表現WD(ρ)を得るが，一対一対応ではなくなる．

定理 18. （局所 Langlands対応 [HT], [He], [Ha]）任意の正整数 nに対して，一対一対応：

{ GLn(K) の C上の既約許容表現 } 1:1←→ {WK の C上の n次元 F -半単純Weil-Deligne表現 }
π 7−→ rec(π)

で，いくつかの性質（ここでは述べない）によって唯一に特徴づけられるものが存在する．n = 1
のときは，rec(π) = π ◦Art−1

K である．

ここでは不分岐な場合について述べておく．GLn(K)の C上の既約許容表現 πは，0でない
GLn(OK)-不変ベクトルを含むとき，不分岐主系列表現という．これらは，佐武同形 ([Sat])：

C[GLn(OK)\GLn(K)/GLn(OK)] ∼= C[X±
1 , . . . , X±

n ]Sn （Snは n次対称群）

により，佐武パラメータ (α1, . . . , αn) ∈ (C×)n/Snで分類される．一方WK のWeil-Deligne表
現 (r,N)は，r|IK

= 1かつN = 0のとき不分岐という．この場合の局所 Langlands対応：

{GLn(K) の不分岐主系列表現 } 1:1←→ {WK の C上の n次元 F -半単純不分岐Weil-Deligne表現 }
は，rec(π) = (r, 0)とするとき，(C×)n/Snにおける次の等号で特徴づけられる：

{ π の佐武パラメータ } = { r(FrobK) の固有値 }.

大域 Langlands対応 Lを代数体とする．ここでは，GLの n次元 `進表現とは，連続準同形
R : GL → GLn(Q`)で，(i) `を割る任意の素点 vに対しR|GLv

は de Rham，(ii) ほとんど全て
の有限素点 vに対しR|WLv

は不分岐，の二つの条件をみたすものを指す．

予想 19. （大域Langlands対応）素数 `と体同形 ι : Q`

∼=−→ Cを固定する．任意の正整数 nに
対して，次のような一対一対応：

{ GLn(AL) の代数的尖点保型表現 } 1:1←→ { GL の n次元既約 `進表現 }
Π 7−→ R`,ι(Π)

が存在する．この対応は，Π = ⊗vΠv（ΠvはGLn(Lv)の既約許容表現）ならば，ほとんど全て
の有限素点 vに対して局所 Langlands対応との整合性：

ιWD
(
R`,ι(Π)|WLv

)F -ss = rec
(
Π∨v ⊗ |det | 1−n

2
)

(10)

をみたすという性質で特徴づけられる．（Π∨v はΠvの反傾表現，|det |は不分岐指標 g 7→ |det(g)|Lv

を指す．局所体K と x = aπb ∈ K×に対して |x|K := q−b（再び q := |OK/pK |) である．）
5この対応は，WD(ρ) = (r, N)とし，ϕ ∈ WK を ϕ|Kur = FrobK なる元，t` : IK → Z` を `進馴分岐指標とす

ると，任意の b ∈ Zと σ ∈ IK に対して ρ(ϕbσ) = r(ϕbσ) exp(t`(σ)N)で特徴づけられる．
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この特徴づけに関して，ほとんど全ての素点 v に対しては Πv は不分岐主系列表現であるか
ら，整合性は佐武パラメータと Frobeniusの固有値の比較であることに注意せよ．n = 1かつ
Π|L>0∞ = 1のときは大域類体論（定理 15），すなわち ιR`,ι(Π) = Π∨ ◦Art−1

L である．n > 1に対
する予想 19はまだ解決からは程遠く，1999年に解決された谷山・志村予想が n = 2かつ L = Q
の場合の一部に当たる．尖点的でない保型表現と可約なGalois表現の間にも深い関連があるが，
半単純でないGalois表現に対応すべき保型表現側の現象にはまだ謎が多い．

4 虚数乗法論と志村多様体論

ここでは，前節に紹介した類体論・Langlands対応の代数幾何学的構成を与える理論を紹介す
る．これらは，類体論に関してはQおよびQpの場合の定理 7，定理 9の (A)を一般化する構成
であり，さらにそれを一般化する Langlands対応（定理 18・予想 19）に関しては，一対一対応
の−→（GLnの表現 → n次元Galois表現）の方向の構成である．

Lubin-Tate理論（局所類体論） K を局所体とし，その素元 πを一つ固定する．同形：

K× 3 a · πb 7−→ (a, b) ∈ O×K × Z (11)

に注意する．OK 代数 A上のOK-Lubin-Tate群とは，A上定義された可換 1次元形式OK 加
群 F，すなわち OK 乗法（環準同形 OK 3 a 7→ [a] ∈ End(F )）をもつ形式群で，高さ 1（π倍
写像の次数が q = |OK/pK |に等しい）のものである．素元 πに対し，OK 上のOK-Lubin-Tate
群 Fπ で π倍写像が [π](X) = πX + Xq となるものが一意に定まる．正整数mに対して，Fπ の
πm-等分点（πm倍写像の核）を µπ,m := Fπ[πm] ⊂ K とし，Kram :=

⋃
m

K(µπ,m)と定めると，

Qram
p の場合と同様にして，次のAbel群の同形を得る：

Gal(Kram/K)
∼=−→ O×K

(ζ 7→ [a mod πm](ζ)) 7−→ a (ζ ∈ µπ,m)

そこでKLT := Kur ·Kramおよび GLT
K := Gal(KLT/K)と定義すると，Kur ∩Kram = K だか

ら，次の定理の (A)を得る：

定理 20. （Lubin-Tate理論 [LT]） K を局所体とする．

(A) （Lubin-Tate拡大のGalois群） K の素元 πは次の同形を定める：GLT
K

∼=−→ O×K × Ẑ.

(B) （局所 Kronecker-Weber） 次は同形である：Gab
K

∼=−→ GLT
K ，すなわちKLT = Kab．

(C) (A),(B)の同形の逆と同形 (11)を合成して得られる写像K× → Gab
K はArtK に一致する．

K の任意の有限次不分岐拡大 K ′ の整数環 OK′ 上にも OK-Lubin-Tate群が定義され ([dS])，
その等分点へのGK の作用はArt−1

K |GK′ : GK′ → O×K を経由する．これらの Lubin-Tate理論か
ら始めて，局所類体論を直接証明することもできる ([Iw], [Y3])．
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虚数乗法論（大域類体論） L = Q(
√
−D)を虚 2次体とし，OLをその整数環とする．埋め込み

τ : L ⊂ Cを一つ固定する．EをC上の楕円曲線でOL乗法（環準同形OL 3 a 7→ [a] ∈ End(E)）
をもつものとし，誘導されるOLの Lie(E)への作用は τ と整合的であるとする．

定理 21. （虚数乗法論 [Deu], [Sh1]） L,Eを上の通りとし，j(E)をEの j-不変量，正整数N

に対しE[N ]をEのN 等分点のなす群とする．また，ÔL := OL ⊗Z Ẑとおく．

(B) H := L(j(E))はLのHilbert類体 (A×L
/Ô×L L×C×

∼=−→ Gal(H/L))で，Lab =
⋃

N

H(E[N ])．

(A) Lのほとんど全ての有限素点 vとその上にあるH の素点wに対し，EのOHw 上のモデル
Eから得られる形式群 Ê := E [v∞]はOLv -Lubin-Tate群となる．（従って，ÔL加群

⋃

N

E[N ]

へのGH の作用はArt−1
L |GH

: GH → Ô×L を経由する．）

[L+ : Q] = dなる総実代数体 L+の総虚な 2次拡大体（CM体）Lに対して，OL-乗法をもつ
d次元Abel多様体を考えて同様の理論を考えることで，CM体上のAbel拡大の一部を構成する
ことができる（谷山・志村，[Sh2]）．

非可換Lubin-Tate理論（局所Langlands対応） Kを剰余標数 pの局所体とし，πをその素
元，|OK/pK | = qとする．正整数 n ≥ 1に対し，Fq上の可換 1次元形式OK 加群で高さ n（π倍
写像の次数が qn）のものΣnが同形を除いて唯一つ定まる．W := ÔKur とおくと，Fqを剰余体
にもつような完備Noether W 代数の圏 Cにおいて，Cの対象RにΣnのRへの変形（R上の形
式OK 加群 Σと同形 i : Σn

∼=−→ Σ⊗R Fq の組 (Σ, i)）の同形類の集合を対応させる関手はW 上
の (n − 1)変数形式べき級数環 A0 := W [[T1, . . . , Tn−1]]で表現される．さらに，正整数mに対
して，Drinfeldレベル pm

K 構造つきの変形に対して変形環 Amを考えると，これは A0上の有限
平坦代数かつ n次元正則完備局所環で，Am/A0はW の商体をテンソルするとエタール Galois
被覆でGalois群はGLn(OK/pm

K)となる ([Dr])．Xm := Spec(Am ⊗W K̂ur)とおく．

定理 22. （非可換 Lubin-Tate理論 [Ca1], [HT]；[Y2]を参照）素数 ` 6= pに対して `進消滅サ
イクルコホモロジー群 lim−→

m

Hn−1
ét (Xm,Q`)を考えると ([SGA7])，これは IK ×GLn(OK)の作用

をもつ．このベクトル空間からWK × GLn(K)の作用をもつベクトル空間を構成することがで
き，その表現の分解が尖点表現に対する局所 Langlands対応を実現する6．

志村多様体論（大域Langlands対応） ここでは詳しい定義は紹介しないが，虚数乗法論の「高
次元化」として，PEL型志村多様体とよばれる研究対象がある．これは，偏極 (Polarization)・
自己準同形環 (Endomorphism ring)・レベル構造 (Level structure) の 3つの付加構造をもった
Abel多様体のモジュライ空間で，symplectic / orthogonal / unitary の 3つの型がある ([K1])．
例えば虚数乗法論は 0次元 unitary 型志村多様体，モジュラー曲線は 1次元 symplectic 型志
村多様体の例となる．PEL型志村多様体はある代数体 (reflex field) L上定義された代数多様体
となり，C上では付加構造つき Hodge構造のモジュライ空間だから Hermite型対称空間の算術

6正確には，[HT], Theorem VII.1.5 で計算されているのはコホモロジー群の交代和である．尖点表現が中間次数
にしか表れないことの証明は，[Fa]の末尾に注意されている．
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商となる．PEL型志村多様体（およびその上の `進層）の `進エタールコホモロジー ([SGA4],
[SGA4.1/2])を考えてレベル構造に関して極限を取ると，志村多様体の型に対応したQ上の簡約
代数群Gの A∞有理点群G(A∞)と reflex field の絶対Galois群GLが作用する．この表現の分
解がG(A∞)の尖点保型表現に対する大域 Langlands対応を実現することを示すには，ほとんど
全ての素点での志村多様体の有限体への（滑らかな）還元について，Hecke 作用素と Frobenius
写像に関して Arthur-Selberg 跡公式と Lefschetz 跡公式を比較して，不分岐局所 Langlands対
応が実現していることを確かめることができればよい（一般には様々な困難が伴う）．Gとして
GLnは現れないが，unitary 群は GLn の outer form であるから，総実体上の unitary 群から
CM体上のGLnへの base change を用いることで，次が示されている：

定理 23. ([K2], [Cl], [HT]) Lを CM体とし，ΠをGLn(AL)の代数的尖点保型表現で (i) 正則，
(ii) 共役自己双対（複素共役 cについてΠc = Π∨），(iii) Lのある有限素点 wでΠwは二乗可積
分，の 3つの条件をみたすものとする．このとき，U(1, n− 1)×U(0, n)×· · ·×U(0, n)型の志村
多様体上のある `進層の (n− 1)次 `進エタールコホモロジー群に，大域 Langlands対応によっ
て対応するGalois表現R`,ι(Π) : GL −→ GLn(Q`)が現れる．

さらに，この場合の志村多様体の悪い還元（滑らかでない還元）を詳しく調べることによって，
次が知られている：

定理 24. ([HT], [TY]) 上の定理の場合のΠに対して，大域 Langlands対応と局所 Langlands対
応の整合性 (10)が全ての `を割らない有限素点 v に対して成り立つ．（従って，Πの L関数と
R = R`,ι(Π)の L関数は一致する7：L(Π, s) = L(R, s)．）

このような整合性の証明のアイデアは Deligne の手紙 [De3] に遡る．Q上の GL2 の正則保
型形式の場合の，定理 23に対応するモジュラー曲線を用いた構成は Eichler-志村（重さ k = 2，
[Sh1]）および Deligne（重さ k ≥ 2，[De1]）によって示されている．保型形式のレベルを割る
素数でのモジュラー曲線の悪い還元 ([KM]) のコホモロジーを計算することで，この場合の整
合性が示され ([De3], [Ca2])，同時に対応する場合 (K = Qp, n = 2) の非可換 Lubin-Tate理
論（定理 22）も示される．これは，モジュラー曲線の整数環上のモデルの局所環として，非可
換 Lubin-Tate理論で用いられる形式 OK 加群の変形環が現れることによる．Harris-Taylor は
藤原の跡公式 ([Fu1]) および Berkovich解析空間の理論を用いて，この方法を一般次元の特殊な
unitary 型志村多様体に拡張することで，定理 24の（Weil-Deligne表現の）N に関する部分を
除く整合性および定理 22を証明した．[TY] では，さらに半安定還元の場合の重さスペクトル系
列 ([RZ], [Sai]) の各項を計算することでN に関する整合性を示した（これは，この志村多様体
に関するウェイト・モノドロミー予想の特殊な場合にあたる）．その証明では，まず [HT]の結果
からこの場合の一般Ramanujan予想（全ての有限素点での局所成分Πvが temperedであるこ
と）が従うことが本質的に使われる8．定理 24の v | `の場合も，p進重さスペクトル系列 ([M])
の関手性さえ得られれば従う ([TY])．

7ただし，v | `での整合性が示されない限りは，L(R, s)の `での局所因子は異なる素数 `′ での R`′,ι′(Π)を用い
て求める必要がある．

8この一般 Ramanujan予想 ([HT], Corollary VII.1.11) の証明は [De1] の “Weil implies Ramanujan” と同じ論
法だが，悪い還元の場合のコホモロジーが整数の重さをもつことは，Weil予想に de Jong の alteration および重さ
スペクトル系列を組み合わせてはじめて従う．これに Tadic による局所体上の GLn のユニタリ表現の分類 ([HT],
Lemma I.3.8) を組み合わせる．
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現時点で知られている局所 Langlands対応の証明は全て大域的な構成に依存するものであり，
とくに非可換 Lubin-Tate理論については，Deligne-Lusztig理論 ([DL]) に帰着できるごく特殊
な場合（[Y1]；[Y2]を参照）を除いて，局所的な手法での証明は知られていない．可換な場合の
Lubin-Tate理論とその関手性，およびそれを用いた局所類体論の証明が非常に見通し良くでき
る ([Y3]) ことから考えても，局所的な構成から直接に非可換 Lubin-Tate理論とその関手性が証
明されることが望ましい．円分体の場合に見たように，局所的な対応の特徴づけは大域的な対応
との整合性と深く関連しているため，現時点では大域的な対応との整合性と馴染みやすい特徴づ
けの方法が用いられている．もし局所 Langlands対応の局所的な証明が得られるとしたら，そ
れは局所類体論の場合と同様に，より内在的な関手性による特徴づけに基づくものになるかもし
れない．より詳しい最近の発展に興味のある方は，局所 Langlands対応については [Ha]，大域
Langlands対応については [Tay] を参照されたい．
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