
Dade 予想, Navarro 予想とその周辺

大阪教育大学・教育学部・教養学科　宇野勝博

１０年前、愛媛大学で行われた「第３９回代数学シンポジウム」で「Dade 予想とその周辺」という
タイトルで講演させて頂いた. ここでは, この１０年でこの分野のいくつかの予想を取り巻く状況がどう
変わっていったのかを概観する.

以下の記号を固定する. （一般的には [NT] 参照.）

G : 有限群, p : 素数, P : G の Sylow p-部分群, ζ : 1 の原始 |G|-乗根,

P : Z[ζ] の P ∩ Z = pZ を満たす素イデアル, R : Z[ζ] の P による完備化,

k : 剰余体 R/PR （標数 p）

Irr(G): G の複素既約指標の全体のなす集合.

このとき, Q(ζ) と k は, G のすべての部分群に対して分解体となる. また,

|G|
χ(1)

∈ Z for all χ ∈ Irr(G)

となることはよく知られている. 既約表現の次数である χ(1) も重要であるが, |G|
χ(1) も χ に対応する群環

CG の中心的べき等元 χ(1)
|G|

∑
g∈G χ(g−1)g の導手に相当する重要な量である. χ ∈ Irr(G) に対し, d(χ)

と r(χ) を次で定義する.
|G|
χ(1)

= pd(χ)r(χ), ただし (p, r(χ)) = 1.

1. ３つの予想

有限群の表現論において懸案とされる ３つの予想を述べる. まず, その予想の歴史的な流れを見ると
次のようになる.

MAIN Broué Dade
MaKay (1972)
Alperin (1975)

Broué(1988)
Broué(1989) Dade (1990)
Broué, Rickard (1996)

Isaacs, Navarro (2002) Dade, U (2002)
Navarro (2003) Dade, U (2003)

次セクション以降で各予想について詳しく説明する.
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2. MAIN Conjecture

Conjecture 2.1. (McKay [M72], Alperin [Al75])

]{χ ∈ Irr(G) | (p, χ(1)) = 1} = ]{ϕ ∈ Irr(NG(P )) | (p, ϕ(1)) = 1}?

Remark 2.2. P は NG(P ) の Sylow p-部分群でもある. 従って, |P | = pa とすると, (p, χ(1)) = 1,
(p, ϕ(1)) = 1 は, それぞれ, d(χ) = a, d(ϕ) = a と置き換えることができる.

上の予想から 30 年後に発表された Isaacs, Navarro 予想は, 次数の p と素な部分に着目したという点
で画期的であり, 逆に, このことに 30 年間も気付かなかったことも驚きと言える.

Conjecture 2.3. (Isaacs, Navarro [IN02]) 1 ≤ r ≤ p/2 である任意の r ∈ Z に対して,

]{χ ∈ Irr(G) | d(χ) = a, r(χ) ≡ ±r mod p} = ]{ϕ ∈ Irr(NG(P )) | d(ϕ) = a, r(ϕ) ≡ ±r mod p}?

さらに Navarro は, 次数だけでなく指標の値にも注目し, ガロア群の作用を詳細に調べた結果, ガロア
群 Gal(Q(ζ)/Q) の元 σ で下の条件 (∗) を満たすものついては, その既約指標の集合における軌道が部
分群のそれと関係しそうであることに思い至った.

(*) σ(P) = P を満たし、かつ 1 の p′-乗根 ξ に対し σ(ξ) = ξp となるもの

Conjecture 2.4. (Navarro [N] (2003)) 1 ≤ r ≤ p/2である任意の r ∈ Zに対して, {χ ∈ Irr(G) | d(χ) =
a, r(χ) ≡ ±r mod p} と {ϕ ∈ Irr(NG(P )) | d(ϕ) = a, r(ϕ) ≡ ±r mod p} は, 〈σ〉-集合として同型か
?

これらの予想はより精密な形で p-block ごとに述べられるので, 次に, p-blocks の概念を説明しておく.

χ1, χ2 ∈ Irr(G) に対して, χ1 ∼ χ2 を次で定義する.

χ1 ∼ χ2 ⇐⇒ |G|χ1(g)
|CG(g)|χ1(1)

≡ |G|χ2(g)
|CG(g)|χ2(1)

mod P, ∀g ∈ G

(Note: 上の値は Z[ζ] に含まれることが知られている.)

この ∼ は, Irr(G) に（ p には依存するが）P に依存しない同値関係を与える. この同値関係による
同値類を p-block という. p-block については, 以下のことが知られている.

B を G の p-block とする.

eB =
∑

χ∈B

χ(1)
|G|

∑

g∈G

χ(g−1)g.

とおくと, eB は, group algebra RG の中心 Z(RG) に含まれる idempotent （B の block idempotent
という）となり, B について和

∑
B eB とると RG の単位元に一致する. 従って, eBRG は, RG の

R-subalgebra であり（ただし, 単位元は eB）R-algebra として RG =
∏

B eBRG となる.

χ ∈ Irr(G) が p-block B に含まれるための必要十分条件は, （χ を R-線形に拡張して RG 上定義され
たものとして）χ(eB) 6= 0 である. また, 直既約（右） RG-加群 M が MeB 6= {0} を満たすとき, M は
B に含まれると言い, 直既約（右） kG-加群 N が NeB 6= {0} を満たすとき, N は B に含まれると言
う. ただし, eB は, eB の自然な準同型 RG → kG による像である.

B を G の p-block とする. χ ∈ B をとり,
|G|χ(g)

|CG(g)|χ(1)
/∈ P
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となる g ∈ G をすべて考え, その中心化群 CG(g) の Sylow p-部分群をとる. このとき, このようにして
得られた p-部分群達の包含関係による極小元は互いに G の元による共役で移りあう. この極小元を B
の defect 群と言う. p-block の定義により, この極小元は χ ∈ B の取り方に依存しない. また, defect 群
は, G の元による共役を度外視して一意的に定まる. B の defect 群 D の位数が pd のとき, B の defect
は d であると言い, この d を d(B) で表す. 即ち, |D| = pd(B). このとき, 次のことが知られている.

d(B) = max{d(χ)| χ ∈ B}.
特に, (p, χ(1)) = 1 となる χ が p-block B に存在するとき, B の defect 群 は Sylow p-部分群でなけれ
ばならない.

次に, 部分群の p-block の G への誘導について述べる.

C を G の共役類とし, Ĉ =
∑

g∈C g とおく. このとき, { Ĉ }C は, Z(RG), Z(kG) の基底となる. こ
こで, ω : Z(kG) → k を

ω(Ĉ) =
|G|χ(g)

|CG(g)|χ(1)

ただし, g ∈ C, と定義すると ω は, χ を含む p-block B にのみ依存する写像で k-algebra としての準同
型を与える. この ω を ωB と書く.

Definition 2.5. B を G の p-block とし, H ≤ G とする. このとき, H の p-block b が G の任意の共
役類 C に対して,

ωB(Ĉ) = ωb( ˆC ∩H)

を満たしているとき, b は B を誘導すると言い, bG = B と書く.

部分群の block との関係として, 次は重要である. この定理により, G の表現は NG(P ) の表現, 一般
に p-部分群の正規化群の表現と密接に関係していることがうかがえる.

Theorem 2.6. (Brauer の第一主定理) D を G の p-部分群とする. このとき, NG(D) の defect 群が
D の p-block b は, G の p-block B を誘導し, b に bG = B を対させる写像は, 全単射

{NG(D)の p− block で defect 群がD のもの } ←→ { Gの p− block で defect 群がD のもの }
を導く.

Brauer の第一主定理によって b と B が対応しているとき, B ↔ b と書く. ただし, B ↔ b であって
も, B, b それぞれに含まれる既約指標間にどれだけの関係があるのかについてはあまり分かっていない.

Conjecture 2.4 は, 以下のように p-block ごとに述べることができる.

Conjecture 2.7. (MAIN) 条件 (*) を満たす σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q) を固定する. B を σ-不変な G の
p-block, D を B の defect 群とし, |D| = pd とおく. また, b を B と B ↔ b の関係にある NG(D) の
p-block とする. このとき, 1 ≤ r ≤ p/2 である任意の r ∈ Z に対して, {χ ∈ B | d(χ) = d, r(χ) ≡ ±r
mod p} と {ϕ ∈ b | d(ϕ) = d, r(ϕ) ≡ ±r mod p} は, 〈σ〉-集合として同型か ?

もとの予想は, defect 群が Sylow p-部分群である p-block に含まれる指標のみについての予想である
が, 上の MAIN Conjecture は, すべての p-block, 従って, すべての指標についての予想となる.
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3. Broué Conjecture

Broué Conjecture は, 指標値, 加群の圏についての内容を含む. ただし, defect 群が可換という条件下
での話である. 詳しくは, Rickard のホームページ参照.

http://www.maths.bris.ac.uk/ majcr/adgc/adgc.html

Conjecture 3.1. (Broué [B90], [B93], 1980’s) B ↔ b であると仮定する. B と b が可換な不足群 D
をもつとき次が成立する ?

(i) (Perfect Isometry Conjecture) 全単射 f : B → b と写像 ε : B → {±1} が存在し,

µ(g, h) =
∑

χ∈B

ε(χ)χ(g)f(χ)(h), (g ∈ G,h ∈ NG(D))

とおくとき次を満たす;
(a) µ(g, h) 6= 0 =⇒

g と h はともに p と素な位数をもつか, あるいは, ともに p の倍数である位数をもつ.
(b) µ(g, h)/|CG(g)| と µ(g, h)/|CNG(D)(h)| は R の元.

(ii) (Derived Equivalence Conjecture) eBRG と ebRNG(D) の加群圏の導来圏は三角圏として同値 ?

Db(mod(eBRG)) ∼= Db(mod(ebRNG(D)) ?

(iii) (Splendid Equivalence Conjecture, Rickard [Ri96], Broué) 各項 Ci が p-permutation かつ ∆(D)-
射影的な RG-RNG(D) 両側加群で左RG-射影的かつ右RNG(D)-射影的なものからなる有限鎖複体（た
だし, ∆(D) = {(g, g−1) | g ∈ D}）

C : · · · → Ci+1 → Ci → · · ·
で C⊗RNG(D) C∗ ∼= eBRG および C∗⊗RG C ∼= ebRNG(D) (homotopy equivalence) を満たすものが存
在する ? 特に, この C は, Db(mod(eBRG)) と Db(mod(ebRNG(D)) 間の同値を与える.

Remark 3.2. (i) p-permutation かつ ∆(D)-射影的な加群とは, ∆(D)-加群からの誘導で得られる G×
NG(D)-加群の直和因子となっている加群のことである.

(ii) Conjecture (iii) の性質をもつ RG-RNG(D)-加群の有限鎖複体が存在することと同様の性質をも
つ kG-kNG(D)-加群の有限鎖複体が存在することは同値である.

Broué Conjecture も元の形 Conjecture 3.1 (i) から Rickard による森田同値の理論の導来圏への拡
張を受け, より強い形 (iii) へ変化した. 即ち, 以下の命題が成立する.

Theorem 3.3. (Broué) Derived Equivalence Conjecture が正しければ Perfect Isometry Conjecture も
正しい.

さらに, Isaacs-Navarro Conjecture を見た Broué は, ただちに, r(χ) と Broué Conjecture の関係に
ついて注意した.

Theorem 3.4. (Broué) B ↔ b はDerived Equivalence Conjecture を満たすとする. このとき, 全単射
f : B → b が存在し, d(χ) = d(f(χ)) と r(χ) ≡ ±r(f(χ)) mod p がすべての χ ∈ B について成立する.

また, ガロア群の作用との関係は次のようになる.

Remark 3.5. Splendid Equivalence Conjecture における B と C が σ-不変であれば, 全単射 f : B → b
は σ と compatible である:

f(σ(χ)) = σ(f(χ)) for all χ ∈ B.
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従って, B ↔ b に対し, Splendid Equivalence Conjecture が σ-不変な C によって成立すれば, MAIN
Conjecture も B に対して成立する.

Question. B が σ-不変であるとき, Splendid Equivalence Conjecture の C として σ-不変なものが取
れるか ?

4. Dade Conjecture

まず, 定義をいくつか与える.

G の p-部分群 P が radical ⇐⇒ Op(NG(P )) = P (ただし, Op(H) は, H の最大正規 p-部分群)

G の p-部分群の鎖
C : Op(G) < P1 < P2 < · · · < Pn

が次を満たすとき, radical p-鎖という.

Op(∩j
i=1NG(Pi)) = Pj for all j with 1 ≤ j ≤ n.

R : G の radical p-鎖の集合, R/G : R の G-共役類の代表系, NG(C) := ∩n
i=1NG(Pi), |C| := n

Dade Conjecture の最初の形（ordinary form）は以下で与えられる.

Conjecture 4.1. (Dade [Da92]) B を defect 群が D である G の p-block とし, D 6= {1}, かつ
Op(G) = {1} であるとする. このとき, すべての d について以下が成立する?

∑

C∈R/G

(−1)|C|]{ϕ ∈ Irr(NG(C))| ϕ ∈ b, bG = B, d(ϕ) = d} = 0

これに, r(χ) と σ を関与させると次のようになる.

Conjecture 4.2. B を defect 群が D である G の p-block とし, D 6= {1}, かつ Op(G) = {1} である
とする. このとき, すべての d と r (1 ≤ r ≤ p/2 ) について以下が成立する?

∑

C∈R/G

(−1)|C|]{ϕ ∈ Irr(NG(C))| ϕ ∈ b, bG = B, d(ϕ) = d, r(ϕ) ≡ ±r mod p} = 0

Conjecture 4.3. 条件 (*) を満たす σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q) を固定する. B を defect 群が D である G の
p-block とし, D 6= {1}, かつ Op(G) = {1} であるとする. このとき, すべての d, i と r (1 ≤ r ≤ p/2 )
について以下が成立する?

∑

C∈R/G

(−1)|C|]{ϕ ∈ Irr(NG(C))| ϕ ∈ b, bG = B, d(ϕ) = d, r(ϕ) ≡ ±r modp, σi(ϕ) = ϕ} = 0

Remark 4.4. (i) すべての covering group を含めて Dade Conjecture （Conjecture 4.1） (resp. Con-
jecture 4.2) が正しければ, MaKay-Alperin (resp. Isaacs-Navarro) Conjecture も正しい. （[Da92],
[Da94]）

(ii) D が可換であるとする. このとき, Broué の Perfect Isometry Conjecture は Dade Conjecture
（Conjecture 4.1）を導く. （[Us97] 参照）
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5. Evidences, Results

これらの予想共通に知られている一般的結果は余りなく, defect 群が巡回群であるときの結果がある
のみである.（Theorem 5.1） 証明は次のようになされる. まず, Rouquier [Rq01] では, G の p-block B
の defect 群が巡回群であるときの Broué の Splendid Equivalent Conjecture が証明されている. さら
に, その証明を見ると導来圏の同値を与える有限鎖複体は, B を不変にするガロア群の元 σ によって不変
であることがわかる. 従って, MAIN Conjecture も正しい. （Theorem 3.4, Remark 3.5）また, Remark
4.4 (ii) から Dade Conjecture も正しい.

Theorem 5.1. p-block B の defect 群が巡回群であるとする. このとき, 前節のすべての conjecture は
B について正しい.

各予想についての結果は概ね以下の通りである.

A. MAIN Conjecture は次の場合に正しい.

散在型単純群, 対称群, 可解群, +α

B. Broué Conjecture (Splendid Equivalence Conjecture) は次の場合に正しい.
（詳しくは http://www.maths.bris.ac.uk/ majcr/adgc/adgc.html を参照のこと.）

対称群, defect 群が C2 × C2 or C3 × C3 の p-block, +α

C. Dade Conjecture (Mainly without σ) は次の場合に正しい.
（詳しくはこの報告の最後のセクションを参照のこと.）

対称群, いくつかの単純群の系列, Fi′24, BM , M 以外の散在型単純群 , +α

6. Examples

ここでは, defect 群が非可換な p-block の例を与え, MAIN Conjecture と Dade Conjecture について
考える.

例 1. G を Conway の３番目の散在型単純群 Co3, p = 5 とする. （|G| = 210 · 37 · 53 · 7 · 11 · 23.）

Sylow 5-部分群 P は, 位数 53 の extra special 5-群 : P = 〈a, b|a5 = b5 = 1, [a, b]5 = 1, [[a, b], a] =
[[a, b], b] = 1〉.

G は, principal 5-block B0 （自明な加群を含む block）と defect 群が位数 5 の巡回群である 5-block
1 個, defect 群が自明な 5-block 11 個をもつ. このうち, Conjecture の対象となるのは, defect 群が自明
でないものである. さらに, defect 群が巡回群である 5-block については, Theorem 5.1 によりすべての
予想が正しいことがわかる. 従って, 以下, B0 についてのみ考える.

b0 を NG(P ) の principal 5-block （この場合, NG(P ) の unique な 5-block）とすると, bG
0 = B0（即

ち, B0 ↔ b0）であり, |NG(P )| = 24 · 3 · 53 となっている.

まず MAIN Conjecture について考える. B0, b0 ともに 26 個の既約指標を含み, d, r の値によって分
類すると個数 ]{χ ∈ B | d(χ) = d and r(χ) ≡ ±r mod 5} は次のようになる.

(d, r) (3, 1) (3, 2) (2, 1) (2, 2)
B0 10 10 2 4
b0 10 10 2 4

次に, これらの 26 個ずつの既約指標値のうち, 有理数でない所を指標表から抜き出すと次を得る.
（Atlas [At] および [O] 参照）
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B0 :

1 11A 11B 20A 20B 22A 22B d r
896 b11 b∗11 − − b11 b∗11 3 2
896 b∗11 b11 − − b∗11 b11 3 2

3520 − − 5i −5i − − 2 2
3520 − − −5i 5i − − 2 2

20608 b11 b∗11 − − b11 b∗11 3 1
20608 b∗11 b11 − − b∗11 b11 3 1

b0 :

1 4A 4C 8A 8B 8C 8D 12A 12B 20A 20B 24A 24B 24C 24D d r
1 − − −i i i −i − − − − −i i −i i 3 2
1 − − −i i −i i − − − − i −i i −i 3 2
1 − − i −i −i i − − − − i −i i −i 3 2
1 − − i −i i −i − − − − −i i −i i 3 2
2 − − − − −2i 2i − − − − −i i −i i 3 1
2 − − − − 2i −2i − − − − i −i i −i 3 1
2 −2i 2i − − − − 2i −2i − − − − − − 3 1
2 −2i 2i − − − − −i i − − η −η −η η 3 1
2 −2i 2i − − − − −i i − − −η η η −η 3 1
2 2i −2i − − − − −2i 2i − − − − − − 3 1
2 2i −2i − − − − i −i − − −η η η −η 3 1
2 2i −2i − − − − i −i − − η −η −η η 3 1

20 − − − − − − − − 5i −5i − − − − 2 2
20 − − − − − − − − −5i 5i − − − − 2 2

(b11 = (−1 + 11i)/2, b∗11 = (−1− 11i)/2, η = −e
π
√−1
12 − e

5π
√−1
12 )

ここで, 条件 (*) を満たす σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q) をとると

σ(11i) = 11i, σ(i) = i, σ(η) = η, σ(5i) = −5i

となる. σ-不変でないものは, どちらも (d, r) = (2, 2) の 2 個だけなので MAIN Conjecture は成立する.

次に, Dade Conjecture について考える. まず, radical 5-鎖の共役類の代表系を決定する.

P1 を 5B-element （5B と名付けられた位数 5 の元の共役類に入る元）で生成された部分群とし, S を
NG(P1) の Sylow 5-部分群（ 位数 52 の基本可換群）とする. G の位数 5 の部分群は 5A-element で生
成されたものと 5B-element で生成されたもの, 2 個の共役類があるが, 5A-element で生成された方は,
radical ではなく, 5B-element で生成されたものは radical である. また, 位数 52 の部分群は, すべて
radical ではないことも容易にわかる. 従って, G の radical 部分群の共役類の代表系は {1}, P1, P で
ある.

以上のこととから radical 5-鎖の共役類の代表系は

C1 : 1, C2 : 1 < P1, C3 : 1 < P1 < S, C4 : 1 < P

であり, NG(C2) = NG(P1) ∼= (5 : 4)×A5, NG(C3) = NG(P1)∩NG(S) ∼= (5 : 4)×D10 となる. （(5 : 4)
は位数 5 の正規部分群に位数 4 の群が忠実に作用するときの半直積, A5 は 5 次交代群, D10 は位数 10
の 2 面体群.）

NG(P1) は, principal 5-block B1 と defect 群が P1 の 5-block B′ をもち, B1 のみが B0 を誘導する.
（BG

1 = B0.）（ちなみに, B′ は, G の defect 群が P1 の 5-block と Brauer の第１主定理で対応するもの
である. ） （Recall : NG(P1) の Sylow 5-部分群 S は, 位数 52 の基本可換部分群.）

NG(P1) ∩NG(S) は, principal 5-block B2 のみをもち, BG
2 = B0 となっている.
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B1 と B2 の既約指標を d, r によって分類すると個数は次のようになる.

(d, r) (3, 1) (3, 2) (2, 1) (2, 2) (−1)|Ci| `
B0 10 10 2 4 + 18
b0 10 10 2 4 − 18
B1 0 0 10 10 − 8
B2 0 0 10 10 + 8

（` は, 標数 5 の閉体上の既約指標の同値類の個数）

Remark 6.1. B1 と B2 は, ともに S を defect 群にもち, Brauer の第 1 主定理によって対応してい
る. 即ち, B1 ↔ B2. さらに, 条件 (*) を満たす σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q) をとると, 次の Rouquier の定理によ
り B1 と B2 に対し Splendid Equivalence Conjecture が σ-不変な C によって成立する. 特に, MAIN
Conjecture が B1 に対して成立する. 即ち, 任意の d, r ∈ Z, 1 ≤ r ≤ 2 に対し,

{χ ∈ B1 | d(χ) = d and r(χ) ≡ ±r mod 5}, {ϕ ∈ B2 | d(ϕ) = d and r(ϕ) ≡ ±r mod 5}
は, 〈σ〉 -集合として同形である.

Theorem 6.2. (Rouquier [Rq01]) G の Sylow p-部分群が, 正規可換 p-部分群 P1 と巡回 p-部分群 P2

の直積であるとする. このとき, 条件 (*) を満たす σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q) をとると G の principal p-block
に対し Splendid Equivalence Conjectureが σ-不変な C によって成立する.

以上から, Dade Conjecture が正しいことがわかる.

例 2. G = GL3(2), p = 2 について考える. （|G| = 23 · 3 · 7.）

Sylow 2-部分群 P は, 位数 23 の 2 面体群である.

G は, principal 2-block B0 と defect 群が自明な 2-block をもつので, B0 について考えればよい.

線形群とその定義体の標数 p については, 放物型部分群のべき零根基が radical p-部分群を与えるので
（Borel-Tits の定理） P1, P2 を G の極大放物型部分群のべき零根基の共役類の代表系とすると radical
2-鎖の共役類の代表系は

C1 : 1, C2 : 1 < P1, C3 : 1 < P2, C4 : 1 < P1 < P, C5 : 1 < P2 < P, C6 : 1 < P

となる. さらに, NG(C2) = NG(P1) ∼= NG(C3) = NG(P2) ∼= S4（4 次対称群）, NG(C4) = NG(P1) ∩
NG(P ) ∼= NG(C5) = NG(P2) ∩ NG(P ) ∼= NG(C6) = NG(P ) ∼= P なので, C1, C2, C3, C4, 即ち, G,
NG(P1), NG(P2), P のみ考えればよい.

S4 と P は principal 2-block のみをもち, すべての既約指標は有理数値をもつ. また, 条件 (*) を満
たす σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q) をとると B0 に含まれる指標はすべて σ-不変である. 既約指標を d, r によって
分類すると個数は次のようになるので, MAIN Conjecture と Dade Conjecture が成立する.

(d, r) (3, 1) (2, 1) (−1)|Ci| `
B0 4 1 + 3

NG(P1) 4 1 − 2
NG(P2) 4 1 − 2

NG(P1) ∩NG(P ) 4 1 + 1

（` は, 標数 2 の閉体上の既約指標の同値類の個数）
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ここで, Co3 の状況と GL3(2) の状況はよく似ているように感じられるかも知れないが, 標数 p の閉
体上の既約指標の同値類の個数を見るとそうではないことが分かる. 即ち, Co3 では, 関連する 4 つの
block のうち 2 個ずつが同じ不変量をもっているのに対し, GL3(2) では, 同じ不変量をもっているのは,
もともと同型な NG(P1) と NG(P2) のみであり, これらの鎖の長さの parity も同じである. つまり, Co3

の状況では, 交代和を取っているといっても実際はほぼ同等の 2 個の block からなる pair の集まりを考
えているのであるが, GL3(2) では, そのような pair は存在しない.

Problem. GL3(p) をモデルにして, Dade 予想のように p-鎖の正規化群を考える場合も Broué 予想の
ような圏論的な背景があるのか考察せよ.

例えば, 加群圏の間の「誘導」が導く導来圏の間の次のような関手 f1, f2, h1, h2 を考えると

Db(mod(eB0kG))

f1 ↗ ↖ f2

Db(mod(kNG(P1))) Db(mod(kNG(P2)))

h1 ↖ ↗ h2

Db(mod(kP ))

Imf1, Imf2 は, 加法圏としては Db(mod(eB0kG)) を生成しないが, 三角圏の部分圏としての生成を考え
ると Db(mod(eB0kG)) を生成している. 上の図形は各圏の Grothendieck 群間の準同型

G0(Db(mod(eB0kG)))

f ′1 ↗ ↖ f ′2

G0(Db(mod(kNG(P1)))) G0(Db(mod(kNG(P2))))

h′1 ↖ ↗ h′2

G0(Db(mod(kP )))

を引き起こし, これから標数 2 の閉体上の既約指標の同値類の個数 `(∗) について
`(eB0kG))− `(kNG(P1))− `(kNG(P2)) + `(kP ) = 0

を得る. このような考察は R 上でどうなるのか？　また, そのとき Q(ζ) へ係数拡大した図式から通常
指標について何が得られるのかを調べることが必要であると思われる.

7. Dade’s conjectures および関連する事項についての結果

Dade 予想についての現在までに知られている結果は以下の通りである.

1. GENERAL RESULTS
cyclic defect group case final Dade [Da96] +
tame block case invar. Uno [Un94]
abel. defect unipotent blocks ord. Broué, Malle, Michel [BMM93]
abel. defect principal blocks ord., p = 2 Fong, Harris [FH93]
abel. defect, some cases ord. Puig, Usami [PUn] [Usn]
p-solvable proj. Robinson [Rb00]
Op(G) cyclic, G/Op(G) T.I.p-Sylow proj. Eaton [Ea01]
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2. FINITE CHEVALLEY GROUPS
GLn(q) ord., p|q Olsson, Uno [OU96]
GUn(q) ord., p|q Ku [Ku99]
GLn(q), GUn(q) invar., p - q An [An01]
Sp2n(q), SO±

m(q) ord., p - q, p, q odd An [An11]
L2(q) final Dade [Da99a]
L3(q) final, p|q Dade
Ln(q) ord., p|q Sukizaki [Su99a]
Sz(22n+1) final Dade [Da99a]
3D4(q) An [An02]
2F4(22n+1) ord., p 6= 2 An [An98a]
2F4(2)′ (+ outerauto.) final An [An96b]
G2(q) final, p - q q 6= 3, 4 An [An96a]+
2G2(32n+1) final p 6= 3 An [An94], p = 3 Eaton [Ea00]

3. SYMMETRIC AND ALTERNATING GROUPS
An, abelian defect ord. Fong, Harris [FH97]
Sn ord. p 6= 2 Olsson, Uno [OU95], p = 2 An [An98b]

4. SPORADIC SIMPLE GROUPS
M11, J1 final Dade [Da92]
M12 (+coverings, outerauto.) final Dade
M22 (+coverings, outerauto.) final Huang [Hu97]
M23, M24 final Schwartz, An, Conder [AC95]
J2 (+coverings, outerauto.) final Dade
J3 (+coverings, outerauto.) final Kotlica [Ko97]
McL (+coverings) final Murray [Mu98], Entz, Pahlings [EP99]
Ru final Dade, An, O’Brien [AO02]
He final An [An97]
HS final Hassan, Horváth [HH99]
Co1 final An, O’Brien [AO04]
Co2 final An, O’Brien [AO98]
Co3 final An [An99]
Suz final Himstedt [Hi99]
O′N final An, O’Brien [AO02], Uno, Yoshiara [UY02]
Th final Uno [Un04]
Ly final Sawabe, Uno [SU03]
HN final An, O’Brien [AO03]
Fi23 final An, O’Brien [AO99]
Fi22 invar. An, O’Brien [AO4]
J4 An, O’Brien, Wilson [AOW03]
sporadic, abelian defect principal block ord. Rouquier [Rq94]
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参考文献には, ここに直接関係するものの他, Dade Conjecture に関係するもののほとんどをあげた.
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[EH02] C. W. Eaton, B. Höfling : Dade’s conjecture and wreath products, J. Group Theory 5 (2002), no. 4, 409–428.
[ER02] C. W. Eaton, G. R. Robinson : On a minimal counterexample to Dade’s projective conjecture, J. Algebra 249

(2002), no. 2, 453–462.
[EP99] G. Entz, H. Pahlings : The Dade conjecture for the McLaughlin group, Groups St. Andrews 1997 in Bath, I,

253–266, London Math. Soc. Lect. Notes Ser. 260, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999.
[F03] P. Fong : The Isaacs-Navarro conjecture for symmetric groups, Special issue celebrating the 80th birthday of

Robert Steinberg, J. Algebra 260 (2003), no. 1, 154–161.
[FH93] P. Fong, M. Harris : On perfect isometries and isotypies in finite groups, Invent. math. 114 (1993) 139–191.
[FH97] P. Fong, M. Harris : On perfect isometries and isotypies in alternating groups. Trans. Amer. Math. Soc. 349

(1997) no. 9, 3469–3516.
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[KR89] R. Knörr, G. Robinson : Some remarks on a conjecture of Alperin, J. London Math. Soc. 39 (1989) 48–60.
[Ko97] S. Kotlica : Verification of Dade’s conjecture for Janko group J3, J. Algebra 187 (1997) 579–619.
[Ku99] C. Ku : Dade’s conjecture for the finite unitary groups in the defining characteristic, Thesis, California Institute

of Technology, June, 1999.
[KlR96] B. Külshammer, G. Robinson : Alperin-McKay implies Brauer’s problem 21. J. Algebra 180 (1996), no. 1,

208–210.
[Le78] G.I. Lehrer : On a conjecture of Alperin and McKay, Math. Scand. 43 (1978/79), no. 1, 5–10.
[Ma96] A. Marcus : On equivalences between blocks of group algebras: reduction to the simple components, J. Algebra

184 (1996), 372–396.
[Ma99] A. Marcus : Derived equivalences and Dade’s invariant conjecture, J. Algebra 221 (1999) no. 2, 513–527.
[Ma00] A. Marcus : Blocks of normal subgroups and Morita equivalences, International Algebra Conference (Iaşi, 1998).
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Sūrikaisekikenkyūsho Kōkyūroku No. 991 , (1997) 16–27. (survey article)
[Un00s] K. Uno : On Dade’s conjecture. Proceedings of ”Representation theory of finite and algebraic groups” (Osaka,

2000), Edited by N.Kawanaka, G.Michler, K.Uno, (2000) 27–37. (survey article)
[Un04] K. Uno : Conjectures on character degrees for the simple Thompson group, Osaka J. Math. 41 (2004) 11–36.
[UY02] K. Uno, S. Yoshiara : Dade’s conjecture for the simple O’Nan group, J. Algebra 249 (2002) 147–185.
[Us88] Y. Usami : On p-blocks with abelian defect groups and inertial index 2 or 3. I, J. Algebra 119 (1988) 123–146.
[Us89] Y. Usami : On p-blocks with abelian defect groups and inertial index 2 or 3. II, J. Algebra 122 (1989) 98–105.
[Us95] Y. Usami : Perfect isometries for blocks with abelian defect groups and dihedral inertial quotients of order 6, J.

Algebra 172 (1995) 113–125.
[Us96a] Y. Usami : Perfect isometries and isotypies for blocks with abelian defect groups and the inertial quotients

isomorphic to Z4 × Z2, J. Algebra 181 (1996) 727–759.
[Us96b] Y. Usami : Perfect isometries and isotypies for blocks with abelian defect groups and the inertial quotients

isomorphic to Z3 × Z3, J. Algebra 182 (1996) 140–164.
[Us97] Y. Usami : Perfect isometries for principal blocks with abelian defect groups and elementary abelian 2-inertial

quotients, J. Algebra 196 (1997) no. 2, 646–681.
[W98] R. A. Wilson : The McKay conjecture is true for the sporadic simple groups, J. Algebra 207 (1998), 294–305.
[Yo00] S. Yoshiara : The radical 2-subgroups of the sporadic simple groups J4, Co2, and Th. J. Algebra 233 (2000), no.

1, 309–341.
[Yo02] S. Yoshiara : The radical 2-subgroups of some sporadic simple groups, J. Algebra 248 (2002), no. 1, 237–264.


