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1 序
κを体とし，κ上の代数多様体あるいはその退化Xに対して「良い」cohomology

理論X 7→ Hn(X)が定義されているとする．この時，Grothendieck, Deligneによる
「weightの yoga」([G], [D1], [D4]) により，次のことが期待される：

期待 1.1. Hn(X)は次の性質を満たす有限増大 filtrationPkH
n(X) (k ∈ Z)をもつ．

(1)次数商 gr P
k Hn(X) := PkH

n(X)/Pk−1H
n(X) (k ∈ Z) は κ上 proper, smoothな

代数多様体の重さ kの cohomology達を用いて書ける．
(2)この filtrationは cohomologyへの種々の自然な操作 (pull back, push forward,

base change, Künneth formula, Poincaré duality等)と compatibleである．
(3)代数多様体が族を成していれば PkH

n(X)達は構成可能層をなす．適当な条件
下では smoothな層をなす.

(ここで proper, smoothな代数多様体 Y の重さ kの cohomologyとはHk+2i(Y )(i)

(i ∈ Z)のこと．但し，(i)という twistの概念が cohomologyに定義されているとす
る．) この filtration PkH

n(X) (k ∈ Z)のことをHn(X)のweight filtrationと言う．
Weight filtrationの (1)の部分は要するに「(proper, smoothとは限らない)X の

cohomologyは proper, smoothな代数多様体達の cohomologyを用いて書ける」とい
うことである．従って，proper, smoothな代数多様体の cohomologyがある性質を
満たせば，proper, smoothとは限らない代数多様体の cohomologyについても何か
類似の性質が満たされるであろうと期待される．この期待が成り立つ代表的な例は
次の通りである．

例 1.2. (1) XがC上の proper, smoothな代数多様体ならばそのBetti cohomology

Hn(Xan,Q)は pure Hodge構造をもつが，一般のXに対してはそのBetti coho-

mology Hn(Xan,Q)は混合Hodge構造をもつ (Deligne, [D2],[D3])．(ここでXan

はXから自然に定まる複素解析空間を表わす．)

(2) Xが有限体Fq上のproper, smoothな代数多様体ならば, lを qと素な素数とする
ときXFq

の l進エタール cohomology Hn(XFq ,et,Ql)への Frobenius写像の固有
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値の絶対値は qn/2 である．一般のX に対してはHn(XFq ,et,Ql)への Frobenius

写像の固有値の絶対値は q1/2の自然数乗になる (Deligne, [D5])．

以下では，Xが次のいずれかの場合を主に考える．

(I) Xが κ上の openな (properでない)smooth代数多様体の場合．
(II) Xが κ上の properで strictly semi-stableな退化の場合．

これらの場合，weight filtrationは次の cohomology理論に対して定義されている．
(但し，(II)の場合は適当に log構造を考慮しなければならないので，以下の説明に
おける記述は正確でないことを断っておく．)

� Betti cohomologyおよび de Rham cohomologyの場合.

まず κ = Cの場合のX の Betti cohomologyHn(Xan,Q)への weight filtrationと de

Rham cohomology Hn
dR(X/C) := Hn(X, Ω•

X/C)へのweight filtration は (I)の場合に
はDeligne([D2])により定義され，また (II)の場合には本質的にはSteenbrink([St1])に
より定義された．この場合，Betti cohomologyとde Rham cohomologyとの比較定理
(de Rhamの定理)の同型Hn(Xan,Q)⊗QC ∼

= Hn
dR(X/k) があるが，これは filtration

を保つ同型であり，この同型により，cohomologyに混合 Hodge構造が入ることが
示されている．なお，(II)については Steenbrink-Zucker([St-Zu]), Steenbrink([St2]),

F.Kato([Kf]), K.Kato-Nakayama([Kk-Ny]), Matsubara([Ma]), K.Kato-Matsubara-

Nakayama([Kk-Ma-Ny]), Fujisawa-Nakayama ([F-Ny]) などの関連する仕事がある．

� l進 etale cohomologyの場合．
κを標数 pの体 (p 6= l)とし，κをその分離閉包とする．Xκ (Xのκへのbase change)

の l進 cohomology Hn(Xκ,et,Ql)へのweight filtrationは (I)の場合はDeligne([D5])

により，(II)の場合はRapoport-Zink([R-Zi])により定義された．なお，(II)につい
てはNakayamaの仕事 ([Ny])も重要である．

� log de Rham-Witt cohomologyの場合．
κを標数 p > 0の完全体とするとき，Xの log de Rham-Witt cohomologyへのweight

filtrationが (I), (II)の場合にMokrane([Mo1], [Mo2])により定義されている．

本稿での我々の目標は, κを標数 p > 0の完全体とするときにX の log crystalline

cohomologyのweight filtrationを定義し，その性質を調べることである．ここで一
つ remarkしておくべきことがある：実はXの log crystalline cohomologyは log de

Rham-Witt cohomologyと同型なので (Illusie[I1], Hyodo-Kato[H-Kk]), この同型を
通じて� (Mokraneの結果)により log crystalline cohomologyにはweight filtration

が既に定義されているとも言える，ということである．しかし，ここで�の場合を
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改めて考えてみる：この場合には Betti cohomology, de Rham cohomologyにそれ
ぞれ (比較同型を使うことなく直接に)weight filtrationが定義されていて，それらが
比較同型により保たれていたのであった．そこで我々の場合にも，「log crystalline

cohomologyに対する直接的な weight filtrationの定義」があって，Illusie, Hyodo-

Kato による同型を通じてそれが log de Rham-Witt cohomologyの (Mokraneによ
る)weight filtrationと compatibleになっているべきではないか，と考えることにす
る．つまり，我々の目標は，より正確には「log crystalline cohomologyに直接的に
weight filtrationを定義して，その性質を調べること」である．なお，(I)の場合，我々
のweight filtrationの定義法は代数多様体のある種の smoothな族に対しても有効で
あり (Mokraneの場合はそうではない), このことから期待 1.1の (3)のある部分 (つ
まりweight filtrationのある種の連続性)を示すことができる．これもMokraneの場
合と比べた時の我々の定義法の利点である．
さて，§2では (I)の場合，つまりXが open, smoothな代数多様体の場合にBetti

および de Rham cohomologyの weight filtrationの定義を簡単に復習した後，log

crystalline cohomologyへのweight filtrationの定義およびその性質について述べる．
この場合はBettiおよびde Rham cohomologyの場合と非常に似た形で話が進み，log

crystalline cohomologyは (ある意味では)Betti cohomologyの類似である，という見
方を得ることができる．なお，§2の内容は東京電機大の中島幸喜氏との共同研究に基
づくものである．また §3では (II)の場合，つまりXが proper，strictly semi-stable

な退化の場合に l進 etale cohomologyの時のRapoport-Zinkの結果を簡単に復習し
た後，我々の場合にこれまでわかったことを簡単に報告する．

2 Open, smoothな代数多様体のcohomologyの場合

2.1 Betti, de Rham cohomologyのweight filtrationの復習

XをC上の open, smoothな代数多様体とし，j : X
⊂−→ Xを compact化でD :=

X \XがX上の simple normal crossing divisor(以下 SNCDと略記)となるようなも
のとする (このような jは広中の定理より必ず存在する)．D =

⋃m
i=1 DiをDの既約

成分への分解，k ≥ 0に対してD(k) :=
∐

1≤i1<i2<···<ik≤m Di1 ∩Di2 ∩ · · · ∩Dik とし，

a(k) : D(k) −→ Xを包含写像Dij
⊂−→ Xたちから導かれる写像とする．(k = 0の時

はD(k) = X, a(0) = idX とおく.) そしてXan, Xan, jan等をU,X, j等に対応する複素
解析空間またはその間の射とする．
まずX の Betti cohomology Hn(Xan,Q) = Hn(Xan, Rjan∗Q)の weight filtration

の定義を述べる．まず次の命題に注意する．

命題 2.1 (purity). 同型Rkjan∗Q = a
(k)
an∗Q(−k)がある．

(これは exponential sequenceと cup積の誘導する同型である．) τ≤kRjan∗Q (k ∈ Z)
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をRjan∗Qの canonical filtration (すなわち自然に

H l(τ≤kRjan∗Q) =

{
H l(Rjan∗Q), (if l ≤ k),

0, if l > k).

を満たす filtration)とおく．すると命題より gr τ
kRjan∗Q = a

(k)
an∗Q(−k)なのでこの

filtrationによりスペクトル系列

E−k,n+k
1 = Hn−k(D(k)

an ,Q(−k)) =⇒ Hn(Xan,Q)

が導かれる．このスペクトル系列をweightスペクトル系列といい，これにより誘導
されるHn(Xan,Q)の filtrationをweight filtrationと定義する．
今，スペクトル系列を用いてweight filtrationの定義を述べたが，filter導来関手の
概念を用いて次のように述べることも出来る：filter付導来圏のobject (Rjan∗Q, τ≤k)に
filter導来関手Hn(Xan,−)を施したものHn(Xan, (Rjan∗Q, τ≤k))をweight filtration

付の Betti cohomology Hn(Xan,Q)と定義する．この述べ方をしておくと，比較定
理が filtrationを保つことの証明が見やすくなる．
次にXのde Rham cohomology Hn

dR(X/C) := Hn(XZar, Ω
•
X/C) = Hn(X, Rj∗Ω•

X/C)
∼
= Hn(X, Ω•

X/C(log D))のweight filtrationの定義を述べる．まずΩ•
X/C(log D)の fil-

tration PkΩ
•
X/C(log D)を

PkΩ
•
X/C(log D) :=





0, (if k < 0),

Im(Ωk
X/C(log D)⊗ Ω•−k

X/C −→ Ω•
X/C(log D)), (if 0 ≤ k ≤ •),

Ω•
X/C(log D), (if • < k).

により定義する．この時，次が成り立つ：

命題 2.2. 同型 gr P
k Ω•

X/C(log D)
∼
= a

(k)
∗ Ω•−k

D(k)/C(−k)がある．

(上の同型はPoincaré residue同型と呼ばれる．)この命題により，filtration PkΩ
•
X/C

(log D)はスペクトル系列E−k,n+k
1 = Hn−k(D(k), Ω•

D(k)/C) =⇒ Hn(X, Ω•
X/C(log D)),

つまり
E−k,n+k

1 = Hn−k
dR (D(k)/C) =⇒ Hn

dR(X/C)

を導く．このスペクトル系列をweightスペクトル系列といい，これにより誘導され
るHn

dR(X/C)の filtrationをweight filtrationと定義する．
この場合にも filter導来関手を用いて次のように述べることも出来る：filter付導来

圏のobject (Ω•
X/C(log D), Pk)にfilter導来関手Hn(X,−)を施したものHn(X, (Ω•

X/C
(log D), Pk))をweight filtration付の de Rham cohomology Hn

dR(X/C)と定義する．
ここで de Rhamの定理による比較同型Hn(Xan,Q) ⊗Q C ∼

= Hn
dR(X/C)があるこ

とを思い出そう．この時，次が言える：
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命題 2.3. 比較同型Hn(Xan,Q)⊗QC ∼
= Hn

dR(X/C)は両辺のweight filtrationを保つ．

Proof. 自然な射Xan −→ Xを uとおく．すると，filter擬同型

(Ω•
X/C(log D), Pk) ' Ru∗(Ω•

Xan/C(log Dan), Pk)

' Ru∗(Ω•
Xan/C(log Dan), τ≤k)

' Ru∗(Rjan∗Ω•
Xan/C, τ≤k)

' Ru∗((Rjan∗Q)⊗Q C, τ≤k)

がある．((Ω•
Xan/C(log Dan), Pk)は解析的な log de Rham複体 Ω•

Xan/C(log Dan) に上
のPkと同様の filtrationを入れたもの.) ここで一番目の filter擬同型はGAGAから，
三番目の filter擬同型は擬同型Ω•

Xan/C(log Dan) ' Rjan∗Ω•
Xan/Cから，四番目の filter

擬同型は Poincaréの補題から従う．二番目の filter擬同型は解析的な log de Rham

複体に対する Poincaré residue同型から出るが，詳細は省略する．
上の filter擬同型に filter導来関手Hn(X,−)を施すと題意を得る．

注 2.4. なお，上の記号で, 解析的 log de Rham複体は Ω•
Xan/C(log Dan) = u∗(Ω•

X/C
(log D))を満たしていることに注意．

2.2 log crystalline cohomologyのweight filtration

素数 pを固定する．Sを quasi-compactで pが冪零な schemeまたは p-adic Noethe-

rian formal schemeとし，I ⊂ OSを pを含む quasi-coherent PD-idealとする．S0 :=

Spec
S
OS/Iとおき，Xを S0上の smooth schemeとする．そしてX ⊂ Xを S0上の

相対 compact化でD := X \X が S0上の相対 SNCDとなっているものとする．な
お，S0 = Spec κの場合であっても，正標数での広中の定理は知られていないのでこ
のようなX が常に存在するかどうかはわからない．我々はX の存在を仮定するこ
とにする．このとき，組 (X, D)を自然に (Fontaine-Illusie-Katoの意味での)S上の
fine log schemeと見なすことが出来る．
一般に crystalline cohomologyは properでない schemeに対しては良い性質を持た

ない (例えば有限性を満たさない)ので，Xの S上の相対 crystalline cohomologyは
良い cohomologyではない．その代わりとなるべき良い cohomologyは，log scheme

(X, D)の S上の相対 crystalline cohomologyであると考えられている．よって，以
後我々は (X,D)の S上の相対 crystalline cohomologyを考察の対象とすることにす
る．従って，log scheme (X,D)が 2.1節におけるXの類似であると考える．

k ∈ Z, k ≥ 0に対してD(k), a(k) : D(k) −→ X を 2.1節と同様に定義する．そし
て ((X, D)/S)crys, (X/S)crys, (D

(k)/S)crysをそれぞれ (X, D), X, D(k)の S上の crys-

talline siteとする．詳しい定義は省略するが，これらは 2.1節のXan, Xan, D
(k)
an の類
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似である．またO(X,D/S),OX/S,OD(k)/Sをそれぞれ ((X, D)/S)crys, (X/S)crys, (D
(k)/

S)crys 上の構造層とする．これらはXan, Xan, D
(k)
an 上の定数層 Cの類似である．そ

して j : (X, D) −→ X を自然な log scheme の写像とし，これが誘導する crys-

talline site間の射 ((X, D)/S)crys −→ (X/S)crysを jcrysと書くことにする．これらは
2.1節における j, janの類似である．同様に，a(k)が誘導する crystalline site間の射
(D(k)/S)crys −→ (X/S)crysを a

(k)
crysと書く.

構造射 (X, D) −→ S0は siteの射 f(X,D)/S : ((X, D)/S)crys −→ SZarを自然に誘導
する．Rnf(X,D)/S∗O(X,D)/Sのことを (X, D)のS上の相対crystalline cohomologyと言
い，以後はHn

S(((X, D)/S)crys,O(X,D)/S)と書くことにする．同様にして，X,D(k)の
S上の相対 crystalline cohomology Hn

S((X/S)crys,OX/S), Hn
S((D(k)/S)crys,OD(k)/S)

も定義される．
以上の準備の下で，相対 crystalline cohomology Hn

S(((X, D)/S)crys,O(X,D)/S)
∼
=

Hn
S((X/S)crys, Rjcrys∗O(X,D)/S)のweight filtrationの定義を述べる．まず次の命題が
成り立つ：

命題 2.5 (purity). 同型Rkjcrys∗O(X,D)/S
∼
= a

(k)
crys∗OD(k)/S(−k)が成り立つ．

これは直接計算して示すことも出来るし，後で出てくる「解析的な log de Rham
複体」に対するPoincaré residue同型を用いて上手く証明することも出来る．この命
題より，Rjcrys∗O(X,D)/Sの canonical filtration τ≤kRjcrys∗O(X,D)/S がスペクトル系列

E−k,n+k
1 = Hn−k

S ((D(k)/S)crys,OD(k)/S)(−k) =⇒ Hn
S(((X, D)/S)crys,O(X,D)/S) (2.1)

を導くことがわかる．このスペクトル系列をweightスペクトル系列といい，これによ
り誘導されるHn

S(((X, D)/S)crys,O(X,D)/S)の filtrationをweight filtrationと定義す
る．filter導来関手を用いて言えば，filter付導来圏の object (Rjcrys∗O(X,D)/S, τ≤k)に
filter導来関手Hn

S((X/S)crys,−)を施したものHn
S((X/S)crys, (Rjcrys∗O(X,D)/S, τ≤k))

をweight filtration付の相対 crystalline cohomologyHn
S(((X,D)/S)crys,O(X,D)/S)と

定義するわけである．
次に，相対 crystalline cohomologyのweight filtrationと他の cohomologyのweight

filtrationとの比較についての結果を述べる．

� 相対 de Rham cohomologyとの比較
S0 ⊂ S, (X, D)を上の通りとする．(X,D)の S上への持ち上げ (X ,D)が与えられ
ているとし，X := X \ Dとおく．この時，X の S上の相対 de Rham cohomology

Hn
dR(X/S) := Hn

S(X , Ω•
X/S)

∼
= Hn

S(X , Ω•
X/S

(logD)) (但しHn
S(?,−)は構造射? −→ S

による高次順像とする)には，2.1節と同様のfiltration PkΩ
•
X/S

(logD)を用いてweight

filtrationが入る．そしてBerthelot([B]), K.Kato([Kk])により,この状況では比較同型

Hn
dR(X/S)

∼
= Hn

S(((X, D)/S)crys,O(X,D)/S)

がある．我々は [Nj-Sh]で次を示した：
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定理 2.6. 上の比較同型は両辺のweight filtrationを保つ．

証明の方針は命題 2.3の証明と同様である：つまり「解析的 log de Rham複体の
類似」を構成し，それを用いて filter擬同型で繋げていけばよい．u : (X/S)crys −→
XZar = XZar を Zariski siteへの射影とする (これは 2.1節の uの類似である)．ま
た，(X/S)crys|X をX で局所化した crystalline site とし，ϕ : (X/S)crys|X −→ X Zar,

ψ : (X/S)crys|X −→ (X/S)crysを自然な環付 siteの射とする．そしてOX -加群Mに
対して L(M) := ψ∗ϕ∗Mと定義する．すると次が証明できる ([Nj-Sh])：

命題 2.7 (Rj∗O(X,D)/Sに対するPoincaréの補題). 記号を上の通りとする．この時：

(1) L(Ω•
X/S

(logD))は自然にOX/S-加群の複体をなす．(実際は crystalの複体にな
る.)

(2)擬同型Rjcrys∗O(X,D)/S ' L(Ω•
X/S

(logD)) がある．

つまりL(Ω•
X/S

(logD))こそが解析的 log de Rham複体の類似となる．(なお，site

の射としては ϕ = u ◦ ψであるが，uは自然な環付 siteの射にならないので u∗では
なく L = ψ∗ϕ∗を使う必要がある．注 2.4と比べてみよ．)　
この命題を用いると，次の filter擬同型の列が出来る：

(Ω•
X/S

(logD), Pk) ' Ru∗(L(Ω•
X/S

(logD)), Pk)

' Ru∗(L(Ω•
X/S

(logD)), τ≤k)

' Ru∗(Rjcrys∗Ω•
(X,D)/S

, τ≤k).

ここで一番目のfilter擬同型はL(Ω•
X/S

(logD))のu∗-非輪状性 (GAGAに相当する)か
ら，三番目のfilter擬同型は上の命題から従う．二番目のfilter擬同型はL(Ω•

X/S
(logD))

に対するPoincaré residue同型から出る. (詳細は省略する.) 上のfilter擬同型にfilter

導来関手Hn
S(X ,−)を施すと題意を得る．

� log de Rham-Witt cohomology (Mokraneの filtration)との比較
ここでは κを標数 pの完全体，S0 = Spec κ, S = Spf Wm(κ) とし，X, (X,D)は上
の通りとする．この時は相対ではなく普通の crystalline cohomologyなので，上では
Hn

Sと書いていた所を単にHnと書くことにする．
この時，log de Rham-Witt complexというX上の層の複体WmΩ•

X
(log D)が定義さ

れ，その cohomology Hn(X, WmΩ•
X

(log D)) (これを log de Rham-Witt cohomology

と呼ぶ)は crystalline cohomologyHn(((X, D)/S)crys,O(X,D)/S)と同型になることが
知られている．(Illusie[I1], Hyodo-Kato[H-Kk]. なお，Nakkajimaの論文 [Nj1] も参
照のこと．) Mokrane([Mo1],[Mo2])はWmΩ•

X
(log D)に filtration PkWmΩ•

X
(log D)

を (log de Rham複体の時と似た方法で) 定義し，Hn(X, WnΩ•
X

(log D))に weight

filtrationを定義した．そして我々は [Nj-Sh]で次を示した：
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定理 2.8. Illusie, Hyodo-Katoの同型Hn(X, WmΩ•
X

(log D))
∼
= Hn(((X, D)/S)crys,

O(X,D)/S)は両辺のweight filtrationを保つ．

証明の概略を述べる．まず，局所的にはS上のproper, smooth scheme X，XのS上
の相対SNCD D，(X ,D)上へのFrobeniusの持ち上げおよび (X, D)から (X ,D)への
「良い」閉埋め込みがとれる．このとき埋め込み (X, D)

⊂−→ (X ,D)のPD envelopeを
Y とすると擬同型Ru∗Rjcrys∗O(X,D)/S

'−→ OY ⊗OX Ω•
X/S

(logD)
'−→ WmΩ•

X
(log D)

がある．(Illusie, Hyodo-Katoの同型はこの擬同型から誘導されている．) まずこれ
が filtrationを保つことを示し，かつ filter擬同型が globalに成り立つことを「良い」
閉埋め込みの系をとることにより示すことで証明がなされる．

次に weightスペクトル系列の退化についての結果を述べる．V を混標数 (0, p)の
完備離散付置環で剰余体が完全なものとし，Sを (Ogus[O1]の意味での)p進 formal

V -scheme, S0 := Spec
S
OS/pOSとし，X, (X, D)は上の通りとする．この時，次が

成り立つ：

定理 2.9. 相対crystalline cohomology Hn
S(((X, D)/S)crys,O(X,D)/S)に対するweight

スペクトル系列(2.1)はmodulo torsionでE2退化する．

対応する定理はBetti, de Rham, l進 etale cohomologyの場合は知られている．ま
た V = W (κ), S = Spf W (κ)の場合，κが有限体の時は (log de Rham-Witt coho-

mologyとの同一視を通じて) Mokraneにより知られており，また κが完全体の場合
はNakkajimaによる別の証明もある ([Nj1]).

定理の証明の概略を述べる．
Step 1: S = Spf W (κ)(κは有限体)の場合．
この場合はMokraneにより知られている．証明は crystalline cohomologyに対する
Weil予想 (Katz-Messing[Kz-Me], Chiarellotto-Le Stum[C-L1])から従う．
Step 2: S = Spf Aが Spf W (κ)(κは有限体)上 formally smoothで，S上への Frobe-

niusの持ち上げが存在する場合．
この場合には単射A −→

∏
pA⊆m⊆A

m:極大 ideal

W (A/m)が存在する．これによりweightスペク

トル系列を specializeする議論を用いて Step 1の場合に帰着して証明する．
Step 3: S = Spf W (κ)(κは完全体)の場合．
この場合はmodelをうまくとることにより Step 2に帰着できる．
Step 4: S = Spf Aで，AQ := A⊗Z QがArtin環である場合．
mをAQの極大 idealとし，B := Im(A → AQ/m), C := Bの正規化とおく．すると
Cは V 上有限な完備離散付置環である．κ′をCの剰余体とする．この時自然に閉埋

8



め込み Spf B
⊂−→ Spf Aがあるが，Ogusにより，ある formal V -scheme A′と図式

Spf A′ −−−→ Spf A∥∥∥
x∪

Spf A′ −−−→ Spf B

で，上の水平な矢印に対応する環の射A −→ A′が同型AQ
∼−→ A′

Qを導くものが存
在することが知られている．すると次の implicationが言え，これにより Step 4の
証明がなされる：

Step 3 =⇒ (S = Spf W (κ′)に対する定理)　
(∗)

=⇒ (S = Spf Cに対する定理)

=⇒ (S = Spf Bに対する定理) =⇒ (S = Spf A′に対する定理)

=⇒ (S = Spf Aに対する定理).

但し，(∗)の部分の証明には log crystalline cohomology (modulo torsion)の無限小
変形による不変性 (Berthelot-Ogus[B-O2])をweight filtration付で示す必要がある．
これはBerthelot-Ogusの証明と同様の方法で証明できる．
Step 5: 一般の場合．
S = Spf Aと仮定してよい．AQの極大 ideal mと自然数mに対してA(m) := Im(A −→
AQ/mm)とおく．すると Step 4より S = Spf A(m)の時の定理は正しい．このことと
自然な射 (AQ)m −→ lim←−mAQ/mm = lim←−mA(m)Qの単射性より定理が従うことがわ
かる．
最後に，open, smoothな代数多様体の族の相対 crystalline cohmologyの weight

filtrationについて他に示したことと関連する注意を以下いくつか挙げておく．

(1) S0, Sが定理 2.9と同様な場合，相対 crystalline cohomology Hn
S(((X, D)/S)crys,

O(X,D)/S)は単にS上の層であるだけでなく，自然に S/V 上の convergent isocrystal

([O1])の構造を持つことがわかる．
(2) Weight filtrationがpull-backと strictly compatibleなことが証明できる．(Com-

patibilityは我々の定義からすぐに出る．strictnessは crystalline cohomologyのWeil

予想に帰着して示す.)

(3) Compact support付の相対 crystalline cohmologyに対してもweight filtration

を定義できる．
(4) 相対 crystalline cohomologyに対する base change theorem, Künneth formula,

Poincaré duality ([B],[B-O1],[Kk],[O1],[Tj]等を参照のこと)は全てweight filtration

と compatibleであることを示すことができる．
(5) S = Spf W (κ) (但し κは完全体)の場合，crystalline cohomology Hn(((X, D)/

S)crys,O(X,D)/S)はXの rigid cohomology Hn
rig(X)と同型である ([Sh2]). 従って我々

の結果より Hn
rig(X)に weight filtrationが定義されたことになる．(なお，Hn

rig(X)
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へのweight filtrationに関してはChiarellotto-Le Stum([C-L2])による別の定義もあ
る．)

(6) 更に，完全体 κ上の (smoothとは限らない)分離的有限型な scheme Xに対し
てもNakkajima([Nj2])によりHn

rig(X)によりweight filtrationが定義されている．こ
れは (5)の結果とTsuzuki([Tz])による rigid cohomologyの cohomological descentを
用いて得られる．

3 Strictly semi-stableな退化のcohomologyの場合
この節でも素数 pを固定し，以下の状況を考える：V を混標数 (0, p)の完備離散
付置環で剰余体 κが完全なものとし，K を V の商体，K をK の代数閉包とする．
S = Spec V, Ŝ := Spf V, S0 := Spec κとおく．X を S上の proper schemeで strictly

semi-stable reductionを持つものとする．つまり，XはS上proper, flatな正則 scheme

で，構造射X −→ Sの generic fiber XK は smooth, special fiber X ×S S0 =: Y は
SNCDであるようなものとする．Y =

⋃m
i=1 Di を既約成分への分解，k ≥ 0に対し

て Y (k) :=
∐

1≤i0<i1<···<ik≤m Di0 ∩ Di1 ∩ · · · ∩ Dik とし，a(k) : Y (k) −→ Y を包含写

像Dij
⊂−→ Y たちから導かれる写像とする．(なお，(k)の意味するものは 2節のもの

とはずれがあるので注意．) SNCD Y ⊆ X により定義されるX 上の log structure

をM , S0 ⊆ S により定義される S 上の log structureを N とおく．M の Y 上へ
の引き戻しや N の Ŝ, S0, Y 上への引き戻しもM,N と書くことにする．このとき，
f : Y −→ S0(構造射X −→ Sの special fiber)は log smoothな射 (Y,M) −→ (S0, N)

をひきおこす．これを f logと書くことにする．

3.1 l進 etale cohomologyのweight filtrationの復習

V urを V の最大不分岐拡大とし，次の図式を考える：

Yκ
i−−−→ XV ur

j←−−− XKy
y

y
Y

i−−−→ X
j←−−− XK

但し Yκは Y の κへの base change, X?の形のものはXの ?への base change, i, jは
自然な開埋め込みおよび閉埋め込みで i, jは i, jから誘導される射である．

lを pと異なる素数とする．l進nearby cycleの層RψQlをRψQl := i
∗
Rj∗Qlと定義

する．ここでは l進 etale cohomology Hn(XK,et,Ql)
∼
= Hn(Yκ,et, RψQl)へのweight

filtrationの定義を簡単に復習する ([R-Zi], [I2])．まず，次の命題が成り立つことが
言える．
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命題 3.1. 上の状況で次が成り立つ：

(1) (purity) 同型 i∗Rk+1j∗Ql(k + 1)
∼
= a

(k)
∗ Qlがある．

(2) 1 ∈ a
(0)
∗ Ql

∼
= i∗R1j∗Ql(1)との cup積により定義される射 i∗Rkj∗Ql −→ i∗Rk+1j∗

Ql(1)[1]を θkとするとき，完全系列

0 −→ RkψQl(−1)
αk−→ i∗Rk+1j∗Ql

βk+1−→ Rk+1ψQl −→ 0

で θk = αk ◦ βkを満たすものがある．

i∗Rj∗Qlを表わす複体Lと 1 ∈ a
(0)
∗ Ql

∼
= i∗Rj∗Ql(1) との cup積により定義される

射 i∗Rj∗Ql −→ i∗Rj∗Ql(1)[1]を表わす複体の射 θ : L −→ L(1)[1]をうまくとる．す
ると上の命題を用いた計算により，RψQlは二重複体

A := [(τ≥1L(1))[1] −→ (τ≥2L(2))[2] −→ · · · (τ≥i+1L(i + 1))[i + 1] −→ · · · ]
((τ≤1L(1))[1])の次数 0の成分が次数 (0, 0)であるとする) に associateした複体によ
り表わされることがわかる．但しここで複体Qに対し，τ≥iQは canonical filtration

(自然に

H l(τ≥iQ) =

{
H l(Rjan∗Q), (if l ≥ i),

0, if l < i).

を満たす filtration)である．Aの filtration PkA (k ∈ Z)を

PkA := [(τ[1,k+1]L(1))[1] −→ (τ[2,k+3]L(2))[2] −→ · · · (τ[i+1,k+2i+1]L(i + 1))[i + 1] −→ · · · ]
と定義する．但しここで複体Qに対し，τ[i,j]Q := τ≤jτ≥iQとする．すると次数商

gr P
k Aは

gr P
k A =

⊕

i≥0,i≥−k

i∗Rk+2i+1j∗Ql(i + 1)[−2i− k]

=
⊕

i≥0,i≥−k

a(2i+k)
∗ Ql(−i− k)[−2i− k]

となる．従って filtration PkA (k ∈ Z)はスペクトル系列

E−k,n+k =
⊕

i≥0,i≥−k

H2n−i−k(Y
(2i+k)
κ ,Ql(−i)) =⇒ Hn(XK ,Ql)

を誘導する．これをweightスペクトル系列といい，これにより誘導されるHn(XK ,Ql)

の filtrationをweight filtrationと呼ぶ．

注 3.2. Hn(XK ,Ql)はある種の l進 log etale cohomology Hn((Y, M)κ,tl,Ql)と同型
である ((Y, M)κ,tlの定義は [Ny]を見よ．) 従ってHn((Y, M)κ,tl,Ql)上にweight fil-

trationが定義されたことになる. 実際には，Hn((Y, M)κ,tl,Ql)上のweight filtration

を定義するためには f log : (Y,M) −→ (S, N)があれば充分である (Nakayama [Ny])．

注 3.3. RψQlは Yκ,et上の perverse層となっており (Illusie [I2]), このことを用いて
filtration Pkの別の (同値な)定義法を与えることもできる (T.Saito [Sa]).
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3.2 Log crystalline cohomologyのweight filtrationの構成に

向けて

この節の内容はまだ研究の途上であることをあらかじめ断っておく．((Y,M)/(Ŝ,

N))crysを (Y,M)の (Ŝ, N)上の log crystalline siteとし，O(Y,M)/(Ŝ,N)をその構造層

とする．この時，(Y, M)の (Ŝ, N)上の log crystalline cohomology Hn(((Y,M)/(Ŝ,

N))crys,O(Y,M)/(Ŝ,N))Q (Qは⊗ZQを表わす)は 3.1節の注 3.2のHn((Y, M)κ,tl,Ql)の
類似であり，従ってHn(XK ,Ql)の類似である．この節では，前節の復習を参考にし
て，Hn(((Y, M)/(Ŝ, N))crys,O(Y,M)/(Ŝ,N))Q へのweight filtrationの (直接的な)定義
に向けた考察を試みる．
Weight filtrationの定義のために，まず 3.1節の i∗Rj∗Qlや nearby cycleの層RψQl

の類似を定義することを試みる．(Y, L) := (Y, M)×Y (Y, N)とおき，j : (Y, L) −→
(Y.N)を自然な射影とする．また j : (Y, M) −→ (Y,N)を f log から導かれる自然
な射 (f ◦ j = f log となる射)とする．この j, j が 2.1節の j, j の類似となるべき射
であると考える. jcrys : ((Y, L)/(Ŝ, N))crys −→ ((Y, N)/(Ŝ, N))crys = (Y/Ŝ)crys,

jcrys : ((Y, M)/(Ŝ, N))crys −→ ((Y, N)/(Ŝ, N))crys = (Y/Ŝ)crysを対応する crystalline

siteの射とすると，Rjcrys∗O(Y,L)/(Ŝ,N), Rjcrys∗O(Y,M)/(Ŝ,N)が 2.1節のRj∗Ql, RψQlの
類似であると考えられる．しかしながら，次の命題がある：

命題 3.4. (R1j∗O(Y,L)/(Ŝ,N)(1))Qは (a
(0)
crys∗O((Y (0),N)/(Ŝ,N))Qと同型ではない．(但し，

ここの Qは (Y/Ŝ)crys上の層の圏の Homを⊗ZQした圏で考えていることを意味す
る．)

証明の概略は次の通りである．U ⊂ Y を f の smooth locusに含まれる affine

open sub log scheme，U ↪→ T を S0 ↪→ Ŝ 上の PD完全閉埋め込みで T が affine

log formal V -schemeとなるものとし，また Tn := Spec
T
OT /pnOT とする．この時

U ↪→ Tnは自然に ((Y,M)/(Ŝ, N))crysの objectを定める．R := Γ(T,OT )とおき，ま
た (R1j∗O(Y,L)/(Ŝ,N)(1)), (a

(0)
crys∗O((Y (0),N)/(Ŝ,N))の U ↪→ Tnでの値をそれぞれ Pn, Qn

とおくと (lim←− nPn)Q = (R〈t〉/tR〈t〉)Q, (lim←− nQn)Q = RQと計算でき (但しここでR〈t〉
はR上のPD多項式環の p進完備化)，これらは一般に同型でない．これより命題が
示される．
命題 3.4より，log crystalline siteで考えた時には命題 3.1の類似は成立せず，従っ
てweight filtrationを 3.1節の方法で定義することは出来ない．これは log crystalline

cohomologyが singularity を持つ scheme Y に対してはうまく働かないことが原因で
あると思われる．そこで，log crystalline site の代替物として，log convergent site

((Y, M)/(Ŝ, N))conv ([O1], [O2], [Sh1], [Sh2])を用いることを考える．Log conver-

gent siteとは，log crystalline siteの「p進収束半径を修正したもの」である．Log

convergent siteを用いることの正当性は次の定理 ([Sh2])で与えられる：
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定理 3.5. K(Y,M)/(Ŝ,N)を log convergent site ((Y,M)/(Ŝ, N))convの構造層を⊗Qし
て得られる層とする．この時自然な同型

Hn(((Y, M)/(Ŝ, N))crys,O(Y,M)/(Ŝ,N))Q
∼
= Hn(((Y,M)/(Ŝ, N))conv,K(Y,M)/(Ŝ,N))

がある．

つまり，我々が weight filtrationを入れることを目指している cohomologyは log

convergent cohomologyと自然に同型なので，全て log convergent siteで考えること
が許されるわけである．すると，今度はRjconv∗K(Y,L)/(Ŝ,N), Rjconv∗K(Y,M)/(Ŝ,N)が 3.1

節のRj∗Ql, RψQlの類似であると考えられる．(ここで jconv, jconvは jcrys, jcrysの log

convergent siteでの類似物とする．)この時，次の命題が証明できることがわかった．

命題 3.6. (1) (purity) 同型 Rk+1jconv∗K(Y,L)/(Ŝ,N)(k + 1)
∼
= a

(k)
conv∗K(Y (k),N)/(Ŝ,N) が

ある．
(2) 1 ∈ a

(0)
conv∗K(Y (0),N)/(Ŝ,N)

∼
= R1jconv∗K(Y,L)/(Ŝ,N) との cup積により定義される射

Rkjconv∗K(Y,L)/(Ŝ,N) −→ i∗Rk+1jconv∗K(Y,L)/(Ŝ,N)[1]を θkとするとき，完全系列

0 −→ Rkjconv∗K(Y,M)/(Ŝ,N)(−1)
αk−→ Rk+1jconv∗K(Y,L)/(Ŝ,N)

βk+1−→ Rk+1jconv∗K(Y,M)/(Ŝ,N) −→ 0

で θk = αk ◦ βkを満たすものがある．

証明は基本的には直接計算なので省略する．Crystalline siteの場合との違いは命
題 3.4中の (lim←− nPn)Q に対応するものが RQ〈〈t〉〉/tRQ〈〈t〉〉 = RQ (但し RQ〈〈t〉〉 は
RQ[[t]]の元で単位開円板で収束するもの全体のなす環)となる点で，ここに収束半
径を修正した効果が現れている．
現時点での考察は以上であるが，3.1節と同様の方法で log convergent cohomology

Hn(((Y,M)/(Ŝ, N))conv,K(Y,M)/(Ŝ,N))のweight filtrationが定義できると考えられる．
その定義と基本的性質の解明が今後の課題である．
最後に，関連する注意をいくつか述べる．

(1) Mokraneは 3.2節のような状況において (Y, M)の (Spf W (κ), N) (N は実際は
Spf W (κ)上定義されることに注意)上の log de Rham-Witt cohomology (これはや
はり Illusie, Hyodo-Katoの結果 ([I1],[H-Kk])より log crystalline cohomologyと同型
である)にweight filtrationを定義している．彼の方法は log de Rham-Witt complex

のHyodo-Steenbrink complexと言われる二重複体 (3.1節のAの類似)を作り，そこ
に filtrationを入れるという手法であり，我々の方法とは異なっている．その比較は
重要な問題の一つである．
(2) Nakkajimaは log crystalline cohomologyへの weight filtrationをMokraneの
Hyodo-Steenbrink complexの構成を crystalline siteで行う (実際にはもっと複雑で
あるようだが)ことにより定義したと教わった．我々の方法とは異なるようである
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が，(1)とも関連してその比較は重要であろう．
(3) 注 3.3の類似として，Rjconv∗K(Y,M)/(Ŝ,N)はある種の perverse層であると期待
される．
(4) 3.2節にあるような p進的な nearby cycleを用いる考えはGrosの未発表の論文
の中に見出される．
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p > 0. Lecture Notes in Math. 407, Springer-Verlag, Berlin-New York,

(1974).

[B-O1] Berthelot, P., Ogus, A. Notes on crystalline cohomology. Princeton

Univ. Press, (1978).

[B-O2] Berthelot, P., Ogus, A. F -isocrystals and de Rham cohomology. I.

Invent. Math. 72, (1983), 159-199.

[C-L1] Chiarellotto, B., Le Stum, B. Sur la pureté de la cohomologie
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