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Cauchy 型の行列式，Pfaffian

名古屋大学多元数理科学研究科 岡田 聡一

1 序 — 交代符号行列の数え上げ

正方行列 A = (aij)1≤i,j≤n は，次の条件 (i), (ii), (iii) をみたすとき，交代符号行列
（alternating sign matrix）であるという．

(i) aij ∈ {1, 0,−1} (1 ≤ i, j ≤ n).

(ii)
∑n
j=1 akj =

∑n
i=1 aik = 1 (1 ≤ k ≤ n).

(iii) 各行，各列において 0 でない成分を見ると，1 と −1 が交互に現れる．
n 次交代符号行列全体のなす集合を An と表す．
例えば，置換行列は交代符号行列だから，n 次置換行列全体のなす集合を Sn と表すと，
Sn ⊂ An である．また，n = 3 のとき，

A3 = S3 ∪

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝0 1 0

1 −1 1

0 1 0

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ .

交代符号行列は，Robbins–Rumsey [RR]によって，行列式を計算する Dodgson（Lewis
Carroll として知られている）のアルゴリズム（condensation of determinant）に関する
研究の中から発見された．そして，Weyl の分母公式の変形や，Bruhat 順序，square ice
model などとの関係が徐々に明らかになってきた．さらに，最近では，XXZ スピン鎖な
どの数理物理学のモデルとの不思議な関係が予想されている．
この報告では，交代符号行列の数え上げ問題を考察する．Mills–Robbins–Rumsey [MRR]

が提出した n次の交代符号行列の個数に関する予想は，十数年後に Zeilberger, Kuperberg
によって全く異なる方法で証明された．（この予想の提示から解決にいたる物語について
は，[B] に詳しく書かれている．）

定理 1.1. （Zeilberger [Z], Kuperberg [K1]）n 次交代符号行列の個数は

#An =
n−1∏
k=0

(3k + 1)!

(n+ k)!
(1)

で与えられる．

位数 8 の正二面体群 D8（正方形の対称性の群）が自然に An に作用している．従って，
D8 の部分群 H に対して，H による固定点を数え上げるという問題も自然に考えられ，
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Robbins [R] は H に関する対称性をもつ交代符号行列の個数に関してさまざまな予想を
提出している．D8 の自明でない部分群の共役類は全部で 7 つあり，それぞれに対応して
次のクラスの交代符号行列が考えられる．
(HTS) 180◦ 回転に関して不変である，つまり，an+1−i,n+1−j = ai,j (1 ≤ i, j ≤ n) を

みたす交代符号行列を，half-turn symmetric な交代符号行列 (HTSASM) と
いう．

(QTS) 90◦ 回転に関して不変である，つまり，an+1−j,i = ai,j (1 ≤ i, j ≤ n) をみたす
交代符号行列を，quarter-turn symmetric な交代符号行列 (QTSASM) と
いう．

(VS) 縦方向の軸に関する鏡映で不変である，つまり，aij = ai,n+1−j (1 ≤ i, j ≤ n)
をみたす交代符号行列を，vertically symmetric な交代符号行列 (VSASM)
という．

(VHS) 縦，横両方向の軸に関する鏡映で不変である，つまり，aij = ai,n+1−j = an+1−i,j
(1 ≤ i, j ≤ n) をみたす交代符号行列を，vertically and horizontally sym-
metric な交代符号行列 (VHSASM) という．

(DS) 主対角線に関する鏡映で不変である，つまり，aij = aji (1 ≤ i, j ≤ n) をみたす
交代符号行列を，diagonally symmetric な交代符号行列 (DSASM) という．

(DAS) 主対角線，逆対角線に関する鏡映で不変である，つまり，aij = aji = an+1−j,n+1−i
(1 ≤ i, j ≤ n) をみたす交代符号行列を，diagonally and antidiagonally
symmetric な交代符号行列 (DASASM) という．

(TS) D8 全体で不変である交代符号行列を，totally symmetric な交代符号行列
(TSASM) という．

対称性 � = HTS, QTS, · · · に対して，その対称性をもつ n 次交代符号行列全体のなす集
合を A�n と表す．
Kuperberg [K2] は，square ice model（の基礎となるグラフと境界条件）をうまく設定

し，次の 2 つの段階を経て，対称性をもつ交代符号行列の数え上げ問題（のうちのいくつ
か）を解決している．
(a) square ice model の分配関数を，Yang–Baxter 方程式を用いることによって，行列
式，あるいは Pfaffian の形に表す．

(b) 含まれるスペクトルパラメーターを q のべきに特殊化した場合に，(a) で求めた行
列式，Pfaffian を割り切る因子を見出すことによって，分配関数を計算する．

ところが，Cauchy 型の行列式，Pfaffian の分解公式（定理 3.1）を利用すると，(a) で求
めた分配関数が本質的に古典群の既約指標で表されることが証明できる．そして，対称性
をもつ交代符号行列の個数が 2 のべき，3 のべきを除いて古典群の既約表現の次元で表さ
れることがわかる．特に，スペクトルパラメーターを q のべきに特殊化することでは証明
できなかった vertically and horizontally symmetric な交代符号行列の数え上げ問題も解
決できる．このようにして，次のクラスの交代符号行列に対してその個数がわかっている．

定理 1.2. （岡田 [O3]）
(a) n 次交代符号行列の個数は，

#An = 3
−n(n−1)/2 dimGL2n(δ(n− 1, n− 1)).
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(b) 2n 次 half-turn symmetric な交代符号行列の個数は，

#AHTS2n = 3−n(n−1)/2 dimGL2n(δ(n− 1, n− 1)) · 3
−n(n−1)/2 dimGL2n(δ(n, n− 1)).

(c) 4n 次 quarter-turn symmetric な交代符号行列の個数は，

#AQTS4n =
(
3−n(n−1)/2 dimGL2n(δ(n− 1, n− 1))

)3
× 3−n(n−1)/2 dimGL2n(δ(n, n− 1)).

(d) (2n+ 1) 次 vertically symmetric な交代符号行列の個数は，

#AVS2n+1 = 3
−n(n−1) dimSp4n(δ(n− 1, n− 1)).

(e) (4n+ 1) 次 vertically and horizontally symmetric な交代符号行列の個数は，

#AVHS4n+1 = 3
−n(n−1) dimSp4n(δ(n− 1, n− 1))

× 2−2n3−n
2
dim Õ4n(δ(n+ 1/2, n− 1/2)).

(f) (4n+ 3) 次 vertically and horizontally symmetric な交代符号行列の個数は，

#AVHS4n+3 = 3
−n(n−1) dimSp4n(δ(n− 1, n− 1)) · 3

−n2 dimSp4n+2(δ(n, n− 1)).

ここで，dimGLN (λ) (resp. dimSpN (λ), dim ÕN (λ)) は，GLN (resp. SpN , ÕN ) の最
高ウエイト λ をもつ既約表現の次元を表す．また，

δ(n− 1, n− 1) = (n− 1, n− 1, n− 2, n− 2, · · · , 2, 2, 1, 1),

δ(n, n− 1) = (n, n− 1, n− 1, n− 2, · · · , 3, 2, 2, 1),

δ(n+ 1/2, n− 1/2) = (n+ 1/2, n− 1/2, n− 1/2, n− 3/2, · · · , 5/2, 3/2, 3/2, 1/2)

である．

Weyl の次元公式を用いると，この定理から，対称性をもつ交代符号行列の個数を (1)
のような積の形に表す公式が導かれる．
この報告の構成は，以下のとおりである．§2 では，Kuperberg [K1], [K2] に従って，交

代符号行列の母関数と square ice model の分配関数の関係について復習する．§3 では，
Cauchy 型行列式，Pfaffian の分解公式を与え，これらの公式を用いて square ice model
の分配関数が古典群の既約指標で表されることを説明する．§4 では Cauchy 型行列式，
Pfaffian の分解公式の別の応用を，§5 では交代符号行列の周辺の話題として λ-行列式な
どを紹介する．

2 交代符号行列と square ice model

Kuperberg は [K1], [K2] で，square ice model を利用して，交代符号行列の母関数を行
列式，Pfaffian を用いて表している．この節では，この行列式，Pfaffian 表示を説明する．
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まず，対称性を課さない交代符号行列を考える．

x1

x2

x3

x4

x5

y1 y2 y3 y4 y5

のような格子状のグラフ（上の図は n = 5 の場合である．また，x1, · · · , xn, y1, · · · , yn は
分配関数を定義するためのスペクトルパラメーターである．）を考え，次の 2 条件 (i), (ii)
をみたすように各辺に矢印を配置する．
(i) （domain wall boundary condition）左端，右端の辺の矢印はすべて内側を向き，上
端，下端の辺の矢印はすべて外側を向いている．

(ii) （square ice condition）端点以外の各頂点において，4 つの辺の矢印のうちその頂
点に向かう矢印は 2 本である．つまり，次の 6 通りの配置のいずれかのみを許す．

� �
�

� � �

�

�
� �

�

� � �
�

�
� �

�

� � �
�

�

この条件をみたす配置全体のなす集合を Cn とする．このような矢印の配置が与えられた
とき，端点以外の各頂点に次の規則で 1, −1, 0 を対応させることによって，n 次正方行列
を作る．

� �
�

� � �

�

�
� �

�

� � �
�

�
� �

�

� � �
�

�

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

1 −1 0 0 0 0

例えば，

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

0 1 −1 0 1

1 −1 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

この対応によって，交代符号行列の全体 An と条件 (i), (ii) をみたす矢印の配置全体 Cn
の間の全単射が得られる．
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分配関数を定義するために，各頂点での 6 通りの矢印の配置に対して，Boltzmann 重
み W を次のように与える．（a はモデルのパラメーターであり，z は後でスペクトルパラ
メーターの比に置き換えられる．）

W

(
� �

�
�
∣∣∣ z; a) = σ(a2), W

(
��

�

� ∣∣∣ z; a) = σ(a2),
W

(
� �

�

�
∣∣∣ z; a) = σ(a/z), W ( � �

�

� ∣∣∣ z; a) = σ(a/z),
W

(
� �

�

�
∣∣∣ z; a) = σ(az), W

(
� �

�

� ∣∣∣ z; a) = σ(az).
ここで，

σ(t) = t−
1

t

である．（以下でもこの記号を用いる．）そして，スペクトルパラメーター −→x = (x1, · · · , xn),
−→y = (y1, · · · , yn) に対して，分配関数 Zn(

−→x ,−→y ; a) を

Zn(
−→x ,−→y ; a) =

∑ n∏
i,j=1

W

(
xi

yj

∣∣∣ xi
yj
; a

)

（和は Cn に含まれる矢印の配置全体にわたる）とおいて定義する．このとき，

補題 2.1. （Kuperberg [K2]）交代符号行列 A に現れる −1 の個数を n(A) とし，母関数

An(x) =
∑
A∈An

xn(A)

を考える．このとき，An(x) は分配関数 Zn(
−→x ,−→y ; a) を用いて，

An(x) =
1

σ(a)n2−nσ(a2)n
Zn(1, · · · , 1, 1, · · · , 1; a)

と表される．ただし，x = a2 + 2 + a−2 である．

従って，n 次交代符号行列の個数を求めるには，a = ζ6 = exp(2π
√
−1/6) のときの

分配関数の特殊値 Zn(1, · · · , 1, 1, · · · , 1; ζ6) を計算すればよい．ところが，ここで考えて
いる domain wall boundary condition をもつ square ice model は以前から考察され，
Zn(
−→x ,−→y ; a) の行列式による表示が Izergin–Korepin によって与えられていた．

定理 2.2. （Izergin–Korepin [Iz]）

Zn(
−→x ,−→y ; a) =

σ(a2)n
∏n
i,j=1 σ(axi/yj)σ(ayj/xi)∏

1≤i<j≤n σ(xj/xi)σ(yj/yi)
det

(
1

σ(axi/yj)σ(ayj/xi)

)
1≤i,j≤n

.

この表示ではそのまま x1 = · · · = xn = y1 = · · · = y1 = 1 と特殊化することはできない
が，次節で述べる Cauchy 型行列式の分解公式を用いると，Zn(

−→x ;−→y ; ζ6) を一般線型群
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の既約指標（Schur 関数）を用いて表すことができ，x1 = · · · = xn = y1 = · · · = yn = 1
とおくことができる．
次に，対称性 �(= HTS, · · · ) をもつ交代符号行列を考える．対称性 � に対応する D8

の部分群を H とする．交代符号行列 A ∈ A�n に対して，A に現れる −1 の H-軌道の個
数（ただし，対称性から −1 でなければならない成分は除く）を n�(A) と表し，母関数

A�n (x) =
∑
A∈A�n

xn�(A)

を考える．Kuperberg [K2] は，対称性をもつ交代符号行列のいくつかのクラスに対して，
square ice model の基礎となるグラフと境界条件をうまくとることによって，A�n (x) を対
応する square ice model の分配関数を用いて表し，分配関数の行列式，Pfaffian による表
示を与えている．例えば，half-turn symmetric な交代符号行列の場合は，次のようなグ
ラフと境界条件について，分配関数を与えている．

�

�

�

�

�

�

� � �

� � �

Kuperberg の求めた分配関数を行列式，Pfaffian の形で与えよう．n 個の変数からなる
2 つのベクトル −→x = (x1, · · · , xn),

−→y = (y1, · · · , yn) とパラメーター a, b, c に対して，n
次正方行列 M , MHT, MU, MUU を，

M(n;−→x ,−→y ; a)i,j =
1

σ(axi/yj)σ(ayj/xi)
,

MHT(n;
−→x ,−→y ; a)i,j =

1

σ(axi/yj)
+

1

σ(ayj/xi)
,

MU(n;
−→x ,−→y ; a)i,j =

1

σ(axi/yj)σ(ayj/xi)
−

1

σ(axiyj)σ(1/xiyj)
,

MUU(n;
−→x ,−→y ; a, b, c)i,j =

σ(b/yj)σ(cxi)

σ(axi/yj)
−
σ(b/yj)σ(c/xi)

σ(a/xiyj)

−
σ(byj)σ(cxi)

σ(axiyj)
+
σ(byj)σ(c/xi)

σ(ayj/xi)

とおいて定める．また，

F (n;−→x ,−→y ; a) =

∏n
i,j=1 σ(axi/yj)σ(ayj/xi)∏
1≤i<j≤n σ(xj/xi)σ(yi/yj)

,

FV (n;
−→x ,−→y ; a) =

∏n
i,j=1 σ(axi/yj)σ(ayj/xi)σ(axiyj)σ(a/xiyj)∏

1≤i<j≤n σ(xj/xi)σ(yi/yj)
∏
1≤i≤j≤n σ(1/xixj)σ(yiyj)
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とおき，分配関数（を交代符号行列の母関数にあうように σ(a) のべきなどを調節したも
の）を次のように定義する．

A(n;−→x ,−→y ; a) = σ(a)−n
2+nF (n;−→x ,−→y ; a) detM(n;−→x ,−→y ; a),

A
(2)
HT(2n;

−→x ,−→y ; a) = σ(a)−n
2
F (n;−→x ,−→y ; a) detMHT(n;

−→x ,−→y ; a),

AV(2n+ 1;
−→x ,−→y ; a) = σ(a)−2n

2+2nFV(n;
−→x ,−→y ; a) detMU(n;

−→x ,−→y ; a),

A
(2)
VH(4n+ 1;

−→x ,−→y ; a) = σ(a)−2n
2−nFV(n;

−→x ,−→y ; a) detMUU(n;
−→x ,−→y ; a, a, a),

A
(2)
VH(4n+ 3;

−→x ,−→y ; a) = σ(a)−2n
2−nFV(n;

−→x ,−→y ; a) detMUU(n;
−→x ,−→y ; a, a−1, a−1).

さらに，2n 個の変数からなるベクトル −→x = (x1, · · · , x2n) とパラメーター a に対して，
2n 次正方行列 M (k)QT を

M
(k)
QT(n;

−→x ; a)ij =
σ(xkj /x

k
i )

σ(axj/xi)σ(axi/xj)

とおいて定義する．また，

FQT(n;
−→x ; a) =

∏
1≤i<j≤2n σ(axj/xi)σ(axi/xj)∏

1≤i<j≤2n σ(xj/xi)

とおき，分配関数を

A
(k)
QT(4n;

−→x ; a) = σ(a)−2n
2+2nFQT(n;

−→x ; a) PfM
(k)
QT(n;

−→x ; a)

によって定義する．このとき，

定理 2.3.（Kuperberg [K2]）対称性をもつ交代符号行列の母関数は，分配関数を用いて，

An(x) = A(n;
−→
1 ,
−→
1 ; a),

AHTS2n (x) = A(n;
−→
1 ,
−→
1 ; a)A

(2)
HT(2n;

−→
1 ,
−→
1 ; a),

AVS2n+1(x) = AV(2n+ 1;
−→
1 ,
−→
1 ; a),

AVHS4n+1(x) = AV(2n+ 1;
−→
1 ,
−→
1 ; a)A

(2)
VH(4n+ 1;

−→
1 ,
−→
1 ; a),

AVHS4n+3(x) = AV(2n+ 1;
−→
1 ,
−→
1 ; a)A

(2)
VH(4n+ 3;

−→
1 ,
−→
1 ; a),

AQTS4n (x) = A
(1)
QT(4n;

−→
1 ; a)A

(2)
QT(4n;

−→
1 ; a)

と表される．ここで，
−→
1 = (1, · · · , 1) であり，x = a2 + 2 + a−2 である．

3 Cauchy 型の行列式，Pfaffian

この節では，Cauchy 型行列式，Pfaffian の分解公式を与える．そして，これらの公式
を用いて，a = ζ6 のときの分配関数を古典群の既約指標を用いて表す．
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まず，−→x = (x1, · · · , xn),
−→a = (a1, · · · , an) という n 個の変数からなる 2 つのベクト

ルに対して，次のような Vandermonde 型の行列 V p,q(−→x ;−→a ), W n(−→x ;−→a ) を導入する．
p+ q = n となる非負整数 p, q に対して，

(1, xi, x
2
i , · · · , x

p−1
i , ai, aixi, · · · , aix

q−1
i )

を第 i 行とする n 次正方行列を V p,q(−→x ;−→a ) と表す．つまり，

V p,q(−→x ;−→a ) =

⎛⎜⎝1 x1 x
2
1 · · · x

p−1
1 a1 a1x1 · · · a1x

q−1
1

...
...

...
...

...
...

...

1 xn x
2
n · · · x

p−1
n an anxn · · · anx

q−1
n

⎞⎟⎠ .
また，

(1 + aix
n−1
i , xi + aix

n−2
i , · · · , xn−1i + ai)

を第 i 行とする n 次正方行列を W n(−→x ;−→a ) と表す．つまり，

Wn(−→x ;−→a ) =

⎛⎜⎝1 + a1x
n−1
1 x1 + a1x

n−2
1 · · · xn−11 + a1

...
...

...

1 + anx
n−1
n xn + anx

n−2
1 · · · xn−1n + an

⎞⎟⎠ .
Cauchy 型行列式，Pfaffian の分解公式とは，これらの一般化された Vandermonde 行列
式を成分とするような行列式，Pfaffian を与える次の等式である．

定理 3.1. （岡田 [O4], 石川–岡田–田川–Zeng [IOTZ]）
(a) n を正整数，p, q を非負整数とする．6 組の変数

−→x = (x1, · · · , xn),
−→y = (y1, · · · , yn),

−→z = (z1, · · · , zp+q),

−→a = (a1, · · · , an),
−→
b = (b1, · · · , bn),

−→c = (c1, · · · , cp+q)

に対して，

det

(
detV p+1,q+1(xi, yj,

−→z ; ai, bj ,
−→c )

yj − xi

)
1≤i,j≤n

=
(−1)n(n−1)/2∏n
i,j=1(yj − xi)

detV p,q(−→z ;−→c )n−1 detV n+p,n+q(−→x ,−→y ,−→z ;−→a ,
−→
b ,−→c ). (2)

(b) n を正整数，p, q, r, s を非負整数とする．7 組の変数
−→x = (x1, · · · , x2n),

−→a = (a1, · · · , a2n),
−→
b = (b1, · · · , b2n),

−→z = (z1, · · · , zp+q),
−→c = (c1, · · · , cp+q),

−→w = (w1, · · · , wr+s),
−→
d = (d1, · · · , dr+s)

に対して，

Pf

(
detV p+1,q+1(xi, xj ,

−→z ; ai, aj ,
−→c ) det V r+1,s+1(xi, xj ,

−→w ; bi, bj ,
−→
d )

xj − xi

)
1≤i,j≤2n

=
1∏

1≤i<j≤2n(xj − xi)
detV p,q(−→z ;−→c )n−1 detV r,s(−→w ;

−→
d )n−1

× det V n+p,n+q(−→x ,−→z ;−→a ,−→c ) detV n+r,n+s(−→x ,−→w ;
−→
b ,
−→
d ). (3)
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(c) n を正整数，p を非負整数とする．6 組の変数

−→x = (x1, · · · , xn),
−→y = (y1, · · · , yn),

−→z = (z1, · · · , zp),

−→a = (a1, · · · , an),
−→
b = (b1, · · · , bn),

−→c = (c1, · · · , cp)

に対して，

det

(
detW p+2(xi, yj ,

−→z ; ai, bj ,
−→c )

(yj − xi)(1− xiyj)

)
1≤i,j≤n

=
(−1)n∏n

i,j=1(yj − xi)(1− xiyj)
detW p(−→z ;−→c )n−1 detW 2n+p(−→x ,−→y ,−→z ;−→a ,

−→
b ,−→c ).

(4)

(d) n を正整数，p, q を非負整数とする．7 組の変数

−→x = (x1, · · · , x2n),
−→a = (a1, · · · , a2n),

−→
b = (b1, · · · , b2n),

−→z = (z1, · · · , zp),
−→c = (c1, · · · , cp),

−→w = (w1, · · · , wq),
−→
d = (d1, · · · , dq)

に対して，

Pf

(
detW p+2(xi, xj,

−→z ; ai, aj ,
−→c ) detW q+2(xi, xj,

−→w ; bi, bj,
−→
d )

(xj − xi)(1− xixj)

)
1≤i,j≤2n

=
1∏

1≤i<j≤2n(xj − xi)(1− xixj)
detW p(−→z ;−→c )n−1 detW q(−→w ;

−→
d )n−1

× detW 2n+p(−→x ,−→z ;−→a ,−→c ) detW 2n+q(−→x ,−→w ;
−→
b ,
−→
d ). (5)

これらの等式は，特別な場合が [O2], [O3] で証明され，一般の場合が [O4] で予想され
た．そして，一般的な状況のもとでの証明が [IOTZ] で与えられた．

証明のアイデア. 次の 2 段階に分けて証明する．
第 1 段階：n 次正方行列 A と行添字 i1, · · · , ir，列添字 j1, · · · , jr が与えられたとき，
A から第 i1 行，· · ·，第 ir 行，第 j1 列，· · ·，第 jr 列を取り除いて得られる (n− r) 次
正方行列を Ai1,··· ,irj1,··· ,jr

と表す．このとき，次の Desnanot–Jacobi の公式とその Pfaffian 版
が成り立つ．

detA · detA1,21,2 = detA
2
2 · detA

1
1 − detA

2
1 · detA

1
2, (6)

Pf A · Pf A12341234 = Pf A
12
12 · Pf A

34
34 − Pf A

13
13 · Pf A

24
24 + Pf A

14
14 · Pf A

23
23. (7)

（ただし，(7) では n は偶数，A は交代行列とする．）この Desnanot–Jacobi の公式を用
いて，一般の場合を n = 2 の場合に帰着させる．
第 2 段階：n = 2 の場合を，p+ q あるいは p+ q + r + s に関する帰納法で証明する．
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注意 3.2. 定理 3.1 の等式 (2) において，p = q = 0 とし，

xi → x
2
i , yi → y

2
i , ai → xi, bi → yi (1 ≤ i ≤ n)

と置き換えると，Cauchy の行列式 [C]

det

(
1

xi + yj

)
1≤i,j≤n

=
(−1)n(n−1)/2

∏
1≤i<j≤n(xj − xi)(yj − yi)∏n
i,j=1(xi + yj)

が得られる．また，等式 (3) において，p = q = r = s = 0 とし，

xi → x
2
i , ai → xi, bi → yi (1 ≤ i ≤ n)

と置き換えると，Schur の Pfaffian [S]

Pf

(
xj − xi
xj + xi

)
1≤i,j≤2n

=
∏

1≤i<j≤2n

xj − xi
xj + xi

が得られる．

定理 3.1 を利用すると，前節で導入した分配関数を古典群の既約指標を用いて表すこ
とができる．ここで，古典群の既約指標を Weyl の指標公式に従って次のように定義す
る．整数（あるいは半整数）の列 α = (α1, · · · , αn) に対して，n 次正方行列 V (α;

−→x ),

W±(α;−→x ) を

V (α;−→x ) =
(
x
αj
i

)
1≤i,j≤n

, W±(α;−→x ) =
(
x
αj
i ± x

−αj
i

)
1≤i,j≤n

とおいて定める．非負整数の減少列（分割）λ = (λ1, · · · , λn) が与えられたとき，

GLn(λ;
−→x ) =

detV (λ+ δ(n− 1);−→x )

detV (δ(n− 1);−→x )
,

Sp2n(λ;
−→x ) =

detW−(λ+ δ(n);−→x )

detW−(δ(n);−→x )

とおく．GLn(λ;
−→x ), Sp2n(λ;

−→x ) はそれぞれ，一般線型群 GLn，斜交群 Sp2n の λ を最
高ウェイトとする既約表現の指標である．また，非負整数（あるいは非負半整数）の減少
列 λ = (λ1, · · · , λn) に対して，

Õ2n+1(λ;
−→x ) =

detW−(λ+ δ(n− 1/2);−→x )

detW−(δ(n− 1/2);−→x )
,

Õ2n(λ;
−→x ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
detW+(λ+ δ(n− 1);−→x )

(1/2) detW+(δ(n− 1);−→x )
（λn 	= 0 のとき）

detW+(λ+ δ(n− 1);−→x )

detW+(δ(n− 1);−→x )
（λn = 0 のとき

と定義する．ÕN (λ;
−→x ) は直交群 ON の 2 重被覆群 ÕN = PinN の既約指標である．
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定理 3.3. （岡田 [O3]）a = ζ6 のときの分配関数は，古典群の既約指標を用いて次のよう
に表される．

A(n;−→x ,−→y ; ζ6) = 3
−n(n−1)/2

n∏
i=1

x−n+1i y−n+1i ·GL2n(δ(n− 1, n− 1) :
−→x 2,−→y 2),

A
(2)
HT(2n;

−→x ,−→y ; ζ6) = 3
−n(n−1)/2

n∏
i=1

x−ni y
−n
i ·GL2n(δ(n, n− 1);

−→x 2,−→y 2),

AV(2n+ 1;
−→x ,−→y ; ζ6) = 3

−n(n−1)Sp4n(δ(n− 1, n− 1);
−→x 2,−→y 2),

A
(2)
VH(4n+ 1;

−→x ,−→y ; ζ6) = 3
−n2 1∏n

i=1(xi + x
−1
i )(yi + y

−1
i )

× Õ4n(δ(n+ 1/2, n− 1/2);
−→x 2,−→y 2),

A
(2)
VH(4n+ 3;

−→x ,−→y ; ζ6) = 3
−n2Sp4n+2(δ(n, n− 1);

−→x 2,−→y 2, 1),

A
(1)
QT(n;

−→x ; ζ6) = 3
−n2+n

2n∏
i=1

x−2n+2i ·GL2n(δ(n− 1, n− 1);
−→x 2)2,

A
(2)
QT(n;

−→x ; ζ6) = 3
−n2+n

2n∏
i=1

x−2n+1i

×GL2n(δ(n− 1, n− 1);
−→x 2)GL2n(δ(n, n− 1);

−→x 2).

ただし，−→x 2 = (x21, x
2
2, · · · ) である．

この定理と定理 2.3 をあわせると，§1 で述べた交代符号行列の個数に関する定理 1.2 が
得られる．

証明. アイデアはどの場合も同じなので，A(n;−→x ,−→y ; ζ6) とA
(2)
VHS(4n+3;

−→x ,−→y ; ζ6) の場
合に説明する．
まず，A(n;−→x ,−→y ; ζ6) の場合，detM(n;

−→x ,−→y ; ζ6) の計算は，

det

(
1

x4i + x
2
i y
2
j + y

4
j

)
1≤i,j≤n

= det

(
y2j − x

2
i

y6j − x
6
i

)
1≤i,j≤n

(8)

に帰着される．定理 3.1 の (2) において p = q = 0 とし，

xi → x
6
i , ai → x

2
i , yi → y

6
i , bi → y

2
i (1 ≤ i ≤ n)

と置き換えることによって，行列式 (8) は一般化された Vandermonde行列式 detV n,n を
用いて表される．
次に，A(2)VHS(4n+ 3;

−→x ,−→y , ζ6) の場合は，

det

(
x4i y

2
j + y

2
j + x

2
i y
4
j + x

2
i + 2x

2
i y
2
j

(x4i + y
4
j + x

2
i y
2
j )(x

4
i y
4
j + 1 + x

2
i y
2
j )

)
1≤i,j≤n

(9)

を求める必要があるが，このままでは Cauchy 型行列式の分解公式を利用できない．しか
し，(9) の行列式の (i, j) 成分の分子が

x4i y
2
j + x

2
i y
4
j + 2x

2
i y
2
j + x

2
i + y

2
j = x

2
i y
2
j · Sp6((1, 0, 0); x

2
i , y
2
j , 1)
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と斜交群の既約指標で表される（detW 3 を用いて表される）ことに注意して，変数 z を
導入し，(9) の代わりに，

det

(
x4i y

2
j z
2 + x2i y

4
j z
2 + x2i y

2
j z
4 + x2i y

2
j + x

2
i z
2 + y2j z

2

(x4i + y
4
j + x

2
i y
2
j )(x

4
i y
4
j + 1 + x

2
i y
2
j )

)
1≤i,j≤n

(10)

を考えると，定理 3.1 が利用できる．(4) において p = 1 とし，

xi → x
6
i , yi → y

6
i , z → z

6, ai → −x
4
i , bi → −y

4
i , c→ −z

4 (1 ≤ i, j ≤ n)

と置き換えることによって，行列式 (10) は detW 2n+1 を用いて表され，後は z = 1 を代
入することで求める結論が得られる．

4 その他の応用

Cauchy 型行列式，Pfaffian の分解公式（定理 3.1）と，Cauchy–Binet の公式，石川–
若山の小行列式の和公式 [IW] を用いると，次のようないくつかの結果が導かれる．

4.1 長方形の Young 図形をもつ分割に対応する古典群の表現

長方形の Young 図形に対応する分割を最高ウエイトとする古典群の既約表現のテンソ
ル積や部分群への制限の既約分解を具体的に決定することができる．詳しくは，[O2] を参
照されたい．
非負整数 a, bに対して，a× bの長方形の Young図形に対応する分割を �(a, b)と表す：

�(a, b) = (ba) = (b, · · · , b︸ ︷︷ ︸
a

).

このとき，例えば次のような既約分解を証明できる．

定理 4.1. s, t を s ≤ t となる非負整数とする．このとき，

Sp2n(�(n, s);−→x ) · Sp2n(�(n, t);−→x ) =
∑
Sp2n(λ1 + t− s, · · · , λn + t− s;

−→x ).

ここで，和は �(n, 2s) に含まれる Young 図形（分割）λ で，行の長さがすべて偶数であ
るもの全体にわたる．

4.2 Littlewood–Richardson 係数の間の関係式

Schur関数の積 sµsν を Schur関数で展開したときの sλ を，LRλµ,ν と表し，Littlewood–
Richardson 係数と呼ぶ．

sµsν =
∑
λ

LRλµ,ν sλ.

つまり，LRλµ,ν は一般線型群の既約表現のテンソル積GLn(µ)⊗GLn(ν)におけるGLn(λ)
の重複度である．ν が長方形の場合の Littldwood–Richardson 係数 LRλµ,�(n,f) に対して
次の関係式を証明することができる．詳しくは，[O4] を参照されたい．
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定理 4.2. n を正整数，e, f を非負整数とし，λ, µ を λ ⊂ �(2n, e+ f), µ ⊂ �(n, e) とな
る分割とする．このとき，
(a) λ が条件

λn ≥ f, λn+1 ≤ min(e, f).

をみたさないならば，LRλµ,�(n,f) = 0 である．
(b) λ が上の条件をみたすとき，分割 α, β を

αi = λi − f, βi = e− λ2n+1−i (1 ≤ i ≤ n),

とおいて定めると，
LRλµ,�(n,f) = LR

β

α,µ†(n,e)
.

ただし，µ† = µ†(n, e) は

µ†i = e− µn+1−i (1 ≤ i ≤ n)

によって定義される分割である．特に，α ⊂ β でなければ LRλµ,�(n,f) = 0 となる．

4.3 Stanley 予想の解決

石川 [I]は，Cauchy型 Pfaffianの分解公式 (3)を少し変形したものを利用して，R. Stan-
ley が FPSAC03 の open problem session で提示した予想を解決した．

定理 4.3. （石川 [I]）分割 λ に対して，

ω(λ) = a
∑
i≥1�λ2i−1/2�b

∑
i≥1�λ2i−1/2�c

∑
i≥1�λ2i/2�d

∑
i≥1�λ2i/2�

（ここで，�x, �x� はそれぞれ x 以上の最小の整数，x 以下の最大の整数を表す）とおく．
このとき，

log

(∑
λ

ω(λ)sλ

)
−
∞∑
n=1

1

2n
an(bn − cn)p2n −

∞∑
n=1

1

4n
anbncndnp22n ∈ Q[[p1, p3, p5, · · · ]].

ここで，最初の和は分割全体をわたり，pk は巾和対称関数を表す．

5 交代符号行列の周辺

最後に，交代符号行列が現れるいくつかの場面を紹介する．

5.1 λ-行列式

Rumsey–Robbins [RR] は，Desnanot–Jacobi の公式 (6) に着目して，行列式の変形で
ある λ-行列式 detλM を次のように帰納的に定義した．
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(i) n = 1, 2 のときは，

detλ

(
m11

)
= m11, detλ

(
m11 m12

m21 m22

)
= m11m22 + λm12m21.

(ii) n ≥ 3 のときは，

detλM =
detλM

n
n · detλM

1
1 + λ · detλM

n
1 · detλM

1
n

detλM
1,n
1,n

.

λ-行列式の定義からは，detλM は λ と M の成分に関する有理式であることしかわから
ないが，実は交代符号行列を用いて展開が与えられる Laurent 多項式となる．

定理 5.1. （Robbins–Rumsey [RR]）n 次正方行列 M に対して，

detλM =
∑
A∈An

λi(A)
(
1 +
1

λ

)n(A)
MA. (11)

ここで，i(A) =
∑
p<r, q>s ap,qar,s, n(A) = #{(i, j) : aij = −1}であり，M

A =
∏n
i,j=1m

aij
ij

である．

λ = −1 とすると，Jacobi–Desnanot の公式 (6) から，det−1M = detM となる．この
とき，(11) は行列式の通常の定義となる．

5.2 Weyl の分母公式の変形

行列 M =
(
xn−ji

)
1≤i,j≤n

の λ-行列式を考えると，Vandermonde の行列式（A 型の

ルート系に対する Weyl の分母公式）の λ 変形が得られる．

命題 5.2.

∏
1≤i<j≤n

(
1 + λxix

−1
j

)
=
∑
A∈An

λi(A)
(
1 +
1

λ

)n(A)
xδ(An−1)−Aδ(An−1).

ここで，δ(An−1) = t
(
(n− 1)/2, (n− 3)/2, · · · ,−(n− 1)/2

)
である．

B 型，C 型のルート系に対する Weyl の分母公式の λ 変形は，half-turn symmetric な
交代符号行列を用いて，次のように与えられる．

定理 5.3. （岡田 [O1]）

n∏
i=1

(1− λxi)
∏

1≤i<j≤n

(1− λ2xixj)(1− λ
2xix

−1
j )

=
∑

A∈AHTS2n

(−1)i
+
1 (A)+i2(A)/2λi(A)

(
1−
1

λ

)n(A)/2
xδ(Bn)−Aδ(Bn),
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n∏
i=1

(1− λxi)(1 + λ
2xi)

∏
1≤i<j≤n

(1− λ2xixj)(1− λ
2xix

−1
j )

=
∑

A∈AHTS2n+1

(−1)i
+
1 (A)+i2(A)/2λi(A)

n(A)∏
k=1

(
1 +
(−1)k

λ

)
xδ(Cn)−Aδ(Cn).

ここで，δ(Bn) = t(n−1/2, n−3/2, · · · ,−n+1/2), δ(Cn) = t(n, n−1, · · · , 1, 0,−1, · · · ,−n)
である．（i+1 (A), i2(A) の定義はここでは省略する．）

Hamel–King [HK]は，U–turn boundaryをもつ交代符号行列（vertically symmetricな
交代符号行列の一般化）を用いて，C 型の Weyl の分母公式の別の変形を与えている．

5.3 Bruhat 順序の MacNeille completion

対称群 Sn（一般にWeyl 群）上の Bruhat 順序は，旗多様体上の Schubert 多様体の包
含関係を記述している半順序であり，Kazhdan–Lusztig 多項式などさまざまな場面で基本
的な役割を果たしている．対称群 Sn 上の Bruhat 順序 ≤ は，組合せ論的には次のよう
に定義される．まず，[n] = {1, 2, · · · , n} の 2 つの部分集合 I = {s1 < s2 < · · · < sk},
J = {t1 < t2 < · · · < tk} に対して，

I ≤ J ⇐⇒ s1 ≤ t1, s2 ≤ t2, · · · , sk ≤ tk

と定義し，この半順序を用いて，置換 σ, τ ∈ Sn に対して，

σ ≤ τ ⇐⇒ {i : σ(i) ≤ k} ≤ {i : τ (i) ≤ k} (k = 1, 2, · · · , n)

と定義する．Bruhat 順序は束（lattice）ではないことに注意する．
一方，交代符号行列全体のなす集合 An には，monotone triangle を用いて，半順序が

定義される．整数を三角形状に並べた配列

T =

t1,1

t2,1 t2,2

. .
. . . .

. .
. . . .

tn,1 tn,2 · · · tn,n−1 tn,n

は条件
ti+1,j ≤ ti,j ≤ ti+1,j+1, ti,j < ti,j+1

をみたすとき，n 次monotone triangle であるという．n 次の monotone triangle 全体
のなす集合をMn と表す．Mn 上には自然な半順序が

S = (sij) ≤ T = (tij)⇐⇒ si,j ≤ ti,j (1 ≤ j ≤ i ≤ n)

によって定まる．この半順序に関してMn は分配束となっている．
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交代符号行列と monotone triangle の間には，次のようにして全単射が構成される．
A = (aij)1≤i,j≤n ∈ An に対して，

aij =
i∑
k=1

akj (1 ≤ i, j ≤ n)

とおくと，ai,j = 0 または 1 であり，
∑n
j=1 aij = i である．行列 A = (aij) を用いて，n

次monotone triangle T = T (A) = (tij)1≤j≤i≤n を

{ti,1 < · · · < ti,i} = {j : aij = 1} (1 ≤ i ≤ n)

となるように定める．例えば，

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

0 1 −1 0 1

1 −1 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �−→ A =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

0 1 0 0 1

1 0 0 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �−→ T =
3

2 5

1 4 5

1 2 4 5

1 2 3 4 5

となる．

命題 5.4. 上の対応 A �→ T (A) は An と Mn の間の全単射を与える．さらに，置換 σ,
τ に対応する置換行列をそれぞれ Pσ, Pτ とするとき，σ ≤ τ ならば，T (Pσ) ≤ T (Pτ ) と
なる．

定理 5.5. （Lascoux–Schützenberger [LS]）Mn は，Sn のMacNeille completion で
ある．（つまり，Mn は，Sn を部分半順序集合として含む「最小の」束である．）
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