
うずまきの幾何  

梅原雅顕   

これは，平成11年9月26日に行われた数学会の「市民講演会」の筆  

者の表題の講演草稿に「多角形の頂点との関連について」と「あとがき」  

の節を加筆したものです．  

1．「うずまき線とは？」   

代表的なうずまき線に「アルキメデスのうずまき線」と「対数うずまき  

線」があります．  

対数うずまき線  アルキメデスのうずまき線  

図1：代表的なうずまき線   

（アルキメデスのうずまき線）ギリシャ時代，アルキメデスによって研究  

されたのがこのうず圭き線です1．2周目以降，出発ノ点からの幅が一定に  

1極座標で表すとr＝√′〃（〃＞0は定数．〃＞叶   
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なります．例えば，蚊取線香のつくる模様はこのうずまき線に近い形です．  

ろくろで平らな粘土板を回転させて，真ん中から棒で一定の速さでまっす  

ぐ線を引くと，粘土にはこのうずまき模様が描かれます．   

（対数うずまき線） このうずまき線には，中心からどの方向に線を伸ば  

しても，うずまき綿とのなす角が一定になるという性質があります2．自  

然界のうずまき線（巻貝，星雲etぐ．）に，もっともよく見られるものです  

が，対数うずまき線を数式で表すためには，指数関数や対数関数が必要で  

す．そのため，その発見はずっとあとでした．このうずまき線は，相似に  

拡大・縮小しても，元の曲線と合同になるという不思議な性質（′自己相似  

性〕をもっています・実際図1（前ページ）のように，うずまきの一部を  

2倍に拡大すると，ニの拡大部分をうまく移動させて元♂〕うずまき線に重  

ねることができます．  

正のうずまき線  負のうずまき緑  

園2：正と負び）うずまき練  

一般にうずまき線は，図2のように正と負に大別されます．正り）うずま  

叫畑中はて長十と／・二′JりレJ＞1ご－こJ′ビ軋JrTりご放）．   
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き線を鏡に写すと負のうずまき線になります．うらがえさないかぎり，2  

種類のうずまき線はけっして重なることはありません．図1のアルキメデ  

スのうずまき線と対数うずまき線は共に負のうずまきですが，これをうら  

がえすと，正のうずまきになります．   

2．「うずまき道路を走る車」  

図2（前ページ）を見て，うずま  

き線には2種類あることが，なんと  

なく感覚として理解していただける  

と思いますが，図3のようなうずま  

き状の道路があったとして，その上  

を走る車の運転手の立場になると，  

もっと明確に両者の違いを説明する  

ことができます，まず，標語的には  

次のようになります．  

正のうずまき線＝  

運転手はハンドルを左に回し続ける，  図3：うずまき道路を走る車  

負のうずまき綿＝  

運転手はハンドルを右に回し続ける．   

うずまき線の正負は，進行方向に関係ありません．不思議に思えるかも  

しれませんが，正の（負の）うずまき道路では車はどちらの方角を走って  

いたとしても運転手はハンドルを左に（右に）回し続けているのです．ニ  

のことを，正のうずまき道路（図こう）を用いて説明しまし上う．   

出発点（」）で道は，思いっきり右に曲がっています．そ♂’）ため，運転手   
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はそこでハンドルを強く右に回しているはずです．もし，このままハンド  

ルを固定したまま車を走らせると，車は円運動（図3の実線）とな〔），道  

を外れてしまいます．道路の方は，右への曲がり方が徐々に弱くなってお  

りますから，先に進むためには，ハンドルを少しずつ左の戻していかなけ  

ればなりません．   

少し右への曲がりが弱くなった次の地点（β）でも，状況は同じです．こ  

こでハンドルを止めてしまうと，実線の円（図3）のような軌道を描いて  

しまいますから，先に進むためには，やはりハンドルを少しずっ左の戻し  

ていく必要があります．   

図3の地点（C）では，道は左に曲がっ  

てい圭す．先の方は左への曲がり方が  

徐々に強くな／っておりますから，先に  

進むた裾こは，ハンドルを少しずつ左  

に回し／ていかなければなりません．   

というわけで，ニの道路を走る運転  

手は，常にハンドルを徐々に左に回し  

ていることになりまナ．さて，今度は  

進行方向を逆にLた場合を考えてみま  

† ．∴ ■l．  
図4：進行方向を逆にし／たとき   

図4では それぞれの地点d′．β′．C′で，ハンドルがどの方向を向いて  

いるかを図示しておきました．もし運転手がハンドルを止めると，各地ノ煮  

で車は図に記したような実線の円（あるし、は直線）運動になります．道を  

外れなし、た裾こ，運転手がハンドルを左に少しずつ回し続けなければいけ  

ないことを皆様自身で確かめてみてください   
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このように正のうずまき道路では，運転手は，進行方向に関係なく左に  

ハンドルを回す必要がありますが，負のうずまき道路では，反対に進行方  

向に関係なくハンドルを右に回していなければなりません．負のうずまき  

道路を正のうずまき道路を鏡に写したものと考えると，このことは直感的  

に理解できると思います．   

3．「うずまきの正負と曲率円」   

数学では，左回り（反時計回り）をもって正の回転と呼びます．左回り  

は人間にとって自然な回転方向のようでして，スケートリンクなどでも左  

回りが普通のようです．正のうずまき，負のうずまきの呼び名は，このこ  

とに由来します．－一方，日時計の針（＝影）は，北側を通って，西から東  

に移動します．時計については，このなごりで右回りですが，私たちはあ  

まりに見慣れているため，逆向きに回る時計を見ると，何かとても奇異に  

感じてしまうことでしょう．そんなわけで，別に正のうずまきの方が由緒  

正しいということはないかもしれません．けれども，北半球では台風は正  

のうず去きを描きますし，かたっむりも正のうずまきを描くものが大部分  

のようです．   

前節では，うずまき道路で運転手がハンドルを止めると円運動をするこ  

とを説明しました．この円は，うずまき線の曲率円とよばれています．   

図5（次ペーージ）は，正と負のうずまき線の先端部分を拡大したもので  

す．曲線の接線は，各地点でもっともよく曲線を近似する直線と解釈でき  

ますが，曲率円は．各地点でもっともよくうずまき線を近似する円になり  

ます．曲率円の半径を曲率半径とよびます．図5のように，うずまき線  

に向きをつけ曲率円もその進行方向に同調するような向きにし圭す一 する   
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図5：うずまき線と曲率円   

と，正と負のうずまき線の違いを曲率円をつかって次のように特徴づける  

ことができます．  

正のうずまき線二曲率円の右側から左側へ接しながら横切る．  

負のうずまき線＝曲率円の左側から右側へ接しながら横切る．  

うずまき線はけっして白分自身と交わることはありません．卓の運転手  

の立場から説明しますと，図5のようにハンドルを同じ方向に回し続ける  

と，先に進むにつれて，次々とさらに小さな曲率円の中に進路が拘束され  

ていくからです．   

4．「うずまき線の作図法」   

簡単に，さまざまなうずまき線を描く方法を紹介しましょう．図6（次  

ページ）のようにへこみのないあて板（あるいはボーール紙）を用意しま「仁   

あて板の右端あるいは左端に糸を国定して，糸を巻き付けます．そして  

今度は，糸をたわまないようにあて板から徐々にほぐしていきます．巻き   
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正のうずまきのとき  負のうずまきのとき  

図6：うずまき線の作図法   

付けた糸をほぐすとき，糸の先端が描く図形はうずまき線になります．あ  

るいは，糸が完全にほぐれた状態から，逆に糸を巻き付けていっても，まっ  

たく同じうずまき線が描けます．どちらの方向から描くかは，作図者の好  

みです．図6で右端に糸を固定すると正のうずまき線に，左端に糸を固定  

すると負のうず重き線になります．  

ニの方法でうずまき線を作図すると，  

ほぐれた糸の長さが，ちょうど曲率半  

径となり，糸の根元が曲率円の中心に  

なることが知られております．数学用  

語では，曲率円の中心の軌跡を縮閉線  

とよびますが，この作図法では，あて  

板の曲線は，描かれたうずまき線の縮  

問線になります．   図7：llJか「）できるうずまき線  

わかりやすい例としては，あて板のかわりに釣り竿のリールを考え，巻  

き付けたっり糸をそこからほぐしていく場合です．このときは，釣り針の   
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描く図形として，図7（前ページ）のようなうずまき線が描けます．  

5．「振り子時計への応用」   

前節のうずまき線の作図法を，ホイヘン  

l ス（ChristiaarlH－1ygenS1629－95）は振り子 も  
／／ 

／／  

＼／／ 
せ・／ 

ヽ・：  

時計に応用しました．彼は，ニュートンとほ  

ぼ同時代に活躍し，光の波動説から屈折や反  

射を説明するホイヘンスの原理で有名なオラ  

ンダの科学者です．  図8：素朴な振り子   

彼の時代より少し前，ガリレイ（GalilcoGalilei15G∠LIG42）は，振り子  

を振動させて，もとの位置まで戻ってくるまでの時間（振り子の周期とい  

う）を測定し，振幅が小さいとき，周期rが振り子の重さや，手を放す位  

置に依らず，糸の長さ上だけにしか依らないないことを発見しました（図  

8）．具体的には次の式が成り立ちます．  

r嵩2打U′‡  

ここで．りは重力加速度です．また記は，これが近似式であることをあらわ  

します．実際，この法則は厳密には正しくなく，振り子を高い位置で離す  

と，低い位置の場合より少し周期が長くなります．それでは，本当にどこ  

で手を離しても周期が変わらない振り子を作るにはどうしたらよいでしょ  

うか．   

図9（次ベーージ）のように，円が直線の上をすべることなく転がるとき，  

円上什一点が描く曲線をサイクロイドといいます．ホイヘンスは，ガリレ   
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図9：サイクロイド  

イの主張した振り子の周期を与える式が，不正確であることを見出し，さ  

らにサイクロイドの等時性を発見しました．図1〔）のように，サイクロイ  

ドを逆さまにして，玉を転がします．すると，どこから手を離しても，ニ  

のサイクロイド上では玉が真下まで到達するまでの時間は同じになること  

を発見したのです．すると振り子がサイクロイドを描くようにすれば，真  

に正確な時を刻む振り子時計ができるはずです．しかし，振り子にサイク  

ロイドを描かせるにはなにか本質的な工夫が必要です．   

彼のもう一つの重要な発見は，「サイ  

クロイドの曲率円の中心の軌跡はサイ  

クロイド自身になる」ということでし  

た．ホイヘンスの登見したこと整理す  

ると以下のようになります．  図1（）：逆さサイクコイド  

（1）逆さにしたサイクロイドに玉を置き，手を離すと真下に到達する時間  

は，玉を置いた場所に依らず一定になる．   

（2）サイクロイド♂）曲率円の中心の軌跡は，サイクロイド自身になる．と  

くに，前節のうずまき線の作図法において，あて板をサイクロイド  

にすると，振り子はサイクロイドを描くことになる．   
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図11：サイクロイド振り子  

具体的には，長さ上の振り子を用意し，以下のような装置をつくると，  

サイクロイドを描き，正確に時を刻む振り子ができます．サイクロイドは，  

真ん中を境に負と正のうずまき線に分解されます．左右のあて板は，半径  

⊥／4の円から作られるサイクロイドの半分です．左側のあて板から糸をほ  

どく操作は，まさに前節の負のうずまき線の作図法そのものです．このと  

き，性質（2）から，振り子は右側のあて板と同じ図形（つまりサイクロイ  

ドの負のうずまき部分）を描きます．最初振り子は，左側あて板に張り付  

いていますが，ほどけるにつれて振り子は，あて板とまったくおなじサイ  

ズのサイクロイドの半分を描きます．糸が完全にほどけたときが，振り子  

が真下にくるときです．さらに振り子は，勢いで右側のあて板に巻き付い  

ていきます．ニの操作は前節♂）正のうずまき線の作図法になっており，巻  

き付くにつれて振り子は，やはりあて板とまったくおなじサイクロイドを  

描きます．結局，振り子はサイクロイドの軌道上を振幅することになりま  

す．すると，たとえ振幅が次第に弱まっていったとしても性質（l）から，  

ニのサイクロイド振り子の周期rは正確に  

r二2汀v／‡   
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となるわけです．図11（前ページ）の点線は，半径上の円です．このよう  

に重ねてみると，この円とサイクロイド振り子の描く軌道がいかに近いか，  

よくわかるでしょう．一昔前のガリレオが間違えたのも仕方ないかもしれ  

ません．   

6．「単純閉曲線をうずまき線へ分解する」   

一般の曲線は，正と負のうずまき線を組み合わせてできています．  

サイクロイド  
放物線  

図12：曲線のうずまき分解   

図12のようにサイクロイドは，正と負のうずまきに分解され，また放  

物線も頂点を境にやはり正と負のうずまきに分解されます．終点と始点が  

一致する曲線を閉曲線とよびますが，閉曲線についてもうずまき線への  

分解が考えられます．  

負  正  負  

こ＞く⊃  
レムニスケート  

楕円  

図1：j：閉曲線のうずまき分解   

たとえば，楕円は図13のように4つ〝）うずまき線に分解し圭す．またレ  

ムニスケー→卜は，2点からの距離の楕が一定になる点の軌跡としノて特徴づ   
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けられるますが，二つのうずまき線に分解できます．このように閉曲線を  

正と負のうずまき線に分解すると，正と負同数のうずまき線に分解されま  

す．正と負のうずまき線の継ぎ目を，曲線の頂点と呼びます．ただし，曲  

線が円あるいは円の一部を含むとき，その部分自体をうずまき線の継ぎ目  

とみなし，頂点とよぶことにします．もし，曲線を道路にたとえるなら，  

そこを走る車の運転手は頂点を次のように認識するはずです．  

頂点ニハンドルの回す方向を変えた地点   

自己交差のない以下のような閉曲線を単純閉曲線とよびます（図14）．  

△ワ0盆  
図14：単純閉曲線   

単純閉曲線は，閉曲線の中でもっとも単純なもげ）ですが，このような曲  

線のうずまき分解に関して次の定理が知られています．   

（定理）単純閉曲線には，少なくとも4つ頂点が存在する，  

こ〝〕定矧：土，100日年インドの数学者M11kllり壬）a（1Ilγ叩flに上り，凸閉曲線  

（卵形線とも云う）について，1刑2年ドイツの数学者KIl（、S（、1・により，一  

般の単純閉曲線について証明されました．当時〝）証明は難解でLたが，今  

では比較的簡単な証明が知られております■（文献「3］，15J参照．）この定理  

を，車の運転によって解釈するならJ立体交差のないサーーキ、ソトを車で一   
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周するには，最低4回ハンドルを回す方向を変えなければならない」とな  

ります．立体交差がある場合には，先のレムニスケートのように2回ハン  

ドルを回す方向を変えるだけで原理的にもとに戻れるサーキットが存在し  

ますので，主張は成り立ちません．   

7．「多角形の頂点との関連について」   

三角形には内接円がただひとつ存在します．長方形ではどうでしょうか．  

3点で長方形に内接する円の数は一般に2つです．ただし正方形のときだ  

け4点で内接する円が1つ存在し，ほかに内接円は存在しません．正方形  

の場合は，「3点で内接する二つの円が重なり4点で接するようになった」  

と考えて，3点で内接する円の数をやはり2つと勘定します．すると三角  

形の場合と同様に長方形の場合にも  

（頂点の数）－（3点で内接する円の数）＝2  

という公式が成り立ちます（図15）．実はこの公式は，任意の凸多角形につ  

いて成り立ちます．  

∠金ゝ臣逗∃  
図15：三角形の内接円と長方形の内接円  

頂点の数が有限の平面単純閉曲線についても4頂点定理の一般化として  

次の公式が成り立つことが知られております．  

（曲線の内部にすっぽり入る曲率円の数）▼（3点で内接する円の数）＝2   

（曲線の内部がすっぽり入る曲率円の数）一（3点で外接する円の数）二2   
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とくに  

（曲線の内部にすっぽり入る曲率円の数）≧2  

（曲線が内部にすっぽり入る曲率円の数）≧2   

となります．いま，単純閉曲線は左まわりとします．このとき，各曲率円  

はそれぞれ曲線と接点を持ち，円が曲線の中にすっぽり入る場合，接点は  

正のうずまきが負のうずまきに変わる継ぎ目になり，曲線がその中にすっ  

ぽり入る円の場合，接点は負のうずまきが正のうずまきに変わる継ぎ目に  

なります．よって頂点は少なくとも4つ存在することは，この公式から自  

動的にわかります．この意味でこの公式は4頂点定理を精密化したもので  

あり，1936年にインドの数学者Boseによって卵形線の場合に証明され，  

1969年にドイツの数学者Ha11f）tによって単純閉曲線にまで拡張されまし  

た．「曲線はなめらかなのに，頂点という言葉はおかしい」と思うかもしれ  

ませんが，この公式の立場から考えると，多角形の頂点と無関係ではない  

ことがわかります．   

8．「あとがき」   

市民講演ということで，数式をできるだけ用いずに，感性によって説明  

することに努めました・一部の図を作成するにあたって，Cl叩の本［2トヒ  

M～1tIl（？l工1ati（：a3．りを利用しました．   

筆者はすでに，うずまき線について，もう少し高度な同じテーマを扱っ  

たものを［5］に，さらに程度の高い内容を「4］に著わしておりますので，興  

味のある方は参照してください．また，サイクロイドと振り子時計につい  

ては川が詳しいです．   
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