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波面の幾何学
（その内的双対性とガウス・ボンネの定理）

梅原 雅顕 (阪大・理)

　佐治 健太郎氏（岐阜大）
　 山田 光太郎氏（東工大）
　　　　　　　　　　　との共同研究．

微分幾何的な見地から特異点を眺める．
内容

(1)波面の定義
(2)カスプ辺とツバメの尾の判定条件,
(3)閉波面上の２つのガウス・ボンネ型の定理,
(4)連接接束 (内的な波面の定式化),
(5)内的な波面の双対性,
(6)定曲率空間の２次元閉波面に関する４つのガウス・ボンネ型の定理.
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波面としての超曲面
Mn; (向き付け可能な)C∞-多様体，
f : Mn → Rn+1; C∞-写像.

p ∈Mn が
Rank(df )p < n,

を満たすとき特異点(singular point)という．

C∞-写像 f が 波面(wave front)であるとは，
f に沿う単位ベクトル場ν : Mn → Sn が存在し，
以下の条件を満たすときを云う．
(1)各点 p ∈Mn に対して νp ⊥ df (TpM

n),

(2) (f, ν) : Mn → Rn+1 × Sn は，はめ込み.

ν は f の単位法線ベクトル場と云う.

{はめ込み(immersion)} ⊂ {波面(fronts)}
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波面としての平行超曲面
f : Mn → Rn+1; はめ込み，
ν; 単位法線ベクトル場，

ft := f + tν (t ∈ R)

を平行超曲面(parallel hypersurface)という．

平行超曲面 ft := t-時間後の波面 (ホイヘンスの原理)

• f : M2 → R3; 平均曲率一定(H = 1/2) ならば
f + ν

はガウス曲率 1 となる．
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Delauney曲面 (nodoid と unduloid)
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(波面としての曲面に現れる特異点)

カスプ辺 (cuspidal edge) : fC(u, v) = (u2, u3, v)

ツバメの尾（swallowtail) : fS(u, v) = (3u4 + u2v, 4u3 + 2uv, v)

C∞-写像f : M2 → N3 の特異点 p ∈ M2 がカス
プ辺 (resp. ツバメの尾) であるとは，
∃ p ∈M2の局所座標近傍 (U2, ϕ),

∃ f (p) ∈ N3の局所座標近傍 (V 3,Φ),

が存在し Φ ◦ f ◦ ϕ = fC (resp. Φ ◦ f ◦ ϕ = fS)
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C∞-写像
f0(u, v) := (u2, u, uv)

は，原点に孤立特異点をもち，交叉帽子とよばれ
る．単位法線ベクトル場は，この点で連続に拡張で
きないので，波面にはならない．

交叉帽子 (cross cap)
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f = f(u, v) : U2(⊂ R2) → R3; 波面．

λ := det(fu, fv, ν)

p :特異点⇐⇒ λ(p) = 0

p :非退化⇐⇒ (dλ)p �= 0

カスプ辺とツバメの尾は共に非退化な特異点．

　　　η ;退化方向 ∈ Ker(df ) ⊂ Tγ(t)U
2

　　　γ′(t) ;特異方向 ∈ TU2
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定理. (國分-Rossman-佐治-山田-U.05)
f : M2 → R3; 波面,
p; 非退化な特異点,
γ(t); p = γ(0) を通る特異曲線

p がカスプ辺
⇔退化方向 ηp がγ′(0) と横断的．

p がツバメの尾
⇔ det(γ′(0), η(0)) = 0 かつdet(γ′(t), η(t))′

∣∣
t=0 �= 0．

後で，この判定条件を，内的なカスプ辺と内的な
ツバメの尾の定義として採用する.
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ツバメの尾の拡大図
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カスプ辺上の特異曲率

負（左）と正（右）のカスプ辺

f : M 2 → R3; 波面 (但し M 2 は向きづけられているとせよ.)

λ := det(fu, fv, ν) とおく，但し (u, v) は向きに同調した局所座標，

γ̂(t) = f(γ(t)) ⊂ f(M 2)； カスプ辺からなる特異曲線,

η(t)； γ に沿う退化ベクトル場で (γ′(t), η) が M 2 の向きに同調するもの．

特異曲率の定義

κs := sgn(dλ(η))
det(γ̂′′, γ̂′, ν)

|γ̂′|3 (= ±kg)
曲線の左手がM+ ならばsgn(dλ(η)) > 0 である．

この定義は，曲面の向き，単位法線の向き，特異
曲線の向きに依らない.
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波面に関する２つのガウス・ボンネ型の定理
M2; コンパクト向き付け可能な２次元多様体
f : M2 → R3; カスプ辺とツバメの尾のみを許容する波面.

λ := det(fu, fv, ν) ((u, v): 正の局所座標系)

dÂ := λdu ∧ dv (符号付き面積要素),

dA := |λ|du ∧ dv (面積要素).

M+ := {λ > 0}, M− := {λ < 0}
• (Langevin-Levitt-Rosenberg 1995, Kossowski 2002)

(2 deg(ν) =)
1

2π

∫
M2
KdÂ = χ(M+) − χ(M−) + S+ − S−,

where

S+ := {正のツバメの尾の数},
S− := {負のツバメの尾の数}

• (Kossowski 2002)∫
M2
KdA + 2

∫
Σf

κsdτ = 2πχ(M 2)

但しKossowski氏は κsdτ を１次微分形式として扱っている.

Fact. [佐治-山田-Ｕ]

•ツバメの尾では特異曲率は −∞ に発散する．
•カスプ辺付近では，特別な場合を除きガウス曲率は両端で異符号に
発散する．

•周囲のガウス曲率が非負なら，特異曲率は非正.
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正のツバメの尾
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波面の内的定式化
多様体 Mn 上の連接接束(E, 〈 , 〉 , D, ϕ) の定義;

(1)E はMn上の階数 n のベクトル束,
(2)E は計量〈 , 〉を持ちD は計量に適合する接続,
(3) ϕ : TMn → E は以下の条件を満たす束準同型

DXϕ(Y ) −DY ϕ(X) = ϕ([X,Y ])

但し X,Y は Mn 上のベクトル場とする.

内積の接束への引き戻し
ds2ϕ := ϕ∗ 〈 , 〉

を第一基本形式とよぶ.

p ∈Mnがϕ-特異点であるとは，ϕp : TpM
n → Ep

が単射でないとき，を云う．

連接接束 =一般化されたリーマン多様体

実際 (Mn, g) がリーマン多様体ならば
E = TMn, 〈, 〉 := g, D = ∇g, ϕ = id .

によって連接接束の構造が入る．
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（２次元の場合）:
M2; コンパクト向き付けられた２次元多様体,
(E, 〈, 〉 , D, ϕ); M2 上の連接接束,
(ν の大域的存在に対応する条件) E は向き付け可
能とする．すると至る所消えないμ ∈ Sec(E∗∧E∗)
が存在し，向きに同調した正規直交基底の場e1, e2
に対して μ(e1, e2) = 1 となる．

内的な特異曲率の定義

κs := sgn(dλ(η(t)))
μ(Dγ′ n(t), ϕ(γ′))

|ϕ(γ′)|3 ,

但しn(t) ∈ Eγ(t) は E において ϕ(γ′) に直交する単位ベクトル.

(u, v)；M 2 上の向きに同調した局所座標

dÂ = λdu ∧ dv, dA = |λ|du ∧ dv,
λ := μ

(
ϕ(

∂

∂u
), ϕ(

∂

∂v
)

)
.

(χE =)
1

2π

∫
M2
KdÂ = χ(M+) − χ(M−) + S+ − S−,∫

M2
KdA + 2

∫
Σϕ

κsdτ = 2πχ(M 2).

ここで
Σϕ;ϕ-特異点集合,
p ∈ Σϕが非退化⇔ dλ(p) �= 0,

p ∈ ΣϕがA2-pt (内的カスプ辺) ⇔ 点 p でη � γ′(0),

p ∈ ΣϕがA3-pt (内的ツバメの尾) ⇔ 点 p でdet(η, γ′) = 0 かつ det(η, γ′)′ = 0.
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連接接束の具体例
(1)リーマン多様体の中の波面,
(2)同じ次元間の多様体のC∞-写像．

Mn; 向き付け可能な多様体，
(Nn, g); 向き付け可能なリーマン多様体，
f : Mn → (Nn, g); C∞-写像
Ef := f∗TNn, 〈 , 〉 := g|Ef , D; 誘導接続.

このときベクトル束の準同型写像
ϕ := df : TMn −→ Ef := f∗TNn,

は連接接束の構造を与える.

図 1. 折り目とカスプ片

図 2. カスプとツバメの尾
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ガウス・ボンネ型定理の２次元多様体間の写像への翻訳．

定理 [Quine 78] M2, N2; コンパクト，向きを指定,
f : M2 → N2;折り目とカスプのみをもつC∞-写像

deg(f )χ(N2) = χ(M+
f ) − χ(M−

f ) + S+
f − S−f ,

M+
f := {det(Jf) > 0}, M−

f := {det(Jf) < 0},
S+
f :=正のカスプの数, S−f :=負のカスプの数.

定理 [SUY09]
M2 コンパクト，(N2, g)； 共に向きを指定，
f : M2 → N2;折り目とカスプのみをもつC∞-写像

2πχ(M2) =

∫
M2

(K
N2 ◦ f ) |f∗dAg| + 2

∫
Σ
κs dτ .

但し K
N2 は (N2, g) のガウス曲率とする.

系 [Levine66] f : M2 → R2; C∞-写像
Σf = C1 ∪ · · · ∪ Cr (波面としての単純閉曲線の和)

各 Cj に f (M2) を左手に見る向きをつけると

χ(M2)

2
= I(C1) + · · · + I(Cr).

が成り立つ．但しI(Cj) は，曲線 Cj の回転数．
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波面から誘導される連接接束
f : Mn → Rn+1； 波面,
ν ; 単位法線ベクトル場,

E := {v ∈ f∗TRn+1 ; v ⊥ ν}.
にRn+1 からの誘導計量 〈, 〉 を入れる.

DXξ :=
(
∇Rn+1

X ξ
)T

(ξ ∈ Sec(E))

は，〈, 〉 に適合した接続を与える．
ϕ := df : TMn � v �→ df (v) ∈ E,

ψ := dν : TMn � v �→ dν(v) ∈ E.

とおくと
• (E, 〈, 〉 , D, ϕ) と (E, 〈, 〉 , D, ψ) は共に連接接束
の構造をもつ．つまり以下の２式が成立する．

DXϕ(Y ) −DY ϕ(X) = ϕ([X,Y ]),

DXψ(Y ) −DY ψ(X) = ψ([X,Y ]).

ϕ と ψ の同等性（内的双対性）⇔ f と ν の双対性.

定曲率空間の波面について，同様の双対性が成立
する．
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さらに ϕ と ψ は以下を満たす．
〈ϕ(X), ψ(Y )〉 = 〈ϕ(Y ), ψ(X)〉 ,(0.1)

Ker(ϕp) ∩ Ker(ψp) = {0} (p ∈Mn).(0.2)

定理.[SUY09] （内的波面の実現定理）
Mn; 単連結多様体,
(E, 〈 , 〉 , D, ϕ) と (E, 〈 , 〉 , D, ψ) が共に連接接束
の構造をもち，条件(0.1), (0.2) を満たし，さらに

〈RD(v, w)ξ, ζ〉 = det

(〈ψ(w), ξ〉 〈ψ(w), ζ〉
〈ψ(v), ξ〉 〈ψ(v), ζ〉

)
,

v, w ∈ TpM, ξ, η ∈ Ep, p ∈Mn

を満たすとせよ．すると
f : Mn −→ Rn+1;　波面,
ν : Mn −→ Sn;　ガウス写像

が存在し， df = ϕ かつ dν = ψ を満たす.
f は Rn+1 の向きを保つ合同変換を除いて一意．
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2-次元の場合: 内的双対性⇔ f と ν の双対性.

４つのガウス・ボンネ型の定理,

(χE =)
1

2π

∫
M2
KfdÂf = χ(Mf

+) − χ(Mf
−) + Sf+ − Sf−,

(χE =)
1

2π

∫
M2
KνdÂν = χ(Mν

+) − χ(Mν
−) + Sν+ − Sν−,∫

M2
KfdAf + 2

∫
Σf

κfsdτ = 2πχ(M 2),

∫
M2
KνdAν + 2

∫
Σν

κνsdτ = 2πχ(M 2),

(1) Kf dÂf = Kν dÂν ,
(2) Kν = 1 ,
(3) |Kf | dAf = dAν(= KνdAν).

例えば以下の情報が得られる

(1) χ({p ∈M2 ; Kp < 0}),
(2)

∫
M2K−dA, 但し K− := min(0,K).

定理.[Bleecker-Wilsonの公式 78]
M2 ; コンパクト，向き付け可,
f : M2 → R3 はめ込み,
ν : M2 → S2; ガウス写像.
ν が折り目とカスプのみを許容したとすると

2χ({Kf < 0}) = S+
ν − S−ν ,

が成り立つ，但し
S+
ν := {νの正のカスプの数},

S−ν := {νの負のカスプの数}.
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Bleecker-Wilson の公式の双対版:

定理. [SUY09] f : M2(= S2) → R3 ;強い意味で凸
　　　　　　　　　(つまり ν がはめ込み.)
ft ; (t ∈ R) は f の平行曲面.
ある t において ft はカスプ辺とツバメの尾のみを
許容したとすると，その t について

2χ({Kft
< 0}) = S+

ft
− S−ft

が成り立つ，但し
S+
ft

:= ft 上の正のツバメの尾の数,

S−ft := ft 上の負のツバメの尾の数.

例.

Im(f) =

{
(x, y, z) ∈ R3 ;

x2

25
+
y2

16
+ z2 = 1

}
.

平行曲面

fc := f + cν, c :=
11

2
は４つのツバメの尾をもち χ({Kc < 0}) = −2.

21



定理. [SUY09] M2 ; コンパクト，向き付け可,
f : M2 → R3 ; はめ込み,
ν : M2 → S2; ガウス写像,
ν が折り目とカスプのみを許容したとすると∫

Σν
κν dτ =

∫
M2

K− dA(< 0),

が成り立つ, 但し K− = min(0,K)であり，
κν は ν の特異曲率とする.

定理.[SUY09] f : M2(= S2) → R3 ; 強い意味で凸,
ある値 t の平行曲面 ftの特異点集合 Σft が，
カスプ辺とツバメの尾のみを許容したとすると∫

Σft

κft dτ = −
∫
M2

K−
ft
dAft

が成り立つ．ここでκft は ft の特異曲率とする.
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共形的に平坦なリーマン多様体の双対性.

リーマン多様体 (Mn, g) (n ≥ 4) が共形的に平坦
とは，ワイルの曲率テンソル
Wijkl := Rijkl + (Aikgjl − Ailgjk +Ajlgik − Ajkgil)

+
R

n(n− 1)
(gikgjl − gilgjk)

が消えるときを云う．但し
A :=

1

n− 2

∑
i,j

(
Rij − R

2(n− 1)
gij

)
dxi ⊗ dxj

はSchoutenテンソルという．
A はCodazziの方程式を満たす.
Fact.(Brinkmann 1923, Asperti-Dajczer 1989)単連結
共形的平坦リーマン多様体 (Mn, g) (n ≥ 4)は光錐
Qn+1

+ := {(t, x1, ..., xn+1) ∈ Rn+2
1 ;

∑n+1
j=1(xj)

2 = t2}
への等長はめ込みを（一意的に）許容する．

Fact.(Izumiya, Huili Liu, Espinar-Galpez-Mira)
∃1 共形的に平坦な多様体上の双対性 f ↔ ν.
df · ν = f · dν = 0, f · f = ν · ν = 0, f · ν = 1

命題.(Liu-山田-U)
連接接束の言葉で双対性を内的に定式化できる.

ĝij =
∑

gabAiaAjb du
i ⊗ dvj

は双対共形平坦計量を与える．但し (u1, ..., un) は
局所座標系とする.
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