
ボルツマン方程式の研究：過去と未来

　鵜飼　正二　　東京工業大学名誉教授

ボルツマン方程式に関するこれまでの数学的研究を特に大域解の存在
理論を中心に紹介するとともに、最近の発展が著しいいわゆるグラッド
のカットオフ近似を仮定しない理論とその未解決問題について概観する。
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ボルツマン方程式はL.ボルツマンが1872年に導いた非平衡希薄気体の
運動方程式である．彼の目的は当時定式化が完成した熱力学をニュート
ン力学により基礎付けることにあった．

熱力学は観測や実験事実から演繹された経験則であり、熱現象の定量
的、定性的取り扱いには大きな成功を収めたが、しかし熱とは何か、温
度とは何かという根源的な問いに答える理論ではない。熱力学は経験科
学としては確立されていたが物理的基礎は明らかでなかった。
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しかし当時は既に全ての物理現象は単一の基本原理により記述されね
ばならないという信念(principle of the first principle)が広く受け入れら
れており、熱力学をニュートン力学に基づいて構築しようという試みは
ごく自然なものであった．

ボルツマンの出発点は気体分子運動論である．これは気体が互いに衝
突を繰り返している多数の粒子からなり，気体の巨視的性質はその相対
的な運動で説明が出来るとするものである．このアイデアは18世紀に既
に萌芽が見られるが，19世紀に入り原子の存在こそまだ実証されていな
かったが原子論が新しいパラダイムとして認知され，熱は粒子の運動に
他ならないという熱運動論が広く支持されるようになるに従い説得力を
持つようになっていた．
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このアイデアがニュートン力学と相性が良いのは明らかであろう。原
理的には全ての粒子の位置と速度をニュートンの運動方程式から求めれ
ば気体の微視的状態が分かる。しかし解くべき方程式の個数は膨大(アボ
ガドロ数)であり、解くことはおろか、それと同数の初期データを準備す
ることは実行不可能である。しかし多数の粒子が衝突を繰り返すと個々
の粒子は個性を失い、平均的・統計的な扱いが意味を持つようになる。

ボルツマンが着目した統計量は１粒子相空間（位置-速度空間) におけ
る気体粒子の密度（単位体積あたりの粒子質量の合計）である。

古典的な密度分布は実空間の統計量であるが、相空間では粒子速度と
いうミクロの情報を含めることができる。相空間の選び方はもちろん一
意でなく、２粒子相空間、３粒子相空間…も可能であるが、１粒子相空
間は古典的な実空間に次いで簡単な構造を持ち、しかもミクロ情報を扱
うことができる。
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相空間における密度関数

時刻tに位置x = (x1, x2, x3) ∈ R3,速度v = (v1, v2, v3) ∈ R3を持つ気
体粒子の密度分布をf(t, x, v)で表す。これは１粒子相空間Λ = R3 × R3

の任意の部分領域Gについて、積分∫∫
G

f(t, x, v)dxdv

が時刻tにおいて領域Gに存在する粒子の合計質量を与えることを意味す
る。fは個数密度や確率密度とも解釈できる。

以下，簡単のため、外力は無く、粒子質量は1とする。
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ボルツマン方程式

∂f

∂t
= −v · ∇xf︸ ︷︷ ︸

輸送項

+Q(f)︸ ︷︷ ︸
衝突項

.(1)

これは、粒子の自由運動と粒子同士の衝突により単位時間に領域Gに流
入、流出する粒子数を数え上げることにより導かれる．

• Q：衝突作用素．２体衝突の場合

Q(f) =
∫

R3

∫
S2

B(|v − v∗|, σ){f(v′
∗)f(v′) − f(v∗)f(v)}dv∗dσ,
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Q(f) =
∫

R3

∫
S2

B(|v − v∗|, σ){f(v′
∗)f(v′) − f(v∗)f(v)}dv∗dσ,

v′ =
v + v∗

2
+

|v − v∗|
2

σ, v′
∗ =

v + v∗
2

− |v − v∗|
2

σ.

• f(v) = f(t, x, v)，etc: t, xは共通なので省略している。
• B(|v − v∗|, σ): 衝突断面積，　２体相互作用法則で定まる非負値関数．
• (v, v∗) ⇐⇒ (v′, v′

∗)：は衝突前後の粒子速度．

運動量とエネルギーの保存則：
v′ + v′

∗ = v + v∗, |v′|2 + |v′
∗|2 = |v|2 + |v∗|2.
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ボルツマンは彼の方程式から
• 熱力学の第一法則（エネルギー保存則）
• 熱力学第二法則（エントロピー増大の法則）

が証明できると主張した．

8/61



熱力学第一法則（エネルギー保存則）

E =
∫

R3×R3

1
2
|v|2f(t, x, v)dxdv：

=　気体の全エネルギー = 運動エネルギー + 熱エネルギー．

エネルギー保存則：
dE

dt
= 0.

証明：

dE

dt
= −

∫
R3×R3

1
2
|v|2v · ∇xfdxdv +

∫
R3

1
2
|v|2Q(f)dv

=
1
4

∫∫∫
R3×R3×S2

Bf(v′
∗)f(v′)

×
(
|v′

∗|2 + |v′|2 − |v∗|2 − |v|2
)
dvdv∗dσ = 0.

|v|2を1, vi(i = 1, 2, 3) と置き換えても同様の計算ができ，
それぞれ全質量、全運動量の保存則を得る．
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熱力学第二法則 （エントロピー増大の法則）

H =
∫

R3×R3
f log fdxdv：H関数，

−H = エントロピー

H定理：
dH

dt
≤ 0.

証明：

dH

dt
+ D = 0,(2)

D = −
∫

Q(f) log f （消散積分）

=
∫

B
(
f(v′

∗)f(v′) − f(v∗)f(v)
)
log

f(v′
∗)f(v′)

f(v∗)f(v)
dxdvdv∗dσ ≥ 0.

(a − b) log
a

b
≥ 0 (a, b > 0).
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平衡状態，マクスウエル分布

t → ∞のとき，fが極限を持つとすると、dH/dt → 0、したがって(2)

よりD(∞) = 0である。極限関数をM(v)とするとこれは

M(v′
∗)M(v′) − M(v∗)M(v) = 0

を意味する。ボルツマンはこの関数方程式を解き有名なマクスウエル分
布

M(v) =
ρ

(2πT )3/2
exp{−|v − u|2

2T
}

を得た。これは密度ρ > 0,流速u = (u1, u2, u3), 温度T > 0の平衡気体の
粒子の速度分布関数である.
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マクスウエル分布は，マクスウエルがボルツマン方程式に先立ち1859

年に統計的考察により導いたものである.明らかにQ(M) = 0が成り立つ
ので、ρ, u, Tが t, xによらない定数ならばMはボルツマン方程式の定常
解である。すなわち

• 平衡状態はマクスウエル分布以外にあり得ない.

• マクスウエル分布はボルツマン方程式に埋め込まれている.
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これよりボルツマンは熱力学のニュートン力学的基礎を築いたと主張
した。しかしこれに対して多くの反論が提起され、ボルツマンとの間で
激しい論争が繰り広げられたことは科学史上の有名な挿話である.

W.トンプソン，J. ロシュミット，E. ツェルメロ，…

• H定理は時間に関して非可逆.

•　ニュートン力学は時間に関して可逆.

最終的にボルツマンに軍配が上ったのは1970年代に入ってからである.

• ランフォードによるボルツマン-グラッド極限の存在証明。　
ボルツマン方程式の統計力学的依存性.

• 多くの研究者によるボルツマン方程式の解の存在理論の整備．
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ボルツマン方程式の数学解析

先駆的研究:

• ヒルベルト展開(1912)．（数学の問題，第６）

• チャップマンーエンスコグ展開(1916-17)
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時間大域的解の存在定理

最初の存在証明はカーレマン(1932)に遡る．ただし、fが変数xに依存し
ない場合（空間一様）の，剛球気体についての結果．

(参考) ナヴィエ-ストークス方程式のルレイによる弱解の構成: 1934

しかしその後長い間殆ど研究の進展がなかった。その理由の１つのは衝
突断面積Bの持つ強い特異性である．
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グラッドのカットオフ近似
この困難を回避するため1963年にグラッドは特異点の近傍でB を有界関
数で置き換えることを提案した。このときQは積分作用素として適切に
定義できる．

この近似の導入でその後のボルツマン方程式の解析が大きく進展し
た。現在この近似はグラッドのカットオフ近似と呼ばれている。この近
似は画期的で、ボルツマン方程式の解析に多くの成功をもたらした。

特に大域解の存在理論の研究は大きく進展した。実際、これまでに、
全く原理の異なる３つの理論的枠組みが開発された．
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初期値問題の大域解 - カットオフ近似

1. L∞理論：平衡解に近い解、スペクトル解析＋ブートストラップ論法
鵜飼(’74, ’76), 西田-今井(’76), 静田-浅野(’78) …

2. L1理論：振幅に制限のない解、繰り込み理論＋H定理
Diperna-Lions(’89), Hamdache (’92) …

3. L2理論：平衡解に近い解、マクロ・ミクロ分解＋エネルギー法
Liu-Yang-Yu(’04), Guo(’04)…

ほぼ15年ごとに技術革新が生み出されてきた．
次の技術革新が待たれる．
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衝突断面積 B(v − v∗, σ) Bは衝突する２粒子間の相互作用で定まる。ボ
ルツマンは２つの例を与えた

(i) 剛球気体モデル: B(|v − v∗|, σ) = b0|v − v∗|, n = 3, b0 > 0.

(ii) 相互作用ポテンシャルが逆べき法則

U(ρ) ∼ ρ−(q−1), q > 2, ρ : 粒子間距離

では、ニュートンの運動方程式を解くことにより、

B(v − v∗, σ) = Φ(|v − v∗|)b(cos θ), cos θ =
v − v∗
|v − v∗|

· σ,

Φ(|v − v∗|) = |v − v∗|γ, γ =
q − 5
q − 1

∈ (−3, 1),

sin θ b(cos θ) ≈ Kθ−1−2s (θ → 0), s =
1

q − 1
∈ (0, 1), K > 0.

が得られる。
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q > 5, ハードポテンシャル．
q = 5, マクスウエル型ポテンシャル．
2 < q < 5, ソフトポテンシャル．
q = 2, クーロンポテンシャル =⇒ ランダウ方程式．

θ−1−2s(0 < s < 1) : θ = 0で可積分でない．

=⇒ 　Qは擬微分作用素のように振舞う．

Q(f) =
∫

B{(f(v′
∗)f(v′) − f(v∗)f(v)}dv∗dσ

fが滑らか =⇒ θ = 0で{· · · } ∼ |v − v∗|θ.

カットオフ近似：b(cos θ)を有界関数で置き換える　
=⇒ 多くの性質が保存される。微分作用素的振舞は失われる。
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Qの基本的評価
L2 = L2(R3

v),
Lp

α, Hs
α :重み(1 + |v|2)α/2付きLpおよびソボレフ空間，

r+ = max(r, 0), r ∈ R．

定理 1. (上からの評価)

0 < s < 1, γ > max{−3,−2s − 3/2}, m ∈ [s − 1, s], α ∈ Rに対して∣∣∣(Q(f, g), h
)

L2

∣∣∣ ≤ C
(
∥f∥L1

α++(γ+2s)+
+ ∥f∥L2

)
× ∥g∥

H
max{s+m,(2s−1+ϵ)+}
α++(γ+2s)+

∥h∥Hs−m
−α

.

• m = s : Q(f, g) ∼ ⟨Dv⟩2sg

• [2], [4], [9], [18].
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定理 2. (下からの評価)

0 < s < 1, γ ∈ R, f ≥ 0, ̸≡ 0, f ∈ L1
2

∩
L log L,

とする．∥f∥L1
2
および ∥f∥L log L にのみ依存する正数Cfが存在し、

Cf∥⟨Dv⟩s⟨v⟩γ/2g∥2
L2

≤ −(Q(f, g), g)L2 + C∥f∥L1
max(γ+,2−γ+)

∥g∥2
L2

γ+/2
(Rn)

.

• (coercivity 評価) −Q(f, g)はgに関して正定値作用素．
• [1], [4], [9], [18], [29].
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上の二つの定理は大雑把に言ってg > 0ならば

Q(f, g) ≈ −Cf(−△)sg + lower order terms, Cf > 0(3)

が成り立つことを示している。すなわちQはs次の分数べきラプラス作
用素のように振舞う。

• 解の平滑化作用．

• 時間大域解の存在．

Alexandre - Morimoto -S.U. - Xu - Yang

Huo - Morimoto - S.U. -　Yang

Morimoto - S.U. - Xu - Yang

• ボルツマンが導出したカットオフのない場合がようやく解析できるよ
うになってきた。しかし未解決問題も多い。
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解の平滑化
分数べき熱方程式：

ut + (−∆x)su = 0, u|t=0 = u0(x).

u0 ∈ L2
x ⇒ et(−∆x)s

u(t) ∈ L2
x (t > 0).

t > 0で次数 1
2のGevreyクラスの関数．
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空間一様ボルツマン方程式

ft − Q(f, f) = 0, f |t=0 = f0(v).

弱解(エントロピー解） (Villani ’98, [35])：

f ≥ 0, sup
0≤t≤T

∫
f
(
1 + |v|2 + (log f)+

)
dxdv < ∞.

定理 3. (Huo-Morimoto-S.U.-Yang, ’08, [18](Φ = ⟨v⟩γ),
Morimoto ’10 (Φ = |v|γ))

0 < s < 1, γ ≥ 0. fは任意次数のモーメントを持つ弱解。このとき

∀T > 0, f ∈ L∞([t0, T ]; H+∞(R3)), t0 ∈ (0, T ).

24/61



証明：時間依存の軟化子M = Mδ(Dv, t)：

M(ξ, t) =
(1 + |ξ|2)kt−(3+δ)/2

(1 + δ|ξ|2)kT
, k, T > 0, t ∈ [0, T ], δ > 0.

(ft − Q(f, f),M2f)L2 = 0.

定理1,2により

d

dt
∥Mf∥2 + ∥Mf∥2

Hs
γ/2

≤ C∥(log⟨Dv⟩2)1/2Mf∥2 + R
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∂tM(ξ, t) = k log(1 + |ξ|2)M(ξ, t),

R =∥MQ(f, f) − Q(f, Mf)∥

≤ C∥f∥L1
γ+(2s−1)+

(
∥Mf∥2

H
(2s−1)+

γ/2+(2s−1)+/2

+ ∥f∥2
L1

)
(s ̸= 1/2)

≤ C1∥Mf∥2

H
(2s−1)+

γ/2+(2s−1)+/2

+ C2.

∥f(t)∥L1
β
≤ C∥f0∥L1

2
(0 ≤ β ≤ 2) (保存則)

0 < s < 1/2, γ ≥ 0のとき

∥Mδ(Dv, t)f∥2 ≤ ∥Mδ(Dv, 0)f0∥2 + C2t.
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δ → 0 とする．

Mδ(ξ, t) → ⟨ξ⟩kt−(3/2+δ),

∥⟨D⟩kt−(3/2+ϵ)f∥2 ≤ ∥f0∥2
H−(3/2+δ) + Ct ≤ C∥f0∥2

L1 + Ct.

k > 0は任意に大きく取れるからf ∈ H+∞ (t > 0).
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実は，より強いGevrey平滑化が起こっている.

定理 4. (Morimoto-S.U. ’09)
0 < s < 1/2 , γ > max(−3,−3/2 − 2s), γ + 2s < 1.

f(t, v) は次の性質を持つ解とする。

f ≥ 0 , ̸≡ 0, ∃δ0 > 0, eδ0⟨v⟩2f ∈ L∞([0, T ]; H+∞(Rn)).

このときt > 0でfは次数1/(2s)のGevreyクラスの滑らかさを持つ。より
詳しくは

∀t0 ∈ (0, T ), ∃ρ, δ, κ > 0 (δ > κT ),

sup
t∈[t0,T ]

sup
α∈N3

ρ|α|∥e(δ−κt)⟨v⟩2∂α
v f(t)∥L2

{α!}1/(2s)
< +∞

が成り立つ。
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空間非一様ボルツマン方程式 初期値問題

ft + v · ∇xf − Q(f, f) = 0, f |t=0 = f0(x, v),

はコルモゴロフ型方程式の初期値問題

ft + v · ∇xf + (−∆v)sf = 0, f |t=0 = f0(x, v),

と同様と考えることが出来る．

ラプラシアン(−∆v)sと，双曲型作用素である輸送項v ·∇xとの相互作
用により，vのみならずxに関しても平滑化が起こる．

定理 5. f0 ∈ L2
x,vに対するコルモゴロフ型方程式の初期値問題の解fは

t > 0で次数1/(2s)のGevreyクラスに属す．
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より詳しくは

∃κ0 > 0, ∀t > 0, eκ0

[
ts+1(−∆x)s+t(−∆v)

s
]
f(t) ∈ L2

x,v.

証明：フーリエ変換で解が具体的に求まる．

f̂(t, η, ξ) = e−
∫ t
0 |ξ−ρη|2sdρf̂0(η, ξ − tη).

不等式

∃κ0 > 0 ; κ0 (t|ξ|2s + t2s+1|η|2s) ≤
∫ t

0

|ξ − ρη|2sdρ,

から定理が従う．
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それゆえ空間非一様ボルツマン方程式についてもx, vに関する平滑化作
用が期待できる．しかし非線形性の困難から定理5に相当する結果は未
だ知られていない．その前段階としてC∞平滑化作用が最近証明できた．

定理 6. (Alexandre-Morimoto-S.U.-Xu-Yang, ARMA’10, [4])
0 < s < 1, γ > max(−3,−3/2 − 2s), T > 0, Ω ⊂ R3

x.

fはL∞(0, T ; H5
ℓ (Ω × R3

v)) (∀ℓ ≥ 0)に属し、領域(0, T ) × Ω × R3
v にお

いてボルツマン方程式を古典的な意味で満たす解とする．もし

∥f(t, x, ·)∥L1(R3
v)

> 0, (t, x) ∈ (0, T ) × Ω

が成り立てば
f ∈ C∞((0, T ) × Ωx;S(R3

v)).
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証明は輸送方程式

(4) ∂tf + v · ∇xf = g

の解の正則性の結果を用いる。

定理 7. (Alexandre-Morimoto-S.U.-Xu-Yang, JFA ’08 [3]) g ∈
H−s′(R7

t,x,v)(s
′ ∈ [0, 1))に対する (4) の弱解fが ⟨Dv⟩sf ∈ L2(R7)を満

たすとき

⟨Dx⟩s(1−s′)/(s+1)f ∈ L2
−ss′/(s+1)(R

7),

⟨Dt⟩s(1−s′)/(s+1)f ∈ L2
−s/(s+1)(R

7),

が成り立つ。
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これは輸送方程式の準楕円性(hypoellipticity)評価である。この定理を
g = ⟨v⟩ℓQ(f, f)として用いる。fが古典解だとg ∈ H−s′ がいえて、t, x

に関する正則性を得る。これとvに関する正則性を組合すとt, x, vに関す
る正則性を少し改良できる。再び定理7を用いるとさらに正則性が改良
できる。これを繰り返し定理6を得る。
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広義の不確定性原理

定理7の証明は森本(’89, ’92)により開発された広義の不確定性原理に
基づく準楕円型評価使う. 輸送項∂t + v · ∇xのt, x によるフーリエ変換
を考慮して，|τ + v · η|2 = V (v; τ, η) とおき，衝突積分項を(−∆v)sと捉
えて，時間非依存の Schrödinger 型作用素

(−∆v)s + V (v; τ, η)

の正値性を考察する.　これはs = 1の場合は Fefferman によって1980年
代に不確定性原理として定式化され，一般のs については退化楕円型作
用素の準楕円性の解析のために用いられてきた(Morimoto - Mrioka ’97,

Morimoto - Xu ’07)．
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解の存在定理 - カットオフなし

空間一様の場合の最初の大域的弱解の存在定理は田中(’78)のマクスウ
エル型ポテンシャルに対するものである。一般のポテンシャルに対する
弱解の存在定理はずっと後にVillani (’97)で与えられた。

しかし空間非一様の場合の解の存在定理は未だ満足のいくものではな
い。最近やっと古典解の時間局所的存在と平衡解の近傍での大域解の存
在が証明できるようになった。
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時間局所解

定理 8. (Alexandre-Morimoto-S.U.-Xu-Yang, ARMA ’10 [4])
0 < s < 1/2, γ ∈ (−3/2, 1 − 2s)とする．初期値問題

(5)

{
∂tf + v · ∇xf = Q(f, f), t > 0, x, v ∈ R3,

f |t=0 = f0(x, v), x, v ∈ R3.

∃k0 ≥ 4, ρ0 > 0, eρ0<v>2
f0 ∈ Hk0, f0 ≥ 0,

は、一意的な時間局所解

∃ρ, T ∗ > 0, eρ⟨v⟩2f ∈ C0([0, T∗]; Hk0), f ≥ 0.

を持つ.

未解決問題： • s ∈ (1/2, 1) ? • γ ∈ (−3, 1) ? 　• k0 < 4 ?
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従来の解空間：

• R3
x × R3

vでのソボレフ空間，x = ∞で0，真空状態に近い解.

• T3
x × R3

vでのソボレフ空間，x-周期解.

• x → ∞で平衡解に収束する解
一様局所ソボレフ空間 Hk

ul = Hk
ul(R3

x × R3
v) (Kato, ’73)

∥g∥Hk
ul

=
∑

α+β|≤k

sup
a∈R3

∫∫
|ϕ(x − a)∂α

β g(x, v)|2dxdv,

ϕ ∈ C∞
0 (R3), ϕ(x) = 1(|x| < 1), = 0(|x| > 2),

∂α
β = ∂α

x ∂β
v (α, β ∈ N3).

定理3’. (AMUXY,’10) 定理8 はHk
ulにおいても成り立つ．
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[定理1] ∥(Q(f, g)∥Hm
ℓ
≤ C(∥f∥L1

ℓ+(γ+2s)+
+ ∥f∥L2)∥g∥Hm+2s

(ℓ+γ+2s)+
.

• derivative loss of order 2s: −→ 定理２
• moment loss of order γ + 2s: 人工的モーメント生成

µκ(t) = µ(t, v) = e−(ρ−κt)⟨v⟩2 , κ, ρ > 0, 0 ≤ t ≤ T0 := ρ/(2κ)

f = µκ(t)g, Γt(g, g) = µκ(t)−1Q(µκ(t)g, µκ(t)g)

とおくとgに対する初期値問題は

(6)

{
gt + v · ∇xg + κ⟨v⟩2g = Γt(g, g),
g|t=0 = g0 ,

となる．
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大域解の構成
現在のところ平衡解の近傍の古典解の存在のみが知られている．

µ(v) = (2π)−3/2e−
|v|2
2 正規化されたマクスウエル分布

f = µ + µ1/2g,

Γ(g, h) = µ−1/2Q(µ1/2g, µ1/2h),

L(g) = −Γ(µ1/2, g) − Γ(g, µ1/2).

摂動g に対する初期値問題は

(7)

{
gt + v · ∇xg + Lg = Γ(g, g), t > 0 ,

g|t=0 = g0
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定理 9. (ハードポテンシャル)

0 < s < 1, γ + 2s ≥ 0, k ≥ 6, ℓ ≥ 3/2 + γ + 2s,

に対してある正数ε0が存在し，初期値g0が

g0 ∈ Hk
ℓ , ∥g0∥Hk

ℓ
≤ ε0

を満たすならば, 初期値問題(7) は一意的な大域解

g ∈ L∞([0, +∞[ ; Hk
ℓ (R6))

を持つ．
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減衰評価 さらに∥g0∥L2
v(L

1
x) + ∥g0∥H6

ℓ
≪ 1ならばfは減衰評価

∥g(t)∥L2
x,v

≤ C(1 + t)3/4

を持つ。

注意 1. ソフトポテンシャルの場合にも大域解が構成できる。またO(−1/2)
減衰評価が得られている。
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局所解の存在で述べた衝突項Qの上からと下からの評価の間隙を埋める
ため，次のノルムを導入する．

|||g|||2 =
∫∫∫

b(cos θ)µ∗
(
g′ − g

)2
dvdv∗dσ(8)

+
∫∫∫

b(cos θ)g2
∗
(√

µ′ −√
µ

)2
dvdv∗dσ .

命題 1. C−1|||(I − P)g|||2 ≤ (Lg, g)L2(R3) ≤ C|||g|||2 .

ただし，P は線形化Boltzmann 作用素L の零空間

Ker
(
L

)
= Span

{√
µ , v1

√
µ , v2

√
µ , v3

√
µ , |v|2√µ

}
への射影を表す．
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命題 2.

C−1(||g||2Hs + ||g||2L2
s
)≤|||g|||2 ≤ C||g||2Hs

s
,∣∣∣(Γ(f, g), h

)
L2

∣∣∣ ≤ C
(
||f ||L2

s
|||g||| + ||g||L2

s
|||f |||

)
|||h||| ,

命題1を用いて，解g を

g = Pg + (I − P)g = g1 + g2

とマクロ部分とミクロ部分に分解するGuo(04)の方法が，カットオフの
ない場合場合に拡張できて、エネルギー評価

E(t) + C1

∫ t

0

D(τ)dτ ≤ C2E(0) + C3

∫ t

0

E(τ)1/2D(τ)dτ
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を導くことにより示される．ただし，N ≥ 3 として

E = ∥g∥2
HN

ℓ
(R6)

, D = ∥∇xg1∥2
HN−1

x (R3;L2(R3
v))

+ |||g2|||2BN
ℓ

(R6)

|||g|||2BN
ℓ

(R6)
=

∑
|α|≤N

∫
R3

x

|||Wℓ ∂α
x,vg(x, · )|||2dx

ただし，Wℓ = ⟨v⟩ℓ.

注意 2. 最近、Gressman-Strain [36, 37]がHk
ℓ (Tx×R3)において大域解

を構成した(x-周期解)。ノルム ||| · |||と類似のノルムを導入している。
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命題2の証明(一部)

|||g|||2 =
∫∫∫

b(cos θ)|v − v∗|γµ(v∗)
(
g(v′) − g(v)

)2
dvdv∗dσ

+
∫∫∫

b(cos θ)|v − v∗|γg2
∗
(√

µ′ −√
µ

)2
dvdv∗dσ .

= J1 + J2.

γ = 1の場合が基本的である．Bobylev公式(’74)より

J1 = (2π)−3

∫
R3

∫
S2

b(ξ̃ · σ)
{

µ̂(0)|ĝ(ξ)|2 + µ̂(0)|ĝ(ξ+)|2

− 2Re µ̂(ξ−)ĝ(ξ+)¯̂g(ξ)
}

dσdξ,
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≥ 1
2(2π)3

∫
R3

|ĝ(ξ)|2
{∫

S2
b(ξ̃ · σ)(µ̂(0) − |µ̂(ξ−)|)dσ

}
dξ

ξ± =
ξ

2
± |ξ|

2
σ, ξ̃ =

ξ

|ξ|
, sin θb(cos θ) ∼ θ−1−2s.

µ̂(0) − |µ̂(ξ−)| ≥ C|ξ−|2, |ξ−| ≤ |ξ| sin θ ≤ 1.

∫
S2

b(ξ̃ · σ)(µ̂(0) − |µ̂(ξ−)|)dσ

≥
∫
|ξ|(θ/π)≤1

sin θb(cos θ)|ξ|2(θ/π)2dθ

≥ CK|ξ|2
∫ 1/|ξ|

0

θ1−2sdθ = C|ξ|2s (|ξ| ≥ 1).
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解の非負性

定理 10. 定理9の解は非負性を保つ。

f0 = µ + µ1/2g0 ≥ 0 =⇒ f = µ + µ1/2g ≥ 0 ∀t > 0.

注意 3. この定理は長い間の懸案であった。

証明の概略：f = fn+1, h = fnとおき、逐次近似

ft + v · ∇xf = Q(h, f)

で解を構成する。h ≥ 0 ⇒ f ≥ 0が示せればよい。

簡単のためγ = 1とする．次の凸テスト関数を用いる。

β(s) =
1
2
(s−)2 =

1
2
s(s−), βs(s) = s−.
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Figure 1: β(s) = s−
2
/2

ϕ = (1 + |x2| + |v|2)−2とおく.
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逐次近似方程式 (f = fn+1, h = fn)

ft + v · ∇xf = Q(h, f)

とβs(f)ϕとの内積を取る．

d

dt

∫
β(f)ϕdxdv =

∫
Q(h, f)βs(f)ϕdxdv

−
∫

v · ∇x{β(f)ϕ}dxdv − (ϕ−1v · ∇xϕ)β(f)ϕdxdv.

右辺第2項= 0 (部分積分),

第3項≤ C
∫

β(f)ϕdxdv,
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第1項=
∫

Q(h, f+ + f−)f−ϕdxdv

=
∫

Q(h, f−)f−ϕdxdv +
∫

bh(v′
∗)f

+(v′)f−(v)ϕdxdvdv∗dσ

= A1 + A2

A2 ≤ 0 if h = fn ≥ 0.

A1 ∼
∫

bf∗f
−ϕ

(
(f−ϕ)′ − (f−ϕ)

)
dxdvdv∗dσ

= −1
2

∫
bf∗

(
(f−ϕ)′ − (f−ϕ)

)2

dxdvdv∗dσ

+
1
2

∫
bf∗

(
(f−ϕ)′2 − ((f−ϕ)2

)
dxdvdv∗dσ.

a(b − a) = −1
2
(b − a)2 − 1

2
(a2 − b2).
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右辺第2項：Cancellation Lemma (ADVW, ’00 [1]) 0 < s < 1.∫
R3×S2

b(cos θ)(g′ − g)dvdσ = Cb

∫
R3

g(v)dv.

Cb = 2π

∫ π/2

0

b(cos θ)(
1

cos3(θ/2)
− 1)dθ.

A1 ≤ C∥f∥L∞
x (L1

v)
∥f−ϕ∥L2

x,v
≤ Cf

∫
β(f)ϕdxdv.

これより
d

dt

∫
β(f)ϕdxdv ≤ C

∫
β(f)ϕdxdv

⇒ 定理10
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