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1. はじめに
　現象の数理モデリングとは何でしょうか？ 数理モデリングとは，実験や観察から示
唆される法則や仮定から，対象とする現象を数学の問題として定式化することはない
でしょうか．数理モデルが現象を定性的に再現できれば，数理モデルを解析すること
で，現象の起因となる原理を理論から示唆することが可能となります．それだけでは，
現象を理解したことにならないことは十分承知していますが，支配原理が不明な現象
に対して支配原理を見つける一端になることが期待できると考えられています．この
原稿では時間変化していく現象の数学モデルの構成について述べたいと思います．時
間変化していく現象を記述する数学の道具として

セル・オートマトン，漸化式，微分方程式

等があります．では，これらの道具を使ってどのようにして数理モデルを構築すれば
よいのでしょうか？ 数理モデルを構成するための絶対的な原理というものはないと思
いますが，これまでの経験から次の基本原理によって数理モデルは構成されるように
私は考えています：

数理モデリングの基本原理� �
単位時間あたりのある（ものの）量の変化量 =流入量−流出量

=生成量−消費量� �
ここで，ある（ものの）量とは化学物質濃度，物質密度，個体群密度，温度，速度など
を指します．時間とともに量が変化（状態が遷移）する現象の数理モデルはこの基本
原理によって記述されていると思ってよいでしょう．市民講演会ではオートマトンと
漸化式について数理モデルの例をいくつか話しましたが，ここでは微分方程式を用い
た数理モデリングについて解説していきたいと思います．このとき数理モデリングの
基本原理の左辺はつぎのように記述できます：� �

ある量xの単位時間あたりの変化量 =
dx

dt� �
あとは対象とする現象の流入量と流出量をあたえることができれば，数理モデルの原
型をつくることができます．重要なポイントは「流入する（もの）の量」と「流出する
（もの）の量」を見つけることになります．そのためには，対象とする現象に対して自
然な形で仮説を立て，その仮説から右辺を与えなければなりません．
簡単な例としてある1種類の生物の個体数の増減を表すモデルを考えてみましょう．

このモデルは次のように考えることができます：
2018年度秋季総合分科会市民講演会（9月 23日）



単一個体群の増減モデル� �
単位時間あたりの個体群の変化量 = 出生数−死亡数� �

ここで，時刻 tにおける個体群密度をx(t)，単位時間あたりの出生率と死亡率をそれぞ
れa, b（a, bは定数）とすると，上記の数理モデルは次のような微分方程式で書くこと
ができます：

dx

dt
= ax− bx. (1)

このモデル方程式は，マルサスの人口増減モデルと呼ばれています [1]．モデル方程式
(1)において，ある時刻 t0での個体群密度をx0とすると，(1)の解は

x(t) = x0 exp((a− b)(t− t0))

となります．従って

lim
t→+∞

x(t) =


+∞, a− b > 0,

x0, a− b = 0,

0, a− b < 0

(2)

となることがわかります．すなわち，出生率より死亡率が低い場合，個体群密度は増
加し，出生率より死亡率が高い場合は個体群密度は減少することがわかります．この
例のように大学1年生で習う簡単な線形常微分方程式も数理モデル 1となり，そこから
個体群密度の時間変化が予測されるのです．ここで主張したいことの一つは，与えら
れた微分方程式の変数や定数が現象の言葉として意味を持てば，その微分方程式は数
理モデルになるのだということです．
数理モデル (1)において，出生率より死亡率が低い場合，(2)から個体群密度は抑制

されることなく増加し，発散していくため，個体群増減モデルとしては不十分である
ことがわかります．そのため，個体群密度が高くなると出生率が低下するという仮定
を加えた数理モデル

dx

dt
= a(1− x

c
)x. (3)

が提唱されています．このモデルはロジステック方程式と呼ばれています [1]．ここで，
cは環境収容量と呼ばれる定数です．

2. 化学反応の数理モデル
　この節ではまず化学反応に対する数理モデリングについて説明し，次にその応用とし
て，Belousov-Zhabotinsky (BZ)反応と個体群動態の数理モデリングについて述べたい
と思います．化学反応の数理モデルは反応の素過程から構成することができます．素
過程とは化学反応が完了するまでに起こる一つ一つの反応過程を記述している化学反
応のことです．例えば，次のような水素分子と酸素分子から水が生成される化学反応式

2H2 +O2
k−→ 2H2O

に対する簡略化された素過程 2の反応式は{
H+ +O2− k1−→ OH−

H+ +OH− k2−→ H2O
(4)

1ここで構成した数理モデルが適切なモデルであるかないかは別ですが…
2実際の素過程はイオン化のプロセスや同時に進行する複数の反応経路を含むため複雑になります．



となり，化学反応式とその素過程の反応式は異なります．このような化学反応式と素
過程の反応式が異なるような反応は複合反応と呼ばれています．一方，化学反応式と
素過程の反応式が同じような反応は単純反応と呼ばれています．では，素過程の反応
式からどのように数理モデルを構築すればよいのでしょうか．次のような素過程の反
応式を仮定しましょう：

maA+mbB
k−→ mpP +mqQ (5)

ここで，ma,mb,mp,mqは化学量論係数 3，kは反応速度定数と呼ばれています．化学
反応では，化学量論比を一定に保ちつつ「質量作用の法則」に従って反応が進むこと
が知られているため，その原理に基づいて数理モデリングを行います．反応式 (5)にお
いて化学種A, Bは反応によって消費されるので，それらをまとめると数理モデルは次
のように記述されます：

1

ma

da

dt
=

1

mb

db

dt
= −kanabnb .

ただし，a, bはそれぞれ化学種A, Bの濃度を，na, nbは反応次数を表します．反応式 (5)

において化学種P, QはAとBの反応によって生成されるので，それらをまとめると数
理モデルは次のように記述されます：

1

mp

dp

dt
=

1

mq

dq

dt
= kanabnb .

ここで，p, qは化学種P, Qの濃度を表します．一般に反応のべき係数na, nbは化学量論
係数ma,mbと一致しない場合もありますが，以下の記述では化学量論係数と反応のべ
き係数は同じであると仮定します 4．ここまでの説明で最初に説明した素過程の反応式
(4)の数理モデルを構成することができるので挑戦して見てください．
次に，可逆反応に対する数理モデルを考えます．ここでは，次のような素過程の反

応式を考えます：
maA+mbB

k+

⇆
k−

mpP (6)

この反応では，化学種AはBと反応して消費され，化学種Pの自己分解から生成され
るので，反応式 (6)に対する化学種Aの数理モデルは

1

ma

da

dt
= −k+a

mabmb + k−p
mp から da

dt
= ma(−k+a

mabmb + k−p
mp)

と記述できます．化学種Bも同様に記述できます．一方，化学種PはAとBの反応に
より生成され，P自身の自己分解反応で減少するので，反応式 (6)に対する化学種Pの
数理モデルは

1

mp

dp

dt
= k+a

mabmb − k−p
mp から dp

dt
= mp(k+a

mabmb − k−p
mp)

と記述することができます．このように，化学反応に対する素過程の反応式が与えら
れれば，数理モデルは比較的簡単に記述できることがわかります．ここで示した化学
3反応に必要なmol数と考えてもいいです．すなわち，化学種Aがma mol と化学種Bがmb mol から
化学種Pがmp mol と化学種Qがmq mol できると考えられます．

4素過程が正しく記述されていても，数理モデルが化学反応の定性的性質を再現できないようであれば，
化学量論係数と反応のべき係数は異なっている可能性があります



反応の例では，数理モデルの濃度 a(t0), b(t0), p(t0), q(t0)を与えると，初期濃度に応じ
た平衡濃度に収束していくことが数理モデルの解析から確かめることができます．
最後に，自己触媒反応の数理モデルについて説明します．自己触媒反応とは，例えば

maA+ B
k−→ (ma +m)A (7)

のように化学種A自体が触媒となってAを増加させる反応です．この反応の数理モデ
リングは次のように考えます．まず，(7)の左辺の反応によって化学種Aは減少するこ
とから，左辺の反応から得れる化学種Aの濃度変化を表す数理モデルは

1

ma

da

dt
= −kamab から da

dt
= −maka

mab

と記述できます．一方，(7)の左辺の反応によって化学種Aは増加することから，右辺
の生成過程から得られる化学種Aの濃度変化を表す数理モデルは

1

ma +m

da

dt
= kamab から da

dt
= (ma +m)kamab

となります．従って，全体として化学種Aの時間変化を表す数理モデルは「数理モデ
リングの基本原理」を用いると

da

dt
= −maka

mab+ (ma +m)kamab

となるので，最終的に
da

dt
= mkamab

と記述できます．つまり，化学反応式の右辺の化学量論係数から左辺の化学量論係数を
引いた差だけ増加率が変わったモデル方程式が導出されるのです 5．反応式の中に自己
触媒反応が含まれている場合は，単純に平衡濃度に収束しないことがあり得ます．次
節はこの自己触媒反応が含まれていることに起因して振動する化学反応の数理モデル
について紹介します．
2.1. ベローソフ・ジャボチンスキー反応の数理モデリング
　この節では，前節で説明した素過程の反応式を用いた数理モデリングを応用して，BZ
反応 [2, 3, 4]の数理モデルを構成してみましょう．BZ反応は酸化と還元を交互に起こ
し続ける振動反応の例して有名な酸化還元反応です．BZ反応の機構はFKNメカニズ
ム [5]とよばれており，10個の素過程による振動メカ二ズムが提案されています．そこ
から，可逆反応を無視してさらに単純化した次の5つの素過程が提案されました [6]：

A+Y
k1−→ X+ P

X+ Y
k2−→ 2P

A + X
k3−→ 2X + 2Z (自己触媒反応)

2X
k4−→ A+ P

Z + B
k5−→ hY

5実際の化学反応では，ほとんどの場合m = 1となります．



BZ反応では化学種AとBは反応によって濃度変化がほとんど見られないことからAと
Bの濃度は定数と仮定します．このとき，化学種X, Y, Zの濃度を x(t), y(t), z(t)とし
て，化学種A,Bの濃度をa, b(a, bは定数)とすると，BZ反応のモデル方程式は

　



dx

dt
= k1ay − k2xy + k3ax− 2k4x

2,

dy

dt
= −k1ay − k2xy + k5zbh,

dz

dt
= 2k3ax− k5bz

(8)

と記述されます. この数理モデルは，反応過程を提案した3名の所属大学の名前をとっ
てオレゴネーターモデルと呼ばれています．数理モデル (8)から縮約（特異摂動法）す
ることによって，よく知られている2変数のBZ反応モデル

ε
dx

dt
= fz

q − x

x+ q
+ x(1− x),

dz

dt
= x− z

(9)

が導出されています [2, 7]．2変数モデル (9)はKeener-Tysonモデルと呼ばれており，
(8)に対して無次元化（規格化）を行い，特異摂動法によって変数yを断熱的に消去す
ることによって導出することができますが，ここではその詳細は省略します. 興味があ
る方は [2]を参照してください．
2.2. 個体群動態の数理モデリング
　数理生態学で用いられている個体群密度の数理モデルの構成では質量作用の法則を
用いており，化学反応モデルの構成法と類似しているので，化学反応モデルの応用と
して取り上げたいと思います．ここで導出される数理モデルの解説書は多く出ている
ので，そちらも是非参考にしてみてください（例えば，[8, 9]です）．ある個体種Xが，
個体種Nを捕食し増加する問題を考えます．ここでは 1個のXが 1個のNを捕食して
増加すると仮定し，単位時間あたりの捕食率をα，Nを1個体を捕食したときにXが増
加する割合をβとします．このとき化学反応式を応用すると

X+N
α−→ (1 + β)X

と書くことができます．質量作用の法則を適用して数理モデリングを行うと
dx

dt
= αβxn,

dn

dt
= −αxn

(10)

と書くことができます．ここでx, nは個体種X，Nの個体群密度を表しています．この
数理モデルは最も簡単な捕食者・非捕食者モデルとなっています．このとき，X種，N

種の初期個体群密度x(0), n(0)をそれぞれx0, n0とすると，(10)の2式から

d

dt
(x+ βn) = 0



を得ることができ
x(t) + βn(t) = x0 + βn0

となることがわかります．この式からn(t)を (10)の第一式に代入すると

dx

dt
= α(x0 + βn0)

(
1− 1

x0 + βn0

x

)
x (11)

となり，1節で示したロジステック方程式 (3)が導出されます．(11)からx0 > 0, n0 > 0

であれば
lim
t→∞

x(t) = x0 + βn0

となることがわかり，limt→∞ n(t) = 0も導かれます．
数学の問題ではx0やn0の符号に合わせて場合分けをすればよいのですが，個体群密

度のモデル方程式なのでx(t)やn(t)は 0以上の値を取らなければ密度としての意味を
もたなくなります．従って，初期値も0以上でなければ意味がありません．また，初期
値を正の値に取ったとしても，ある時刻で個体群密度の値が負になるような数理モデ
ルであれば，その数理モデルは破綻しているといえるので，数理モデルを構成する際
は解の正値性も調べる必要があります．ところで，数理モデル (10)と (11)に解析結果
から，有限の餌を捕食しながら増殖する捕食種Xはその個体群密度に上限があること
がわかるので，モデル方程式 (3)を作るときに導入した「個体群密度が高くなると出生
率が低下する」という仮定は，餌が有限であることと同値であることがわかります．
次に，ある2種の個体種X，Yが，同じ個体種Nを捕食し増加する問題を考えてみま

しょう．ここでは1個のXやYが1個のNを捕食して増加すると仮定し，X，Yの単位
時間あたりの捕食率をαx, αyとし，Nを1個体を捕食したときにX，Yが増加する割合
をβx, βyとすると {

X+ N
αx−→ (1 + βx)X

Y + N
αy−→ (1 + βy)Y

という式が得られます． このとき数理モデルは
dx

dt
= αxβxxn, (12)

dy

dt
= αyβyyn, (13)

dn

dt
= −αxxn− αyyn (14)

となります．ここでx, y, nは個体種X，Y，Nの密度を表しています．このとき，X種，
Y種，N種の初期個体群密度 x(0), y(0), n(0)をそれぞれ x0, y0, n0とします．(12)–(14)

から
d

dt
(βyx+ βxy + βxβyn) = 0

となり
(βyx+ βxy + βxβyn)(t) = βyx0 + βxy0 + βxβyn0 (15)



を得ます．(15)を (12)と (13)に代入して整理すると
dx

dt
= ax(1− bxx)x− kxxy,

dy

dt
= ay(1− byy)y − kyxy

(16)

となります．ただし

ax = (βyx0 + βxy0 + βxβyn0)
αx

βy

, bx =
βy

βyx0 + βxy0 + βxβyn0

, kx = αx
βx

βy

,

ay = (βyx0 + βxy0 + βxβyn0)
αy

βx

, by =
βx

βyx0 + βxy0 + βxβyn0

, ky = αy
βy

βx

.

モデル方程式 (16)は2種競争系モデルと同じ方程式になります．2種競争系モデルに現
れる種間競争項xyは種Xと種Yが直接競合する仮定から与えられていますが，種Xと
種Yが同じ種Nを捕食するという仮定からも種間競争項を導出することができます．
この結果から，餌を取り合うという競争は，餌である被捕食種Nの動態を微分方程式
として表すことなく，種間競争として表現できることがわかります．ここで説明した
数理モデリングを 1種の被捕食種Nを k種の捕食種が捕食し増殖する問題に拡張する
と，最後にはk種の競争系モデルが導出できるので，是非挑戦してみてください．

3. まとめ
　本稿では，数理モデリングを行うための基本原理を説明し，その原理に基づいて非
常にシンプルな仮定での数理モデリングの例を説明し，化学反応モデル，個体群動態
モデルの構成について説明しました．本稿では説明しませんでしたが，個体群動態の
ほかに感染症モデルも化学反応モデルと似た形式で記述できます [9]．また，生体内で
生じる生化学反応（例えば，酵素分解反応）や細胞内でのカルシウムイオン興奮など
も同じような方法で導出することができます [10]．市民講演会では，ここで説明した数
理モデル以外に，ろうそく火炎振動子の同期現象 [11]やメトロノームの同期現象に対
する数理モデリングについて実験動画とシミュレーション動画を交えて紹介しました．
そして，最近研究している表皮の数理モデリングについても紹介しました [12]が，これ
らの説明はここでは割愛させていただきます．最後になりますが，2つのことを強調し
ておきたいと思います．1つは，与えられた微分方程式の変数や定数に現象の言葉とし
て意味を持てば，その微分方程式は数理モデルになるということです．微分方程式の
研究が何の役に立つの？ とよく聞かれますが，研究対象とする微分方程式が現象とし
ての意味を持てばその答えは明白だと思います．もう 1つは，数理モデリングとは数
式による現象の模倣であるということです．基本原理がわからない現象に対して，基
本原理の一端を理論的に捉えるための道具なのです．基本的に仮説を与える時点で主
観が入るため，どうしても数理モデリングは客観性を失います．従って，数理モデリ
ングによって現象を再現できたからといって現象の数理モデルができたとは言えない
のです．得た仮説から可能な限り主観を取り除く努力をすることが必要なので，数理
モデルから示唆されたメカニズムや予測を実験で検証することが重要になってきます．
市民講演会での講演を聴いて，一人でも現象の数理モデリングに興味を持っていただ
けたなら幸いです．
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