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阿部氏に出会ったのは，私が 2004年に東大数理に赴任して最初の年，彼がまだ大学 3

年生の時である．DeligneのWeil予想の証明 (Weil II)を勉強したいので付き合ってほし
いと個人的に頼みを受けた．ご存知の方も多いかと思うが，この論文は EGAはもちろん
SGAといった代数幾何の最先端理論を駆使した難解な論文であり，こんな論文を大学３
年生がはたしてどれほど理解できるのかといぶかりながら始めたセミナーであった．が，
彼の理解度は驚くほど深く，その類まれなる才能には目を見張らされた (東大に赴任した
ばかりだったので，東大生はみなこんなにできるのかと驚愕したのだが，これについて
は私の思い過ごしであることがのちに判明している)．修士課程に入って私が指導教官と
なってからも最先端の理論を次々に吸収していく様は見事というしかない．このような逸
材を「研究指導」の名のもとに私の狭量な数学のなかに制約することは憚れる思いであっ
たのだが，そうこうするうちに「数論的 D加群」という私の専門を逸脱した研究テーマ
を自分で勝手に見つけてくれた．私は立場上は大学院指導教官ではあるが，彼との数学交
流において多くを学ばせてもらっているのは私の方であると感じている．

阿部氏の研究のエッセンスを抜き出して表現すると，大局的な視野に立った問題意識，
問題の本質を見通す深い洞察力，そこから湧き上がる着想を実現する強力な計算力，そし
て忘れてならないのは，阿部氏の数学に脈々と流れる豊かな感性である．阿部氏の数学に
は，多くの優れた業績に共通する芸術的ともいえる美的感覚がある．実は，阿部氏はピア
ニストとしても人並み外れた才能を持っており，彼の音楽的感性が数学にも表現され恩恵
をもたらしているのだろう．

阿部氏の業績を解説するためにまず，その中核をなす「数論的D加群」について簡単
に歴史的背景を説明しよう．有限体上の多様体の L関数に関するWeil予想に触発された
Grothendieckは，一般の体 (特に有限体) k上の代数多様体にたいして定義される良いコ
ホモロジー理論 (Weilコホモロジー)のひとつとして ℓ進エタール・コホモロジーを導入
した．ここで ℓは kの標数 pとは異なる素数で，ℓ進エタール・コホモロジーは kの絶対
ガロア群が自然に作用するQℓ上の線形空間である．これはC上の代数多様体の特異コホ
モロジーの数論的類似物とみることができる．しかし，ℓ進エタール・コホモロジーは代
数多様体の p進的性質に関する情報を十分に与えるものではないため，Qp上の線形空間
に値を取る p進コホモロジー理論の構成が求められることになる．滑らかでアファインな
代数多様体にたいしてはMonskyとWashnitzerが，滑らかで固有なときはGrothendieck

がそのようなコホモロジー理論を構成した．Berthelotはこれらを統合かつ一般化して，
リジッド・コホモロジーと呼ばれる一般の代数多様体にたいする p進コホモロジー理論を



構成した．さらにBerthelotはリジッド・コホモロジーの変動理論ともいえる数論的D加
群の理論を提唱した．リジッド・コホモロジーは標数 0の体上の代数多様体に対するド・
ラーム・コホモロジーの正標数類似であり，数論的D加群は柏原らによって詳細に研究
されたD加群の理論の正標数類似と考えられる．数論的D加群の構成は標数 0の場合よ
りはるかに難解で，まず多様体をそれが定義されている体を剰余体とする完備離散付値環
上の形式的スキームに持ち上げ，その上の無限階数を許した微分作用素環を適当な位相に
ついて完備化して定義される．数論的D加群は数論幾何の諸問題へのさまざまな応用が
期待される強力な理論である．しかし，いまだ多くの未解決問題が存在する未完成な理論
でもある．
阿部氏は，数論的 D 加群の理論の基礎付けにおいて重要な業績を挙げたのみならず，

Deligneの小同志予想，p進係数のラングランズ対応，高次元分岐理論といった数論幾何
学の重要問題への応用を与えた．以下これらを解説する．

数論的D加群の理論の基礎付けと p進係数ラングランズ対応 ([Ab6])

ラングランズ対応の重要性は異論を挟む余地のないものである．Lafforgueにより解決
された関数体のラングランズ対応は以下のように述べられる (多少不正確な点もあるがご
容赦願いたい)．

定理 1：Xを有限体 k上の滑らかで完備な曲線とし，ℓを kの標数とは異なる素数とす
る．X の開部分スキーム上の既約で滑らかな ℓ進層の集合とX の関数体の既約な尖点的
保型表現の集合には各点のフロベニウス固有値とヘッケ固有値が一致するような一対一対
応が存在する．

この定理で驚くべきは，既約で滑らかな ℓ進層の集合はアプリオリには ℓによっている
にもかかわらず，尖点的保型表現の集合は ℓによらないことである．ラングランズ・プロ
グラムに触発されたDeligneはWeil予想を解決した記念碑的論文で次の予想を提唱した．

予想 1：X を有限体 k上の正規な多様体とし，F を既約で滑らかなX 上の ℓ進層とす
る．このとき kの標数と異なる全ての素数 ℓ′にたいし，既約で滑らかなX上の ℓ′進層F ′

で，F と F ′のX の各点のフロベニウス作用の固有値が一致するものが存在する．

X が曲線の場合，予想は Lafforgueの定理の帰結である．一般には，X が正則という
仮定の下で Drinfeldが上の予想を示すことに成功している．証明は，高次元類体論にお
けるWiesendの手法を用いて予想を曲線の場合に帰着する．さて pを kの標数とすると
き，上の予想で ℓ′ = pが除かれていることが気になる．Deligneは ℓ′ = pの場合にも予想
を成り立たせる ℓ′進層の対応物が存在することを曖昧な形で述べ，これを「小同志予想」
と呼んでいる．これは Crewによって厳密化され次のように定式化されている．

予想 2：X を有限体 k上の正規な多様体とし，F を既約で滑らかなX 上の ℓ進層とす
る．このときX 上の過収束 F アイソクリスタルで，そのX の各点のフロベニウス作用



の固有値が F のそれと一致するものが存在する．

p進係数ラングランズ対応は次の形で予想として定式化される．

予想 3：X を有限体 k上の滑らかで完備な曲線とする．このときX の開部分スキーム
上の既約な過収束 F アイソクリスタルの集合とXの関数体の尖点的保型表現の集合には
各点のフロベニウス固有値とヘッケ固有値が一致するような一対一対応が存在する．

阿部氏は次を示した．

定理 2([Ab6])：予想 2と予想 3は同値である．より強く次が成り立つ．X を上のとお
りとし，AをX の関数体のアデール環とする．整数 r ≥ 1に対して次の二つの集合を考
える：
Ar: GLr(A)の既約な尖点的保型表現
Ir: X の稠密な開部分集合上の階数 rの既約な過収束 F アイソクリスタルの集合

整数 n > 1を固定し，n > r ≥ 1となるすべての rにたいしてArと Irの間にそれぞれの
フロベニウス固有値とヘッケ固有値が一致するような一対一対応が存在すると仮定する．
するとそれぞれの固有値とヘッケ固有値が一致するような写像 In → An が唯一存在する．

Grothendieckの哲学によれば Lafforgueの定理 (定理 1)の p進係数類似の理論が存在
してしかるべきである．しかし阿部氏の研究以前にはそのような理論の存在を指し示す確
証はなかった．これをDeligne の小同志予想という信憑性の高い予想から導くことに成功
した阿部氏の成果は画期的である．さらにDeligneの小同志予想 (予想 2)および p進係数
ラングランズ対応 (予想 3)の解決という偉業達成に向け，阿部氏はすでに実現可能性の高
い研究計画を進めている．阿部氏の研究計画の秀逸性は，ただ単にこれらの問題を解決す
るということにとどまらず，スタック上の数論的D加群の一般論の完成という壮大な枠
組みの中で展開している点である．

p進的な ϵ因子の積公式 ([AM])

定理 2の証明の鍵となるのは，阿部–Marmoraにより示された有限体上の滑らな曲線X

上の過収束 F アイソクリスタルM にたいする ϵ因子の積公式

ϵ(M, t) =
∏

x∈|X|

ϵx(Mx, t, ψx)

である．記号の詳しい説明は避けるが，左辺は大域的な不変量で，右辺は各点での局所的
な不変量の積である．これは Laumonにより示された ℓ進層にたいする ϵ因子の積公式の
p進類似である (ℓ進層の場合に ϵ因子の積公式を用いてラングランズ対応の次元に関す
る帰納法を進めることはDeligneのアイデアであり，定理 2の証明もこれに沿っている)．
過収束 F アイソクリスタルにたいする ϵ因子の積公式の証明で特筆すべきは，過収束 F



アイソクリスタルの圏では狭すぎ，より広い数論的D加群の圏を本質的に用いているこ
とである．さらに阿部氏自身によるいくつかの数論的D加群の基本的な結果が用いられ
ている．以下これらを簡単に説明する．

数論的D加群にたいする相対的なポアンカレ双対定理の証明 ([Ab5])

ポアンカレ双対定理は数論的D加群が良いコホモロジー理論であることを示す基本的
な結果である．応用として，構造層から定義される F アイソクリスタルの双対を計算す
ることが可能になり，これを用いることにより数論的D加群を用いて定義された L関数
の関数等式を示したり，数論的D加群とリジッドコホモロジーによって定義された二つ
の L関数を比較することが可能となる．

超局所微分層の構成 ([Ab4])

超局所微分作用素の理論は C上の古典的理論においては基本的である．しかし数論的
D加群における類似理論は特別な場合にしか構成されていなかった．阿部氏はこれを一
般の場合に構成することに成功した．古典理論では，超局所微分層を用いることにより
D加群の特性多様体を計算することが可能であるが，この類似の事実が数論的D加群に
ついても成り立つと予想される．実際，阿部氏はこのことを 1次元の場合に示している．
特性多様体の計算は数論的D加群の理論において非常に重要な問題であり，阿部氏が構
成した理論は大きな潜在能力を持つものである．

阿部氏はDeligneの小同志予想および p進係数ラングランズ対応の解決に向けたプログ
ラムの一環として次の結果も示している．

数論的D加群にたいする重さの理論の確立 ([AC])

DeligneはWeil予想の解決のために ℓ進コホモロジーにたいする重さの理論を構築し
た．一般に良いコホモロジー理論には重さの理論が存在することをGrothendieckが予想
していたのだが，最近ではモチーフの理論という大理論にまで発展して代数多様体のコホ
モロジー理論にたいする基本的な概念となっている．[AC]においては p進コホモロジー
理論にたいする重さの理論を確立している．この結果は，これまで過収束 F アイソクリ
スタルに関しては知られていた結果をそれを含むより広範で自然な枠組みである数論的
D加群にまで拡張するもので，p進コホモロジーの重さの理論を完成したものといえる．

以下，p進係数ラングランズ対応に関係する業績以前の阿部氏の仕事についても説明
する．



数論的D加群の理論の多様体の高次元分岐理論への応用 ([Ab1])

これは阿部氏が修士論文において得た結果である．正標数の体上の多様体X上のエター
ル層Fにたいしそのオイラー数χ(F) を計算することは数論幾何学の重要問題であり活発
な研究が行われている．曲線の場合には，Grothendieck–Ogg–Shafarevichの公式により，
Swan導手とよばれるF の分岐を統制する局所的不変量を用いて χ(F)を計算することが
できる．これを高次元化することが重要な問題である．これまでに，Deligne, Laumon,

Bloch, たちによる研究があったが近年，加藤和也と斎藤毅により大きな進展がもたらさ
れた．彼等は高次元の場合にF の Swan導手 Sw(F)を 0次元代数的サイクルとして定義
し，それを用いてGOS公式の高次元版を示すことに成功した．しかし彼等は重要な問題
を残した．彼等の定義した Swan導手 Sw(F) は係数が有理数のサイクルとして定義され
ているのだが，実際には係数は整数であると予想される．この予想の 1次元の場合は古典
的な Hasse–Arfの定理にあたる．阿部氏はこの予想を特異点の解消を仮定して解決する
ことに成功した．結果自体は特異点の解消という条件付きではあるが，業績の核心部分は
特異点の解消に依存しない．阿部氏は数論的D加群の特性多様体を用いて，加藤–斎藤と
は全く異なる方法による Swan導手の定義を与えた．阿部氏の定義した Swan導手はその
定義から自然に整数係数を持つ．よって阿部氏の Swan導手と加藤–斎藤の Swan導手が
一致することを示せば上述の予想が解決できる．これは極めて独創的で斬新なアプローチ
といえる．阿部氏は，数論的D加群により定義される Swan導手を計算するための道具
として，古典的D加群の理論における柏原–Dubsonの公式の数論的D加群での類似公式
を証明した． この結果と幾何学的交点理論を用いることにより，D加群による Swan導
手と加藤–斎藤の Swan導手を比較したのである．この最後の段階のみにおいて特異点の
解消が必要となる．

曲線上の数論的D加群の有限性予想 ([Ab2])

p進コホモロジーの有限次元性は基本的な問題であり，de Jongによるオルタレーショ
ンを用いて示される．Berthelot予想とは，p進コホモロジーの有限次元性の一般化とし
て数論的D加群のホロノミー性の保存法則を予想する．ホロノミー性の保存法則は古典
的D加群の理論においては基本的な事実である．現在ではこの予想自体はKedlaya によ
る志甫予想の解決を用いて Caroと都築によりかなりの場合に示されている．[Ab2]にお
いては曲線の場合のBerthelot予想が p進微分方程式論の基本的な結果のみを用いて示さ
れている．特筆すべき点は，先行結果において仮定されていたフロベニウス構造の存在が
除かれ適用範囲がはるかに広がっていることである (フロベニウス構造なる付加構造は古
典的D加群には存在しない)．

阿部氏のこれまでの研究成果は，すでに国際的に高い評価を得ており，彼が日本のみな
らず世界の数学をリードし，その将来を担っていく逸材であることに疑いはない．文部科
学大臣表彰若手科学者賞にふさわしいかたであると確信している．
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