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内 容

本講義録の目的はセゲー核の特異性が出てくる過程を初心者向けに紹介す

ることにある. 全体的な構成は次の通りである.
第 1章では, 本講義で扱う基本的な概念, 例えば超曲面上の CR作用素, セ

ゲー核, セゲー射影, 強擬凸超曲面の定義函数がMoserの正規形であることな
どを定義し, それらの基本的な性質を述べる. また, 次章以降の準備として, シ
ンプレクティック写像, 無限小シンプレクティック変換を定義し, それに付随
したハミルトン函数や生成函数についての性質を示す．最後にハイゼンバー

グ空間の CR構造と, その空間の小さい変形の CR構造の, それぞれのシンボ
ルの変換則に表れる行列を求めることが今後の問題であることを述べる.
第 2章では, 第 1章の最後に述べた問題を議論する. その問題が, 与えられ

たシンボルに対して, 行列値函数とハミルトン函数に関する微分方程式に帰
着され, それはハミルトン函数を斉次次数毎に展開することで低次の方から
帰納的に解かれる.
第 3章では, Hörmanderに從ってフーリエ積分作用素を定義し, そこに表

れる相函数が擬微分作用素の場合の計算などを紹介する. また, フーリエ積分
作用素が局所的にユニタリーであることを定義し, そうなるための条件を, そ
こに表れるシンボルの条件として求める. このようなフーリエ積分作用素を
構成するのは, 一般の超曲面とハイゼンバーグ空間上の CR微分作用素を互
いに写し合うフーリエ積分作用素を構成するためである.
第 4章では, ハイゼンバーグ空間と一般の超曲面の CR作用素の変換則を

議論する. つまり, 適当な擬微分作用素に対して, CR作用素の変換則を成り
立たせるような局所ユニタリーフーリエ積分作用素を見つける問題を議論す

る. その問題をシンボルがみたすべき問題として書き直し, そのシンボルを帰



vi

納的に構成する.
第 5章では, セゲー射影をフーリエ積分作用素とみなし, 前章までにみてき

た変換則を使って, ハイゼンバーグ空間のセゲー核の特異性から, 一般の超曲
面のセゲー核の特異性を導く. 最後にセゲー射影をフーリエ積分作用素とみ
なしたときの相函数の性質が議論され, それと Feffermanの定理の関係を紹
介する.
この講義録を書くに当たり, 東京大学大学院数理学研究科の野口潤次郎教

授には多くのご指導をいただきました. この場をお借りして感謝申し上げた
いと思います.

林本 厚志　記
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ことわり

(i) 自然数（正整数）の集合 N，整数の集合 Z，有理数の集合 Q，実数の
集合 R，複素数の集合 C, 虚数単位 i等は慣習に從って用いている．Z+

で非負整数の集合を表す.
(ii) 定理や式の番号は区別せず統一的に現れる順に從って付けられている．
ただし，式は (1.1.1)のように括弧で括られている．1番目の数字は章
を表し，2番目の数字は節を表す．

(iii) 近傍は常に開集合とする．
(iv) 特に断らない限り領域とは, Cn (n = 1, 2, . . .) の連結開集合のことで

ある．

(v) 函数や写像 f が空間 X で定義されているとき，その部分集合 Y ⊂ X

への制限を f |Y で表す．
(vi) 多様体は，特にことわらなければ連結とする．
(vii) O(1), o(1)等はランダウの記法に從う．
(viii) 有限集合 S に対し，その元の個数を |S|で表す．
(ix) 可微分多様体の開集合U 上の，k階連続偏微分可能函数の全体をCk(U)

と書く．Ck級とは，k階連続偏微分可能であることを意味する．Ck0 (U)
は，台がコンパクトな Ck(U)の元の全体を表す．

(x) 一般に微分型式 αに対し，αk = α ∧ · · · ∧ α （k回）．
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第1章 正則函数

1.1 準備

1.1.1

M をなめらかな多様体とし, E
p→ M をM 上のなめらかなバンドルとす

る. M の開部分集合M1 となめらかな χ : M1 → E で p ◦ χがM1 の恒等写

像のとき, χを E の切断とよび, M1を χの領域とよぶことにする. なめらか
とは無限回微分可能のこととする.
M̃ を n次元複素多様体とし (z) = (z1, . . . , zn)を M̃ の開集合Dの上で定

義された M̃ の局所座標とする. h : D → Cが D 上の正則函数であるとは,
α = 1, . . . , nに対して hが

∂h

∂z̄α
= 0

を満たすことであると云へる. ここで実変数 x1, . . . , x2n を導入して zα =
x2α−1 + ix2α とおいたとき

∂

∂z̄α
=

1
2

(
∂

∂x2α−1
− 1
i

∂

∂x2α

)

と定義する. 上の係数
1
2
は . . . ,

∂

∂zα
, . . . ,

∂

∂z̄α
, . . . が . . . , dzβ , . . . , dz̄β , . . . の

双対基底になるために入れてある. CTDをDの複素接ベクトル束とする. M̃
は複素多様体であるので,

∂

∂z̄1
, . . . ,

∂

∂z̄n

で生成される部分接束 T ′′D ⊂ CTDは座標の取り方によらず, 次の條件を満
たす M̃ 上の大域的な束 T ′′ になる:
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(i) X,Y を T ′′ の切断で領域の等しいものとするとき, リーブラケット
[X,Y ] = XY − Y X も T ′′ の切断である,

(ii) T ′′ ∩ T ′′ = {0}, T ′′ + T ′′ = CTD, 從って
(iii) T ′′ のファイバーは n次元.

T ′′ を M̃ の (0, 1)型の束と呼ぶ. 條件 (i)が満たされて居るとき, T ′′ はリー

ブラケットで閉じて居ると云う.
逆にNを多様体とするとき, CTNの部分束T ′′ = T ′′(N)で上の條件を満た

すものが与へられたとき, n > 2ならばN に複素構造を入れて, その (0, 1)型
の束が T ′′(N)になるように出来る事が知られて居る. (Newlander-Nirenberg
の定理 [21]). 從って複素構造は上のような部分束によって特徴付けられる.
これは局所的な定理であり, 証明は簡單でない.

注意 1.1.1. CTN の部分束 E を与へることは, 階数が常数の 1位の線形斉
次偏微分方程式

任意のX ∈ Γ(E)に対してXf = 0

を与へることと同値である. 上の方程式を E で決まる方程式と呼ぶことに

する.

1.1.2

以下Dを滑らかな境界を持つ複素 n次元多様体とし, bdDの一点 p0 を固

定して p0の bdDにおける近傍M の局所的な問題を考へる. 簡單のため, M
を bdDと書くことが多い. この場合, T ′′は bdDでの点でも定義出来て居る
として bdDにはDの (0, 1)型の束 T ′′ から導かれる束 T ′′(bdD) が次のよう
に定義出来る:

T ′′(bdD) = CT (bdD) ∩ T ′′.

X ∈ CTDが CT (bdD) に入る (すなはち bdDに接して居る)ための條件は
1つの実係数の 1次の線型方程式で書け, この方程式は T ′′の元を決める方程

式とは独立である. 從って上の (iii)により T ′′(bdD)のファイバーは n− 1次
元である. このとき T ′′

b = T ′′(bdD) は次の性質を満たす;
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(i) T ′′
b の切断はリーブラケットで閉じて居る,

(ii) T ′′
b ∩ T ′′

b = {0},
(iii) T ′′

b のファイバーは n− 1次元.

一般に (2n − 1)次元多様体M に対して, CTM の部分束 T ′′
b が上の條件

(i)∼(iii)を満たすときM のCR構造と云う. 從ってM が実超曲面 (すなは
ちM は bdDの開集合) のときには上のようにして CR構造が与へられて居
る. T ′′

b の切断を微分作用素と考へたとき, M のCR作用素と呼ぶ.
次元の計算により T (M)の一次元の部分束 F で

(1.1.2) T ′′
b + T ′′

b + CF = CTM

を満たすものが存在する. このとき F の生成元を l とし, X,Y を T ′′
b (M)の

切断として

(1.1.3) [X,Y ] ≡ ic(X,Y )l (mod T ′′
b + T ′′

b )

とおけば, c(X,Y )は双線形エルミート形式になる. c(X,Y ) を T ′′
b のレビ形

式と云う.
以下レビ形式が定値 (すなはち固有値が同符号)である場合を考へる. (こ

のときM は強擬凸であると云う.) 特に, M = bdD, 且つ lが外に向かった

M の法線 N に iをかけたベクトルで T ′′
b = T ′′(bdD)のとき, これが正定値

の場合にはDは強擬凸境界を持つと云う.
この場合には, 滑らかな f が T ′′

b で決まる方程式の解であることと, f がD

の正則函数 hの境界値であることが同値になる. (Bochnerの定理と云われて
居るが, Range [23] (第二刷序文もみよ) によれば Fischerの定理). このよう
な f を bdD上の正則函数と呼ぼう. 上の事情によって Dの複素構造の議論

を bdDの CR構造の議論に置き換えることが出来る. 大域的に考へた場合,
bdDは滑らかな境界のない多様体なので CR構造については微分幾何を使い
やすい便宜がある. 以下 T ′′

b の bを省略して T ′′ と書き, Dはいつも滑らかな
強擬凸境界を持つと假定する.
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1.1.3

例 1.1.4. Ω ⊂ Cn+1 = {(z0, z1, . . . , zn)}を

(1.1.5) Im z0 >
1
2
|z+|2, z+ = (z1, . . . , zn)

とするとき, bdΩ = H を原点の近傍で考へよう. Cn+1の標準基底を (e0, . . . ,
en)とすれば, 原点でのH への外向きの法線としてN = −ie0をとれる. よっ
て w = z0 とおくとき,

iN = e0 =
∂

∂w
+

∂

∂w̄
であるから,

(1.1.6) l =
∂

∂w
+

∂

∂w̄

としてよい. T ′′H の基底として,

(1.1.7) Pα =
∂

∂z̄α
− izα

∂

∂w̄
, (α = 1, . . . , n)

をとれる. P
β

=
∂

∂zβ
+ iz̄β

∂

∂w
とすれば

[Pα, P
β
] = δαβ il

であるから

(1.1.8) c(Pα, P β) = δαβ .

從ってH は Ωの強擬凸な境界である. 上の Ω はジーゲル上半空間, H はハ
イゼンバーグ空間と呼ばれて居る. 以下に示すように全ての 2n+ 1次元の強
擬凸な境界は (n ≥ 2のとき)局所的にはH をCn+1の中で少し変形したもの

に同型になって居る. H をM のモデルと呼ぶことにする.

2n+ 1次元の強擬凸な CR構造は Cn+1の実超曲面と局所的に同型である

かどうかと云う問題については, n ≥ 3のときにはいつも局所同型である ([12,
13, 14], [1]). n = 2のときには未だ結論が出ていない. n = 1のときは否定的
な例がある ([20]). [20]の例のCR構造には常数でない正則函数が存在しない
のである. N がコンパクトで boundaryのない場合には Boutet de Momvel
の簡單な証明がある [3].
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1.1.4

ここで (後で出てくるので)H の同型群について述べておこう. 実際には,
H を射影空間 CPn+1の中に埋め込んでその閉包H をとり, H をそれ自身に
うつす射影変換全体の作る群 Gである.
以下 (z0, z1, . . . , zn)のかわりに (w, z1, . . . , zn) = (w, z)と書くことにする.

CPn+1 の斉次座標を [ζ0, ζ1, . . . , ζn+1] とし, 埋め込み:

H → {[ζ]; ζ0 ̸= 0} ⊂ CPn+1

を

(1.1.9) w =
ζn+1

ζ0
, zα =

ζα

ζ0
, (α = 1, . . . , n)

で定義する. 從ってH は CPn+1 の実超曲面:

(1.1.10) iζ0ζ̄n+1 − iζ̄0ζn+1 −
∑

ζαζ̄α = 0

である. (∞) = [0, . . . , 0, 1]とすればH = H ∪ (∞)である. [1, 0, . . . , 0] = e0

とおく.
{g ∈ G; ge0 ̸= ∞}はハイゼンバーグ変換群G0と e0のイソトロピー群G1

との積になり, Gの開集合である. 定義に從って計算すれば, G0は (w̃, z̃) ∈ H

をパラメーターに持ち, H への作用は

(1.1.11) (w, z) 7−→ (w + w̃ + i < z, z̃ >, z + z̃)

で与へられることがわかる. u ∈ GL(n,C), β ∈ Cn, a( ̸= 0) ∈ C, s ∈ Rで次
の條件 (1.1.12) を満たすものの全体が G1 のパラメーターである:

(1.1.12) u∗u = I,
a

a
detu = 1.

σ = s− i

2
< β, β >とするとき, G1 のH への作用は

(w, z) 7−→ (w∗, z∗)(1.1.13)

w∗ =(1 − i < uz, β > +σw)−1 1
|a|2

w(1.1.14)

z∗ =(1 − i < uz, β > +σw)−1a−1(uz + βw)(1.1.15)

である.
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1.1.5

ここでは大域的な函数を考へる. M̃ を複素多様体とし, M̃ の体積要素 dv

を 1つ固定し, その L2-空間を L2(M̃) とする. L2 正則函数の集合を H(M̃)
と表すとH(M̃)は L2(M̃)の閉部分空間であるので, 直交射影

(1.1.16) ρB : L2(M̃) −→ H(M̃)

があり, 核函数KB(z, w) を使って

(1.1.17) ρBf(z) =
∫
M̃

KB(z, w)f(w)dv(w)

と積分表示することが出来る. ρB を (dvに関する)バーグマン (Bergman)

射影, KB(z, w) をバーグマン核と云う.
M = bdM̃ の体積要素 dv を 1つ固定し, その L2-空間を L2(M) とする.

H(M) をM 上で正則な L2 函数の全体としたとき, 直交射影

(1.1.18) ρS : L2(M) −→ H(M)

も核函数KS(z, w) を使って

(1.1.19) ρSf(z) =
∫
M

KS(z, w)f(w)dv(w)

と積分表示出来る. ρS をセゲー (Szegö)射影, KS(z, w) をセゲー核と云う.

1.1.6

ジーゲル上半空間を Ωとし, その標準座標を z = (z0, . . . , zn)とするとき,

z0 = x0 + iy0, zα = x2α−1 + ix2α (α = 1, . . . , n)

として実座標 (y0, x0, x1, . . . , x2n) が入る. (x0, x1, . . . , x2n)はハイゼンバー
グ空間H の座標と考へられる. Ωにはその標準体積要素

(1.1.20) dvΩ = dx0 ∧ dy0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx2n
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を, ハイゼンバーグ空間には体積要素

(1.1.21) dvH = dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx2n

を採用する. その場合のバーグマン核を KΩ, セゲー核を KH とする. ζ =
(ζ0, . . . , ζn)を z = (z0, . . . , zn)のコピーとし

(1.1.22) r(z, ζ) =
1
i
(z0 − ζ̄0)− < z′, ζ ′ >, < z′, ζ ′ >=

n∑
α=1

zαζ̄α

とすれば

KΩ(z, ζ) = cBr(z, ζ)−(n+2), cB =
(n+ 1)!
πn+1

(1.1.23)

KH(z, ζ) = cSr(z, ζ)−(n+1), cS =
n!

2πn+1
(1.1.24)

である. r(z, z) = 0はH の定義方程式になって居る.

証明 Cn+1 の単位球の標準体積要素に関するバーグマン核は

(1.1.25) cB rB(z, ζ)−(n+2), rB = 1− < z, ζ >

である ([11, Th.1.4.22], [20, Th.4.6])ことを認めて上のような式が成立するこ
とを確かめることにする. ジーゲル上半空間 Ω ({z}-変数) は単位球 B ({Z}-
変数)に次のケーリー変換で写れる:

(1.1.26) Z0 =
z0 − i

z0 + i
, Zα =

√
2zα

z0 + i
(α = 1, . . . , n)

計算によれば, ケーリー変換のもとで

(1.1.27) rB(Z,Z1) =
2

(z0 + i)(z̄0
1 − i)

r(z, z1)

であり,

dZ0 ∧ dZ0∧ · · · ∧ dZn ∧ dZn(1.1.28)

=2n+2|z0 + i|−2(n+2)dz0 ∧ dz̄0 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n
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である. 從って h(Z)を B 上の正則な L2 函数とすれば

h(Z) =cB
∫
B

rB(Z,Z1)−(n+2)h(Z1)
(
i

2

)n+1

dZ0
1 ∧ dZ0

1 ∧ · · · ∧ dZn1 ∧ dZn1

=cB
∫

Ω

r(z, z1)−(n+2)

(
z0 + i

z0
1 + i

)n+2

h(z1)

×
(
i

2

)n+1

dz0
1 ∧ dz̄0

1 ∧ · · · ∧ dzn1 ∧ dz̄n1

從って

h(z)
(z0 + i)n+2

= cB

∫
Ω

r(z, z1)−(n+2)(1.1.29)

× h(z1)
(z0

1 + i)n+2

(
i

2

)n+1

dz0
1 ∧ · · · ∧ dz̄n1 .

h(z)(z0 + i)−(n+2) の形の正則函数は Ω上の正則な L2 函数全体になって居

る. よって上の式により Ωの標準体積要素に関するバーグマン核は (1.1.23)
で与へられることがわかる.
セゲー核をあつかうために, 1.1.6節の最初に導入した記号を使って Ω上の

(2n+ 1)-form

(1.1.30) dv̂H = dz0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx2n

を導入する. ι : H → Ω を自然の埋め込みとすれば

(1.1.31) ι∗dv̂H = dvH

である. h(z)を Ω上の L2-正則函数とすれば, ストークスの定理により
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cB

∫
H

r(z, ζ)−(n+1)h(ζ)dvH(ζ)

=cB
∫
H

ι∗
(
r(z, ζ)−(n+1)h(ζ)dv̂H(ζ)

)
=cB

∫
Ω

dζ

(
r(z, ζ)−(n+1)h(ζ)dv̂H(ζ)

)
= − cB

∫
Ω

(n+ 1)r(z, ζ)−(n+2)h(ζ)idζ̄0 ∧ dζ0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx2n

=2(n+ 1)cB
∫

Ω

r(z, ζ)−(n+2)h(ζ)dvΩ(ζ)

=2(n+ 1)h(z)

よって

(1.1.32) h(z) =
cB

2(n+ 1)

∫
H

r(z, ζ)−(n+1)h(ζ)dvH(ζ)

であるから, (1.1.24)が成立して居る.

注意 1.1.33. 計算によればH ⊂ Ωとして dvΩから導入されたH 上の体積

要素は

(1 + |z+|2)
1
2 dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dx2n

である. 從って吾々の H 上の標準体積要素 dvH は dvΩ から導入された体積

要素ではない.

1.1.7

Dを滑らかな強擬凸な境界 bdD = M を持つ複素多様体とし 1.1.5節の記
号を使う. ヒルベルト空間 Lの部分空間 L1への直交射影 ρは, νj を L1の長

さ 1の直交基底としたとき

(1.1.34) ρu =
∑

< u, νj > νj

と書ける. 從ってKB(z, w),KS(z, w)は (z, w̄)の正則函数である.
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KB(z, w)とKS(z, w)とは z ̸= w (対角線以外)なるところでは滑らかであ
り, 境界上に特異点があることが知られて居るが, その特異性については, D
が強擬凸境界をもつとき次の Feffermanの定理 (cf. [6])がある.

定理 1.1.35 (Feffermanの定理). dimD = n (複素次元) とする. bdDの対
角線上 0 となるD ×D上の適当なスムースな函数 r(z, w)に対して

KB(z, w) = Fr−n−1 +G log r(1.1.36)

KS(z, w) = F ′r−n +G′ log r(1.1.37)

となるような函数 F,G, F ′, G′ が存在する.

r(z, w)は局所的には次のように決まる函数としてよい: D上の実函数 rを

Dの内部で正であり且つ方程式 r = 0がM の定義方程式になって居るもの

とする. このときD ×D上の C∞の函数 r(z, w)で次の條件を満たして居る
ものが存在する.

(i) r(z, z) = r(z),
(ii) r(z, w) = r(w, z),

(iii) 対角集合= {(z, z)}の各点は ∂r

∂z̄α
と

∂r

∂wα
との次数無限の零点である.

上の條件 (i)∼(iii) をみたす r(z, w) は (対角集合の各点は次数無限の零点に
なって居る C∞ 函数を法として) r(z)によって一意的に決まる.

1.1.5節に述べたジーゲル上半空間とハイゼンバーグ空間のバーグマン核と
セゲー核の式は Feffermanの定理の特別な場合になって居る.

(1.1.36), (1.1.37)の形をした核函数によって導入される作用素は L2に関し

て連続になる (Ahern–Phong–Schneider–Steinの定理 [2], [22]).
KB ,KS の対角集合上での特異性は局所的な不変量であることが知られて

居る. この特異性をよく調べることによってDや bdD上の不変量を作り,そ
の意味を見つけたい. 例えば

(i) E を複素多様体M 上のエルミートベクトル束のとき, 単位球部分束 Ω
を調べることにより, M の情報を引き出したい. (Grauertのアイデア)

(ii) Cn の孤立特異点を持つ部分空間と, その特異点を中心にした超球との
共通部分のバーグマン核やセゲー核を調べることにより, 孤立特異点の
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様子を知りたい.

この講義では KS の特異性を書き表す方法について話をする. Feffermanの
仕事のその後の発展として, 次の 2つの方法がある.

(i) 佐藤の超函数 (hyperfunction)を使う方法. これは柏原に始まり, 平地–
小松–中沢 [8]により更に詳しく調べられた. Boutet de Monvel [3]もこ
の部類に属する.

(ii) フーリエ積分作用素を使う方法. これはBoutet de Monvelと Sjöstrand
[4]により開発された.

ここでは 2番目のフーリエ積分作用素を使う方法を解説する: 強擬凸なCR
構造M の CR作用素で生成される作用素環を A(M) とすれば, p0 の近傍で

A(M)を A(H)に移すユニタリーなフーリエ積分作用素 F を構成する. F を
使って, M のセゲー核の特異性を, H のセゲー核の特異性によって書き表す
ことによって, M のセゲー核の特異性を構成する.

1.2 強擬凸な実超曲面

先ず強擬凸な実超曲面の CR構造を調べることから始めよう.

1.2.1

M ⊂ Cn+1を実超曲面とし (n ≥ 1), p0 ∈M を決めてこの点の充分小さい

近傍を考へる. Cn+1 の座標を (z1, . . . , zn, w), w = x0 + iy0 とする ((x0, y0)
は実数値). 1.1.3節に導入したハイゼンバーグ空間

(1.2.1) H =

{
(z, w) : y0 =

1
2

n∑
α=1

|zα|2
}

⊆ Cn+1, p0 = 0

をモデルケースとして考へる. これの CR構造は

(1.2.2) Pα =
∂

∂z̄α
− izα

∂

∂w̄
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のH への制限により生成される.
一般のM の場合 (z1, . . . , zn, w)を C上のアファイン変換で置き換えれば,

p0 が原点で

T ′′
p0(M)は

(
∂

∂z̄α

)
p0

で張られる,(1.2.3) (
∂

∂w
+

∂

∂w̄

)
p0

∈ Tp0(M)(1.2.4)

のように出来る. 以下の議論は上の條件を満たす座標 (z, w)のもとで原点の
充分小さい近傍で成り立つ.
このとき ∂/∂z̄α に近い T ′′(M)の生成元があるはずだから, T ′′(M)の生成

元で

(1.2.5) Qα =
∂

∂z̄α
− ihα

∂

∂w̄
, hα(0) = 0

と云う形のものがとれる. このことと CR構造の條件 (i)とから

(1.2.6) [Qα, Qβ ] ≡ 0 mod T ′′(M)

がわかる. 上のQαの形から z1, . . . , znはMの上で独立としてよい. x0 = Rw

とする. 上の w の取り方から (z, x0)はM の座標となって居るとしてよい.
と云うことは

(1.2.7) (z, x0 +
i

2
Y (z, x0)), Y は実数値

と云うM の助変数表示があることになる. 從ってM の方程式は

(1.2.8) r =
1
i
(w − w̄) − Y (z,

1
2
(w + w̄)) = 0

である. (∂/∂zα)M , (∂/∂z̄α)M , (∂/∂x0)M を (z, x0) に関するM の偏微分と

すれば, 埋め込み;

(1.2.9) (z, x0) 7→ (z, w) ∈ Cn+1, w = x0 +
i

2
Y



1.2. 強擬凸な実超曲面 13

によって

(
∂

∂z̄α
)M → ∂

∂z̄α
+
i

2
Yz̄α

∂

∂w
− i

2
Yz̄α

∂

∂w̄
,(1.2.10)

(
∂

∂zα
)M → ∂

∂zα
+
i

2
Yzα

∂

∂w
− i

2
Yzα

∂

∂w̄
,(1.2.11)

(
∂

∂x0
)M → (1 +

i

2
Yx0)

∂

∂w
+ (1 − i

2
Yx0)

∂

∂w̄
(1.2.12)

となる. ここで Yzα , Yz̄α , Yx0 は Y (z, x0)の zα, z̄α, x0 に関する偏微分. 從って

(1.2.13) aα =
1
2

Yz̄α

1 + i
2Yx0

とおけば計算によって

(1.2.14) (
∂

∂z̄α
)M − iaα(

∂

∂x0
)M → ∂

∂z̄α
− 2iaα

∂

∂w̄

が分かる. 從って, 上の右辺は T ′′(M)の元だから (1.2.5) によって

(1.2.15) hα = 2aα =
Yz̄α

1 + i
2Yx0

が導かれる. よって T ′′(M)は座標 (z, x0)を使えば

(1.2.16) Qα = (
∂

∂z̄α
)M − i

2
hα(

∂

∂x0
)M

である. 座標 (z, w)では

(1.2.17) Qα =
∂

∂z̄α
− ihα

∂

∂w̄
.

1.2.2

次に hα を調べよう. (1.2.3), (1.2.4) をみたす座標系 (z, w) を取れば, 上
の hαは唯一に決まった. しかし上のような (z, w)は唯一ではないので, 適当
な座標変換で hα を簡單化することを試みる. hα は (1.2.15)により (1.2.7),
(1.2.8) で導入された実函数 Y で書けるので, Y を調べることにする. つまり,
座標変換で Y をどれだけ簡單化出来るかと云う問題である.
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p0 はM の元だから Y の定義 (1.2.7), (1.2.8)により Y (0, 0) = 0である.
(1.2.10), (1.2.11), (1.2.12), 條件 (1.2.3), (1.2.4)により

(∂Y/∂z̄α)(0, 0) = 0, (∂Y/∂zα)(0, 0) = 0, (∂Y/∂x0)(0, 0) = 0

である. 從って, Y は実函数であることから,

Y (z,
1
2
(w + w̄)) ≡ H(z)+H(z) +A(z, z̄)

mod ((z, z̄)3, (w + w̄)(z, z̄), (w + w̄)2).

ここで H(z)は 2次の斉次多項式, A(z, z̄)は (z, z̄)のエルミート 2次型式で
ある. H(z)が零になるように座標変換する. (w1, z1)を

w = w1 + iH(z), z = z1

と置けば,

r =
1
i
(w1 − w̄1) −A(z, z̄) mod ((z, z̄)3, (w1 + w̄1)(z, z̄), (w1 + w̄1)2)

である. と云うことは (z, w)をうまくとっておけば

(1.2.18) Y ≡ hαβ̄z
αz̄β mod ((z, z̄)3, (w + w̄)(z, z̄), (w + w̄)2)

(hαβ̄)はエルミート行列とかけて居ることになる. 從って (1.2.15)により

(1.2.19) hα ≡ hβᾱz
β , mod

(
(z, z̄)2, w + w̄

)
.

ここでレビ形式を計算しよう. 1.1.2節の記号を使う.

l = (
∂

∂x0
)M

にとれる.

[Qα, Q
β
] ≡ icαβ̄(

∂

∂x0
)M (mod T ′(M), T ′′(M)),(1.2.20)

cαβ̄ = c(Qα, Q
β
).(1.2.21)
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一方上の Qα の式 (1.2.16), (1.2.17)から

(1.2.22) [Qα, Q
β
] =

i

2
(Qαh̄β +Q

β
hα)(

∂

∂x0
)M ,

從って

cαβ̄ =
1
2
(Qαh̄β +Q

β
hα)

≡ hβᾱ mod ((z, z̄), w + w̄).(1.2.23)

強擬凸性の定義から (cαβ̄) > 0であるから, zαをその一次変換で置き換えれば

(1.2.24) cαβ̄(0) = δαβ

としてよい. 從って hαβ̄ = δβα としてよいから

(1.2.25) hα ≡ zα (mod (z, z̄)2, w + w̄)

としてよい. 以下混乱のおそれがない限り (∂/∂zα)M と (∂/∂x0)M のM を

省略する.

1.2.3

Y の形をさらに簡單にする議論を続けていくには, z, z̄を重み 1, w, w̄を重
み 2として (z, z̄, w, w̄)の函数を重み付き斉次部分に分けて扱うのが便利であ
る. 吾々の場合

(1.2.26) Y =
∞∑
ν=2

Y(ν)(z, z̄, w, w̄), Y(2) = |z|2

ここで Y(ν) は重み付き斉次次数が ν である. 座標変換 ψも

(1.2.27) z1 =
∞∑
ν=1

f(ν)(z, z̄, w, w̄), w1 =
∞∑
ν=2

g(ν)(z, z̄, w, w̄)

と重み付き斉次部分に分けて ν に関する帰納法で Y が形式的な意味で ψ に

よって変化する様子を調べる. Y の定義から, M の方程式は

r =
1
i
(w − w̄) − Y (z,

1
2
(w + w̄)) = 0
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と云う形をして居る. 從って吾々の問題は上のM の方程式に出てくる Y を,
座標変換により, どれだけ簡單化出来るかと云う問題になる. この問題は次に
述べる形でMoser [16, 5]により完全に解かれた.
上の座標変換 ψを ψ = ψ1 ◦ ψ0, ψ0 ∈ G, ψ1 は Gの supplementary space

の元と書ける. ここでGは 1.1.4節で述べた e0を固定するH の変換群. Gに
よる Y の変化はかなり扱いにくいのでこの部分には手をつけず, ψ1の影響を

調べることにする. Moserは計算により, Y は上に述べた意味で次の形に一意
的に書けることを発見した.

(1.2.28) Y = |z|2 +
∑
k,l

Ykl(z, z̄, w + w̄).

Ykl は z, z̄に関し斉次次数 k, lで

min(k, l) ≤ 1のとき Ykl = 0,

trY23̄ = (tr)2Y32̄ = (tr)3Y33̄ = 0.

ここで Y = Yα1...αkβ̄1...β̄l
(w, w̄)zα1 . . . zαk z̄β1 . . . z̄βn のとき

(1.2.29) (trY )α1...αl−1β̄1...β̄l−1
=

∑
α

Yαα1...αk−1ᾱβ̄1...β̄l−1

とする. 上の Y の表現は形式的に得られるものであるが, 実解析的な場合に
は実際に収斂級数であることも証明されて居る. Y が上の形をして居るとき,

r =
1
i
(w − w̄) − Y (z, z̄, w, w̄)

はMoserの正規形であると云う.

1.2.4

以下座標 (z, x0)で多様体M を Cn×Rの原点の近傍M と同一視すること
にする. 從ってM はMの上に定義されたCR構造である. モデルH もMの
上の CR構造と考へる.
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命題 1.2.30. M上のCR構造 T ′′
t で T ′′

0 =モデルケースのCR構造, T ′′
1 = M

の CR構造, t ̸= 0のときMt はM の p0 の近傍に同型, となるものが存在
する.

証明 t ̸= 0の時M の座標 (zt, wt) =
(

1
t
z,

1
t2
w

)
で Qα を書くと

Qα =
1
t

∂

∂z̄αt
− ihα(tzt, t2wt)

1
t2

∂

∂w̄t

=
1
t

(
∂

∂z̄αt
− i

t
hα(tzt, t2wt)

∂

∂w̄t

)
.

從って

(1.2.31) Qαt =
∂

∂z̄α
− ihαt

∂

∂w̄
, hαt =

1
t
hα(tz, t2w)

と置くと, これはM に同型なCR構造Mtを生成する. (1.2.25)によりMtは

t = 0にまで滑らかに拡張できて, M0 はH になる. �

上のような Qαt を考へたのは, 将来セゲー核の特異性を書き表すのに使わ
れる函数のいくつかは, htその他を使って書き表せるような, tを独立変数と
する常微分方程式の解として構成することになるからである.

1.2.5

本論に入る前に, 一般的な事柄についていくつか注意しておく. 先ず T ∗Cn

の複素座標について述べる.

Cn ={z = (z1, . . . , zn), zα ∈ C},

zα =x2α−1 + ix2α, xj real

とする. T ∗Cnを実の空間と見たとき θ ∈ T ∗Cnはその標準座標 (x, ξ)を使って

θ =
2n∑
j=1

ξjdx
j



18 第 1章 正則函数

と書ける. z座標を使って θを

(1.2.32) θ =
n∑
α=1

(
ζαdz

α + ζ̄αdz̄
α
)

と書けば,

右辺 =
n∑
α=1

{
ζα

(
dx2α−1 + idx2α

)
+ ζ̄α

(
dx2α−1 − idx2α

)}
=

n∑
α=1

{(
ζα + ζ̄α

)
dx2α−1 + i

(
ζα − ζ̄α

)
dx2α

}
.

よって

(1.2.33) ζα =
1
2

(
ξ2α−1 +

1
i
ξ2α

)
と云う関係がある. 從って (z, ζ)を T ∗Cnの複素座標と考へてよく, 実数値函
数 f(ξ)に対し,

df =
∂f

∂ζα
dζα +

∂f

∂ζ̄α
dζ̄α

として偏微分作用素 ∂/∂ζα, ∂/∂ζ̄α を定義すれば

(1.2.34)
∂

∂ζα
=

∂

∂ξ2α−1
+ i

∂

∂ξ2α

になる.
次に Rm 上の複素ベクトル場とそのシンボルについて復習しよう. 偏微分

作用素 (又は複素ベクトル)

(1.2.35) P = pj(x)
∂

∂xj
, x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm

のシンボル p(x, ξ) とは

(1.2.36) TψRm = {ξjdxj ∈ T ∗Rm ; ξ ̸= 0}

上の函数で

(1.2.37) p(x, ξ) = ipj(x)ξj
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で与へられるものとする. シンボルは座標 (x)によらない TψRm上の函数で
あることは簡單にチェック出来る.

(1.2.38) Dj =
1
i

∂

∂xj

と置くと

(1.2.39) p(x,D) = P

が得られる. フーリエ解析の立場からは, Dj を使ふのはきわめて自然のこと

である.
次にベクトル場 P, Qのシンボル p(x, ξ), q(x, ξ)と, リーブラケット [P,Q]

のシンボル r(x, ξ)との関係を調べる.

P = pj(x)
∂

∂xj
, Q = qj(x)

∂

∂xj

と置くと

[P,Q] =
(
pk(x)

∂qj

∂xk
− qk(x)

∂pj

∂xk

)
∂

∂xj
.

よって

r(x, ξ) = ipk(x)
∂qj

∂xk
ξj − iqk(x)

∂pj

∂xk
ξj

= −i∂p(x, ξ)
∂ξk

∂q(x, ξ)
∂xk

+ i
∂q(x, ξ)
∂ξk

∂p(x, ξ)
∂xk

= i{p, q}

が得られる. ここで

(1.2.40) {p, q} =
∂p

∂xk
∂q

∂ξk
− ∂p

∂ξk

∂q

∂xk

は pと qのポアソンブラケット. 從って

(1.2.41) [P,Q]のシンボルは i{p, q}

である.

(1.2.42) P のシンボルは− p̄
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である. また f = f(x)とすれば

(1.2.43)
1
i
Pf = {p, f}

になる.

1.3 シンプレクティック変換

1.3.1

次にシンプレクティック変換について復習する. X を n次元の多様体とし,
(. . . , xj , . . . )をその座標とする. ξ ∈ T ∗X のとき, ξ = ξjdx

j とすれば, (x, ξ)
は T ∗Xの座標となる. ω = dξj∧dxjは座標のとり方によらない. 從って T ∗X

の 2-form dξj ∧ dxj がきまる. これを ωX とかく. X, Y を n次元の多様体

として, T ∗X の領域 ΓX , T ∗Y の領域 ΓY , さらにその間の写像 χ : ΓX → ΓY
が与へられたとする.

定義 1.3.1 (シンプレクティック写像, 無限小シンプレクティック変換).

(i) χがシンプレクティック写像であるとは, χ∗ωY = ωX が成り立つとき

に云う.
(ii) ΓX 上のベクトル場Xが無限小シンプレクティック変換であるとは, ΓX
の各点に対し, その充分小さい近傍 Γ′

X の上で

(1)
dχt
dt

|t=0 = X, (2) χ0(x, ξ) = (x, ξ), (3) χ∗
tωX = ωX (mod t2)

を満たす写像のなめらかな族 χt : Γ′
X → ΓX が存在することである.

X = V j
(
∂/∂xj

)
+Vj (∂/∂ξj) が無限小シンプレクティック変換であるため

の條件を求める. 上に述べた Γ′
X 上の χt は t2 以上の高次の項を省略すれば

χt ≡
(
xj + tV j , ξj + tVj

)
となり,

χ∗
tω = (dξj + tdVj) ∧

(
dxj + tdV j

)
= ω + t

(
dVj ∧ dxj + dξj ∧ dV j

)
+ {tに関して高次の項 }.
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よって dVj ∧ dxj + dξj ∧ dV j = 0, つまり

∂Vj
∂xk

=
∂Vk
∂xj

,
∂V j

∂ξk
=
∂V k

∂ξj
,

∂Vj
∂ξk

+
∂V k

∂xj
= 0

となって居ることが條件である. これから X (xが十分小さいとき) が無限小
シンプレクティック変換であるためには

Vj =
∂σ

∂xj
, V j = − ∂σ

∂ξj

となる実数値函数 σが存在することが必要十分條件である事を証明するのは

それほど難しいことではない. σ をXのハミルトン函数またはポテンシャルと

云う.

1.3.2

シンプレクティック写像と無限小シンプレクティック変換の関係を調べる.
{χt : ΓX → ΓY }をシンプレクティック写像のなめらかな 1パラメーター族と
し, その像は各 tに対し Γ′

Y ⊂ ΓY を含むと假定する. このとき Γ′
Y の上で

(1.3.2)
d

dt

(
χt0+t ◦ χ−1

t0

)
|t=0 = Xt0

と置くと Xt は Γ′
Y 上の無限小シンプレクティック変換になる. 逆に無限小シ

ンプレクティック変換の 1パラメーター族

(1.3.3) Xt = V j(x, ξ, t)
∂

∂xj
+ Vj(x, ξ, t)

∂

∂ξj

が Γ′
Y の上に与へられたとし, Γ′′

Y ⊂ Γ
′′
Y ⊂ Γ′

Y ⊂ Γ
′
Y ⊂ ΓY であるときに,

(x, ξ) ∈ Γ′′
Y に対し

∂yj(x, ξ, t)
∂t

= V j(y(x, ξ, t), η(x, ξ, t), t), yj(x, ξ, 0) = x(1.3.4)

∂ηj(x, ξ, t)
∂t

= Vj(y(x, ξ, t), η(x, ξ, t), t), ηj(x, ξ, 0) = ξ(1.3.5)
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と云う常微分方程式を充分小さい tに対して解いて

χt(x, ξ) =
(
yj(x, ξ, t), ηj(x, ξ, t)

)
と置くと, これは Γ′′

Y 上のシンプレクティック写像になる. この χt から上の

方法で作った無限小変換の族は与へられた Xt の Γ′′
Y への制限になる.

1.3.3

シンプレクティック写像

χ : ΓX ∋ (x, ξ) 7→ (y, η) ∈ ΓY

に対して (x, ξ) は graph(χ) (⊂ ΓX × ΓY ) の座標系になって居るが, (ξ, y)
も graph(χ) の座標系になると假定する. この場合には, 標準埋め込み ι :
graph(χ) → ΓX × ΓY は, 関係

xj = Sj(y, ξ), ηj = Sj(y, ξ)

によって決まる. この Sj , Sj が満たすべき條件を求める. χがシンプレク

ティック変換であるための必要十分條件はΩ = dξj ∧dxj−dηj ∧dyj に対して

ι∗Ω = 0

である. これを書き直すと

dξj ∧ dSj − dSj ∧ dyj = 0,

つまり

(1.3.6)
∂Sj

∂ξk
=
∂Sk

∂ξj
,

∂Sj
∂yk

=
∂Sk
∂yj

,
∂Sj

∂yk
=
∂Sk
∂ξj

.

よって

(1.3.7) Sj =
∂S(y, ξ)
∂ξj

, Sk =
∂S(y, ξ)
∂yk
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となる S(y, ξ)が局所的に存在することが必要十分條件である. S(y, ξ) のこ
とを χの生成函数 (generating function) と云う. 特に χが恒等写像なら

χのグラフの座標は (y, ξ, y, ξ)であるので S(y, ξ) = y · ξにとれる. 從って χ

が恒等写像に近ければ, それに対する, 函数 y · ξ に近い生成函数が存在する.
結論として S(y, ξ)が (y, η) = χ(x, ξ)の生成函数であれば, (x, ξ, y, η)が χの

グラフの元であることは

(1.3.8) x =
∂S(y, ξ)
∂ξ

, η =
∂S(y, ξ)
∂y

と同値になる.
以下 ΓX と ΓY は錐領域で χ(x, ξ) = (y(x, ξ), η(x, ξ))は斉次, つまり y は

ξについて斉次 0次, ηは ξについて斉次 1次とする. このような χを斉次と

呼ぶことにする. この場合生成函数 S(y, ξ)は斉次 1次にとれる.
χtを 1.3.2節で与へられたシンプレクティック変換族とし, χtが斉次でχ0 =

恒等写像とする. χtを導入する無限小シンプレクティック変換族Xtが (1.3.4),
(1.3.5)で与へられて居るとするとき, χtの生成函数 S(y, ξ, t) を次のコーシー
コワレフスキー型の偏微分方程式系の解として構成出来る:

S(y, ξ, 0) = y · ξ,(1.3.9)

∂S(y, ξ, t)
∂t

+ V j
(
y,
∂S(y, ξ, t)

∂y
, t

)
∂S(y, ξ, t)

∂yj
= 0.(1.3.10)

証明 x = S′
ξ(y(x, ξ, t), ξ, t)であるから

0 = Ṡ′
ξ(yt, ξ, t) + S′′

ξ,y(yt, ξ, t)
∂y(x, ξ, t)

∂t
.

S(y, ξ, t)は斉次次数 1であるから, S(y, ξ, t) = ξj (∂S(y, ξ, t)/∂ξj) . 從って

∂S(y, ξ, t)
∂t

∣∣
y=yt

=ξjṠ′
ξj

(yt, ξ, t)

= − ξjS
′′
ξjyk(yt, ξ, t)V k

(
yt,

∂S(y, ξ, t)
∂y

, t

)
= − S′

yk(yt, ξ, t)V k
(
yt,

∂S(y, ξ, t)
∂y

, t

)
從って yt の動く領域の上で (1.3.9), (1.3.10) が成立して居る. �
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1.3.4

以降の議論は次のように進める. 1.2.4 節で導入した記号を使う. CR 構
造を生成する Qαt , P

α のシンボルをそれぞれ qα(x, ξ, t), pα(x, ξ) とする.
C(M) ⊂ CTψM cf. (1.2.36), (1.2.37)を q1(x, ξ) = · · · = qn(x, ξ) = 0 で定
義される部分空間 (characteristic と云う)とする. C(H) を pα(x, ξ)を使っ
て同様に定義する. TψM の定義により C(H), C(M)上では ξ0 ̸= 0である.

(1) C(H), C(M) の錐近傍 Γ1,Γ2, 斉次シンプレクティック写像の 1-パラ
メーター族 χt : Γ1 → Γ2 で非退化行列を値にとる適当な斉次 0 次の函数
(rαβ (x, ξ, t))に対して

(1.3.11) qα(χt(x, ξ), t) = rαβ (x, ξ, t)pβ(x, ξ), χ0(x, ξ) = (x, ξ)

となるものを見つける. つまり, χはM の CR作用素のシンボルで生成され
る加群をH の CR作用素のシンボルで生成される加群にうつす変換である.
吾々の目的である核の特異性は後に述べるように characteristicの錐近傍

で発生するので, この場合に χt を構成すれば充分なのである.
(2) 以下記号を簡單にするために tを省略する. χの生成函数 S(y, ξ)の領

域で定義されたシンボル a(y, ξ) に対して, χによって引き起こされたフーリ
エ積分作用素 Fχa を定義する.

(3) a(y, ξ)と擬微分作用素 Bαβ を選んで等式:

(1.3.12) Fχa ◦Bαβ ◦ P β = Qα ◦ Fχa

が成立するようにする cf. (4.1.3). つまり, Fχa によってM の CR作用素は
H の CR作用素にうつされると云ってよい.

(4) モデルケースのセゲー核を使い, 一般の場合のセゲー核と同じ特異性を
もつ核函数を上のフーリエ積分作用素を使って作る.
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2.1 シンプレクティック写像

2.1.1

等式 (1.3.11) を満たす斉次シンプレクティック写像 χt を作ろう. x =
(x0, x1, . . . , x2n), zα = x2α−1 + ix2α とする. モデルケースH の構造を考へ

て居るか, 一般の場合M の構造を考へて居るかを明確にするために, (x, ξ)の
コピーを (y, η)と書いて, H に対しては (x, ξ)変数, M に対しては (y, η)変数
を使う. 從って χt は (x, ξ)-空間から (y, η)-空間へのシンプレクティック写像
の族と考へる.
Qαt のシンボルを qα(y, η, t)とすると 1.1.1節と (1.2.16), (1.2.17)により

qα(y, η, t) =
i

2

(
η2α−1 −

1
i
η2α

)
− i

2
hαt (y)iη0

= i

{
1
2

(
η2α−1 −

1
i
η2α

)
− i

2
hαt (y)η0

}
(cf. (1.2.33))だから

(2.1.1) qα(y, η, t) = i

(
ζ̄α(η) − i

2
hαt (y)η0

)
となる. 同様に Pα のシンボル pα(x, ξ)は

(2.1.2) pα(x, ξ) = i

(
ζ̄α − i

2
zαξ0

)
である. characteristics C(M), C(H)の適当な錐近傍 Γ1 と Γ2 とに対して斉

次シンプレクティック写像 χt : Γ1 → Γ2 と, 非特異な行列に値をとる ξ に関



26 第 2章 シンプレクティック写像

し斉次次数 0の Γ1 上の函数族 (rαβ (x, ξ, t))とを

(2.1.3) qα(χt(x, ξ), t) = rαβ (x, ξ, t)pβ(x, ξ)

(2.1.4) χ0(x, ξ) = (x, ξ), rαβ (x, ξ, 0) = δαβ

を満たすように作る. 以下簡單のため tを省略することが多い.
1.3.1節に述べたようにχtを作るには, χtを生成する無限小シンプレクティッ

ク変換族 Xt の斉次次数 1のポテンシャル σt を作ればよい．σt = σt(y, η)が
与へられれば χt(x, ξ) = (y(x, ξ), η(x, ξ)) は

∂yj(x, ξ)
∂t

=
∂σ

∂ηj
(y(x, ξ), η(x, ξ)),(2.1.5)

∂ηj(x, ξ)
∂t

= − ∂σ

∂yj
(y(x, ξ), η(x, ξ))(2.1.6) (

yj(x, ξ)
)
t=0

= xj , (ηj(x, ξ))t=0 = ηj(2.1.7)

で決まる. 以下 σt を χt のポテンシャルと呼ぶ. いつも斉次のシンボルを考
へる.

2.1.2

χt のポテンシャル σt と函数 l(y, η, t)が与へられたとき

dl(χt(x, ξ), t)
dt

=
∂l

∂yj
(χt, t)

∂yj

∂t
+

∂l

∂ηj
(χt, t)

∂ηj
∂t

+ l̇(χt, t)

=
∂l

∂yj
(χt, t)

∂σ

∂ηj
(χt, t) −

∂l

∂ηj
(χt, t)

∂σ

∂yj
(χt, t) + l̇(χt, t)

=
(
{l, σ} + l̇

)
(χ, t)

であるから

(2.1.8)
∂l(χt(x, ξ), t)

∂t
=

(
{l, σ} + l̇

)
(χt(x, ξ), t)

(l̇ = ∂l/∂t)が成立する.
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もし適当な rαβ (x, ξ, t)に対して (2.1.3) が成立して居るならば, 上の式から

(2.1.9) ({qα, σ} + q̇α) (χt(x, ξ), t) =
∂rαβ (x, ξ, t)

∂t
pβ(x, ξ)

である. 一方, 行列 (rαβ )が非特異だから

(2.1.10)
drαβ (x, ξ, t)

dt
= Sαγ (x, ξ, t)rγβ(x, ξ, t)

となる斉次次数 0の Sαγ が存在する. ここで

(2.1.11) Sαβ (x, ξ, t) = sαβ(χt(x, ξ), t)

と書けば, (2.1.3)が成立して居るとして (2.1.9)と (2.1.10)とから

(2.1.12) {qα, σ} + q̇α = sαβq
β

が導かれる. 從って σをポテンシャルとする χが適当な rαβ に対して (2.1.3)
を満たして居れば, σは sαβ を補助の未知函数とする偏微分方程式 (2.1.12)の
解でなければならない．逆に σと sαβ とを (2.1.12)の解としよう. χt を σを

ポテンシャルとするシンプレクティック写像とすれば, (2.1.8)と (2.1.12)に
より

∂qα(χt(x, ξ), t)
∂t

= sαβ(χt(x, ξ), t)qβ(χt(x, ξ), t)

である. 一方 sαβ(y, η, t)から (2.1.11)と (2.1.10)とで rαβ (x, ξ, t)を作れば rαβ
の構成の仕方から

∂rαβ (x, ξ, t)pβ(x, ξ)
∂t

= sαγ (χt(x, ξ), t)r
γ
β(x, ξ, t)p

β(x, ξ).

從って qα(χt(x, ξ), t)も rαβ (x, ξ, t)pβ(x, ξ) も

∂Aα

∂t
= sαβ(χt(x, ξ), t)Aβ

と云う常微分方程式の解になっていて, 初期條件が一致して居る. よって常微
分方程式の解の一意性から (2.1.3)が成立して居ることが分かる. 從って次の
命題が証明できた.
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命題 2.1.13. 実数値の函数 σ(y, η, t)と行列値の函数 (sαβ(y, η, t))とが

(2.1.14) {qα, σ} + q̇α = sαβq
β

を満たして居るとする. このとき χt を σt をポテンシャルとするシンプレク

ティック写像 (cf (2.1.5), (2.1.6)) で χ0 =單位写像となるものとし, rαβ (x, ξ, t)
を微分方程式

drαβ (x, ξ, t)
dt

= sαγ (χt(x, ξ, t), t)r
γ
β(x, ξ, t),

rαβ (x, ξ, 0) = δαβ

の解とすれば

qα(χt(x, ξ, t), t) = rαβ (x, ξ, t)pβ(x, ξ)

が充分小さい tについて成立して居る.

2.1.3

上の議論により吾々の問題を解くには characteristicの錐近傍の上で (2.1.12)
を満たす斉次次数 1の σと斉次次数 0の sαβ を作ればよいことになった. つま
り {qα}の characteristicの錐近傍 ΓM の上で方程式 (2.1.12)を解くのである.

(2.1.15) gα(y, η) =
ζ̄α(η)
η0

− i

2
hαt (y)

(
=
qα(y, η, t)

iη0

)
と置く. 充分小さい δ > 0に対し

ΓM = {(y, η); |gα(y, η, t)| < δ}

とする. さらに (2.1.12)の未知の実函数 σは

σ = η0

(
σ(0,0)(y, g, ḡ) + σ(1,0)(y, g, ḡ)(2.1.16)

+σ(0,1)(y, g, ḡ) + · · · + σ(p,q)(y, g, ḡ) + · · ·
)
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と形式的和に展開できて居る場合を考へる. ここで σ(p,q)は gα, ḡαに関して,
それぞれ p次, q次の項とする.
任意の σ(0,0) から始めて (2.1.12)を形式的に満たすように σ(p,q) を定めて

いく. ∂̃/∂yj , ∂/∂gα, ∂/∂ḡα を (y, g, ḡ)に関する偏微分とすれば,

{qαt , η0σ(p,q)} = {qαt , η0}σ(p,q) + η0{qαt , yj}
∂̃σ(p,q)

∂yj

+ η0{qαt , g
β
t }
∂σ(p,q)

∂gβt
+ η0{qαt , ḡ

β
t }
∂σ(p,q)

∂ḡβt

と展開出来る. 各項ごとに計算していく.

{qαt , η0} =
∂qαt
∂y0

=
1
2
∂hαt (y)
∂y0

η0,

{qαt , yj}
∂̃σ(p,q)

∂yj
= −∂q

α
t

∂ηj

∂̃σ(p,q)

∂yj

= −i

{
1
2
∂̃σ(p,q)

∂y2α−1
+
i

2
∂̃σ(p,q)

∂y2α
− i

2
hαt (y)

∂̃σ(p,q)

∂y0

}
= −iQ̃αt σ(p,q).

ここで Q̃αt は偏微分作用素Qαt の ∂/∂yj を ∂̃/∂yj と置き換えたときの作用素

とする.

{qαt , g
β
t } =

1
i
{qαt ,

1
η0
qβt }

=
1
i
{qαt , η0}(−

1
η2
0

qβt ) +
1
iη0

{qαt , q
β
t }

= −g
β
t

2
∂hαt (y)
∂y0

+
1
iη0

{qαt , q
β
t },

{qαt , q
β
t }は (1/i)[Qαt , Q

β
t ] = 0 のシンボルであるからそれぞれ比較して

{qαt , q
β
t } = 0. よって

{qαt , g
β
t } = −g

β
t

2
∂hαt (y)
∂y0
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である.

{qαt , ḡ
β
t } =

1
2iη0

∂hαt (y)
∂y0

q̄βt − 1
iη0

{qαt , q̄
β
t }.

(1.2.20)–(1.2.23)により

(2.1.17) [Qαt , Q̄
β
t ] = icαβ̄

∂

∂y0

となる. Q̄βt のシンボルは −q̄βt なので (1.2.5節 (1.2.42))

i{qαt , q̄
β
t } = cαβ̄η0.

よって

{qαt , ḡ
β
t } = −1

2
∂hαt (y)
∂y0

ḡβt + cαβ̄

である.
すべてまとめると

{qαt , η0σ(p,q)} = η0
1
2
∂hαt (y)
∂y0

σ(p,q) − η0iQ̃
α
t σ(p,q)

− η0
gβt
2
∂hαt (y)
∂y0

∂σ(p,q)

∂gβt
+ η0

{
−1

2
∂hαt (y)
∂y0

ḡβt + cαβ̄
}
∂σ(p,q)

∂ḡβt

となる.
(2.1.12)の解は一意的ではない. 簡單のために pq ̸= 0のときは σ(p,q) = 0

となる σ を作ろう. 從って σ(0,p) を決めればよい. σ は実数に値を取るか

ら σ(p,0) = σ(0,p) (p > 0) は sαβq
β の中に繰り込めるからである. 上の式を

(2.1.12)に代入して g, ḡを含まない項を 0にして

1
2
∂hαt (y)
∂y0

σ(0,0) − iQ̃αt σ(0,0) + cαβ̄
∂σ(0,1)

∂ḡβt
+

1
2
∂hαt
∂t

= 0.

行列 cα,β̄ は可逆なのでこれにより任意の σ(0,0) に対して σ(0,1) が定まる. す
なはち

L
(l)

β̄
= cαβ̄(Q̃

α
y − lcα)(2.1.18)

cα =
i

2
∂hα

∂y0
= i

1
η0

{qα, η0}(2.1.19)
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として

(2.1.20) σ(0,1) = iḡβ(L(−1)

β̄
σ(0,0) +

i

2
cαβ̄ ḣ

α)

とすればよい.
さらに (2.1.12)で ḡを含み, かつ gを含まない項を 0とすると,

ḡβt (
∂σ(0,q)

∂ḡβt
) = qσ(0,q)

であるから σ(0,0), . . . , σ(0,q) が定まったとして σ(0,q+1) の條件は, σ(0,q+1) =
λ(q+1) は方程式

(2.1.21)
∂λ(q+1)

∂ḡβ
= iL

(q−1)

β̄
σ(0,q)

の解でなければならない. σ(0,q+1) は ḡ に関して次数 q + 1 の斉次だから,
(2.1.21)の解は存在するとすれば唯一で

(2.1.22) σ(0,q+1) =
i

q + 1
ḡβL

(q−1)

β̄
σ(0,q)

である. 從って (2.1.22)で定義された λ = σ(0,q+1) が q ≥ 1のとき (2.1.21)
の解になって居ることを証明すればよい.

λ(q+1)(y, ḡ) = i(q + 1)−1ḡβL
(q−1)

β̄
σ(0,q)

として λ(q+1) が (2.1.21) をみたすことを q に関する帰納法で示そう. q = 0
の場合は明らかである.

∂λ(q+1)

∂ḡβ
= i(q + 1)−1

(
L

(q−1)

β̄
σ(0,q) + ḡγ

∂

∂ḡβ
L

(q−1)
γ̄ σ(0,q)

)
であるから

(2.1.23)
∂

∂ḡβ
L

(q−1)
γ̄ σ(0,q) =

∂

∂ḡγ
L

(q−1)

β̄
σ(0,q)

が成立して居ればよい. (2.1.18)により, [∂/∂ḡβ , L(q−1)
γ̄ ] = 0. 一方 σ(0,q) =

λ(q) は (2.1.21)で qの場合の解であるから, q ≥ 2のときには

(2.1.24) L
(q−1)

β̄
L

(q−2)
γ̄ = L

(q−1)
γ̄ L

(q−2)

β̄
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が云へればよく, q = 1のときには (2.1.20)によって (2.1.24)の q = 1の場
合と

(2.1.25) cϕγ̄ [Qϕ, cψβ̄ḣ
ψ] = cϕβ̄ [Q

ϕ, cψγ̄ ḣ
ψ]

が云へればよい.
(2.1.24)を証明するためKϕ

l = Qϕy − lcϕ とおく. ψと ϕとに関するシンメ

トリックな項を法として計算すれば

Kϕ
l K

ψ
l−1 ≡ cψQϕ − (l − 1)[Qϕ, cψ]

である. 一方 cψ の定義により,

cψ
∂

∂y0
= [Qψ,

∂

∂y0
]

であるから

[Qϕ, cψ]
∂

∂y0
= [Qϕ, [Qψ,

∂

∂y0
]] − cψ[Qϕ,

∂

∂y0
]

= [Qψ, [Qϕ,
∂

∂y0
]] − cψcϕ

∂

∂y0

は ψと ϕとに関してシンメトリックである. 從って

cψQϕ − cϕQψ = Kϕ
l K

ψ
l−1 −Kψ

l K
ϕ
l−1(2.1.26)

= cϕβ̄L
(l)

β̄
cψγ̄L

(l−1)
γ̄ − cψβ̄L

(l)

β̄
cϕγ̄L

(l−1)
γ̄

= cϕβ̄cψγ̄(L(l)

β̄
L

(l−1)
γ̄ − L

(l)
γ̄ L

(l−1)

β̄
) +RγL

(l−1)
γ̄ ,

Rγ = cϕβ̄cνβ̄ [Q
ν , cψγ̄ ] − cψβ̄cνβ̄ [Q

ν , cϕγ̄ ](2.1.27)

= [Qϕ, cψγ̄ ] − [Qψ, cϕγ̄ ].

[Qψ, Qγ ] = icψγ̄
(
∂/∂y0

)
であるから

(2.1.28) i[Qϕ, cψγ̄ ]
∂

∂y0
= [Qϕ, [Qψ, Qγ̄ ]] − icψγ̄cϕ

∂

∂y0
.

よって

RγL
(l−1)
γ̄ = (−cψγ̄cϕ + cϕγ̄cψ)cνγ̄(Qν − (l − 1)cν)

= −cϕQψ + cψQϕ
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であるから (2.1.26), (2.1.27)によって (2.1.24)が証明された. (2.1.25)を証
明するには,

cαγ̄cνβ̄(cϕγ̄ [Qϕ, cψβ̄ḣ
ψ] − cϕβ̄ [Q

ϕ, cψγ̄ ḣ
ψ])

=[Qα, ḣν ] − [Qα, cνβ̄ ]cψβ̄ḣ
ψ − [Qν , ḣα] + [Qν , cαβ̄ ]cψβ̄ ḣ

ψ,

從って

[Qα, ḣν ] − [Qν , ḣα] +
(
[Qν , cαγ̄ ] − [Qα, cνγ̄ ]

)
cψγ̄ ḣ

ψ = 0

を云へればよい. (2.1.28)により

[Qν , cαγ̄ ] − [Qα, cνγ̄ ] = cνγ̄cα − cαγ̄cν .

從って

[Qα, ḣν ] − [Qν , ḣα] + cαḣν − cν ḣα = 0

を証明すればよい. 1.2.5節 (1.2.43) によって上の式は

{qα, ḣν} − {qν , ḣα} − icαḣν + icν ḣα = 0

と書き直せる. q̇ν = (1/2)ḣνη0 であるから (2.1.19)によって, 結局

{qα, q̇ν} − {qν , q̇α} = 0

を云へばよいことになる. この式は {qα, qν} = 0 に ∂/∂tを作用させれば自

明である.
以上で次のことが証明出来た: σ(0,0) を任意の y の函数として σ(0,p) を

(2.1.20)から出発して, (2.1.22)を使って帰納的に定義したものとすれば,

(2.1.29) σ = η0(σ(0,0) +
∞∑
p=1

(σ(0,p) + σ(p,0))), σ(p,0) = σ(0,p),

として σは形式的に方程式 (2.1.12)をみたす. ここで

sαβ =
∑
k≥0

(sαβ)(k,0),(2.1.30)

(sαβ)(k,0) =
i

k + 1

(
(k + 2)cα − Q̃α

) ∂σ(k+1,0)

∂gβ
(2.1.31)
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である.
逆に上の手段により得られる σを (2.1.12)に代入すると gαt , ḡ

α
t の形式的べ

き級数として形式的に 0である. つまり上のようにして定まる σ(0,p) を使っ

て (2.1.29)が形式的に成立する函数を σとすれば

{qα, σ} + q̇α − sαβq
β = Rα

は形式的に g, ḡに関して 0である. よって |q|2で割ることが出来, Rα = Rαβq
β

と書くことが出来る. sαβ を改めて sαβ −Rαβ と書けば, 上に得られた σが真の

解となる.
以上により

σ = η0(σ(0,0) +
∑
k≥1

(
σ(0,k) + σ(0,k))

)
が (2.1.12)を満たすように定まる.　

2.1.4

以下

(2.1.32) σ(0,0) = 0

の場合を考へる. 吾々の基点は (x∗, ξ∗), (y∗, η∗), x∗ = y∗ = 0で ξ∗ = η∗ =
e0 = (1, 0, . . . , 0)とする. これは CRシンボルの characteristicである. hα ≡
0 mod (z, z̄)2 であり, σ(1,0) = −(1/2)cαβ̄gα

¯̇
hβ であるから

(2.1.33) σ(x∗, ξ∗) = 0,
∂σ

∂xj
(x∗, ξ∗) = 0,

∂σ

∂ξj
(x∗, ξ∗) = 0.

從って常微分方程式 (2.1.5), (2.1.6)の解の一意性から

(2.1.34) χt(x∗, ξ∗) = (x∗, ξ∗).

上に構成された σtをポテンシャルとするシンプレクティック写像を χtとする.
χtは基点 (x∗, ξ∗)の錐近傍で定義されて居て, 2.1.2節の終わりに述べた命題
により, (2.1.3)が成立して居る. 從って χt の生成函数を S(y, ξ)t とすれば,

(2.1.35) qα(y, S′
y(y, ξ)t) = rαβ (S′

ξ(y, ξ)t, ξ)p
β(S′

ξ(y, ξ)t, ξ).
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一般の強擬凸の CR微分作用素のシンボルは, モデルの場合の CR微分作用
素のシンボルへ, シンプレクティック写像を使って写すことが出来たので, 次
の問題は CR微分作用素そのものを写す作用素を作ることである. そのため
にフーリエ積分作用素を使うので, それについて解説する.
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3.1 位相ベクトル空間

3.1.1

位相ベクトル空間からの準備をする. E をベクトル空間, {p} を E 上の半

ノルムの族とする. この組 (E, {p}) を位相ベクトル空間と云う. 以下, 全て
の pに対して p(u) = 0ならば u = 0が成り立つと假定する. よってEはハウ

スドルフ空間となる. 例えば Y ⊂ Rm を開集合とし, u ∈ E = C∞(Y ), α =
(α1, . . . , αm) ∈ Zm+ , x ∈ Rm, ∂αx =

(
∂/∂x1

)α1
. . . (∂/∂xm)αm としたときに,

K b Y に対して

(3.1.1) pαK(u) = sup {|∂αx u|;x ∈ K}

は E上の半ノルムである. C∞(Y )は {pαK ;K ⊂ Y, α}をノルムの族とする位
相ベクトル空間になる. 以下 C∞(Y )はこの意味の位相ベクトル空間とする.
位相ベクトル空間 (E, {pσ}), (E1, {qj})に対して, 線形写像 λ : E → E1 が

連続であるとは, 任意の qj に対して有限個の σ1, . . . , σsと定数 C が存在して

(3.1.2) qj(λ(u)) ≤ C
∑
s

pσs(u)

が成り立つこととする.
簡單のため, 可付番個の半ノルムの族で定義される位相ベクトル空間を考

へよう. ul ∈ E (l = 1, 2, . . . )がコーシー族であるとは, E のすべての半ノル
ム pに対し, p(ul − um) → 0 (l,m → 0) が成り立つこととする. E が完備で
あるとは, 任意のコーシー族 {ul}に対し, ul → uとなる u ∈ Eが存在するこ

ととする. C∞(Y )は完備である.
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定理 3.1.3. E,F を位相ベクトル空間とし, F を完備とする. E0 ⊂ Eを稠密

なベクトル部分空間とし, λを連続な線形写像 E0 → F とする. このとき λ

は連続な線形写像 λ : E → F に一意的に拡張出来る.

3.2 フーリエ積分作用素

3.2.1

フーリエ積分作用素を Hörmander [9]に從って定義し, その基本的性質を
述べる. フーリエ積分作用素の解説書としては他にGrigis-Sjöstrand [7]があ
る. X ⊂ Rn1 , Y ⊂ Rn2 を開部分集合, x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 とする.

定義 3.2.1 (フーリエ積分作用素). F : C∞
0 (X) → C∞(Y )がフーリエ積分作

用素であるとは, θ ∈ RN に対して, 次の表示を持つものとする: u ∈ C∞
0 (X)

に対し

(3.2.2) Fu(y) = cϕ

∫
eiϕ(y,x,θ)a(y, x, θ)u(x)dxdθ.

ここで ϕ を相函数, θ を相変数, aをシンボルといい, cϕは ϕに依存して選

ぶ適当な常数である. 次に上の記号の意味を説明しよう.
(I) 一般に相函数 ϕ(y, x, θ), 位数mのシンボル a(y, x, θ) を次のように定

義する.

定義 3.2.3 (相函数, シンボル). (a) Y ×X × RN 内の錐開集合 Γで定義さ
れた函数 ϕ(y, x, θ) が相函数であるとは次の條件を満たすときに云う.

(i) Im ϕ(y, x, θ) ≥ 0
(ii) t > 0に対して ϕ(y, x, tθ) = tϕ(y, x, θ)
(iii) (x, θ)-空間上, 各 yに対して dϕ ̸= 0である.

Hörmander [9] では ϕ は実数値として居る. 複素数値の場合は Melin と
Sjöstrand [15, Lecture Note in Math. vol. 459] に始まる.

(b) Y ×X × RN で定義され, その台が Γに含まれる函数 a(y, x, θ) が, 位
数mのシンボルであるとは, 任意のK b Rn2 ×Rn1 , 任意の Y,X,RN に関す
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る多重添字 α1, α2, β に対してある cが存在して, 任意の (y, x) ∈ K に対して∣∣∣∂α1
y ∂α2

x ∂βθ a(y, x, θ)
∣∣∣ ≤ c(1 + |θ|)m−|β|

が成立するときに云う.

Γを固定して
∑m を位数mのシンボル全体の空間とする. このとき

∑m

は半ノルム

(3.2.4) p
(m)
α1,α2,β,K

= inf{c : cはシンボルの定義に現れる常数 }

からなる半ノルムの族で定まる位相ベクトル空間である. m1 < m2 ならば,
明らかに

∑m1 ⊂
∑m2 であり自然な埋め込みは連続である.

∩
m

∑m =
∑∞

の元をオーダー (−∞) と云う.
Γが Y ×X × RN に等しいこともあるが一般には等しいとは限らない. ϕ

が Γでしか定義されていないときに, シンボル aはいつも Γに台を持つもの
のみを使う. F が (3.2.2)で定義されたフーリエ積分作用素であると云うとき
(ときにははっきり書いていないかもしれないが) Γがいつも固定されて居る.
從って eiϕ(y,x,θ)a(y, x, θ)は Y ×X ×RN の上で定義されて居るので Fuは

Y の上の函数になる.
(II) 次に (3.2.2)の積分の定義を述べよう. これは振動積分と呼ばれるも

のである. |eiϕ(y,x,θ)| ≤ e−Im ϕ で Im ϕ ≥ 0なので, m < −(N + 1)のとき
(3.2.2)の積分は定義されて居る. −(N + 1) ≤ m1とすると

∑m ⊂
∑m1 であ

るので, (3.2.2)の積分を使って, 図式∑m −−−−→ C∞(Y )y x∑m1
∑m1

が任意の u ∈ C∞
0 (X) に対して考へられる. 上の図で

∑m → C∞(Y ) と∑m →
∑m1 は定義されて居て連続である. 上向きの写像

∑m1 → C∞(Y )
を連続になるように定義して上が可換図式になるようにすれば, (3.2.2)の積
分が一般に定義されたことになる. 上向きの写像

∑m1 → C∞(Y ) は少し手
の込んだ連続拡張の概念を使って定義する: すなはち

∑m に
∑m1 の位相を

入れたものを
∑m |

∑m1 とするとき, (3.1.1節に述べた定理により) 次の補題
を証明すればよい.
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命題 3.2.5. m ≤ −(N + 1) < m1 < m2 に対し次が成立する.

(i)
∑m |

∑m2 → C∞(Y )は連続である.

(ii)
∑m |

∑m2 は
∑m1 |

∑m2 で稠密である.

補題を証明するため, まづ

L1 = lλ(y, x, θ)
∂

∂θλ
+ kj(y, x, θ)

∂

∂xj
, lλ ∈

∑0
, kj ∈

∑−1

の形の偏微分作用素で L1ϕ = 1なる等式が |θ| > δ なるところで成立して居

るものを作れることを注意しよう. たとえば

(3.2.6)
∑
λ

|∂ϕ/∂θλ|2 +
∑
j

|∂ϕ/∂xj |2 = Φ

は (iii)により, θ ̸= 0のところで零にならないので

lλ = Φ−1 ∂ϕ

∂θλ
, kj = Φ−1 ∂ϕ

∂xj

と置けばよい. オーダー (−∞)のシンボルについて連続性は明らかだから,∑−∞ を法として証明すればよい.
(i)を証明するためには, cut-off函数 χ, すなはち台がコンパクトな C∞ 函

数 χ(t)で, |t| < δならば χ(t) = 1になるものをとれば,

L = (1 − χ(|θ|))L1 + χ(|θ|)

は滑らかな偏微分作用素で

Lϕ = 1 (mod
∑−∞

)

であり,
(1/i)Leiϕ = eiϕ

である.
a ∈

∑m (m < −(N + 1))であるから, (3.2.2)の積分が定義出来て, 部分積
分に関する法則が成立するから, (簡單のため χ(|θ|)を χと書く)
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Fau = Fa1u+
∑
j

Faj

∂u

∂xj

a1 = −1
i

∂

∂θλ
(1 − χ)lλa−

1
i

∂

∂xj
(1 − χ)kja+

1
i
χa

aj = i(1 − χ)kja.

上の L1の形から, a1も aj も
∑m−1に属し更に, a 7→ a1も a 7→ aj も連続

写像
∑m |

∑m1 →
∑m−1 |

∑m1−1 になって居る. 從ってこの作用を繰り返
せばよい.

(ii) をみるには a ∈
∑m1 とする. コンパクトな台を持つ函数 φ で, 0 ≤

φ(ξ) ≤ 1, 且つ |ξ| ≤ 1 に対して φ(ξ) = 1 となるものを一つ取ってくる.
aλ(x, ξ) = φ(λξ)a(x, ξ)とすれば aλ ∈

∑m であり,

|a(x, ξ) − aλ(x, ξ)| = 0, ただし |ξ| < 1
λ

となる. |ξ| > 1/λならばm2 > m1 のとき

|a(x, ξ) − aλ(x, ξ)| ≤ c(1 + |ξ|)m1

= c(1 + |ξ|)m1−m2(1 + |ξ|)m2

≤ c(1 +
1
λ

)m1−m2(1 + |ξ|)m2 .

よって λ→ 0のとき

sup|a(x, ξ) − aλ(x, ξ)|(1 + |ξ|)−m2 → 0

である. 從って aλ は p
(m2)
0,0,0,K -ノルムで aに収束して居る. 一般の p

(m1)
α1,α2,β,K

についても同じように扱える. 以上で積分 (3.2.2)の説明が終わった.
定義によれば, 任意の u ∈ C∞

0 (Rn1)と y ∈ Rn2 とに対し積分 (3.2.2)は定
義されて居る. 從って F : C∞

0 (Rn1) → C∞
0 (Rn2) が定義されて居る. シンボ

ル aの台の Rn2 への射影の外にある y については Fu(y) = 0である. 普通
適当な X ⊂ Rn1 と Y ⊂ Rn2 とを選んで Fu : C∞

0 (X) → C∞(Y ) を考へる.
X と Y とは F を利用しようとする問題を扱うに都合のいいように選ぶので

ある.
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注意 3.2.7. aがオーダー (−∞)の場合を考へよう. この場合には (3.2.2)の
積分で θについて先に積分出来るので, Faは滑らかな核を持つ積分作用素に
なる. 從って u(x)に特異性がある場合にも適当な條件のもとで Fauは定義出

来て滑らかな函数になる.

注意 3.2.8. フーリエ積分作用素の理論では相変数の無限遠点の近傍の影響
によって出てくる特異点を主要な対象とする.

相変数の原点の近傍の影響で出てくる特異点は無視されることが多い. す
なはち, (3.2.2) において θ = 0 が a(y, x, θ) の特異点のとき, a(x, y, θ) を
(1−χ(θ))a(y, x, θ)でおきかえるのである. ここで χ(θ)は θ = 0の近傍で 1に
なり, コンパクト集合を台とする函数 (cut-off函数)とする. 從って (3.2.2)で
F は一意的に決まらず, スムース作用素を法として一意的に決まる. フーリエ
積分作用素の理論はスムース作用素を法とした理論である. 例えばラプラシア
ン∆の逆函数のシンボルは |ξ|−2であると云へる. 次元が 2以上のとき, |ξ|−2

は可積分なので古典的には |ξ|−2が使われて居るが, 吾々は (1 − χ(|ξ|)) |ξ|−2

を使う. 位数 −∞の作用素を法として, 上のシンボルで決まるフーリエ積分
作用素は∆の逆になって居る.

注意 3.2.9. −∞ < l < l1 に対して a(l)(x, ξ)を位数 lのシンボルの列とし

たとき, 形式和
∑
a(l)(x, ξ)は次の意味でいつも収束する; シンボル b(x, ξ)が

あって, 任意の kに対し

(3.2.10) b−
∑
l>k

a(l) ∈
∑k

上のような bは位数−∞の作用素を法として一意的に決まる. 以後
∑
a(l)(x, ξ)

は上の意味の和である. 証明は cut-off函数 χと εl → 0となる列をとって

b(x, ξ) =
∑

(1 − χ(εl|ξ|)) a(l)(x, ξ)

はいつも有限和なので, 上の和は定義されて居る. εlを充分速く小さくなるよ
うにとればよい.

3.2.2
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例 3.2.11. l ∈ Z, Re p ≥ 0, p ̸= 0 のとき∫ ∞

0

e−pttldt = l!p−(l+1), (l ≥ 0),(3.2.12) ∫ ∞

0

e−ptt−ldt =
(−1)l

(l − 1)!
pl−1 log p, (l ≥ 1).(3.2.13)

上の積分は普通の積分の定義では発散する. 等式は振動積分として成立し
て居る.
上で述べたように t = 0での特異性からの寄与は無視するので,積分 (3.2.13)

は, cut-off函数 χを使って ∫ ∞

0

(1 − χ(t))f(t)dt

として定義する. 從って等式は pに関するスムースな函数を法とする等式で

ある.
Re p > 0の場合: 吾々の積分は古典的な意味で定義できて居る. (3.2.12)は

l = 0の場合,

e−pt = −1
p

de−pt

dt

であるから, 明らかに成立して居る. 一般の lについては, lに関する帰納法を
使って容易に確かめられる. (3.2.13)については, 先ず∫ ∞

0

e−pt log tdt

を調べる. 古典的定理により

(3.2.14) −
∫ ∞

0

e−t log tdt = γ =オイラーの常数

である. 正則微分形式 e−ζ log ζdζ を ζ = pt, t > 0なる直線上で積分したも
のは Re p > 0なる pによらない. 從って∫ ∞

0

e−pt log tdt = −1
p
(γ + log p).

上に (注意 3.2.8)述べたように, 吾々は t = 0の近くの特異点の寄与は無視し
て居るので,

(3.2.15)
1
t

=
d log t
dt
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を使って部分積分を使えば (3.2.13)の l = 1の場合が出てくる. l ≥ 2の場合
も部分積分と帰納法とによって同様に滑らかな項を法として得られる.

Re p = 0 (p ̸= 0)の場合: l ∈ Zのとき, (3.2.12), (3.2.13) の右辺を J(l, p)
とする. a(t) = tl, aϵ(t) = e−ϵta(t), (ϵ > 0) とすれば,

Iϵ =
∫
e−ptaϵ(t)dt =

∫
e−(p+ϵ)ttldt = J(l, p+ ϵ).

一方

aϵ(t) → a(t) in
∑−(|l|+γ)

であるから, ∫
e−pta(t)dt = lim Iϵ.

從って吾々の式が成立して居る.

例 3.2.16. ϕ(y, x, θ) =< y − x, θ >, N = n1 = n2 = nのとき擬微分作用

素と云う. シンボル a(y, x, θ)が xによらない θの多項式で

a(y, x, θ) = a(y, θ) =
∑

aα(y)θα

と展開されて居る場合を考へよう.

常数 cϕ をすべての u(x)に対し

u(y) = cϕ

∫
eiy·θû(θ)dθ, û(θ) =

∫
e−ix·θu(x)dx

となるように選ぶ. cϕ = (2π)−nである (フーリエ積分の公式). このときフー
リエ積分作用素は

Fu(y) = cϕ

∫
ei<y−x,θ>a(y, x, θ)u(x)dxdθ

= a(y,Dy)u(y)

=
∑
α

aα(y)Dα
y u(y)

と云う表示を持つ. つまり F は a(y, θ)をシンボルとする偏微分作用素である.
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例 3.2.17. Γ1,Γ2 ⊂ T ∗Rn を錐開集合, χ : Γ1 ∋ (x, ξ) 7→ (y, η) ∈ Γ2 を斉

次のシンプレクティック写像とする.

χの斉次の生成函数 S(y, ξ)が Γ3 ⊂ Rn×Rnを定義域として存在するとす
る. (cf.1.3.3節) このとき Γ3 × Rn = ΓS の上の函数

(3.2.18) φS(y, x, ξ) = S(y, ξ) − x · ξ {(y, ξ) ∈ Γ3, x ∈ Rn}

は相函数になって居る. φS を χによって導入された相函数, cφS
= (2π)−nと

したとき, φS によって決まるフーリエ積分作用素 Fχ を χによって導入され

たフーリエ積分作用素と呼ぶ. 從って a(y, x, ξ)を Γ = ΓS に台を持つシンボ
ルとするとき u ∈ C∞

0 (Rn)と y ∈ Rn とに対し

(3.2.19) Fχa u(y) = cn

∫
eiφS(y,x,ξ)a(y, x, ξ)u(x)dxdξ, cn = (2π)−n

である. χが恒等写像のときには Fχ は例 3.2.16になって居る.

3.2.3

aj ∈
∑j をシンボルとし, Aj を aj をシンボル, φを相函数とするフーリエ

積分作用素とする. フーリエ積分作用素の定義から次のことは自明である. 関
係式G(A1, A2, . . . )があったとき, G(A1, A2, . . . ) = 0 とする主張は次の條件
が満たされて居れば正しい;

(i) a1, a2, . . . の位数が充分 −∞に近いとき, G(A1, A2, . . . ) = 0.
(ii) G(A1, A2, . . . )は aj ∈

∑mj |
∑m′

j , m′
j < mj のとき連続である.

例へばこのやり方で部分積分∫
eiφ(y,x,θ)i

∂φ(y, x, θ)
∂θλ

a(y, x, θ)u(x)dxdθ

= −i
∫
eiφ(y,x,θ) ∂a(y, x, θ)

∂θλ
u(x)dxdθ

が得られる. この原理は以下, 合成公式その他の証明で使はれて居る.
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3.2.4

フーリエ積分作用素 F : C∞
0 (X) → C∞(Y )が位数 −∞の作用素であるこ

とを次のように定義する; 任意のm = m1,m1 − 1, . . . ,−∞に対して位数m

のシンボル aがあって F = Fa と書ける. 位数 −∞の作用素は, 滑らかな核
による積分作用素と思ってよい. フーリエ積分作用素の計算は, 一般に位数
−∞の作用素を法とした計算である. 吾々の目的はセゲー核の特異性である
ので, 心配なくフーリエ積分作用素を使へる.
φ(y, x, θ)を Γ上の相函数としたとき

(3.2.20) {(y, x, θ) ∈ Γ ;
∂φ(y, x, θ)

∂θλ
= 0, λ = 1, . . . , N}

を φの臨界集合と名づける. ∂φ/∂θλ の微分が一次独立 (このとき φを非退

化とよぶ) で, φが実数値ならば臨界集合は余次元N の部分多様体になる.
φが複素数値の場合には, 臨界集合の様子は簡單ではないので半臨界集合と

云うものを考へよう. これは Γの錐部分多様体 C で次のようにして決まるも

のとする: 適当な次数 0の斉次の行列 bλν (y, x, θ), ν = 1, . . . , N1 をとれば

(3.2.21) σν = bλν
∂φ

∂θλ

は実数値で, σ1 = · · · = σN1 = 0はCの定義方程式になって居る. φが実数値
で非特異のとき臨界集合は半臨界集合である. 半臨界集合が一意的に決まる
わけではない. Fa の特異点は aと φの半臨界集合との近傍の様子で決まる:

命題 3.2.22. C を半臨界集合とする. もし {aの台 } ∩ C が有界ならば, Fa
は位数 −∞の作用素である.

証明 {aの台 } ∩ C =空集合として一般性を失わない. 從って

a(y, x, θ) = cν(y, x, θ)σν(y, x, θ), (cν(y, x, θ)の階数 ≤ aの階数)

と書ける. aの台の上で 1であり, その台は aの台の十分小さい錐近傍に入る

χをとって cν を χcν で置き換えてよい. 從って {cν(y, x, θ)の台 } ∩ C は空
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集合としてよい. すると

Fau(y) = −i
∫
∂eiφ(y,x,θ)

∂θλ
bλν (y, x, θ)c

ν(y, x, θ)u(x)dxdθ

= Fa1u(y),

a1(y, x, θ) = i
∂bλν (y, x, θ)c

ν(y, x, θ)
∂θλ

で, a1の位数は aの位数より小さくなり, {a1の台 } ∩C =空集合である. 上
の議論を繰り返せるから, Fa が位数 −∞の作用素であることが云へた.

�

例 3.2.23. χ : Γ1 ∋ (x, ξ) 7→ (y, η) = (y(x, ξ), η(x, ξ)) ∈ Γ2 を 3.2.2節の
例 3.2.17のシンプレクティック写像とする. (3.2.18)により φS の臨界集合は

{(y, x, ξ);S′
ξ(y, ξ) = x}, すなはち

(3.2.24) φSの臨界集合 = {(y, x, ξ); y = y(x, ξ)}.

從って次の命題が成立する.

命題 3.2.25. 開集合M1,M2 ⊂ Rn に対し, Fχa : C∞(M1) → C∞(M2)が定
義できて居るとする. x ∈M1ならば, いつも y(x, ξ) ̸∈M2とする. このとき
f(y)をM2 に台を持つ滑らかな函数とすれば,

C∞
0 (M1) ∋ u 7→ fFχa u ∈ C∞

0 (M2)

は位数 −∞の作用素である.

系 3.2.26. 上の χが斉次でパラメーター t ∈ [0, 1]に從属していて, t = 0の
とき χは恒等写像とする. もしM1 ∩M2 = 空集合ならば, 十分小さい tに

対して

C∞
0 (M1) ∋ u 7→ fFχa u ∈ C∞

0 (M2)

は位数 −∞の作用素である.

C を臨界集合とするとき

{(x, θ); (y, x, θ) ∈ C} → φ′
x ∈ T ∗X
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の像を φに付随したラグランジアン錐とよぶ.
Hörmanderは, F の特異性はそのラグランジアン錐で決まることを示した.

すなはち φ1 と φ2とが同じラグランジアン錐を持てば, Fφ1 と Fφ2 とは適当

なシンボルの変換のもとで位数 −∞の作用素の違いがあるだけである. 系と
して φを適当に取り替えて (位数 −∞の作用素の差を省いて), N = n1 に出

来ることが分かる. ここはフーリエ積分作用素の理論の大変面白い部分であ
るが, 吾々は彼の方法は使はないので省略する.

3.2.5

K b Y があってシンボル aの台がK ×X × RN に含まれて居るとき aは

Y にコンパクトな台を持つと呼ぶことにする. シンボル aが Y にコンパクト

な台を持つとすると Faの値域は C∞
0 (Y )になる. このようなフーリエ積分作

用素の合成;

(3.2.27) C∞
0 (X) Fa−→C∞

0 (Y ) Fb−→C∞(W )

を考へる. この合成もフーリエ積分作用素である.

Fb ◦ Fau(w) = cψcφ

∫
ei(ψ(w,y,σ)+φ(y,x,θ))b(w, y, σ)(3.2.28)

× a(y, x, θ)u(x)dxdydθdσ

となるが, その相函数について注意が必要である. τ = (y, σ, θ)と書いて相函
数は

r(w, x, τ) = ψ(w, y, σ) + φ(y, x, θ)

である. しかしこのままでは相函数の定義の 2つ目の條件

r(w, x, tτ) = tr(w, x, τ)

が満たされない. そこで座標変換

(3.2.29) y =
ρ

(|σ|2 + |θ|2) 1
2
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で変数 ρを導入して, 改めて τ = (ρ, σ, θ)と置く. この変数では

r(w, x, tτ) = tr(w, x, τ)

が満たされる. 相函数の定義の他の條件が満たされるのもチェック出来る. こ
のときのシンボルは

c(w, x, ρ) = b(w, (|σ|2 + |θ|2)− 1
2 ρ, σ)a((|σ|2 + |θ|2)− 1

2 ρ, x, θ)

である. 実際の計算では ρを導入せず, yのままで計算した方が簡單な場合が
多い. このような場合, yを位数 0の相変数とよぶことにする.
擬微分作用素の合成を考へる. シンボル a(y, ξ)はコンパクトな台を持つと

する. c = (2π)−n として

F1u(y) = c

∫
ei<y−x,ξ>a(y, ξ)u(x)dxdξ,(3.2.30)

F2v(w) = c

∫
ei<w−y,θ>b(w, θ)v(y)dydθ(3.2.31)

とする.

F2 ◦ F1u(w) = c

∫
ei<w−y,θ>b(w, θ)F1u(y)dydθ

= c2
∫
ei(<w−y,θ>+<y−x,ξ>)b(w, θ)a(y, ξ)u(x)dxdydθdξ

(変数 θ を変数 ρ = θ − ξ に変換する)

= c2
∫
ei(<w−y,ξ+ρ>+<y−x,ξ>b(w, ξ + ρ)a(y, ξ)u(x)dxdydρdξ

= c

∫
ei<w−x,ξ>

(
c

∫
ei<w−y,ρ>b(w, ξ + ρ)

× a(y, ξ)dydρ
)
u(x)dxdξ.

よって合成したものは擬微分作用素で, そのシンボルは

(3.2.32) c(w, ξ) = c

∫
ei<w−y,ρ>b(w, ξ + ρ)a(y, ξ)dydρ

となる.

(3.2.33) c(w, ξ) = b(w, ξ +Dy)a(y, ξ)|y=w
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と書けることにも注意する.

3.2.6

次にシンボル a(y, x, θ)が与へられたとき,

Fu(y) = cϕ

∫
eiϕ(y,x,θ)a(y, x, θ)u(x)dxdθ

= cϕ

∫
eiϕ(y,x,θ)b(y, θ)u(x)dxdθ(3.2.34)

となるシンボル b(y, θ)を構成する.
(I) 擬微分作用素の場合

Fu(y) = c

∫
ei<y−x,θ>a(y, x, θ)u(x)dxdθ

である. a(y, x, θ)を xの函数として yを中心とするテーラー展開して

a(y, x, θ) =
∑

(−1)l
1
l!
aj1...jl(y, θ)(y

j1 − xj1) . . . (yjl − xjl)

と書く.

aj1...jl(y, θ) = (
∂la(y, x, θ)
∂xj1 . . . ∂xjl

)x=y

である.

(3.2.35)
∂lei<y−x,θ>

∂θj1 . . . ∂θjl
= ilei<y−x,θ>(yj1 − xj1) . . . (yjl − xjl)

であるから

Fu(y) = c

∫ ∑ 1
il
∂lei<y−x,θ>

∂θj1 . . . ∂θjl
(−1)l

1
l!
aj1...jl(y, θ)u(x)dxdθ

(部分積分により)

= c

∫
ei<y−x,θ>

∑ 1
ill!

∂laj1...jl(y, θ)
∂θj1 . . . ∂θjl

u(x)dxdθ

= c

∫
ei<y−x,θ>

∑ 1
ill!

∂2la(y, x, θ)
∂θj1 . . . ∂θjl∂x

j1 . . . ∂xjl
|x=yu(x)dxdθ.
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よってこの場合には

b(y, θ) =
∑ 1

ill!
∂2la(y, x, θ)

∂θj1 . . . ∂θjl∂x
j1 . . . ∂xjl

|x=y

と置けばよい.

(3.2.36) �(θ,x) =
∂

∂θj

∂

∂xj

と置くと,

(3.2.37) b(y, θ) =
∑ 1

ill!
�la(y, x, θ)|x=y

と書ける.
(II) 例 3.2.17に導入した ϕ(y, x, θ) = S(y, θ)− < x, θ > と云う形の場合.

(3.2.38) Fu(y) = c

∫
eiϕ(y,x,θ)a(y, x, θ)u(x)dxdθ

である. 函数 F (y, θ)に対して

∂F (y, θ)
∂θj

= F ′
θ(y, θ)

j

と略記する. a(y, x, θ)を xに関して S′
θ(y, θ) を中心にして展開すれば

a(y, x, θ) =
∑

j1,...,jl

(−1)l

l!
aj1,...,jl(y, S

′
θ(y, θ), θ)(3.2.39)

× (S′
θ(y, θ)

j1 − xj1) . . . (S′
θ(y, θ)

jl − xjl)

である. ここで

S′
θ(y, θ)

j − xj =
∂ϕ(y, x, θ)

∂θj

に注意する. この場合上の (3.2.35)に相当する式が複雑になる. y − xは θに

独立であるが, S′
θ(y, θ) − xは θに依るからである.

J = (j1, . . . , jk)に対して

(S′ − x)J = (S′
θ(y, θ)

j1 − xj1) . . . (S′
θ(y, θ)

jk − xjk)



52 第 3章 フーリエ積分作用素

と書く. このとき
∂|J|

∂θJ
=

∂|J|

∂θj1 . . . ∂θjk

として

eiϕ(y,x,θ)(S′ − x)J =
∑
J′

AJJ′(y, θ)
∂|J

′|eiϕ(y,x,θ)

∂θJ ′
, |J ′| ≤ |J |

となる AJJ′ を求めれば (I)の場合と同じ計算が出来る.
例えば

eiϕ(y,x,θ)(S′ − x)(j1j2) = i−2 ∂2eiϕ

∂θj1∂θj2
+ i

∂2S(y, θ)
∂θj1∂θj2

eiϕ

だから J = {j1, j2}のときは,

AJ(j1,j2) = i−2, AJ{∅} = i
∂2S(y, θ)
∂θj1∂θj2

,

その他の場合 AJJ ′ = 0である. 一般の場合を知るために, 次の記号の準備を
する. p個の自然数の順序のついた組 I = {i1, . . . , ip}に対し, i1 < · · · < ip

のときに I は自然の順序に並べられて居ると云うことにする.

定義 3.2.40 (許容分解). p個の自然数の順序のついた組 I = (i1, . . . , ip)の
許容分解 J = (J0, J1, . . . , Jq)とは, 次を満たすものである.

(i) I は互いに素な (集合としての)分解 I = J0 ∪ · · · ∪ Jq を持つ.
(ii) Jj は自然の順に並べられて居る.
(iii) ι(Jj) で Jj に含まれる数のうち最小の数を表すとき ι(J1) < ι(J2) <

· · · < ι(Jq).
(iv) q ≥ 1のときには |J1|, . . . , |Jq| ≥ 2 かつ |J0| ≥ 0, (J0 = {∅}でもよく,

q = 0でもよい).

Iの許容分解全体の集合を Ĩと表す. I = {1}ならば Ĩ = {J}, J = J0 = (1).
I = {1, 2}ならば Ĩ は 2つの分解 J1, J2 の集合である. ここで J1 について

は q = 0であり, J1
0 = {1, 2}. J2 については q = 1であり J2

0 = {∅}, J2
1 =

{1, 2}. I = {1, 2, 3}ならば, Ĩ = (J0, J1, J2, J3, J4). J0 については q = 0で
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J0
0 = {1, 2, 3}. J1, J2, J3, J4 については q = 1であり, J1 = ({1}, {2, 3}),
J2 = ({2}, {1, 3}), J3 = ({3}, {1, 2}), J4 = ({∅}, {1, 2, 3}) である.
I に含まれる成分の個数 pについての帰納法により次が示される.

命題 3.2.41. I = {i1, . . . , ip}に対して

eiϕ(y,x,θ)(S′ − x)I =
∑
J∈Ĩ

(
1
i
)q+|I|SJ1 . . . SJq∂J0

θ e
iϕ(y,x,θ)

が成り立つ. ここで J = (j1, . . . jk)に対して

∂Jθ =
∂k

∂θj1 . . . ∂θjk
, SJ = ∂Jθ S(y, θ)

とする.

この補題により I = {i1, . . . , il}とし, その許容分解を J = (J0, . . . , Jq)と
すれば

eiϕ(y,x,θ)a(y, x, θ)

=
∑
|I|=l

∑
J∈Ĩ

(−1)l

l!
(
1
i
)q+lai1,...,il(y, S

′
θ(y, θ), θ)S

J1 . . . SJq∂J0
θ e

iϕ(y,x,θ)

となる. よって

Fu(y) = cϕ

∫
eiϕ(y,x,θ)a(y, x, θ)u(x)dxdθ

= cϕ
∑
|I|=l

∑
J∈Ĩ

(
1
i
)q+l

(−1)l

l!

∫
ai1,...,il(y, S

′
θ(y, θ), θ)S

J1 . . . SJq

× ∂J0
θ e

iϕ(y,x,θ)u(x)dxdθ

(部分積分により)

= cϕ

∫
eiϕ(y,x,θ)u(x)

∑
|I|=l

∑
J∈Ĩ

(−1)l+|J0|

l!
(
1
i
)q+l

× ∂J0
θ

(
SJ1 . . . SJqai1,...,il(y, S

′
θ(y, θ), θ)

)
dxdθ
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從って, (3.2.39)で与へられた a(y, x, θ)に対し, (3.2.34)の b(y, θ)は

b(y, θ) =
∑
|I|=l

∑
J∈Ĩ

(−1)l+|J0|

l!
(
1
i
)q+l(3.2.42)

× ∂J0
θ

(
SJ1 . . . SJqai1,...,il(y, S

′
θ(y, θ), θ)

)
である. 從って

(3.2.43) b(y, θ) = a(y, S′
θ(y, θ), θ) + bR(y, θ), bRの次数 < aの次数.

が成立して居る.

3.3 局所ユニタリーフーリエ積分作用素

3.3.1

3.2.2節の例 3.2.17で定義した相函数を ϕ(y, x, θ) とし, 3.2.2節の例 3.2.17
の記号を使う. ϕ(y, x, θ) は実数値である. a(y, θ) を Γ の上で定義された
Y についてコンパクトな台を持つシンボルとする. u ∈ C∞

0 (Rn) に対し
Fa : C∞

0 (Rn) → C∞
0 (Y )を

ϕ(y, x, θ) = S(y, θ) − x · θ,(3.3.1)

Fau(y) = cn

∫
eiϕ(y,x,θ)a(y, θ)u(x)dxdθ(3.3.2)

とするとき, Y の基点 y∗に関し, Fa が局所的にユニタリーであると云うこと
を次のように定義する: y-空間の函数 v(y), (y ∈ Y ),から x-空間の函数への
写像 F ∗

a を

(3.3.3) F ∗
a v(x) = cn

∫
e−iϕ(y,x,ξ)a(y, ξ)v(y)dydξ

で定義する. 定義により

< v, Fau >=< F ∗
a v, u >, (v ∈ C∞

0 (Y ), u ∈ C∞
0 (Rn))
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である. 吾々の條件は: y∗ の充分小さい近傍 Y1 をとれば, スムースな作用素
を法として

Fa ◦ F ∗
a v = v, (v ∈ C∞

0 (Y1))

である.
Fa が局所的にユニタリーになるために a(y, θ)が満たすべき條件を求めよ

う. 先ず準備として, χt の生成函数 S(y, θ)が Γ で定義されて居るとして Fa

を (3.3.1), (3.3.2) で定義したとき, その臨界集合は {(y, x, θ);x = S′
θ(y, θ)}.

Γの θ-方向への射影の外の θは Faの特異性とは無関係である. 從って, Faを
スムース作用素を法としておきかえて, ϕ(y, x, θ)は Y ×R2n+1 ×R2n+1の上

で定義されて居るとしてよいことに注意しよう. f(x)を cut-off函数として
fε(x) = f(εx)とおけば,

Fa ◦ fε ◦ F ∗
a v(y) = cn

∫
eiϕ(y,x,θ)a(y, θ)f(εx)F ∗

a v(x)dxdθ

= c2n

∫
ei(ϕ(y,x,θ)−ϕ(w,x,ξ))a(y, θ)f(εx)

× a(w, ξ)v(w)dxdξdwdθ.

ϕ(y, x, θ) − ϕ(w, x, ξ) = S(y, θ) − S(w, ξ)− < θ − ξ, x > であるから

Fa ◦ fε ◦ F ∗
a v(y) = cn

∫
eiS(y,θ)a(y, θ)Iε(w, θ)v(w)dwdθ,

Iε(w, θ) = cn

∫
e−i<θ−ξ,x>f(εx)e−iS(w,ξ)a(w, ξ)dxdξ

である. 変数 ξを ρ = ξ − θに変換してフーリエ変換の式を使へば

lim
ε→0

Iε(w, θ) = e−iS(w,θ)a(w, θ)

である. 從って

Fa ◦ F ∗
a v(y) = cn

∫
ei(S(y,ξ)−S(w,ξ))a(y, ξ)a(w, ξ)v(w)dwdξ

を得る. τ = τ(y, w, ξ)を

(3.3.4) S(y, ξ) − S(w, ξ) =< y − w, τ >
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により定義する. これを ξ について解いて ξ = ξ(y, w, τ). 変数 ξ を τ に変換

する.

Fa ◦ F ∗
a v(y) = cn

∫
ei<y−w,τ>a(y, ξ(y, w, τ))(3.3.5)

a(w, ξ(y, w, τ))det
∂ξ(y, w, τ)

∂τ
v(w)dwdτ

となる. 從って Fa ◦ F ∗
a は

(3.3.6) b(y, w, τ) = a(y, ξ(y, w, τ))a(w, ξ(y, w, τ))det
∂ξ(y, w, τ)

∂τ

をシンボルに持つ擬微分作用素となる. よって

m(y, τ ; a) =
∞∑
l=0

1
ill!

{
�l

(w,τ)

(
a(y, ξ(y, w, τ))(3.3.7)

a(w, ξ(y, w, τ))det
∂ξ(y, w, τ)

∂τ

)}
w=y

とおけば, Fa ◦F ∗
a は 3.2.6節 (I)によりm(y, τ ; a)をシンボルにもつ擬微分作

用素になる. 從って次の結論に達する.

命題 3.3.8. Y ⊃ Y1 ⊃ Y1 ⊃ Y2, Y1, Y2 は開集合とする. Y1 上 f(y) = 1
で台が Y に含まれるとする. χ が恒等写像に十分近いときには, すべての
v ∈ C∞

0 (Y2)に対し

(3.3.9) Fa ◦ f ◦ F ∗
a v ≡ v (mod 位数−∞の作用素)

となるには

(3.3.10) m(y, τ ; a) ≡ 1 (y ∈ Y1) (mod 位数−∞のシンボル)

が十分條件である.
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以下基点の十分小さい錐近傍 Y ⊂ R2n+1 の上のコンパクト台のなめらか

な函数に作用する作用素をいつも考へる. 作用素やシンボルの間の等式はい
つも位数 −∞を法として考へる.

4.1 CR作用素の変換則

4.1.1

モデルケース, 及び一般の場合の CRベクトル

Pα =
∂

∂z̄α
− izα

2
∂

∂x0
, Qα =

∂

∂z̄α
− ihα

2
∂

∂x0

が Cn ×Rの原点の充分小さい近傍 U の上で定義されて居るとする. 更に hα

は zαに充分近いとする. 1.2.4節にある命題により, 局所的には, このような
Qα を与へることによって一般性は失わない. 2.1.1節の最初に述べた Γ1,Γ2

とシンプレクティック写像 χ = χt : Γ1 → Γ2 を tが充分小さいときを使う.
從って等式

(4.1.1) qα(χt(x, ξ), t) = rαβ (x, ξ, t)pβ(x, ξ)

が Γ1 上で成立して居る. 簡單のため tを省略することが多い.
a = atを未知のシンボル族とし, Faを χtによって導入される atをシンボ

ルとするフーリエ積分作用素 (3.2.2節の例 3.2.17)とする. 從って S(y, θ)を
χt の生成函数とし

ϕ(y, x, θ) = S(y, θ)− < x, θ >
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とするとき

(4.1.2) Fau(y) = c

∫
eiϕ(y,x,θ)a(y, θ)u(x)dxdθ

である. ここで uは基点の充分小さい近傍 Y1 ⊂ Y に台を持つスムースな函

数である. スムースな作用素を法として次の問題を考へる.
問題 適当な擬微分作用素の行列 Bαβ が存在して (スムースな作用素を法

として)

(4.1.3) Fa ◦Bαβ ◦ P β = Qα ◦ Fa

と云う式が充分小さい Y1の上で成り立つような, 局所的にユニタリーなフー
リエ積分作用素 Fa を見つけよ.
このような Faは, 少し正確ではないが, M の CR作用素をモデルケースの

CR作用素に移すと云へる. 從って, Fa によって一般の場合がモデルケース
に結びつくことになる. Fa が局所的にユニタリーであるための條件式 3.3.1
節 (3.3.9)と等式 (4.1.2)とから, シンボル aが満たすべき方程式を見つける.

4.1.2

w 変数を x変数のコピーとする. つまりコピー写像 w 7→ x, x 7→ w が決

まって居るとする. w変数は計算のとき便宜上導入される独立変数であるが,
計算が終わったあと, 必要があればコピー写像を使って x変数でおきかえら

れるのである.
Bαβ を x空間から w空間へのシンボル bαβ(w, θ)によって決まる未知の擬微

分作用素とする.

(4.1.4) (Bαβu)(w) = c

∫
ei<w−x,θ>bαβ(w, θ)u(x)dxdθ.

3.2.5節 (3.2.33)により Bαβ ◦ P β は x空間から w空間への擬微分作用素

Bαβ ◦ P βu(w) = c

∫
ei<w−x,ξ>cα(w, ξ)u(x)dxdξ

cα(w, ξ) =
(
bαβ(w, ξ +Dx)pβ(x, ξ)

)
|x=w
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と書ける. さらに

bαβ(w, ξ +Dx) = bαβ(w, ξ) +
∂bαβ(w, ξ)
∂ξj

Dxj + (Dxの 2次以上の項).

pβ(x, ξ) = i(ζ̄β − i
zβ

2
ξ0),

∂zβ

∂xj
∂

∂ξj
=

∂

∂ζβ

(cf. 1.2.5節 (1.2.34))であるから

bαβ(w, ξ +Dx)pβ(x, ξ) = bαβ(w, ξ)pβ(x, ξ) +
ξ0
2i
∂bαβ(w, ξ)
∂ζβ

.

よって上の cα の式により

(4.1.5) cα(w, ξ) = bαβ(w, ξ)pβ(w, ξ) +
ξ0
2i
∂bαβ(w, ξ)
∂ζβ

.

從って

Fa ◦Bαβ ◦ P βu(y) = c2
∫
ei(ϕ(y,w,θ)+<w−x,ξ>)cα(w, ξ)a(y, θ)u(x)dxdwdξdθ

= c2
∫
eiϕ(y,x,ξ)

(∫
ei(S(y,θ)−S(y,ξ)+<w,ξ−θ>)

× cα(w, ξ)a(y, θ)dwdθ
)
u(x)dxdξ

となる. ここで

ϕ(y, w, θ)+ < w − x, ξ >

= ϕ(y, x, ξ) + (ϕ(y, w, θ) − ϕ(y, x, ξ)+ < w − x, ξ >)

= ϕ(y, x, ξ) + S(y, θ) − S(y, ξ)+ < w, ξ − θ >

と云う変形を使った. 上の積分で変数 θを λ = θ − ξでおきかえれば

Fa ◦Bαβ ◦ P βu(y) = cn

∫
eiϕ(y,x,ξ)aαP (y, ξ)u(x)dxdξ,(4.1.6)

aαP = c

∫
ei(S(y,ξ+λ)−S(y,ξ)−<w,λ>)cα(w, ξ)a(y, ξ + λ)dwdλ(4.1.7)
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となる.

(4.1.8) S(y, ξ + λ) − S(y, ξ) = σ(y, ξ, λ) · λ

として σ(y, ξ, λ) = (. . . , σj(y, ξ, λ), . . . ) を導入して

(4.1.9) v = w − σ(y, ξ, λ)

とすれば

(4.1.10) aαP (y, ξ) = c

∫
e−i<v,λ>cα (v + σ(y, ξ, λ), ξ) a(y, ξ + λ)dvdλ

と書ける.
次に Qα ◦ Fau(y)を計算する.

Qα ◦ Fau(y) = cQαy

∫
eiϕ(y,x,ξ)a(y, ξ)u(x)dxdξ

= c

∫
eiϕ(y,x,ξ)

(
Qαy a(y, ξ) + ia(y, ξ)Qαyϕ(y, x, ξ)

)
u(x)dxdξ

= c

∫
eiϕ(y,x,ξ)

(
Qαy a(y, ξ) + ia(y, ξ)QαyS(y, ξ)

)
u(x)dxdξ

となる. 一方 1.2.5節の (1.2.39), (4.1.1)により

QαyS(y, ξ) =
1
i
qα

(
y, S′

y(y, ξ)
)

=
1
i
rαβ

(
S′
ξ(y, ξ), ξ

)
pβ(S′

ξ(y, ξ), ξ)

であるから

(4.1.11) Qα ◦ Fau(y) = c

∫
eiϕ(y,x,ξ)aαQ(y, ξ)u(x)dx,

(4.1.12) aαQ(y, ξ) = Qαy a(y, ξ) + a(y, ξ)rαβ
(
S′
ξ(y, ξ), ξ

)
pβ

(
S′
ξ(y, ξ), ξ

)
である. 從って (4.1.3)が成立するための條件は

(4.1.13) aαP (y, ξ) = aαQ(y, ξ)

となる.
結論として, 吾々の問題は (4.1.5), (4.1.10), (4.1.11), (4.1.12), (4.1.13)と

3.3.1 節の (3.3.7), (3.3.9), (3.3.10) とが成立するようなシンボル a(y, ξ) と
bαβ(w, ξ)とを構成することである.
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4.1.3

未知のシンボル a(y, θ)と bαβ(w, ξ) とによって (4.1.10)と (4.1.5)とで決ま
る aαP (y, θ)をさらに調べることにする.

補題 4.1.14. f(v, λ)をシンボルとすれば

c

∫
e−i<v,λ>f(v, λ)dvdλ(4.1.15)

= (f)v=λ=0 + · · · + 1
m!

(
1
i
)m(�mf)v=λ=0 + · · · ,

� =
∑ ∂2

∂λj∂vj

この補題は, f(v, λ)を λ = 0を基点とする, λに関するテーラー級数で展
開して計算すれば, すぐに証明が出来る. 上の補題を使って, aαP を調べるた
めに (cf. (4.1.5))

(4.1.16) fα(y, ξ; v, λ) = cα(v + σ(y, ξ, λ), ξ)a(y, ξ + λ)

として (f)v=λ=0 と (�mf)v=λ=0 とを計算する. そのための準備として

Sk1...kl =
∂lS(y, ξ)

∂ξk1 . . . ∂ξkl

とおく. (4.1.8)により

σj(y,ξ, λ)(4.1.17)

= Sj(y, ξ) + · · · + 1
(l + 1)!

Sj k1...kl(y, ξ)λk1 . . . λkl
+ . . .

である. p ≥ 1に対して

S{j1...jp,β}(y, ξ, λ)
∂zβ(σ(y, ξ, λ))
∂λj1 . . . ∂λjp

(4.1.18)

=
∞∑
q=0

(q + 1) . . . (q + p)
(p+ q + 1)!

Sβj1...jp k1...kqλk1 . . . λkq

と定義する.
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補題 4.1.19. σ = σ(y, ξ, λ)として (4.1.16) の fα について, m ≥ 0のとき

1
m!

(
1
i
)m�m

(v,λ)f
α(y, ξ; v, λ)

= Gα{m}β(y, ξ; v, λ)pβ(v + σ, ξ) +
ξ0
2i

( ∂

∂ζβ(ξ)
Gα{m}β(y, ξ; v, λ)

+Rα{m−1}(y, ξ; v, λ) −Rα{m}(y, ξ; v, λ) + Tα{m}(y, ξ; v, λ)
)
,

Gα{m}β =
1
m!

(
1
i

)m
�m

(v,λ)

(
a(y, ξ + λ)bαβ(v + σ(y, ξ, λ), ξ)

)
,(4.1.20)

Rα{m} =
1
m!

(
1
i

)m
�m

(v,λ)R
α
{0},(4.1.21)

Rα{−1} = 0,(4.1.22)

Rα{0} =
∂a(y, ξ + λ)
∂ζβ(ξ)

bαβ(v + σ, ξ)(4.1.23)

+ a(y, ξ + λ)
(
∂bαβ(w, ξ)
∂wj

)
w=v+σ

∂σj(y, ξ, λ)
∂ζβ(λ)

,

Tα{m} =
m∑
p=1

1
p!

(
1
i

)p−1 ∂pGα{m−p}β

∂vj1 . . . ∂vjp
S{j1...jpβ} for m ≥ 1,(4.1.24)

Tα{0} = 0.(4.1.25)

上の補題を証明するには, l ≥ 1のとき

(4.1.26) Kα
{l} =

1
l

(
∂Gα{l−1}β

∂ζβ(λ)
+
∂Gα{l−1}β

∂vj
∂zβ(σ)
∂λj

)
とおき, 帰納法の假定として補題と,

(4.1.27) Kα
{l} +

1
li

�Tα{l−1} =
1
l
Rα{l−1} + Tα{l}

を採用すればよい.
上の補題, (4.1.10)と (4.1.15)とにより aP (y, ξ)について次の等式が成立し

て居る.

(4.1.28) aαP (y, ξ) = Lα(y, ξ)ξ0 +Gαβ(y, ξ)pβ(S′
ξ(y, ξ), ξ),
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ここで Gα{m}β , T
α
{m} は (4.1.20), (4.1.24), (4.1.25)で定義され,

Gαβ(y, ξ) =
∞∑
m=0

(
Gα{m}β(y, ξ; v, λ)

)
v=λ=0

,(4.1.29)

Tα(y, ξ) =
∞∑
m=1

(Tα{m})λ=v=0,(4.1.30)

Lα(y, ξ) =
1
2i

(
∂Gαβ(y, ξ)

∂ζβ
+ Tα(y, ξ)

)
.(4.1.31)

從って吾々は次の結論に達した.

定理 4.1.32. (4.1.3)が成立するための充分條件は aαP (y, ξ) を (4.1.28)–
(4.1.31)で定義し, aαQ(y, ξ)を (4.1.12)で定義したとき, 等式

(4.1.33) aαP (y, ξ) = aαQ(y, ξ)

が成立することである.

4.2 シンボルの構成

4.2.1

未知の a(y, ξ), bαβ(y, ξ)を

a(y, ξ) = a(0)(y, ξ) + a(−1)(y, ξ) + · · · + a(−l)(y, ξ) + . . . ,

bαβ(y, ξ) = bαβ(0)(y, ξ) + bαβ(−1)(y, ξ) + · · · + bαβ(−l)(y, ξ) + . . . ,

a(−l)(y, ξ), bαβ(−l)(y, ξ)は斉次 (−l)として,

a(0), a(−1), . . . , a(−l), b
α
β(0), b

α
β(−1), . . . , b

α
β(−l)

を lの帰納法で決めて行くことにする. 簡單のため f(x, ξ)に対し,

(4.2.1) f̂(y, ξ) = f(S′
ξ(y, ξ), ξ)
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とおく. 上の定理により a(0)(y, ξ)に対する方程式は

b̂αβ(y, ξ)a(0)(y, ξ)p̂β(y, ξ) +
ξ0
2i
∂b̂αβ(y, ξ)a(0)(y, ξ)

∂ζβ(ξ)

≡ Qαy a(0)(y, ξ) + r̂αβ (y, ξ)a(0)(y, ξ)p̂β(y, ξ) (mod 次数− 1)

上の式で両辺の次数 0の部分を比較すれば,

(4.2.2) bαβ(x, ξ) = rαβ (x, ξ) + bαβ<−>(x, ξ),

bαβ<−>(x, ξ)は次数 ≤ −1の場合を考へるのがよいことがわかる. 從って

bαβ<−1>(x, ξ) ≡ bαβ(−1)(x, ξ) (mod次数− 2),

bαβ(−1) は斉次で次数 −1とおけば吾々の方程式は a(0)(y, ξ)と bαβ(−1)(x, ξ)を
パラメーターに從属する未知のシンボルとして

Qαy a(0)(y, ξ)(4.2.3)

= b̂αβ(−1)(y, ξ)a(0)(y, ξ)p̂β(y, ξ) +
ξ0
2i
∂r̂αβ (y, ξ)a(0)(y, ξ)

∂ζβ(ξ)

である. この方程式を領域 {ξ0 ̸= 0}の上で考察することにする.

(4.2.4) fα(y, ξ) =
p̂α(y, ξ)
ξ0

= i
ζ̄α
ξ0

+
1
2
S′
ζα

(y, ξ)

とすれば, 斉次次数 0のシンボル φ(y, ξ)は

φ(y, ξ) =
∑
k,l≥0

φ(k,l)(y, f, f̄)(4.2.5)

φ(k,l)(y, f, f̄) = φα1,...,αk,β̄1,...,β̄l
(y)fα1 . . . fαk f̄β1 . . . f̄βl(4.2.6)

と書ける. 上の定義式により

ξ0
∂fα

∂ζβ
= 0,

1
i
ξ0
∂f̄α

∂ζβ
= −δβα(4.2.7)

Qαfβ =
1
2
QαyS

′
ζβ

(y, ξ), Qαf̄β =
1
2
QαS′

ζ̄β
(y, ξ)(4.2.8)
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である.

(4.2.9)
ξ0
2i
∂r̂αβ (y, ξ)
∂ζβ(ξ)

= r̂α(y, ξ)

とおけば方程式 (4.2.3)の (0, 0)型の部分は

Aαβa(0)β̄ = Bασa(0)σ + Cαa(0)(0,0)(4.2.10)

Aαβ =
(
Qαf̄β

)
(0,0)

− 1
2
r̂αβ (y, ξ)(0,0)(4.2.11)

Bασ = − (Qαfσ)(0,0)(4.2.12)

Cα =
(
ξ0
2i
∂r̂αβ
∂ξβ

)
(0,0)

−Qαy(4.2.13)

となる. Qαf̄β は Pα
1
ξ0
p̄β =

1
2
δαβ の小さい変形であり, r̂αβ (y, ξ)(0,0) は δαβ の

小さい変形であるから

(4.2.14) detAαβ ̸= 0

としてよい. 方程式 (4.2.3)の (0, 1)型の部分は,各 γ̄に対し, a(0)(0,0), a(0)(1,0),
a(0)(0,1) を法として

(4.2.15) 2Aαβa(0)γ̄β̄ ≡ Bαβa(0)γ̄β

であり, (1, 0)型の部分は, 各 γ に対し,

Aαβa(0)γβ̄ ≡ 2Bαβa(0)γβ +
(
bαγ[0](y, ξ)

)
(0,0)

a(0)(0,0)(4.2.16)

bαγ[0](y, ξ) = bαγ(−1)(y, ξ)ξ0(4.2.17)

である. 方程式 (4.2.3)の (k, l)型の部分は

(l + 1)Aαβa(0)γ1...γkσ̄1...σ̄lβ̄(4.2.18)

≡ (k + 1)Bαβa(0)γ1...γkβσ̄1...σ̄l
+ Cαa(0)γ1...γkσ̄1...σ̄l

+
1
k

k∑
j=1

(bαγj [0]
)γ1...γ̂j ...γkσ̄1...σ̄l

a(0)(0,0)

mod a(0)(k1,l1), (bαγ[0])(k1−1,l1) (k1 + l1 < k + l)

である.
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4.2.2

次に a(0) が方程式 3.3.1節 (3.3.6), (3.3.7) の斉次数 0の部分を満たすため
の條件を調べよう. 吾々の方程式は

a(0)(y, ξ(y, y, τ))a(0)(y, ξ(y, y, τ))
(

det
∂ξ(y, y, τ)

∂τ

)
(0)

= 1

である. ここで

ξ(y, y, τ(y, y, ξ)) = ξ, τ(y, y, ξ) = S′
y(y, ξ).

從って吾々の方程式は

(4.2.19) a(0)(y, ξ)a(0)(y, ξ) = detS′′
yξ(y, ξ)

である. 一方 S′′
y,ξ(y, ξ)は単位行列の小さな変形であるから

(4.2.20) detS′′
y,ξ(y, ξ) ̸= 0

としてよい.(
a(0)a(0)

)
(0,0)

= a(0)(0,0)a(0)(0,0),(
a(0)a(0)

)
(l,0)

= a(0)(0,0)a(0)(0,l) + a(0)(l,0)a(0)(0,0) +
∑
l1<l

a(0)(l1,0)a(0)(0,l−l1),(
a(0)a(0)

)
(0,l)

= a(0)(0,0)a(0)(l,0) + a(0)(0,l)a(0)(0,0) +
∑
l1<l

a(0)(0,l1)a(0)(l−l1,0),

k ≥ 1, l ≥ 1に対し(
a(0)a(0)

)
(k,l)

= a(0)(0,0)a(0)(l,k) + a(0)(0,0)a(0)(k,l) + a(k,0)a(0)(l,0)

+ a(0,l)a(0)(0,k)

+
∑{

a(0)(k1,l1)a(0)(l2,k2); k1 + k2 = k, l1 + l2 = l,

l1, k1, l2, k2 > 0
}

であるから,

(4.2.21) detS′′
y,ξ = (△S′′)(0,0) +

∑
k,l≥0,(k,l) ̸=(0,0)

(△S′′)(k,l)

とおけば, 方程式 (4.2.19)は次のようになる.
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定理 4.2.22. a(0) が (4.2.19)を満たすための必要にして充分な條件は:

(4.2.23) a(0)(0,0)a(0)(0,0) = (△S′′)(0,0).

k ≥ 1に対し, a(0)(0,k)と a(0)(k,0)とは k に関する帰納法で決まる次の関係

式を満たさなければならない.

a(0)(0,0)a(0)(k,0) + a(0)(0,0)a(0)(0,k)(4.2.24)

= (△S′′)(k,0) −
∑

1≤l<k

a(0)(l,0)a(0)(0,k−l).

a(0)(k,l), k < l, は任意で a(0)(l,k), l > k, は l+ kの帰納法で次の式によって決

まる.

a(0)(0,0)a(0)(k,l) + a(0)(0,0)a(0)(l,k)(4.2.25)

= (△S′′)(k,l) −
∑{

a(0)(k1,l1)a(0)(l2,k2) ; k1 + k2 = k,

l1 + l2 = l, (k1, l1) ̸= (0, 0), (k2, l2) ̸= (0, 0)
}
,

k ≥ 1のとき

a(0)(0,0)a(0)(k,k) + a(0)(0,0)a(0)(k,k)(4.2.26)

= (△S′′)(k,k) −
∑{

a(0)(k1,l1)a(0)(l2,k2) ; k1 + k2 = k,

l1 + l2 = l, (k1, l1) ̸= (0, 0), (k2, l2) ̸= (0, 0)
}

以上をまとめると次のようになる.

定理 4.2.27. 定理 4.1.32が成立し, Fa がユニタリーになるためには a(0) と

bαβ[0] とを以下に述べるようにえらべばよい:
(0) a(0)(0,0) は (4.2.23) を満たすかぎり任意である.
(1) a(0)α と a(0)ᾱ とは (4.2.10), (4.2.11), (4.2.12), (4.2.13)と (4.2.24)で

k = 1 とによって a(0)(0,0) から一意的にきまる.
(2) a(0)(1,1) は (4.2.26)で k = 1 を満たすかぎり任意である. (4.2.15)と

(4.2.24) で k = 2 とにより a(0)(2,0) と a(0)(0,2) とが決まる. (bαβ[0])(0,0) は
(4.2.16) により決まる.
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(3)任意のa(0)(1,2)によりa(0)(0,3)は (4.2.18)でk = 0, l = 2により, a(0)(3,0)

は (4.2.24)で k = 3, l = 0により, a(0)(2,1) は (4.2.25)で k = 1, l = 2により
きまる. (bαγ̄[0])σ̄ は (4.2.18)で k = l = 1によりきまる. (bαγ[0])σ は (4.2.18)
で k = 2, l = 0 を満たすかぎり任意である. 特に (bαγ[0])σ が (γ, σ) について対
称であるようにすれば一意的にきまる.

(4) m ≥ 4とする. 1 ≤ k < lで k + l = mのとき, a(0)(k,l) は任意にと

れる. a(0)(0,m) は (4.2.18)で k = 0, l = m − 1により a(0)(1,m−1) で決まる.
k > l のとき, a(0)(k,l) は (4.2.25)によって a(0)(l,k) で決まる. m = 2m1 が

偶数のとき, a(0)(m1,m1) は (4.2.26)で k = l = m1 をみたすかぎり任意で

ある. 1 ≤ k < lのとき, (bαβ[0])(k−1,l) は (4.2.18)を満たさなければならない.
(bαβ1[0]

)β2...βkσ̄1...σ̄l
が β1 . . . βk について対称であるとすれば, (bαβ[0])(k−1,l) は

一意的にきまる.
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第5章 セゲー核の特異性

第 4章で構成された Faを使って強擬凸の実超曲面M のセゲー核の特異性

を構成する.

5.1 セゲー核の構成

5.1.1

モデルケースであるハイゼンバーグ空間については 1.1.6節の記号を少し
変えて, x = (x0, z), z = (z1, . . . , zn), をその標準座標とする. ハイゼンバー
グ空間のセゲー核は 1.1.6節 (1.1.24) に r(z, ξ)を使って与へられて居る. こ
こでは, 便宜上, そのかわりに ψH(x, x̃) = ir(x, x̃)を使う. 從って

ψH(x, x̃) = x0 − x̃0 +
i

2
(|z|2 + |z̃|2 − 2 < z, z̃ >),(5.1.1)

< z, z̃ >=
∑

zα ¯̃zα(5.1.2)

とすると, セゲー射影 ρH は

(5.1.3) ρHu(x) = cH

∫
u(x̃)

ψH(x, x̃)n+1
dx̃, cH =

n!
2πn+1

である. この射影はフーリエ積分作用素とみなせる. すなはち, Im ψH ≥ 0で
あるから 3.2.2節 (3.2.12)によって

(5.1.4) ρHu(x) = c′H

∫
eiτψH(x,x̃)τnu(x̃)dτdx̃, c′H =

1
2(πi)n+1

と書ける. 從って ρH は τψH(x, x̃) を相函数に, τn をシンボルに持つフーリ
エ積分作用素である.
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4.2.2節 (4.2.23), (4.2.24), (4.2.25), (4.2.26)で構成された局所的にユニタ
リーなフーリエ積分作用素 Faは局所的にモデルケースの CRベクトルを, 一
般の強擬凸の CRベクトルに写していた.

Fa = c

∫
eiϕ(y,x,ξ)a(y, ξ)dξ,

ϕ(y, x, ξ) = S(y, ξ) − x · ξ

である. セゲー射影の特異性も Fa で写されるので, H に充分近い強擬凸の
CR構造M のセゲー射影 ρM はスムースな変換を法として

ρM ≡ Fa ◦ ρH ◦ F ∗
a ,(5.1.5)

F ∗
au(x̃) = c

∫
e−iϕ(ỹ,x̃,θ)a(ỹ, θ)u(ỹ)dỹdθ(5.1.6)

である. 從って

ρMu(y)(5.1.7)

= cM

∫
eiψM (y,ỹ,x,x̃,ξ,θ,τ)a(y, ξ)a(ỹ, θ)τnu(ỹ)dỹdxdx̃dξdθdτ

となる. ここで

cM = c′Hc
2 = (1/π)5n+3(1/2)4n+3(1/i)n+1,(5.1.8)

ψM (y, ỹ, x, x̃, ξ, θ, τ) = ϕ(y, x, ξ) + τψH(x, x̃) − ϕ(ỹ, x̃, θ).(5.1.9)

吾々の目的はセゲー核の特異性なので各 yに対し, a(y, ξ)の台は CRシン
ボルの characteristic e0 の狭い錐近傍に含まれて居るとしてよい. 從って ξ-
変数 (及び θ-変数) の積分範囲は

(5.1.10) | ξ
ξ0

− e0| < δ, | θ
θ0

− e0| < δ

としてよい. ∂ψM/∂x0 = τ − ξ0, ∂ψM/∂x̃
0 = θ0 − τ なので, τ = ξ0 = θ0で

決まる集合は半臨界集合である. 從って 3.2.4節で述べたように積分範囲を

|ξ0
τ

− 1| < δ, |θ0
τ

− 1| < δ
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で決まる錐近傍に限ってよい. 從って新しい座標 (w, σ, τ), w = (y, ỹ)及び
σ = (σ(1), σ(2), σ(3), σ(4))を

(5.1.11) ξ = τν, θ = τµ, σ(1) = x, σ(2) = ν, σ(3) = x̃, σ(4) = µ

として導入すれば, ν, µは e0 の十分小さい近傍の元で

ρMu(y) ≡(5.1.12)

cM

∫
eiτΦ(w,σ)A(w, σ, τ)u(ỹ)dσdỹdτ (mod位数−∞の作用素)

と書ける. ここで

Φ(w, σ) = S(y, ν)− < x, ν > +ψH(x, x̃)+ < x̃, µ > −S(ỹ, µ),(5.1.13)

A(w, σ, τ) = a(y, τν)a(ỹ, τµ)τn+2(2n+1).(5.1.14)

である. σは位数 0の相変数でその基点 (w∗, σ∗)は w∗ = 0, σ∗ = (x∗, x̃∗, ν∗,
ν̃∗) として x∗ = x̃∗ = 0, ν∗ = ν̃∗ = e0 である.

5.1.2

ρM の特異性を調べるために,

(5.1.15) I(w, τ) =
∫
eiτΦ(w,σ)A(w, σ, τ)dσ

なる形の積分を計算する. A(w, σ, τ)の台は, σ∗ = 0 の小さい近傍に入って居
るとする. Φ(w, σ)が実数値の場合にはこの計算は “method of stationary

phase” として知られて居るものであるが, 吾々の場合 Φは複素数値なので,
かなりの調整が必要である. 以下は Boutet de Monvelと Sjöstrand [4]によ
る. 基点 (w∗, σ∗)の小さい近傍を考へればよい. 以下の計算は一般の相函数
Φ(w, σ)と, その基点 (w∗, σ∗)とが次の條件を満たすものについて成立する.

(i) Φ(w∗, σ∗) = 0, Φ
′

σ(w∗, σ∗) = 0,

(ii) det Φ
′′

σσ(w∗, σ∗) ̸= 0
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(iii) Im Φ(w, σ) ≥ 0.

吾々の場合上の條件が満足されて居ることがたしかめられる. χのグラフの
上ではS′

ξ(y, ξ) = xであり, (x∗, ν∗)はχの固定点なので (cf. 2.1.4節 (2.1.34)),
吾々の場合 (i)が成立して居る. (iii)のみたされて居ることは (5.1.13), (5.1.14)
と ψH の定義式から明らかである. (ii)を確かめるために x = (x0, . . . , x2n)
に対し

(5.1.16) x+ = (0, x1, . . . , x2n), x♯ = (0, . . . ,−x2α, x2α−1, . . . )

とすれば x̃ = x′ として

Φ
′′

σaσb
(w, σ)σ̇aσ̇b = iẋ+ · ẋ+ + iẋ′+ · ẋ′+ − 2iẋ+ · ẋ′+ − ẋ♯ · ẋ′+(5.1.17)

+ ẋ+ · ẋ′♯ − 2ν̇ẋ+ 2µ̇ẋ′

+ S
′′

νjνk
(y, ν)ν̇j ν̇k − S

′′

µjµk
(ỹ, µ)µ̇j µ̇k

となる. 從って S′′
ξ,ξ = 0の場合 Φ

′′

σσ を行列で表現して計算してみると対角化

が出来て detΦ
′′

σσ ̸= 0 であることがすぐわかる. 吾々の場合モデルの小さい
変形であり, モデルの場合 S′′

ξ,ξ = 0なので, detΦ
′′

σσ ̸= 0 としてよい. (iii)に
より σ∗ は函数 Im Φ(w∗, σ) を最小にする点であるから,

(5.1.18) Im Φ′′
σσ(w∗, σ∗) ≥ 0

が成立して居る.
前に述べたようにΦ′

σ(w, σ) = 0で決まるσの集合が重要である. この集合を
うまく決めるために, σを複素化する. Φ(w, σ)は単に滑らか (C∞級)でしかな
いので,そのままでは複素化出来ない. 次のような複素化を考へる: 一般に実変
数σに依存する f(σ)なる複素数値函数があったときに, σC = σ+iv (vは実数)
として f(σ)の拡張 f(σC)が概解析的拡張であるとは, σが ∂f/∂σC の無限位

数の零点になって居ることとする. 從って

(5.1.19) |fσC(σC)| ≤ cN (Im σC)N

が全てのN に対して成立する. 概解析的拡張は一意的には決まらないが存在
する. 例えば,

(5.1.20) f(σ) =
∑

fi1,...,ilσ
i1 . . . σil
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と形式的に展開されて居るとするとき

(5.1.21) f̃(σC) =
∑

fi1,...,ilσ
i1
C . . . σilC

と云う展開式を持つようにすればよい.
以下 Φ(w, σ)の概解析拡張 Φ(w, σC) を一つ固定する. wは実変数のままで

ある.

(5.1.22) detΦ′′
σσ(w∗, σ∗) ̸= 0

であるから σC に関する方程式

(5.1.23) Φ′
σ(w, σC) = 0

の解σC(w) = Z(w)が一意的に存在する. Φ′
σ(w∗, σ∗) = 0であるからZ(w∗) =

σ∗ である. ここで重要なことは

(5.1.24) Im Φ(w,Z(w)) ≥ c|Im Z(w)|2

が云へることである. 從って eiτΦ(w,Z(w)) は有界な函数である.
上の不等式の成立して居ることを見るため wを固定して, 二次形式 F (σC)

を

(5.1.25) F (σC) =
∑

Φ′′
σaσb

(w,Z(w))(σC)a(σC)b

で定義する. 今 w∗ に十分近い wを考へて居るので, 上の (ii)により

(5.1.26) 二次形式 F (σC)は非退化

である. さらにΦ′
σ(w,Z(w)) = 0であるから, 上の (iii)と微積分の定理により

(5.1.27) F は行列として Im F ≥ 0

であることに注意する. Φ′
σ(w,Z(w)) = 0 であるからテーラーの定理と

(5.1.19)とにより

Φ(w, σ) = Φ(w,Z(w)) +
1
2
F (σ − Z(w)) +R,(5.1.28)

|R| ≤ C
(
(Im Z(w))3 + |σ − Z(w)|3

)
(5.1.29)
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と書ける. 從って Im Φ(w, σ) ≥ 0 だから

Im Φ(w,Z(w)) ≥ −1
2
Im F (σ − Z(w)) − |R|

が成り立つ. 一方

−F (σ − Z(w)) = F (i(σ − Z(w)))

で

i(σ − Z(w)) = Im Z(w) + i(σ − Re Z(w))

であるから, x = Im Z(w)及び y = σ − Re Z(w) の場合に, 次の補題を適用
すればよいことがわかる.

補題 5.1.30. F (x)を非退化二次形式で, 行列として Im F ≥ 0 とする. この
とき常数 CF > 0が存在して,

sup
y

{
∥F∥−1ImF (x+ iy); |y| < ε|x|

}
≥ ε|x|2

が 0 < ε < CF の時成立する.

証明は [4] pp. 146-147にゆずる.

5.1.3

積分 (5.1.15) の計算を始める前に, Z(w) をもう少し陽に書いておこう.
(5.1.1), (5.1.2)と (5.1.13), (5.1.14) により方程式 Φ′

σ(w, σ) = 0は

S′
ξ(y, ν) = x, ν = e0 + ix+ − ix̃+ + x̃♯,(5.1.31)

S′
ξ(y, µ) = x̃, µ = e0 + ix+ − ix̃+ + x♯.(5.1.32)

從って

Z(w) = (X(w), U(w), X̃(w), Ũ(w)),(5.1.33)

S′
ξ(y, U(w)) = X(w),(5.1.34)

S′
ξ(ỹ, Ũ(w)) = X̃(w),(5.1.35)

U(w) = e0 + iX+(w) − iX̃+(w) + X̃♯(w),(5.1.36)

Ũ(w) = e0 + iX+(w) − iX̃+(w) +X♯(w),(5.1.37)
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によって Z(w)が決まる.
上の方程式は X(w), X̃(w)を未知の函数とする方程式と考へられる. モデ

ルの場合にはこの方程式は

(5.1.38) X(w) = y, X̃(w) = ỹ

である. 一般の場合にはモデルの小さい変形と考へられるから, 吾々の方程式
は一意的に解ける.

5.2 特異性の計算

5.2.1

積分 (5.1.15)の計算を始める. (5.1.28), (5.1.29)における Rは (5.1.15) の
積分の特異性には関係ないことがわかるので, 以下省略する. さらに σCを複

素ベクトル変数として非退化二次形式 F (σC)を対角化して

F (σC) = iθ(w, σC) · θ(w, σC),(5.2.1)

θ(w, σC) = (. . . , θa(w, σC), . . . )(5.2.2)

とする. (5.1.13), (5.1.14)により

I(w, τ)(5.2.3)

≡ eiτΦ(w,Z(w))

∫
σ∈RN

e−
τ
2 θ(w,σ−Z(w))·θ(w,σ−Z(w))A(w, σ, τ)dσ

となる. ここで σ̂ = σ − Z(w) と置く. θ̂ = θ(w, σ̂)から σ̂ = σ̂(w, θ̂)と解く.
吾々は上の式を次のように考へる. σ̂を複素変数と考へて, wに依存する複素
4(2n+ 1)次微分形式

(5.2.4) Θ(w, σ̂, τ) = e−
τ
2 θ(w,σ̂)·θ(w,σ̂)A(w, σ̂ + Z(w), τ)dσ̂

を導入すれば, 4(2n + 1)形式の, 4(2n + 1)次元の実部分多様体 Γw = {σ̂ =
σ − Z(w)} 上の積分として

(5.2.5) I(w, τ) = eiτΦ(w,Z(w))

∫
Γw

Θ(w, σ̂, τ).
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この見方の利点は, ストークスの定理を用いて積分領域 Γw を, 積分の値が
(admissible errorを除いて) 変わらないようにホモトピーで動かすことが出
来ることにある. まづ変数 σ̂を θ̂ = θ(w, σ̂)に変換する:

I(w, τ) = eiτΦ(w,Z(w))

∫
Γ′

w

e−
τ
2 θ̂·θ̂A(w, σ̂(w, θ̂) + Z(w), τ)det

∂σ̂

∂θ̂
dθ̂,(5.2.6)

Γ
′

w = {θ̂ = θ(w, σ − Z(w)) : σ ∈ RN}(5.2.7)

となる. 部分多様体 Γ′
w が

Γ′
w : θ̂ = r + iB(w, r), r ∈ R4(2n+1), B は実数値

とパラメーター表示されると假定する. 吾々の場合はモデルケースの小さい
変形なので, この條件は満たされて居る. 概解析性から積分領域を

Γ′
w(s) : θ̂ = r + isB(w, r), r ∈ R4(2n+1)

と動かしても新しい特異性は出てこないことがわかる. 從って,

I(w, τ)(5.2.8)

= eiτΦ(w,Z(w))

∫
e−

τ
2 |r|

2
A(w, σ̂(w, r) + Z(w), τ)det

(
∂σ̂

∂θ̂

)
θ̂=r

dr

となる. これで

(5.2.9)
∫
eiτΦ(w,Z(w))e−

τ
2 |r|

2
f(r, τ)drdτ

と云う形の積分の問題になる. f(r, τ)を τ で展開して, 結局

(5.2.10)
∫
e−τpe−

τ
2 |r|

2
f(r)τ ldrdτ, Re p ≥ 0

と云う形の積分の解析に帰着された. ここで r ∈ RN , N = 4(2n+ 1)である.

5.2.2

次に
∫
e−

τ
2 |r|

2
f(r)drを調べる. f(r)のフーリエ変換を

(5.2.11) f̂(θ) =
∫
e−ir·θf(r)dr
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で定義する. e−
τ
2 r·r のフーリエ変換は

(2π/τ)
N
2 e−

1
2τ θ·θ

である. (cf. [10] The analysis of linear PDO I, Th. 7. 6. 1) 從ってパーセバ
ルの公式 ∫

f(r)g(r)dr = (2π)−N
∫
f̂(θ)ĝ(θ)dθ

により ∫
e−

τ
2 |r|

2
f(r)dr = (2πτ)−

N
2

∫
e−

|θ|2
2τ f̂(θ)dθ (N = 4(2n+ 1))(5.2.12)

θj f̂(θ) =
1
i

∂̂f

∂xj
(θ), f(0) = (2π)−N

∫
f̂(θ)dθ(5.2.13)

であるから, 計算により

(5.2.14)
∫
e−

τ
2 |r|

2
f(r)dr = (2π)

N
2

∑ 1
l!

(
1
2
)l(

1
τ

)l+
N
2 △l f(0)

となる. ここで△ =
∑ (

∂
∂rα

)2
. 結局問題は

(5.2.15)
∫ ∞

0

e−τpτ ldτ

と云う積分の特異性に帰着された. この積分は 3.2.2節の例 3.2.11として計
算した. すなはち l ≥ 0のときは

(5.2.16)
∫ ∞

0

e−pttldt = l!p−(l+1), (Re p ≥ 0, p ̸= 0).

l ∈ Nのときは

(5.2.17)
∫ ∞

0

e−τpτ−ldτ =
(−1)l

(l − 1)!
pl−1 log p+滑らかな項.

5.2.3

以上をまとめると次のようになる. ρM をセゲー写像とすれば (cf. (5.1.7),
(5.1.8), (5.1.9))

(5.2.18) ρMu(y) = cM

∫
I(w, τ)u(ỹ)dỹdτ.
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ここで I(w, τ)は次のように与へられる: Ũ = V として

f(w, τ, r) = a(y, τ σ̂(2)(w, r) + τU(w))(5.2.19)

× a(ỹ, τ σ̂(4)(w, r) + τV (w))
(

det
∂σ̂

∂θ̂

)
θ̂=r

,

ψM (w) = Φ(w,Z(w))(5.2.20)

とおけば

(5.2.21) I(w, τ) = eiτψM (w)

∫
e−

τ
2 r·rf(w, τ, r)τn+2(2n+1)dr.

從って

(5.2.22) f(w, τ, r) =
∞∑
s=0

B<s>(w, r)τ−s

と書けば

I(w, τ) = eiτψM (w)

∫ ∞∑
s=0

e−
τ
2 r·rB<s>(w, r)τ2(2n+1)+n−sdr

= (2π)2(2n+1)
∑
l,s

1
l!

(
1
2
)leiτψM (w)τn−l−s△lB<s>(w, 0).

よって

(5.2.23) Ck(w) =
∑
l+s=k

1
l!

(
1
2
)l△lB<s>(w, 0)

とおけば

cM = (
1
π

)5n+3(
1
2
)4n+3(

1
i
)n+1

だから, セゲー核Ks(w)は

Ks(w) ≡ 1
2
(
1
π

)n+1(
1
i
)n+1

∞∑
k=0

Ck(w)
∫
eiτψM (w)τn−kdτ
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となる. よって (5.1.24)により Im ψM ≥ 0. 從って

Ks(w) = F s(w) +Gs(w) logψM ,(5.2.24)

F s(w) =
n∑
k=0

1
2
(
1
π

)n+1(
1
i
)k(n− k)!Ck(w)ψ−(n+1−k)

M ,(5.2.25)

Gs(w) =
1
2
(
1
π

)n+1(
1
i
)n+1

∞∑
l=0

Cn+l+1(w)
(−1)l+1

l!
(
1
i
)lψlM .(5.2.26)

5.2.4

対角化 (5.2.1), (5.2.2)を具体的に書いておこう. 先づ

φ1 = ẋ+ iν̇ − 1
2
(ẋ′+ + iẋ′♯),(5.2.27)

φ2 = iẋ0e0 + ν̇+ +
i

2
(ẋ′+ + iẋ′♯),(5.2.28)

φ3 = ẋ′ − iµ̇− 1
2
(ẋ+ − iẋ♯),(5.2.29)

φ4 = −i(ẋ′)0e0 + µ̇+ − i

2
(ẋ+ − iẋ♯)(5.2.30)

とおけば

φ1φ1 + φ2φ2 + φ3φ3 + φ4φ4

= ẋ+ẋ+ + ẋ′+ẋ
′
+ − 2ẋ+ẋ

′
+ − iẋ+ẋ

′
♯ + iẋ♯ẋ

′
+ + 2iẋν − 2iẋ′µ− ν0ν0 − µ0µ0

である. S′′
νν , S

′′
µµはモデルの場合 0であるから, θは φの小さい変形としてか

ける. 從って未知の L1, L2, L3, L4 を導入して

(5.2.31) θ1 = φ1 + L1, θ2 = φ2 + L2, θ3 = φ3 + L3, θ4 = φ4 + L4

として, F (σC) = iθ(w, σC)θ(w, σC) が成立するように L1, L2, L3, L4 を決め

ることにする.
計算によれば

(5.2.32) θ1θ1 + · · · + θ4θ4 = φ1φ1 + · · · + φ4φ4 +R1 +R2,
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R1 = 2ẋ0((L1)0 + i(L2)0) + 2(ẋ′)0((L3)0 − i(L4)0)(5.2.33)

+ ẋ+(2L1
+ − (L3

+ + iL3
♯ ) − i(L4

+ + iL4
♯ ))

+ ẋ′+(2L3
+ − (L1

+ − iL1
♯ ) + i(L2

+ − iL2
♯ )),

R2 = 2iν̇L1 + 2ν̇+L2
+ − 2iµ̇L3 + 2µ+L

4
+(5.2.34)

− ν0ν0 − µ0µ0 + L1L1 + L2L2 + L3L3 + L4L4.

先づ, R1 = 0になるように Lを選ぶ. 計算によれば, 任意の L2 と L4に対し

(L1)0 = −i(L2)0, (L3)0 = i(L4)0(5.2.35)

L1
+ =

i

2
(L4

+ + iL4
♯ ), L3

+ = − i

2
(L2

+ − iL2
♯ )(5.2.36)

とすればよいことがわかる. この場合

R2 = 2ν̇0(L2)0 − ν̇0ν̇0 + 2µ̇0(L4)0 − µ̇0µ̇0 + ν̇+(2L2
+ − L4

+ − iL4
♯ )(5.2.37)

+ µ̇+(2L4
+ − L2

+ + iL2
♯ ) + L2

+L
2
+ + L4

+L
4
+.

從って任意のK2 とK4 とに対し L1, . . . , L4 を

(L1)0 = −i(K2)0, (L2)0 = (K2)0,(5.2.38)

(L3)0 = i(K4)0, (L4)0 = (K4)0,(5.2.39)

L1
+ =

i

4
(K4

+ +K4
♯ ),(5.2.40)

L2
+ =

1
2
K2

+ +
1
4
(K4

+ + iK4
♯ ),(5.2.41)

L3
+ =

1
4i

(K2
+ − iK2

♯ ),(5.2.42)

L4
+ =

1
2
K4

+ +
1
4
(K2

+ − iK2
♯ )(5.2.43)

とおけば

θ1θ1 + θ2θ2 + θ3θ3 + θ4θ4 = φ1φ1 + φ2φ2 + φ3φ3 + φ4φ4 +R2,(5.2.44)

R2 = ν̇K2 − ν̇0ν̇0 + µ̇K4 − µ̇0µ̇0 +
1
4
(K2

+K
2
+ +K4

+K
4
+)(5.2.45)

+
1
2
(K2

+K
4
+ + iK2

+K
4
♯ ).



5.2. 特異性の計算 81

從って (5.2.1), (5.2.2)が成立するためには等式

(5.2.46) R2 =
1
i

(
S′′
νν(y, V (w))ν̇ν̇ − S′′

µµ(y, U(w))µ̇µ̇
)

が成立するようにK2,K4 をとればよいことになる. それには

(5.2.47) K2 = K2
(0) +K2

(1) + . . . , K4 = K4
(0) +K4

(1) + . . .

とおいてK2
(0) とK4

(0) とは

νK2
(0) + µK4

(0)(5.2.48)

= −iS′′
νν(y, V (w))ν̇ν̇ + iS′′

µµ(y, U(w))µ̇µ̇+ ν0ν0 + µ̇0µ̇0,

K2
(0) ≡ ν0e0, K4

(0) ≡ µ0e0 mod t(5.2.49)

を満たすようにとる. ここで吾々の CR構造は 1.2.4節の命題 1.2.30 にのべ
たようにパラメーター tに從属するものとする. 次にK2

(1),K
4
(1) とを

νK2
(1) + µK4

(0)(5.2.50)

= −1
4
(K2

(0)+K
2
(0)+ +K4

(0)+K
4
(0)+) − 1

2
(K2

(0)K
4
(0) + iK2

(0)+K
4
(0)♯),

上と同じようにして, 帰納的にK2
(l),K

4
(l), (l = 2, . . . ) をきめて行けば

(5.2.51) K2
(l) ≡ 0, K4

(l) ≡ 0 mod tl+1

が成立して居るように出来るから,無限和 (5.2.47)は収斂して (5.2.45), (5.2.46)
が成立して居る.
変換 (5.2.27), (5.2.28), (5.2.29), (5.2.30)を

φ = Φσ̇, σ̇ = (ẋ, ν̇, ẋ′, µ̇)tr

と行列を使って書く. 計算によれば detΦ = 1 である. θ = Θσ̇ とおけば
Θ = Φ + L である. 從って

detΘ = det(I + Φ−1L).
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変換 Φ−1 : φ→ σ̇ は計算によれば

ẋ = φ1
+ − iφ2,(5.2.52)

ν̇ = −i(φ1)0e0 + φ2 − i

2
(φ3

+ + iφ3
♯ ) +

1
2
(φ4

+ + iφ4
♯ ),(5.2.53)

ẋ′ = φ3
+ + iφ4,(5.2.54)

µ̇ = i(φ3)0e0 + φ4 +
i

2
(φ1

+ − iφ1
♯ ) +

1
2
(φ2

+ − iφ2
♯ )(5.2.55)

である.

定理 5.2.56.

F (σ̇C) = iθ(w, σ̇C)θ̇(w, σ̇C)

θ(w, σ̇C) = Θσ̇C

Θ = Φ + L = Φ(I + Φ−1L)

Φは (5.2.27), (5.2.28), (5.2.29), (5.2.30), Φ−1 は (5.2.52), (5.2.53), (5.2.54),
(5.2.55)で与えられて居る.

5.3 セゲー核の相函数

5.3.1

最後に ψM (w)を少し調べよう (cf.(5.2.20)). 先ず

(5.3.1) ψM (y, ŷ) = −ψM (ŷ, y)

を証明する. w = (y, ŷ)に対し, ŵ = (ŷ, y)とおく. 上を証明するには (5.1.13)
と (5.2.20)とにより

X(ŵ) = X̃(w), X̃(ŵ) = X(w),(5.3.2)

U(ŵ) = Ũ(w), Ũ(ŵ) = U(w)(5.3.3)

を云へばよい. Z(w)の方程式 (5.1.33)∼(5.1.37)とその “バー”とを比べると,
方程式の解の一意性から上の等式の成立して居ることが解る.
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次に準備としてZ(w)の定義方程式を (5.1.33)∼(5.1.37) とは違う形で書く.
一般に A = (A1, . . . , A2n)を複素ベクトルとするとき Cn の元

Z ′(A) = (. . . , A2α−1 + iA2α, . . . ), Z ′′(A) = (. . . , A2α−1 − iA2α, . . . )

が決まる. 從って (ψM )′x+
= (. . . , ∂ψM/∂xj , . . . ), j > 0, を複素ベクトルと

考へて Z ′((ψM )′x+
)と Z ′′((ψM )′x+

) とが定義出来る. 計算により

Z ′((ψH)′x+
) = iZ ′(x+),(5.3.4)

Z ′′((ψH)′x+
) = i(Z ′′(x+) − 2Z ′′(x̃+)),(5.3.5)

Z ′((ψH)′x̃+
) = i(Z ′(x̃+) − 2Z ′(x+)),(5.3.6)

Z ′′((ψH)′x̃+
) = iZ ′′(x̃+)(5.3.7)

である. Φ
′

x = −ν+(ψH)′x且つΦ′
x̃ = µ+(ψH)′x̃だから Z(w)の定義 (5.1.33)

により Z(w)は次の方程式で決まる.

S′
ξ(y, ξ)ξ=U(w) = X(w),(5.3.8)

S′
ξ(ỹ, ξ)ξ=V (w) = X̃(w),(5.3.9)

U0(w) = 1, V0(w) = 1,(5.3.10)

Z ′(U(w)) = iZ ′(X(w)),(5.3.11)

Z ′(V (w)) = i(−Z ′(X̃(w)) + 2Z ′(X(w))),(5.3.12)

Z ′′(U(w)) = i(Z ′′(X(w))) − 2Z ′′(X̃(w)),(5.3.13)

Z ′′(V (w)) = −iZ ′′(X̃(w)).(5.3.14)

話を ψM にもどし

(5.3.15) QαyψM (y, ỹ) = 0

を証明しよう. Z(w)の定義により (Φ′
σ(w, σ))σ=Z(w) = 0 だから,

∂Φ(w, σ)
∂y

= Φ′
y(w, σ)
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とおけば

QαyψM (y, ỹ) =QαyΦ(w,Z(w))

=
1
2

(
Φ′
y2α−1(w,Z(w))) + iΦ′

y2α(w,Z(w))

− ihα(y)Φ
′

y0(w,Z(w))
)
.

從って Φの定義から

QαyψM (y, ỹ)(5.3.16)

=
1
2

(
S′
y2α−1(y, U(w)) + iS′

y2α(y, U(w)) − ihα(y)S
′

y0(w,U(w))
)
.

一方 1.3.3節の S の定義により

(S′
ξ(y, U(w)), U(w), y, S′

y(y, U(w)))

は χ の概解析的拡張のグラフに入って居る. (5.3.8) により S′
ξ(y, U(w)) =

X(w)だから yj(χ(x, ξ)) = χj(x, ξ), ηj(χ(x, ξ)) = χj(x, ξ)とおけば

QαyψM (y, ỹ) =
1
2

(
χ2α−1(X(w), U(w)) + iχ2α(X(w), U(w))

− ihα(X(w))χ0(X(w), U(w))
)
.

從って 2.1.1節 (2.1.1)と (2.1.3)とにより

QαyψM (y, ỹ) = qα
(
χ(X(w), U(w))

)
= rαβ (X(w), U(w))pβ(X(w), U(w)).

一方 (5.3.8)∼(5.3.14) と 2.1.1節 (2.1.2)とにより pβ(X(w), U(w)) = 0であ
る. これで (5.3.15)が証明された. 次に

(5.3.17) ψM (y, y) = 0

を証明する. (y, y) = w(y)とおく. 上を証明するには

(5.3.18) U(w(y)) = V (w(y)), X(w(y)) = X̃(w(y))
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を証明すればよい. (5.3.18)が成立して居ると假定して,方程式 (5.3.8), (5.3.9),
(5.3.10), (5.3.11), (5.3.12), (5.3.13), (5.3.14) を未知函数 U(w(y)), X(w(y))
の方程式として試しに書いてみると

(S′
ξ(y, ξ))ξ=U(w(y)) = X(w(y)),(5.3.19)

U0(w(y)) = 1,(5.3.20)

Z ′(U(w(y))) = iZ ′(X(w(y))),(5.3.21)

Z ′′(U(w(y))) = −iZ ′′(X(w(y))).(5.3.22)

となる. もし (5.3.19), (5.3.20), (5.3.21), (5.3.22) が解をもてば, その解
を使って V (w(y)) と X̃(w(y)) とを (5.3.18) で定義すれば, これは (5.3.19),
(5.3.20), (5.3.21), (5.3.22) で X = X̃, U = V の解になって居る事が容易

に確かめられる. 從って (5.3.19), (5.3.20), (5.3.21), (5.3.22) の解の一意
性から, (5.3.18) の成立して居ることがわかる. 結局 (5.3.17) の証明は, 方
程式 (5.3.19), (5.3.20), (5.3.21), (5.3.22) の解の存在の証明に帰着される.
(5.3.19), (5.3.20), (5.3.21), (5.3.22) を解くには, X(w(y))を消去して未知函
数 U j = U(w(y)), j = 1, . . . , 2n,の方程式

S′
ξ2α−1

(y, U) + iS′
ξ2α

(y, U) = −iZ ′(U),(5.3.23)

S′
ξ2α−1

(y, U) − iS′
ξ2α

(y, U) = iZ ′′(U)(5.3.24)

を解けばよい. モデルの場合, S(y, ξ) = y · ξだから上は

(5.3.25) Z ′(y) = −iZ ′(U), Z ′′(y) = iZ ′′(U)

となる. 吾々の場合 (5.3.23), (5.3.24)は (5.3.25)の小さい変形だから (5.3.23),
(5.3.24)の解は一意的に決まる. これで (5.3.17)が証明された.

1.1.2節に述べたように, 原点の近傍を問題とし, M が Cn+1 の実超曲面で

ある場合を考へよう. Dを Cn+1 におけるM の内側の近傍とする. 1.2.1節
の記号を使い, (z1, . . . , zn, w)を簡單のため z, w = z0 と書く ψM (z, z)は z

をM へ制限したものの函数である. QαyψM (y, ỹ) = 0 であるので (5.2.52),
(5.2.53), (5.2.54), (5.2.55)により ψM (z, z)は D × D 上の函数 ψM (z, z̃) で
(z, ¯̃z)に関し, 形式的に正則 (概解析的) になるように一意的に拡張出来る.

(5.3.26) ψM (z, z̃) = −ψM (z̃, z)
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である. モデルの場合に計算すれば X(w) = y, X̃(w) = ỹ であるから,
Φ(w,Z(w)) = ψH(y, ỹ). 從って 3.2.2節によりモデルの場合

∂

∂y0
(
1
i
ψM (z, z)) = 2

である. 吾々の場合, モデルの小さい変形になって居るから

(5.3.27) r(z) =
1
i
ψM (z, z)

とすれば,

(5.3.28)
∂r(z)
∂y0

> 0.

(5.3.26)により rは実数値の函数であり, (5.3.17)によりM の上では零にな

る. 原点で ∂/∂y0 は内側に向かう法線であるから, (5.3.23), (5.3.24) により
Dの内部では r > 0である. 從って rはDの上で正であるようなM の定義

函数になって居る. 吾々の r(z, z̃) = (1/i)ψM (z, z̃)は 1.1.7節の Feffermanの
定理について述べた條件 (i), (ii), (iii)をみたす函数である.
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local invariants in the Szegö kernel. Complex geometry (Osaka, 1990),
77–96, Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 143, Dekker, New
York, 1993.
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I: An à priori estimate, Ann. Math. (2) 115 (1982), no. 3, 451–500.

[14] —–, Strongly pseudoconvex CR structures over small balls II: A reg-
ularity theorem, Ann. Math. (2) 116 (1982), no. 1, 1–64.

[15] —–, Strongly pseudoconvex CR structures over small balls III: An
embedding theorem, Ann. Math. (2) 116 (1982), no. 2, 249–330.

[16] —–, The formula for the singularity of Szegk̈ernel. I, J. Korean Math.
Soc. 40 (2003), 641–666.

[17] —–, The formula for the singularity of Szegö kernel. II, Asian J. Math.
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