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1. 非線形発展方程式

Rn 上の Banach空間 X = X(Rn)で以下の初期値問題を考える{
∂tu − Lu = F(u), t > 0,

u(0) = u0 ∈ X, t = 0.
(AE)

I 臨界空間 . . . Fujita-Katoの原理

I 臨界指数 . . . Fujita臨界指数・質量臨界指数

I 臨界正則性 . . . 最大正則性と特異極限
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1. 非線形発展方程式

典型例:
(

∂tu − Lu = F(u), t > 0,

u(0) = u0 ∈ X, t = 0.
(AE)

I 非線形熱方程式 :
∂tu − ∆u = up, u = u(t, x) > 0. (NLH)

I 非線形 Schrödinger方程式:

i∂tu +
1
2
∆u = λ|u|p−1u, λ ∈ R \ {0}. (NLS)

I 非圧縮性 Navier-Stokes方程式:

Pσ : X → Xσ ; solenoidal projection

∂tu − ∆u + Pσ(u · ∇)u = 0, div u = 0. (NS)
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1. 非線形発展方程式 (スケール不変性)

非線形熱方程式: p > 1
(

∂tu − ∆u = up, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, t = 0, x ∈ Rn.
(NLH)

•不変スケール変換:

uλ(t, x) = λ
2

p−1 u(λ2t, λx), λ > 0, (t, x) ∈ R+ × Rn.

u(t, x): (NLH) を満たす⇐⇒ uλ(t, x): (NLH) を満たす.

•スケール不変空間: Lebesgue-Bochner 空間 Lθ
`

R+; Lq(Rn)
´

‖u‖Lθ(R+;Lq(Rn)) =

 

Z

R+

‖u(t, ·)‖θ
Lq dt

!1/θ

‖uλ‖Lθ(R+;Lq(Rn)) = λ
2

p−1 −
2
θ
− n

q ‖u‖Lθ(R+;Lq(Rn))

normが λに依存しない⇐⇒
2
θ

+
n
q

=
2

p − 1

θ = ∞ =⇒ q =
n
2
(p − 1).
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1. 非線形発展方程式 (Fujita-Katoの原理)

.
Fujita-Kato の原理
..
......スケール不変な非線形偏微分方程式 (AE) を不変スケール空間で考えよ.

IKato-Fujita 1962 [Rendi Semi. Math. Padova], Fujita-Kato 1964 [ARMA]

小さい初期条件に対する時間大域解の存在 (時間大域的適切性)
vs

大きな初期条件に対する時間局所解の存在 (時間局所的適切性)

Fujita-Kato の原理: 臨界空間であれば上記双方が同時に得られる.

ILebesgue scale (可積分性の指数)

(∞ ≥ · · · q2 > q1 > q0 = qc > q−1 > q−2 · · · ≥ 1)

Lq2 ≺ Lq1 ≺ Lq0
| {z }

0 < t << 1 で安定に解ける =「局所適切」

=

臨界空間
z}|{

Lqc = Lq0 ≺ Lq−1 · · · ≺ Lq−2
| {z }

|u| << 1で安定に解ける =「大域適切」

‖uλ‖Lθ(R+;Lq(Rn)) = λ
2

p−1 −
2
θ
− n

q ‖u‖Lθ(R+;Lq(Rn))
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1. 非線形発展方程式 (Besov空間)

I Sobolev空間:

Hs
q(Rn)

{
s : 微分の階数
q : q 乗-可積分指数

I Besov空間:

Ḃs
q,σ(Rn)

{
s : 微分の階数
q : q 乗-可積分指数
σ : 補間指数 (対数階数微分){

φj
}

j∈Z :Littlewood-Paleyの 2進周波数単位分解: supp φ̂j(ξ) ⊂ |ξ| ' 2j, j ∈ Z

‖f‖Ḃs
q,σ

≡

∑
j∈Z

(
2js‖φj ∗ f‖q

)σ

1/σ

=
∥∥∥{

‖φj ∗ f‖q
}∥∥∥

`σ
s
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1. 非線形発展方程式 (Littlewood-Paley分解)
I{φj}j∈Z :Littlewood-Paleyの 2進周波数単位分解: 概直交性両隣の φ` |`− j| ≤ 1以外は直交する.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                2j-1            2j               2j+1            

 

 

          ! 1:   Littlewood-Paley" 2#$%&'()*"+,- 

Littlewood-Paley
2 進単位分解の図

概直交性両隣の φ` |`− j| ≤ 1以外は直交する.
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1. 非線形発展方程式 (Besov空間)

I Besov 空間:Ḃs
p,σ(Rn)

{φj}j∈Z :Littlewood-Paley の 2 進周波数単位分解: supp bφj(ξ) ⊂ B2j+1 (0) \ B2j−1 (0)

‖f‖Ḃs
p,σ

≡

0

@

X

j∈Z
2jσs‖φj ∗ f‖σ

p

1

A

1/σ

=
‚

‚

‚

˘

‖φj ∗ f‖p
¯

‚

‚

‚

`σ
s

•スケール不変空間: X = Ḃs
q,σ(Rn): s-階微分可能 Sobolev 空間: Bochner-Besov 空間:

Lθ
`

R+; Ḃs
q,σ(Rn)

´

, ‖u‖Lθ(R+;Ḃs
q,σ(Rn)) =

 

Z

R+

‖u(t, ·)‖θ
Ḃ0

q,σ
dt

!1/θ

2
θ

+
n
q

=
2

p − 1
+ s

Cf. X = Ḣs,q(Rn): s-階微分可能 Sobolev 空間: Bochner-Sobolev 空間:

Lθ
`

R+; Ḣs
q(Rn)

´

, ‖u‖Lθ(R+Ḣs
q(Rn)) =

 

Z

R+

‖∇s
xu(t, ·)‖θ

Lq dt

!1/θ

2
θ

+
n
q

=
2

p − 1
+ s
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2. 臨界指数

非線形熱方程式の初期値問題:
(

∂tu − ∆u = up, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, t = 0, x ∈ Rn.
(NLH)

I Fujita臨界指数: (正値解に対する)

pF = 1 +
2
n

◦ p > pF ≡ 1 + 2
n : 小さな初期値に対して時間大域解が存在する (時間大域的適切)

◦ p ≤ pF : どのような小さな初期値に対しても正値解は有限時刻で爆発する (時間大域的非適切).

pF = 1 +
2
n

: 非線形熱方程式の時間大域的可解性を切り分ける臨界指数
IFujita 1966 [JMSJ], Hayakawa 1973 [PJA]
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2. 臨界指数

I非線形 Schrödinger方程式:
8

<

:

i∂tu +
1
2
∆u = λ|u|p−1u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x); Rn → C, t = 0, x ∈ Rn.

(NLS)

「保存則」により爆発の切り分け指数がより大きくなる.

◦ p = 1 + 2
n : t → ±∞ での解の散乱・非散乱切り分け臨界 (Barabu-Ozawa臨界指数).

IBarabu 1984 [JMP], Ozawa 1991 [CMP], Hayashi-Naumukin 1997 [Ameri. JM]

◦ Fujita指数に対応する指数 =⇒ p = 1 + 4
n (質量臨界 (L2 臨界)).

IGlassey 1977 [JMP], M. Tsutsumi 1983 [unpublished]

IWeinstein 1983 [CMP], Nawa 1999 [CPAM]

I Sobolev臨界指数
pS = 1 +

4
n − 2

=
n + 2
n − 2

:

◦ p < pS ≡ 1 + 4
n−2 : 時間局所的に可解 (Sobolev劣臨界)

◦ p ≥ pS: 変分法 (埋め込みのコンパクト性) の成立限界 (Sobolev優臨界)
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2. 臨界空間と臨界指数
I非線形熱方程式 (NLH)・非線形 Schrödinger方程式 (NLS) の局所適切性の限界:
I簡単のため p = 2 とする.

非線形熱方程式 :
∂tu − ∆u = u2. (NLH)

非線形 Schrödinger方程式:

i∂tu +
1
2
∆u = u2. (NLS)

Lθ
`

R+; Hs,q(Rn)
´

, ‖u‖Lθ(R+;Hs,q(Rn)) =

 

Z

R+

‖u(t, ·)‖θ
Hs,q dt

!1/θ

2
θ

+
n
q

=
2

p − 1
+ s = 2 + s

(θ, q) = (∞, 2) での解が時間局所安定となるクラス:Hs,q(Rn)
臨界可微分性は p = 2 より

sc = −2 +
n
2

空間次元 時間局所適切となる微分指数 対応する臨界指数
n = 1 s ≥ −1 > sc = −3/2
n = 2 s > sc = −1 Fujita臨界
n = 3 s > − 1

2 “臨界は未解決”
n = 4 s ≥ 0 Sobolev臨界

IWeissler 1981 [IUMJ],Y. Tsutsumi 1987 [FE], Keel-Tao 1997 [DMJ]

IBejenaru-Tao 2006 [JFA], Kishimoto 2008 [CPAA], Iwabuchi-Ogawa, 2015 [TAMS], Morinet-Tayachi 2015 [JFA]
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1. 非線形発展方程式 (圧縮性 NS方程式の局所可解限界)

圧縮性 Navier-Stokes方程式 (等温):
8

>

>

>

<

>

>

>

:

∂tρ+ div (ρu) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

ρ∂tu + ρ(u · ∇)u + ∇P(ρ) = µ∆u + (µ+ λ)∇div u,

P(ρ) = ργ , µ > 0, 2µ+ λ > 0,

ρ(0, x) = 1 + ρ0(x), u(0, x) = u0(x),

解が初期値から時間局所連続的に安定に得られる超函数のクラス (θ = ∞): Ḃs
q,σ(Rn) ≡ Bs

q

S ⊂ B∞
q ⊂ Bs

q ⊂ Bn−1
q

| {z }

安定に解ける =「適切」

⊂

臨界空間
z }| {

B
−1+ n

q
q,σ ⊂ Ḃ−1

∞,σ ⊂ B−2
q ⊂ B−3

q · · · ⊂ B−∞
q ⊂ S′

| {z }

安定に解けない =「非適切」

q < 2n “適切”
q = 2n “?”
q > 2n “非適切”

ICannone, Planchon, Amann, Bourgain-Pavlovic 2007 [JFA], Yoneda 2015 [JFA], Wang 2017 [AdvM]

IDanchin, Chang-Miao-Zheng 2016 [IMIbAmeri], Iwabuchi-Ogawa, 2018 [preprint]

小川卓克 (東北大・理) 臨界正則性と特異極限 2019 年 9 月 18 日金沢大学 13 / 32



3. 移流拡散方程式

α ≥ 1, κ = ±1
8

>

<

>

:

∂tu − ∆uα + κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, t = 0, x ∈ Rn.

(dDD)

物理スケールが大きく異なる物理モデルから出現する

I半導体動作モデル u: キャリヤ密度, ψ: 電界ポテンシャル, α = 1, κ = −1
I Mock 1975 [ARMA]

I走化性粘菌モデル u: 粘菌の密度, ψ: 化学誘引物質の濃度, α ≥ 1, κ = 1
I Patlac 1958 [ARMA], Keller-Segel 1975 [JMB]

I重力下天体の平均場: u: 天体の密度, ψ: 重力ポテンシャル, α ≥ 1, κ = 1
I Chandrasekher 1958 [J Astro Phys]

◦コロイドの挙動 (Smoluchowski-Poisson方程式)

κ < 0反発型 (repulsive case, deforcusing)
κ > 0誘引型 (atractive case, forcusing)
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3. 移流拡散方程式

α ≥ 1, κ = ±1
8

>

<

>

:

∂tu − ∆uα + κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, t = 0, x ∈ Rn.

(dDD)

Fujita指数: 解の爆発と時間大域性を切り分ける指数:

αF ≡ 2 −
2
n

.
Theorem
..

......

◦ α > αF ならば解 (超函数の意味での弱解) は時間大域的に存在
◦ α ≤ αF ならばある設定で正値解は有限時刻で爆発.
◦特に αS ≤ α ≤ αF ならば初期値の大きさで大域解の存在非存在の切り分けが可能

αS ≡ 2 −
4

n + 2
=

2n
n + 2

: Sobolev臨界指数

ISugiyama JDE [2006], Kimijima-Nakagawa-Og CVPDE [2013]
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3. 移流拡散方程式
• Toland双対性 (大塚浩史氏 (金沢大理工域) による)
◦ Fujita 型 (NLH) Energy 汎函数:

E[u] =
1
2
‖∇u‖2

2 −
1

p + 1
‖u‖p+1

p+1

◦移流拡散方程式 (−∆ψ = u)

H[u] =
1

α− 1
‖u‖α

α −
1
2

Z

Rn
uψdx

=
1

α− 1
‖u‖α

α −
1
2

Z

Rn

˛

˛|∇|−1u
˛

˛

2dx

表 2: (NLH) と (DD) に対する Toland双対性
問題/臨界性 変分指数 Sobolev臨界 質量臨界 Fujita臨界

NLH p + 1 p + 1 = 2 + 4
n−2 (p + 1 = 2 + 2

n−2 ) p + 1 = 2 + 2
n

NLS p + 1 p + 1 = 2 + 4
n−2 p + 1 = 2 + 4

n p + 1 = 2 + 2
n

移流拡散 (DD) α α = 2 − 4
n+2 α = 2 − 2

n α = 2 − 2
n

2 次元移流拡散 α α = 1 α = 1 α = 1

IToland 1979 [ARMA], Suzuki 2005 [book]

.
多重臨界性
..
......(dDD) では n = 2, κ = 1, α = 1が多重臨界となる.
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3. 移流拡散方程式
•時間局所適切性の限界:
単極型

(

∂tu − ∆u −∇ · (u∇ψ) = 0,

− ∆ψ = u,
(m-DD)

双極型
8

>

<

>

:

∂tn − ∆n −∇ · (n∇ψ) = 0,

∂tp − ∆p + ∇ · (p∇ψ) = 0,

− ∆ψ = n − p.

(b-DD)

局所適切性の限界:圧縮性・非圧縮性 Navier-Stokes方程式の安定に解が得られる (超函数の) クラス:
Ḃs

q,σ(Rn) ≡ Bs
q

S ⊂ B2n
q ⊂ Bs

q ⊂ Bn−2
q

| {z }

安定に解ける =「適切」

⊂

臨界空間
z }| {

B
−2+ n

q
q,σ ⊂ Ḃ−2

∞,σ ⊂ B−3
q ⊂ B−4

q · · · ⊂ B−∞
q ⊂ S′

| {z }

安定に解けない =「非適切」

q < 2n “適切”
q > 2n “非適切”

表 1:Navier-Stokes方程式と移流拡散方程式局所適切性臨界
問題 非圧縮性 (NS) 等温圧縮性 (NS) 単極型 (DD) 双極型 (DD)
適切 1 ≤ q <∞ 1 ≤ q < 2n 1 ≤ q <∞ 1 ≤ q < 2n
非適切 q = ∞ 2n < q ≤ ∞ q = ∞, σ > 2 2n < q ≤ ∞

ICannone, Planchon, Amann, Bourgain-Pavlobic, Yoneda, Wang

IDanchin, Chang-Miao-Zheng, Iwabuchi-Ogawa 2016 [OJM]]
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4. 特異極限

κ = ±1
8

>

<

>

:

∂tu − ∆u + κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, t = 0, x ∈ Rn.

(dDD)

物理スケールが大きく異なる物理モデルから出現する

I 半導体動作モデル u: キャリヤ密度, ψ: 電界ポテンシャル, α ≥ 1, κ = −1
原理方程式 Maxwell-disipative-Schrödinger方程式⇒量子移流拡散方程式

I走化性粘菌モデル u: 粘菌の密度, ψ: 化学誘引物質の濃度, α = 1, κ = 1
原理方程式 (Patlak-) Keller-Segel方程式⇒ Jäger-Luckhaus-Nagaiモデル

I重力下天体の平均場: u: 天体の密度, ψ: 重力ポテンシャル, α ≥ 1, κ = 1
原理方程式 Einstein方程式⇒圧縮性 Navier-Stokes-Poisson方程式

IJüngel-Li-Matsumura 2006 [JDE], Nishibata-Suzuki 2008 [ARMA]

IRaczynski 2009 [AA], Biler-Brandolese 2009 [Studia M]

IFeileisl-Laurencot 2007 [JMPP], Kobayashi-Ogawa 2013 [IUMJ]
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4. 特異極限
特異極眼問題: α = 1, n ≥ 2, τ > 0, λ = 0;

8

>

>

>

<

>

>

>

:

∂tuτ − ∆uτ + ∇ · (uτ∇ψτ ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

1
τ
∂tψτ − ∆ψτ = uτ , t > 0, x ∈ Rn,

uτ (0, x) = u0(x), ψτ (0, x) = ψ0(x), t = 0, x ∈ Rn,

(KS)

緩和時間パラメーター τ → ∞のとき (KS) の解 (uτ , ψτ ) は以下の問題の解 (u, ψ) に近づくか?
8

>

<

>

:

∂tu − ∆u + κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), t = 0, x ∈ Rn.

n = 2 のとき α = 1は Fujira臨界・質量臨界かつ, Sobolev臨界
.
Theorem
..

......

n = 2 とする
正値解は ‖u0‖1 ≤ 8π で時間大域解の存在
‖u0‖1 > 8π, log |x|u0 ∈ L1(R2)で有限時刻爆発

INagai 1995 [AMSA], Bilar 1995 [Cor M], Nagai-Senba-Yoshida 1997 [FE]

IKurokiba-Ogawa 2003 [DIE], Nagai-Ogawa 2016 [FE], Naito-Senba

IMizoguchi 2013 [CVPDE],Winkler 2013 [JMAP]
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4. 特異極限

8

>

>

>

<

>

>

>

:

∂tuτ − ∆uτ + ∇ · (uτ∇ψτ ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

1
τ
∂tψτ − ∆ψτ = uτ , t > 0, x ∈ Rn,

uτ (0, x) = u0(x), ψτ (0, x) = ψ0(x), t = 0, x ∈ Rn,

Raczynski: [Asympt Anal 2009] n = 2, λ = 0,擬測度の空間:

PMα =
n

f ∈ S′; sup
ξ

|ξ|α|f̂ (t, x)| ≤ C
o

Biler-Brandolese: [Studia Math 2009] n = 2, λ = 0,

χ =
n

f ∈ S′; sup
t,x

(t + |x|2)α|u(t, x)| ≤ C
o

Lorentz空間: Lq,∞(R2) × Lr,∞(R2).

(Fujita-Kato 原理)=⇒
臨界空間での強収束性 ⊕大きな初期値の場合の時間局所収束
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4. 特異極限

.
問題
..
......特異極限に Fujita-Kato の原理を適用したい

Fujita臨界, Sobolev臨界などの臨界指数は元の問題にも備わるのか?
不変スケール:λ > 0,

(

uλ(t, x) = λ2u(λ2t, λx),

ψλ(t, x) = ψ(λ2t, λx).
(S)

8

>

>

<

>

>

:

u ∈ Lθ
`

R+; Lq(Rn)
´

,
2
θ

+
n
q

= 2,

ψ ∈ Lσ
`

R+; Lr(Rn)
´

,
2
σ

+
n
r

= 0 (⇐= 指数の自由度がない!).

収束のための空間 (スケール臨界空間)

.
Definition(許容指数)
..

......

8

>

>

<

>

>

:

u ∈ Lθ
`

R+; Lq(Rn)
´

,
2
θ

+
n
q

= 2,
n
2
< q < 2 < θ <∞,

∇ψ ∈ Lθ
`

R+; Lr(Rn)
´

,
2
θ

+
n
r

= 1, n < r < θ <∞.
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4. 特異極限

.
Theorem
..

......

(θ, q), (θ, r): 許容指数, I = (0, T) with T ≤ ∞. (u0, ψ0) ∈ L
n
2 (Rn) × Ẇ1,n(Rn). (n = 2 のときはさら

に λ > 0, u0 ∈ Ḃ0
1,4(R

n)を仮定する). (uτ , ψτ ): Keller-Segel方程式の一意解: (T = ∞のときはデー
タの小ささも仮定する).

...1 (極限方程式)
(u, ψ) は極限方程式である移流拡散方程式の解

...2 (特異極限) Let θ = σ,

lim
τ→∞

“

‖uτ − u‖Lθ(I;Lq) + ‖∇ψτ −∇ψ‖Lθ(I;Lr)

”

= 0.

...3 (初期層) For any t0 > 0,

sup
t∈It0

‖uτ (t) − u(t)‖
L

n
2

+ sup
t∈It0

‖∇ψτ (t) −∇ψ(t)‖Ln → 0. τ → ∞,

IKurokiba-Ogawa (2019) [JEE]

臨界空間として admissbile を選んだ merit:
=⇒
大きな初期条件に対しても時間局所的に収束を示すことができる. n = 2では L1 での強収束性もわか
る IKurokiba-Ogawa (2019) [preprint]
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5. 臨界最大正則性

証明の鍵となる道具:
放物型方程式の最大正則性: Lθ(I; X) (1 ≤ θ <∞), X: Banach 空間, I = (0, T), (T ≤ ∞)

(

∂tv − Lv = f , t ∈ I, x ∈ Rn,

v(0, x) = v0(x), x ∈ Rn

最大正則性:
‖∂tv‖Lθ(I;X) + ‖Lv‖Lθ(I;X) ≤ C

“

‖v0‖(X,D(L))1−1/θ,θ
+ ‖f‖Lθ(I;X)

”

(MR)

i) 1 < θ <∞, X: UMD (unconditional martingale differences)のとき

最大正則性成立 (MR) ⇐⇒ L: R-boundedness

IWeis 2000 [MA]

ii) X: UMD =⇒ X:回帰的 (super-reflexive) IRuvio de Francia 1986, Amann 2000 [book]

iii) X: non-reflexive =⇒ X: non-UMD

iv) X = L1, L∞, H1, BMOのときは??

v) θ = 1 (time-end-point case) X = Lp ですら (MR) は破綻する.
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5. 臨界最大正則性
端点最大正則性

• (空間端点のクラス)
1) θ = 2, X = H1:ハーディー空間 (斉次評価) IOgawa-Shimizu 2008 [JFA]

2) 1 < θ ≤ ∞, X = Ḃ0
p,σ : p, σ = 1,∞など非回帰的な場合を含む場合 IOgawa-Shimizu 2010 [Math Z]

3) θ = 2, X = BMO(Rn): 有界平均振動の場合 IOgawa-Shimizu 2019 [preprint]

.
Theorem (端点 L1-最大正則性)
..

......

:
‚

‚∂tv
‚

‚

L1(R+;Ḃ0
p,1)

+
‚

‚∇2v
‚

‚

L1(R+;Ḃ0
p,1)

≤ C
“

‖v0‖Ḃ0
p,1

+ ‖f‖L1(R+;Ḃ0
p,1)

”

,

IOgawa-Shimizu 2016 [Math Ann]

• (時間端点 L1 の場合)
1) θ = 1, X = FM ( BUC(Rn): FourierRadon測度: Giga-Saal. IGiga-Saal 2011 [DCDS]

2) θ = 1, Ḃ0
p,1: 斉次 Besov 空間 1 < p <∞: Danchin IDanchin 2007 [AIF]

3) θ = 1, Mp,1: モデュレーション空:, Iwabuchi

4) θ = 1, Ḃ0
p,1 1 ≤ p ≤ ∞: 変数係数,非回帰空間を含む,評価の必要十分性: Ogawa-Shimizu

a) 函数空間の包含関係は
FM(Rn) ( Ḃ0

∞,1(R
n) Mp,1(Rn) ( Ḃ0

p,1(R
n)

b) 時間空間を Lorentz空間に広げることで初期値の条件は緩和されるが X = Lp,∞(Rn) では熱半
群が C0-半群にならない. IKozono-Shimizu 2018 [JMAA], 2019 [JFA]
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5. 臨界最大正則性

端点最大正則性の効果:
‚

‚∇2v
‚

‚

L1(R+;Ḃ0
p,1)

≤ C‖v0‖Ḃ0
p,1
. (ep-MR)

熱半群に対する解析半群の評価: 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して

‖∆et∆u0‖p ≤ Ct−1‖u0‖p (ASG)

したがって t ∈ R+ で両辺を積分すると
Z ∞

0
‖∆et∆u0‖pdt ≤ C

„

Z ∞

0
t−1dt

«

‖u0‖p = ∞

となり解析半群の評価 (ASG) からは端点評価 (ep-MR) は従わない. 実際 u0 ∈ Lp(Rn) とすると

Ḃ0
p,1(R

n) ⊂ H0
p(Rn) ≡ Lp(Rn)

なので一般に
Z ∞

0
‖∆et∆u0‖pdt ≥ C‖u0‖Ḃ0

p,1
= ∞.
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5. 臨界最大正則性

熱方程式の初期値問題:
(

∂tv − ∆v = f , t > 0, x ∈ Rn,

v(0, x) = v0(x), x ∈ Rn

.
Theorem (一般化最大正則性)
..

......

1 ≤ ν ≤ σ ≤ θ ≤ ∞, 1 ≤ p ≤ ∞, I = (0, T) ⊂ R+ (I = R+ も可) とする.
‚

‚∂tv
‚

‚

Lθ(I;Ḃ0
p,σ)

+
‚

‚∇2v
‚

‚

Lθ(I;Ḃ0
p,σ)

≤ C
“

‖v0‖
Ḃ

2− 2
θ

p,θ

+ ‖f‖
Lν(I;Ḃ

2
ν

− 2
θ

p,σ )

”

,

ただし ∇2 = ∂xi∂xj .

利点 1: 指数 θ, pは端点指数 1, ∞ を許す.

利点 2: ν と σ に自由度がある.

利点 3: 空間の可微分性を譲って,時間方向の可積分性を稼ぐ. =⇒半線形問題で使いやすい!
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5. 臨界最大正則性 (概直交性)
I{φj}j∈Z :Littlewood-Paley と熱核 ∆et∆:
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6特異極限の証明の概略

〈 特異極限に戻る 〉: 解が構成できるとしてそれらの差を考える:
8

>

>

<

>

>

:

uτ (t) − u(t) =

Z t

0
e(t−s)∆∇ ·

``

uτ (s) − u(s)
´

∇ψτ (s)
´

ds

+

Z t

0
e(t−s)∆∇ ·

`

u(s)
`

∇ψτ (s) −∇ψ(s)
´´

ds, t ∈ I,

ここで q ≤ 2 ≤ θ, θ = σ として

Ḃ
−1+ 2

θ
q,θ (Rn) ⊃ Ḟ

−1+ 2
θ

q,θ (Rn) ⊃ Ḟ
−1+ 2

θ
q,2 (Rn) ' Ẇ−1+ 2

θ
,q(Rn) ⊃ L

qr
q+r (Rn),

(θ, q)を許容指数 2
θ

+ n
q = 2 と選ぶと最大正則性評価から

‖uτ (t)−u(t)‖Lθ(I;Lq)

≤C‖(uτ (t) − u(t))∇ψτ‖
L

θσ
θ+σ (I;Ḃ

−1+ 2
θ

q,θ
)
+ C

‚

‚u(t)∇(ψτ (t) − ψ(t))
‚

‚

L
θσ

θ+σ (I;Ḃ
−1+ 2

θ
q,θ

)

≤CM
“

‖uτ (t) − u(t)‖Lθ(I;Lq) +
‚

‚∇ψτ −∇ψ(t)
‚

‚

Lθ(I;Lr)

”

.

小川卓克 (東北大・理) 臨界正則性と特異極限 2019 年 9 月 18 日金沢大学 28 / 32



6特異極限の証明の概略

8

>

>

<

>

>

:

ψτ (t) − ψ(t) = eτ t(∆−λ)ψ0 +

Z τ t

0
es(∆−λ)

`

uτ (t − τ−1s) − u(t − τ−1s)
´

ds

+

Z τ t

0
es(∆−λ)

`

u(t − τ−1s) − u(t)
´

ds −
Z ∞

τ t
es(∆−λ)u(t)ds, t ∈ I.

‖∇ψτ (t)−∇ψ(t)‖Lθ(I;Lr)

=‖∇eτ t(∆−λ)ψ0‖Lθ(I;Lr)

+

‚

‚

‚

‚

Z τ t

0
∇es(∆−λ)

`

uτ (t − τ−1s) − u(t − τ−1s)
´

ds
‚

‚

‚

‚

Lθ(I;Lr)

+

‚

‚

‚

‚

Z τ t

0
∇es(∆−λ)

`

u∞(t − τ−1s) − u(t)
´

ds
‚

‚

‚

‚

Lθ(I;Lr)

+

‚

‚

‚

‚

Z ∞

τ t
∇es(∆−λ)u(t)ds

‚

‚

‚

‚

Lθ(I;Lr)

≡I0 + I1 + I2 + I3.
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6特異極限の証明の概略

For the third term: By the Sobolev inequality,

I2 =
‚

‚

‚

Z τ t

0
∇es(∆−λ)

“

u
`

t −
s
τ

´

− u(t)
”

ds
‚

‚

‚

Lθ(I;Lr)

≤Sb

‚

‚

‚

Z τ t

0
∆es(∆−λ)

“

u
`

t −
s
τ

´

− u(t)
”

ds
‚

‚

‚

Lθ(I;L
nr

n+r )

≤CSb

‚

‚

‚

u
`

t −
t
τ

´

− u(t)
‚

‚

‚

Lθ(I;L
nr

n+r )
.

ここで (θ, nr
n+r ): は許容指数の条件を満たす臨界指数である: 2

θ
+ n · n+r

nr = 2
θ

+ n
r + 1 = 2.したがっ

て Lebesgueの優収束定理から

I2 ≤CSb

‚

‚

‚

u
`

t −
t
τ

´

− u(t)
‚

‚

‚

Lσ(I;L
nr

n+r )
< ε.

を得る. 以上により
‖uτ (t) − u(t)‖Lθ(I;Lq) + ‖∇ψτ (t) −∇ψ(t)‖Lθ(I;Lr) → 0 (τ → ∞).
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6. 他の特異極限は?

α ≥ 1, κ = ±1
8

>

<

>

:

∂tu − ∆uα + κ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, t = 0, x ∈ Rn.

(dDD)

物理スケールが大きく異なる物理モデルから出現する

I 半導体動作モデル u:キャリヤ密度, ψ: 電界ポテンシャル, α ≥ 1, κ = −1
原理方程式 Maxwell-disipative-Schrödinger方程式⇒量子移流拡散方程式

I重力下天体の平均場: u:天体の密度, ψ: 重力ポテンシャル, α ≥ 1, κ = 1
原理方程式 Einstein方程式⇒圧縮性 Navier-Stokes-Poisson方程式

IOn going project
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