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概要

ヤン・バクスター方程式と関連した例を通じて，ホップ代数の一般化であるホップ亜代数を紹介する．

1 イントロダクション

nを正の整数とし，集合 {Xij , (X
−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n}上の自由 C代数を C⟨Xij , (X

−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n⟩
と表す．この自由代数の元

(1) XijXkl −XklXij (i, j, k, l = 1, . . . , n)

(2)
∑n

k=1 Xik(X
−1)kj − δij (i, j = 1, . . . , n)

(3)
∑n

k=1(X
−1)ikXkj − δij (i, j = 1, . . . , n)

で生成された両側イデアル I による商 C⟨Xij , (X
−1)ij | 1 ≤ i, j ≤ n⟩/I を AP と書くことにする (ただ

し δij はクロネッカーのデルタ・シンボル)．この AP は双代数である [1, 第 2 章 §1]．その構造射 (余積

∆ : AP → AP ⊗ AP，余単位射 ε : AP → C)は次のように定義される (2つの写像が代数準同型になるよう

拡張する)．

(1) ∆(Xij) =
∑

k Xik ⊗Xkj

(2) ∆((X−1)ij) =
∑

k(X
−1)kj ⊗ (X−1)ik

(3) ε(Xij) = ε((X−1)ij) = δij

さらに AP はホップ代数にもなる [1, 第 2章 §1]．その構造射である対合射 S : AP → AP は，生成元上次

のように定義される (反自己同型として拡張する)．

S(Xij) = (X−1)ij ;S((X
−1)ij) = Xij .

AP から Cへの代数準同型全体のなす集合M と一般線型群 GLn(C)は集合として同型である．実際，次
の写像がこの同型を与える．

M ∋ F 7→ (F (Xij))i,j ∈ GLn(C).

そこで，これが群としての同型になるように M に群構造を与えることができる [1, 第 4 章 例 4.3], [17,

Example 9.7]．このとき，余積∆を用いるとM の積が，余単位射 εを用いるとM の単位元が，対合射 S を

用いると逆元が定義できるようになっている．実際，F,G ∈ M に対し

• 積 FG = F ⊗G ◦∆;
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• 単位元 1M = ε;

• F (∈ M)の逆元は F ◦ S (Cが可換であるため F ◦ S ∈ M に注意)．

実は定義だけではなく，余積が余結合律 (∆⊗ 1) ◦∆ = (1⊗∆) ◦∆ をみたすことからM の積が結合的とな

るなど，GLn(C)が群であることと AP がホップ代数であることがよく対応している．

このホップ代数 AP は，n次元ベクトル空間 V = ⊕iCvi のテンソル積 V ⊗ V 上の線形写像 P : V ⊗ V →
V ⊗ V (P (v ⊗ w) = w ⊗ v) と関係が深い．基底 {vi ⊗ vj}に関する P の行列表示の成分を P kl

ij とするとき

(すなわち P (vk ⊗ vl) =
∑

i,j vi ⊗ vjP
kl
ij )，XijXkl −XklXij =

∑
a,b P

ab
ik XbjXal −

∑
a,b P

lj
abXkbXia となる

ので，AP の定義関係式を与える両側イデアル I の生成元は

(1)
∑
a,b

P ab
ik XbjXal −

∑
a,b

P lj
abXkbXia (i, j, k, l = 1, . . . , n) (1.1)

(2)
n∑

k=1

Xik(X
−1)kj − δij (i, j = 1, . . . , n)

(3)

n∑
k=1

(X−1)ikXkj − δij (i, j = 1, . . . , n)

である．少々強引ではあるが，これをもって「定義関係式を通じて，線形写像 P : V ⊗ V → V ⊗ V がホップ

代数 AP を決定している」と見ることにする．

写像 P が量子ヤン・バクスター方程式 [2, 3, 20, 21] (今の場合は，ブレイド関係式と同じ) (P ⊗ 1)(1 ⊗
P )(P ⊗ 1) = (1⊗P )(P ⊗ 1)(1⊗P ) の解であることに注目して，「この構成の枠組みを活かして，量子ヤン・

バクスター方程式の解からいろいろなホップ代数を構成しよう」と試みるのは自然であろう．実際，[6]では，

量子ヤン・バクスター方程式の解から一般線型群 GLn(C)の q-analog上の関数環と呼ばれるホップ代数を構

成している．

講演では更に飛躍して，「上で説明した構成の枠組みを一般化して，一般化されたヤン・バクスター方程式

の解からホップ代数の一般化を構成しよう」と試み，この立場からホップ亜代数について具体例と合わせて紹

介した．

この報告では講演内容を抜粋し，双代数の一般化である左双亜代数，およびホップ代数の一般化であるホッ

プ亜代数の定義を与えた上で，ホップ代数 AP の一般化となるホップ亜代数が構成できることを簡単に紹介

する．

2 左双亜代数 Aσ

Aと Lを積に関する単位元をもつ環とし (環 Aの単位元を 1A，環 Lの単位元を 1L と書く)，sL : L → A

と tL : Lop → Aを
sL(l)tL(l

′) = tL(l
′)sL(l) (∀l, l′ ∈ L). (2.1)

をみたす環準同型とする．ただし，Lop は環 Lの反環 (反同型環)である．式 (2.1)により，環 Aは両側 L加

群となる (この加群を記号 LAL で表す)．

l · a · l′ = sL(l)tL(l
′)a (l, l′ ∈ L, a ∈ A). (2.2)
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定義 2.1. 両側 L加群のなすテンソル圏における余モノイド (comonoid) (LAL, γL : A → A⊗L A, πL : A →
L) が次をみたすとき，AL = (A,L, sL, tL, γL, πL) を左双亜代数 (left bialgebroid)という [4, 5]．∑

(a)

a(1)tL(l)⊗ a(2) =
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2)sL(l), (2.3)

γL(1A) = 1A ⊗ 1A,

γL(ab) = γL(a)γL(b), (2.4)

πL(1A) = 1L,

πL(asL(πL(b))) = πL(ab) = πL(atl(πL(b))) (∀l ∈ L, ∀a, b ∈ A).

ただし式 (2.3)では，Sweedlerによる sigma notation [18, Section 1.2] と呼ばれる記号法を用いている．

γL(a) =
∑
i

a1i ⊗ a2i =
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2) ∈ A⊗L A.

注意 2.2. 定義 2.1 に現れる余モノイドは，テンソル圏におけるモノイドの双対である (モノイドの定義に現

れる構造射 (の矢印)を逆向きにしたもの)．

注意 2.3. 式 (2.3) により，式 (2.4) の右辺は well-defined となる (環 L が必ずしも可換であるとは限らな

いことに注意)．つまり，式 (2.3) の下で，
∑

(a),(b) a(1)b(1) ⊗L a(2)b(2) (γL(a) =
∑

(a) a(1) ⊗ a(2), γL(b) =∑
(b) b(1) ⊗ b(2)) は代表元の取り方に依存せず定まるので，これを γL(a)γL(b)(∈ A⊗L A) と書く．このよう

なことが左双亜代数の定義には含意されている．

注意 2.4. 左双亜代数は [19] における ×L-bialgebraと同じものである．

以下，K を体，H を空でない集合，RをK代数とし，MH(R)を集合H から体Kへの写像全体のなすK代
数とする．Gを集合H の置換群S(H)の反群の部分群とし，その任意の元 α ∈ Gに対し，Tα ∈ EndK(L,L)

を Tα(f)(λ) = f(λα) (λ ∈ H,α ∈ G) と定める (ただし λα := α(λ))．さらに，有限集合X から群 Gへの写

像 deg : X → Gが存在することを仮定する．

Lab，(L−1)ab (a, b ∈ X) を不定元として，自由代数 K⟨(MH(R) ⊗K MH(R)op)
⨿
{Lab : a, b ∈

X}
⨿
{(L−1)ab : a, b ∈ X}⟩ を考える．σab

cd ∈ MH(R) (a, b, c, d ∈ X) に対し，以下の (1)–(5)の元で生成さ

れる上記自由代数の両側イデアルを Iσ とする．

(1) ξ + ξ′ − (ξ + ξ′), cξ − (cξ), ξξ′ − (ξξ′) (∀c ∈ k, ξ, ξ′ ∈ MH(R)⊗K MH(R)op).

ただし，ξ+ξ′における記号+は自由代数での和を表し，(ξ+ξ′)での記号+は代数MH(R)⊗KMH(R)op

での和を表す．他の生成元におけるスカラー倍や積も同様．

(2)
∑
c∈X

Lac(L
−1)cb − δab∅,

∑
c∈X

(L−1)acLcb − δab∅ (∀a, b ∈ X).

(3) (Tdeg(a)(f)⊗ 1MH(R))Lab − Lab(f ⊗ 1MH(R)),

(1MH(R) ⊗ Tdeg(b)(f))Lab − Lab(1MH(R) ⊗ f),

(f ⊗ 1MH(R))(L
−1)ab − (L−1)ab(Tdeg(b)(f)⊗ 1MH(R)),

(1MH(R) ⊗ f)(L−1)ab − (L−1)ab(1MH(R) ⊗ Tdeg(a)(f)) (∀f ∈ MH(R)(= MH(R)
op
), a, b ∈ X).

(4)
∑

x,y∈X(σxy
ac ⊗ 1MH(R))LydLxb −

∑
x,y∈X(1MH(R) ⊗ σbd

xy)LcyLax (∀a, b, c, d ∈ X).

(5) ∅ − 1MH(R) ⊗ 1MH(R).

この両側イデアル Iσによる自由代数K⟨(MH(R)⊗KMH(R)op)
⨿
{Lab : a, b ∈ X}

⨿
{(L−1)ab : a, b ∈ X}⟩
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の商を Aσ とする．Aσ の定義関係式 (4) と式 (1.1) を比較すると，これが AP の一般化になっていることが

(σ が P の一般化になっていることと合わせて) 推察されるだろう．

定理 2.5 ([7]). 写像 deg : X → Gと σbd
ac ∈ MH(R)が

• deg(b) ◦ deg(d)(λ) ̸= deg(a) ◦ deg(c)(λ) ⇒ σbd
ac(λ) = 0 (∀λ ∈ H)

• σbd
ac(λ) ∈ Center(R)

をみたすならば，商 Aσ は左双亜代数である (Cf. [14, 15])．

この定理の左双亜代数において，sL : MH(R) → Aσ，tL : MH(R)op → Aσ は次のような写像である．

sL : MH(R) ∋ f 7→ f ⊗ 1MH(R) ∈ Aσ; tL : MH(R)op ∋ f 7→ 1MH(R) ⊗ f ∈ Aσ.

γMH(R) : Aσ → Aσ ⊗MH(R) Aσ については，主要な生成元上の値のみを記す．

γMH(R)(f ⊗ g) = (f ⊗ 1)⊗ (1⊗ g);

γMH(R)(Lab) =
∑
c∈X

Lac ⊗ Lcb; γMH(R)((L
−1)ab) =

∑
c∈X

(L−1)cb ⊗ (L−1)ac.

最後に πMH(R) : Aσ → MH(R)を定義するため，まず，K代数の準同型 ε : Aσ → EndK(MH(R))を次の

ように定める．

ε(f ⊗ g) = ρl(f)ρr(g); ε(Lab) = δabTdeg(a); ε((L
−1)ab) = δabTdeg(a)−1 (f, g ∈ MH(R)).

ただし，f, g ∈ MH(R)に対し ρl(f), ρr(g) ∈ EndK(MH(R))を ρl(f)(h)(λ) = (fh)(λ) = f(λ)h(λ), ρr(g)(h) =

hg と定義する (λ ∈ H,h ∈ MH(R))．定理 2.5の条件は，この εが well-definedとなることを保証する．そ

して，πMH(R) : Aσ → MH(R)は εを用いて次のように定義される．

πMH(R)(a) = ε(a)(1MH(R)) (a ∈ Aσ).

3 ホップ亜代数 Aσ

AL = (A,L, sL, tL,∆L, πL) を左双亜代数，S : A → Aを環 A上の反自己同型，L′ を反環 Lop と同型な環

とする (この同型写像を ν : Lop → L′ としておく)．

式 (2.2) で，環 A上の左 L加群構造 LA と右 L加群構造 AL を導入した．

LA : l · a = sL(l)a;AL : a · l = tL(l)a (l ∈ L, a ∈ A).

これと同様にして，環 A上に L′ 加群構造を導入することができる (左 L′ 加群構造を L′
A，右 L′ 加群構造を

AL′
と書く)．

L′
A : r · a = asL(ν

−1(r));AL′
: a · r = aS(sL(ν

−1(r))) (r ∈ L′, a ∈ A).

命題 3.1. 写像 S : A → A，sL : L → A，tL : Lop → A が

S ◦ tL = sL (3.1)

をみたすならば，次の性質をもつ加群の準同型 SA⊗LA : AL ⊗ LA → AL′ ⊗ L′
A が一意的に存在する．

SA⊗LA(a⊗ b) = S(b)⊗ S(a)(a, b ∈ A).
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∆L(a) =
∑

(a) a(1) ⊗ a(2) を Sweedler’s sigma notation [18, Section 1.2] とするとき，式 (3.1) より∑
(a) S(a(1))a(2) が well-defined となることに注意すると，次も成り立つことがわかる．

命題 3.2. 写像 S : A → A，sL : L → A，tL : Lop → A，πL : A → L が式 (3.1) と∑
(a)

S(a(1))a(2) = tL ◦ πL ◦ S(a) (∀a ∈ A) (3.2)

をみたすならば，次の性質をもつ加群の準同型 SA⊗L′A : AL′ ⊗ L′
A → AL ⊗ LA が一意的に存在する．

SA⊗L′A(a⊗ b) = S(b)⊗ S(a)(a, b ∈ A).

写像∆L′ : A → AL′ ⊗ L′
A を ∆L′ := SA⊗LA ◦∆L ◦ S−1 と定義する．

定義 3.3. 4つの式 (3.1)，(3.2)，

(∆L ⊗ idA) ◦∆L′ = (idA ⊗∆L′) ◦∆L, (∆L′ ⊗ idA) ◦∆L = (idA ⊗∆L) ◦∆L′

をみたす左双亜代数 AL と環 Aの反自己同型 S : A → Aの組 (AL, S) に対し，次の性質をもつ写像 SA⊗L′A

の逆写像 S−1
A⊗L′A が存在するとき，組 (AL, S) をホップ亜代数 (Hopf algebroid)という [4, 5]．

SA⊗LA ◦∆L ◦ S−1 = S−1
A⊗L′A ◦∆L ◦ S.

定理 3.4 ([7]). 適切な σab
cd ∈ MH(R)に対し，定理 2.5のAσ はホップ亜代数となる．ただし，L′ = MH(R)op，

ν = idMH(R)op．

講演では，群の一般化である擬群 (quasigroup) を用いて上の定理における σab
cd ∈ MH(R) を構成した

[7, 9, 10, 11, 12, 13, 16]．この σab
cd ∈ MH(R) から定まるホップ亜代数 Aσ において，K 代数の反自己同型

S : Aσ → Aσ は，生成元上，次のように定義される．

S(f ⊗ g) = g ⊗ f ;S(Lab) = (L−1)ab;S((L
−1)ab) = Lab (f, g ∈ MH(R)).

講演の最後では，MH(R)を一般化して得られる Aσ についても紹介した [8]．
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