
有限次元A∞代数の表現論

梶浦宏成 (千葉大学 ·大学院理学研究院)

概 要

A∞代数はもともとはホモトピー論におけるH空間の研究において導入された
[23, 24]（例えば [17]などを見よ）が，この拡張としてA∞圏が，シンプレクティッ
ク多様体M のラグランジュ部分多様体の成す深谷圏 Fuk(M)の定式化として導
入され（[4])，これがミラー対称性の圏論的定式化に応用されることとなった [16]．
複素（代数）多様体上の連接層の導来圏は三角圏であるので，A∞圏 Cから三角圏
Tr(C)を構成する方法が提案され，ミラー対称なシンプレクティック多様体M と
複素多様体 M̌ に対して三角圏同値 Tr(Fuk(M)) ≃ Db(coh(M̌)) が成り立つとい
うのが圏論的（あるいはホモロジー的）ミラー対称性予想である．
現在（状況によっては定式化をほどよく改良しつつ），この予想が成り立つよ

うな例が多数議論されている．一方，A∞ 圏 C が幾何学由来のものであるかどう
かに関わらず，それから三角圏 Tr(C)を構成することを具体的に実行すれば新し
い三角圏の例が得られることが期待できる．（このような，A∞代数の表現論への
応用に関する解説として例えば [15]がある．）本稿では特に，ある程度よいクラス
の C に対して，Tr(C)を箙の表現論の次数付き，高次積付き拡張のようなものと
して構成できることについて，いくつかの具体例を使って紹介したい．

1 A∞代数　 (A∞-algebras)

定義 1 (A∞代数 (Stasheff [23, 24])) (A,m := {mk}k≥1)がA∞代数であるとは，A =

⊕r∈ZA
rは Z次数付きベクトル空間，m := {mk : A⊗k → A}n≥1 が次数 |mk| = (2− k)

の線形写像であって，それらが n = 1, 2, ...について以下のA∞関係式を満たすものの
ことである．

0 =
∑

k+l=n+1

k−1∑
j=0

± mk(a1, · · · , aj,ml(aj+1, · · · , aj+l), aj+l+1, · · · , an) .

ここで，各 i = 1, ..., nについて，ai は次数 ai の斉次の元である（ai ∈ A|ai|）とし，
|mk| = (2− k)であるとは，

|mk(a1, ..., ak)| = (2− k) + |a1|+ · · ·+ |ak|

が成り立つことをいう．

A∞関係式を n = 1, 2, 3のときについてみてみると以下のようになる．m1 = d,　
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m2 = ·, x, y, z ∈ V と表すことにして

n = 1) d2 = 0 ,

n = 2) d(x · y) = d(x) · y + (−1)|x|x · d(y) ,
n = 3) (x · y) · z − x · (y · z) = d(m3)(x, y, z)

· · · · · · .

つまり，n = 1の条件より，(A, d)が鎖複体を成し，n = 2の条件より dは積 ·に関して
ライプニッツ則を満たし，n = 3の条件より積 ·がホモトピーm3を込めて結合的であ
る．1 この意味で，m4,m5, · · · はより高次のホモトピーを定めている．
m3 = 0のとき，積 ·は厳密に結合的となる．よってこのとき，(A, ·)は次数付き代
数，(A, d, ·)は次数付き微分代数（DG代数）を成す．つまり，A∞代数 (A,m)でm3 =

m4 = · · · = 0となるものはDG代数である．
一方，A∞代数 (A,m)でm1 = 0となるものを極小A∞代数という．

例 2 極小 A∞ 代数 (A,m)で高次の積を持つものの例として以下がある．Aは e0 =

id, e2, e5で生成させる次数付きベクトル空間とする．ただし erの次数は rとする．id

は積m2に関する恒等元とする．つまり

m2(id, e
∗) = m2(e

∗, id) = e∗.

さらに非自明なA∞積
m3(e

2, e2, e2) = e5

を入れる．これはA∞代数を成す．特にm1を入れてない（m1 = 0）ので極小である．
id(strictly unit)を成分に含むA∞関係式は常に自動的に満たされることとなる．この
例は，それ以外の非自明なA∞関係式がないような簡単な例となっている．

A∞代数において現れる符号を簡略化するためには，懸垂を考えるとよい．次数付き
ベクトル空間Aの懸垂

s : A→ s(A) = A[1]

とは，(A[1])r := Ar+1で定められる s(A), あるいは sのことである．
このとき，A∞代数 (A,m)からA[1]上に誘導されるA∞積

m
A[1]
k : (A[1])⊗k → A[1]

は kによらずすべて |mk| = 1となり，A∞関係式における符号もとても簡単になる．
特に，A∞代数をA∞写像で移すようなことを考える際には懸垂したところで行うのが
よい．以下m

A[1]
k のことも単にmkと書くことにする．

1d(m3) := d ◦m3 +m3(d⊗ id⊗ id+ id⊗ d⊗ id+ id⊗ id⊗ d) とする．

2



定義 3 A∞代数 (A,m)，(A′,m′)が与えられているとき，A∞写像 f : (A,m)→ (A′,m′)

とは次数を保つ線形写像の集まり f := {fk : (A[1])⊗k → A′[1]}k≥1であって，n = 1, 2, . . .

について以下の関係式を満たすもののことである．∑
i≥1

∑
k1+···+kn=n

m′
i(fk1 ⊗ · · · ⊗ fki)(a1, ..., an)

=
∑

i+1+j=k
i+l+j=n

fk(1
⊗i ⊗ml ⊗ 1⊗j)(a1, ..., an).

この関係式の n = 1の場合から，m′
1f1 = f1m1，つまり f1 : (A,m1)→ (A′,m′

1)は鎖写
像を成す．

定義 4 A∞写像 f : (A,m)→ (A′,m′)で，f1 : (A,m1)→ (A′,m′
1)が擬同型写像（コホ

モロジーの間の同型を誘導する写像）であるものを，A∞擬同型写像という．特に，f1
自体が同型写像であるとき，fをA∞同型写像をいう．

A∞代数 (A,m)に対し，次数付き微分テンソル余代数 (T c(A[1]), d := [m, ],∆) を構成
することができる．これはバー構成と呼ばれている．このとき，A∞写像は次数付き微
分テンソル余代数の間の写像を定める．このことから，A∞写像の合成が再びA∞写像
になることがわかる．さらに，A∞擬同型写像の合成がA∞擬同型写像となることもわ
かる．
一方，A∞擬同型写像 f : (A,m)→ (A′,m′)が存在するとき，逆向きにA∞擬同型写
像 g : (A′,m′) → (A,m)が存在することも知られている．つまり，A∞代数 (A,m)と
(A′,m′)の同値性を，A∞擬同型写像 f : (A,m)→ (A′,m′)が存在するということによっ
て定めることができる．
A∞代数に関して，例えば以下の２つの重要な定理がある．

定理 5 (極小模型定理 (Kadeishvili [7])) A∞代数 (A,m)に対し，そのコホモロジー
H(A) := H(A; d)上のA∞代数 (H(A),m′)とA∞擬同型写像 (H(A),m′)→ (A,m)が存
在する．

このとき特にm′
1 = 0，つまり (H(A),m′)は極小A∞代数を成す．このような (H(A),m′)

を (A,m)の極小模型という. (A,m)の極小模型はH(A)上のA∞同型を除いて一意的
である．
m′

1 = 0なので，H(A,m) := (H(A),m′
2)は次数付き代数を成す．これを (A,m)のコ

ホモロジー代数という．

定理 6 (A∞米田の補題 (Fukaya [5])の系) 任意の恒等元を持つA∞代数 (A,m)はあ
る恒等元を持つDG代数とA∞擬同型となる．つまり，A∞擬同型写像

f : (A,m)→ある DG代数

が存在する．
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A∞代数をA∞擬同型で分類することを考えると，上の２つの定理より，恒等元を持つ
A∞代数 (A,m)は，極小A∞代数にとりかえることも，DG代数にとりかえることもで
きる．一方，DG代数の間の同値関係は通常DG代数の擬同型写像（＝ f1のみから成
るA∞写像）のジグザグの列によって定められる．

DG代数 → ← → · · · → ← DG代数 ’

そして実は，２つのDG代数がDG代数として同値であることは，それらがA∞代数
としてA∞擬同型であることが必要十分である．それならば，恒等元を持つA∞代数
は，それとA∞擬同型なDG代数にとりかえて議論すればよいということになる．そ
れはその通りであるのだが，それらをむしろA∞代数の枠組みで扱うことの利点は以
下の通りである．まず，DG代数の同値はジグザグを考えなければならないが，A∞擬
同型は逆が存在するという意味で扱いやすい．特に，A∞代数 (A,m)に対し，その極
小模型 (H(A),m′)を具体的に構成する方法が存在し，(A,m)とA∞擬同型なA∞代数
のうち (H(A),m′)はベクトル空間としては一番小さくなる．逆に (A,m)とA∞擬同型
なDG代数をとると一般にベクトル空間としては巨大になる．例えばコホモロジーは
有限次元であってもDG代数は無限次元になってしまったりするわけである．このよ
うな場合，DG代数をDG代数の枠組で具体的に分類等行うのは困難であるが，これら
をA∞代数の枠組で，極小A∞代数にして扱えば，有限次元ベクトル空間の線形代数
の話に落ちるわけである．
A∞代数のこのような有用性は有理ホモトピー論にも応用できる（[13]とその参考文
献）．以下，同様の観点からA∞圏について議論する．

2 A∞圏C (A∞-categories)

A∞代数の元を射に格上げしたものがA∞圏である．

定義 7 (Fukaya[4]) A∞圏 C とは，対象の集まり Ob(C) = {X1, X2, · · · }と，各対象
X, Y に対して Z次数付きベクトル空間

C(X, Y ) := ⊕r∈ZCr(X,Y )

と，さらに k = 1, 2, . . . に対して次数 2− kの線形写像

mk : C(X1, X2)⊗ · · · ⊗ C(Xk, Xk+1)→ C(X1, Xk+1)

が与えられいてそれらがA∞代数の関係式を満たすもののことである．
特にm3 = m4 = · · · = 0であるA∞圏 CをDG圏という．

例 8 ４つの対象X1, . . . , X4から成る以下の CはA∞圏となる．

C := X1
ρ12 //

ρ14

%%
X2

ρ23 // X3
ρ34 // X4 　
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ただし，ρijは，次数を

|ρ12| = |ρ23| = |ρ34| = 1, |ρ14| = 2

とする C(Xi, Xj)の基底とし，非自明なA∞積

m3(ρ12, ρ23, ρ34) = ρ14

入れる．（恒等射を入れても入れなくても CはA∞圏となる．つまり C(Xi, Xi) = 0又は
C(Xi, Xi) = K · idXi

）．

以下A∞圏というときには恒等射を持つもののことをいうことにする．
A∞代数のときと同様，A∞圏 CのコホモロジーH(C)が，射についてコホモロジー
をとってできる次数付き圏として定義される．特に，ゼロ次のコホモロジーのみを考
えると，Cが恒等射を持つA∞圏ならばH0(C)は普通の意味の圏となる．
２つのA∞圏の間のA∞関手が，A∞写像の拡張として定義される．A∞関手は，（そ
の f1の部分によって）A∞圏のコホモロジーの間の（次数を保つ）関手を定める．A∞

圏の間のA∞同値関手は，A∞関手であって，そのコホモロジーの次数付き圏としての
同値を与えるもののことをいう．（少し安直な定義に見えるが使ってみると妥当な定義
であることが分かってくる．）

3 三角圏Tr (C)の構成法
ホモロジー的ミラー対称性の定式化の際にA∞圏 Cから三角圏 Tr(C)を構成する方
法が Kontsevich [16]によって提案された．シンプレクティック多様体M 上の深谷圏
Fuk(M)はA∞圏として定式化され，それとミラー双対な複素多様体 M̌ 上の連接層の
導来圏は三角圏であるが，この構成によって２つの圏を三角圏として比べることを可
能にする．実際，三角圏同値

Tr(Fuk(M)) ≃ Db(coh(M̌))

が存在するであろうというのがホモロジー的ミラー対称性予想である．
この Tr(C)の構成法は， Bondal-Kapranov [3] によるDG圏から三角圏を構成する
方法の自然な拡張であり，Fukaya [5]においてより明示的に定式化されているが，以下
の３ステップから成る．（解説が [22, 9]などにある．）

Step 1. A∞圏 Cから次数シフトで閉じる加法的A∞圏 C̃を構成する．

Step 2. C̃における片側捻り複体の成すA∞圏Tw(C)を構成する．

Step 3. Tr(C) := H0(Tw(C)) と定める．
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以下これらについて簡単に説明する．
Step　 1．　 C̃は Cの形式的次数シフトの有限直和

X := X1[r1]⊕ · · · ⊕Xl[rl], X∗ ∈ C.

達を対象とする加法A∞圏（つまり対象の直和が存在し，射の空間が直和と両立して
いるA∞圏）とする．ここで，射の空間は，

C̃r(Xi[ri], Xj[rj]) := Cr+rj−ri(Xi, Xj)

によって（加法的に拡張することにより）定める．C̃のA∞構造 m̃∗ としてはm∗から
自然に誘導されるものを考えたい．ただ，この m̃∗の決め方は（符号を除けばm∗その
ものを加法的に拡張したものを考えるのであるが）自然な符号の決め方はいくらかあ
る．[12] をみよ．
Step 2. さて加法的A∞圏 Cが定まったとき，C̃における捻り複体 (X ,Φ)とは組

X ∈ C̃, Φ ∈ (sC̃)0(X ,X )

であって以下A∞モーラー・カルタン方程式

m̃1(Φ) + m̃2(Φ,Φ) + m̃3(Φ,Φ,Φ) + · · · = 0.

を満たすもののことである．X := X1[n1]⊕ · · · ⊕Xl[nl]に対し，Φを

Φ := {ϕij ∈ sC̃0(Xi[ni], Xj[nj])}i,j=1,...,l

と行列表示しよう．捻り複体 (X ,Φ)が片側捻り複体であるとは，i ≥ jのとき ϕij = 0

であるときをいう．つまり 
0 ϕ12 ϕ13 · · · ϕ1l

0 0 ϕ23 · · · ϕ2l

...
...

. . . . . .
...

0 0 0 · · · ϕ(l−1)l

0 0 0 · · · 0


となっている．
さて，A∞圏 : Tw(C) を以下で定める．

• 対象は片側捻り複体 (X ,Φ)とする．

• 片側捻り複体 (X ,Φ), (Y ,Ψ)に対し，射の空間は単に

Tw(C)((X ,Φ), (Y ,Ψ)) := C̃(X ,Y)

とする．
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• A∞構造mTw
n は，各射 φi(i+1) ∈ sTw(C)((Xi,Φi), (Xi+1,Φi+1))に対し

mTw
n (φ12, . . . , φn(n+1))

:=
∑

k1,...,kn+1∈Z≥0

m̃∗((Φ1)
k1 , φ12, (Φ2)

k2 , . . . , φn(n+1), (Φn+1)
kn+1)

と定める．ただし ∗ = n+ k1 + · · ·+ kn+1である．

このmTw
n が実際にA∞関係式を満たすことを示すのは比較的簡単である [5]．

Step 3. さて，Tw(C)のゼロ次のコホモロジー Tr(C) = H0(Tw(C)) をとると通常
の意味の圏になることは明らかである．つまり，Ob(Tw(C)) = Tr(C)であり，射の空
間Tr(C)((X ,Φ), (Y ,Ψ))は (Tw(C)((X ,Φ), (Y ,Ψ)),mTw

1 )のゼロ次のコホモロジーであ
り，圏Tr(C)の合成はmTw

2 から誘導される．（mTw
3 ,mTw

4 , ...は捨てられる．）
三角構造は以下のように入っている．まずシフト関手 T : Tr(C)→ Tr(C)は，

T (X) = X[1], X ∈ C ⊂ Tr(C)

を満たす加法的自己同型関手として自然に定められる（符号の問題について [12]をみよ）．
そして，mTw

1 -closedな射Ψ ∈ Tw(C)0((X ,ΦX ), (Y ,ΦY))の写像錘 C(Ψ) ∈ Tw(C)が，

C(Ψ) := (X [1]⊕ Y ,Φ),

Φ =

(
ΦX [1] Ψ

0 ΦY

)
.

として定義される．ただし T (X ,ΦX ) =: (X [1],ΦX [1])とした．これより，Tr(C)におけ
る完全三角系列が，写像錘から定まる三角系列と同型なものとして定義される．

4 順序付きA∞圏と例外的生成系
あとでいくらか説明するが，順序付きA∞圏から得られる三角圏 Tr(C)はかなり性
質がよい．

定義 9 A∞圏 Cが順序付きA∞圏 (directed A∞-category) であるとは，Cが有限個
の対象X1, . . . , Xnから成り，各H(C(Xi, Xj),m1) =: H(C(Xi, Xj))が有限次元であり，
特に

H(C(Xi, Xi)) = K · idXi
,

H(C(Xi, Xj)) = 0, if i > j

であるときをいう．

このとき，(X1, . . . , Xn)は（それらを Tr(C)の対象とみなして）三角圏 Tr(C) の例外
的生成系を成す．
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定義 10 三角圏 T の対象の列
E = (E1, . . . , En)

が三角圏 T の例外的生成系 (full exceptional collection) であるとは，E が三角圏
T を生成し，かつ

T (Ei, Ei[r]) ≃ δr0 ·K,

T (Ei, Ej[r]) = 0 (i > j, any r).

を満たすときをいう．例外的生成系 Eがさらに r ̸= 0について T (Ei, Ej[r]) = 0 を満た
すとき，E を強例外的生成系 (full strongly exceptional collection)という．

5 Tr (C)の性質について
A∞圏から得られる三角圏Tr(C)について分かっていることをいくつか紹介しておく．

1. C ≃ C ′（A∞圏同値）ならば Tr(C) ≃ Tr(C ′)（三角圏同値）が成り立つ．（例えば
[22]．）
これより，三角圏Tr(C)は極小A∞圏 Cについて考えれば十分であることが分かる．

2. Cは対象X1, . . . , Xnからなる順序付き極小A∞圏とする．（極小なのでH(C(Xi, Xj)) =

C(Xi, Xj)であることに注意する．）さらに r ̸= 0について

Cr(Xi, Xj)) = 0

であるとする．（このとき (X1, . . . , Xn)は Tr(C)の強例外的生成系を成す．）この射代
数を

A := C̃0(X ,X ), X = X1 ⊕ · · · ⊕Xn

とおく．このとき
Tr(C) ≃ Db(mod−A)

が成り立つ．（Db(mod−A)は有限生成右A加群の有界導来圏のことである．）実際，こ
の対応は関手 C̃0( ,X ) : Tr(C) → Db(mod−A) によって与えられる．特にこれによっ
て各Xiは直既約射影A加群 Piに移される．

C ∋ Xi 7→ Pi = C̃0(Xi,X ) ∈ mod−A

(Bondal [2]).

3. 上の 2. のA∞圏 Cについて，三角圏Tr(C)のA∞増強は一意的である [10]．ただ
し，三角圏 T のA∞増強とは，T ≃ Tr(C ′) = H0(Tw(C ′))となるようなあるA∞圏 C ′

が存在するときのTw(C ′)のことである．A∞増強の同値性についても [10]で適切に定
義されている．
この証明において本質的なことは，H(C)のA∞拡張 [11] (A∞-decoration [13])が自
明であるということだけである．つまり，C が，H(C)の A∞ 拡張が自明な A∞ 圏で
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あるとき，三角圏Tr(C)のA∞増強は一意的（Tw(C)と同値なものしかない）である
ことがいえる [11]．このような C の例として，2. の例から「順序付き」という条件
をはずしたもの，つまり有限個の対象と，次数ゼロの射のみからなる極小A∞圏があ
る．射が次数ゼロのもののみであるとき，次数勘定から高次A∞積は自明になるしか
ないからである．ただし「順序付き」という条件をはずしているのでこの場合一般に
は Tr(C) ≃ Db(mod−A)は成り立たない．一般には Tr(C)から，その対象の直和成分
をすべて付け加えてできる三角圏Trπ(C)のほうがよい概念であることがある．
4. A∞増強の非一意性について：
三角圏T で，そのA∞増強が一意的でないようなものの例がRizzardo-Van Den Bergh

[20]において構成されている．[10]では例外的生成系を持つ三角圏でそのような例を構
成したつもりであったが，証明にギャップがあることが Van Den Bergh によって指摘
され（[20]），いまだ修正されていない．
5. A∞増強を持たない三角圏の例：
もともと Muro-Schwede-Strickland[18]において，A∞増強を持たない（Z/4Z上の）
三角圏の例が構成されていたが，Rizzardo-Van Den Bergh [21]では，体K上の三角圏
でA∞増強を持たないものの例が構成されている．
以上のことに加えて，順序付きA∞圏 Cから得られる三角圏Tr(C))の持つよい性質
のひとつとして以下がある．

定理 11 Cを順序付きA∞圏とする．このとき，C̃の片側捻り複体 (X ,Φ)に対し，必
ずある C̃の片側捻り複体 (X ′,Φ′) で，Tr(C)において (X ,Φ)と同型で，かつ恒等射を
Φ′の成分に持たないものが存在する．

この事実は [10]でも触れられてはいるが，証明は例えば [26]にある．

6 Tr (C)の構成の具体例
定理 11より，順序付き A∞ 圏 C から得られる三角圏 Tr(C) の対象の分類問題は，

Gabriel-Roiter [6]などで解説されている箙の表現の分類の次数付き拡張のような線形
代数的手法によって具体的に実行できる．（ただし，箙の表現における「関係式」から
来る制約条件は今の場合モーラー・カルタン方程式にとってかわられる．）これについ
てはある程度 [10]において説明されている．ここではいくつかの簡単な例における具
体的な実行例を紹介する．

例 12 Cを例 8で扱った順序付き極小A∞圏 Cとする．

C := X1
ρ12 //

ρ14

%%
X2

ρ23 // X3
ρ34 // X4
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つまり CはX1からX4の４つの対象からなり，射の空間 C(Xi, Xj)は j = i, j = i+ 1,

(i, j) = (1, 4) のときのみ非自明であり，それらの次元１であり，C(Xi, Xi)の基底は恒
等射 idXi

, その他の場合の C(Xi, Xj)の基底を ρijと表す．特に ρijの次数を

|ρ12| = |ρ23| = |ρ34| = 1, |ρ14| = 2

と定め，A∞積構造は恒等射を含むm2以外の非自明なものとして

m3(ρ12, ρ23, ρ34) = ρ14

のみを入れる．
この Cに対し，三角圏Tr(C)の対象として例えば以下のようなものがある．

(X1, 0) (X2, 0) (X3, 0) (X4, 0)

(X1 ⊕X2,
(
0 ρ12
0 0

)
) (X2 ⊕X3,

(
0 ρ23
0 0

)
) (X3 ⊕X4,

(
0 ρ34
0 0

)
)

(X1 ⊕X4[1],
(
0 ρ14
0 0

)
)

(X1 ⊕X2 ⊕X3,
(

0 ρ12 0
0 0 ρ23
0 0 0

)
) (X2 ⊕X3 ⊕X4,

(
0 ρ23 0
0 0 ρ34
0 0 0

)
)

(X1 ⊕X2 ⊕X4[1],
(

0 ρ12 ρ14
0 0 0
0 0 0

)
) (X1[−1]⊕X3 ⊕X4,

(
0 0 ρ14
0 0 ρ34
0 0 0

)
)

実はTr(C)の直既約対象の同型類はこれら 12個の対象とその次数シフトでつきる [19]．
まず，例えば (X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕X4,Φ)，

Φ =


0 ρ12 0 0

0 0 ρ23 0

0 0 0 ρ34
0 0 0 0


という対象は存在しない．なぜならば，これは以下のようにA∞モーラー・カルタン
方程式を満たさない．

m̃1(Φ) + m̃2(Φ,Φ) + m̃3(Φ,Φ,Φ) = m̃3(Φ,Φ,Φ) =


0 0 0 ρ14
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ̸= 0 .

上の 12個の対象の他に，例えば

(X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕X4[1],

(
0 ρ12 0 ρ14
0 0 ρ23 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
) (X1[−1]⊕X2 ⊕X3 ⊕X4,

( 0 0 0 ρ14
0 0 ρ23 0
0 0 0 ρ34
0 0 0 0

)
)

という対象があるが，実はこれらは直既約でない．うまく同型で移すと

(X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕X4[1],

(
0 ρ12 0 ρ14
0 0 ρ23 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
) ≃ (X1 ⊕X2 ⊕X3,

(
0 ρ12 0
0 0 ρ23
0 0 0

)
)⊕ (X4[1], 0)

などとなっていることが分かる．
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例 13 実は上の例においてTr(C)はD4型箙の道代数A4上の有限生成右加群の導来圏
Db(mod−A4)と三角圏同値である．より一般に，以下の順序付き極小A∞圏

Cn := X1
ρ12 //

ρ1n

&&
X2

ρ23 // X3
// · · · Xn−1

ρ(n−1)n // Xn

|ρi(i+1)| = 1, |ρ1n| = 2

mn−1(ρ12, · · · , ρ(n−1)n) = ρ1n.

を考えると，三角圏同値
Tr(Cn) ≃ Db(mod−An)

が存在する．ただしAnはDn型箙の道代数である．[19]では，この事実を Cnの成す例
外的生成系をDb(mod−An)の強例外的生成系に変異で具体的に移すことによって示し
ている．

例 14 以下のような次数付き圏を極小A∞圏（あるいは微分の自明なDG圏）とみなす．

C := X
α //

β
// Y

ここで，射の基底の次数は
|α| = 0, |β| = n ̸= 0

とする．このとき，すべての直既約対象と既約射が具体的に [25]で分類されている．直
既約対象は図示すると

· · ·
β

%%KK
KKK

KKK
KK

· · ·

X[−n]
β

%%KK
KK

KK
KK

KK
α // Y [−n]

X
β

%%KK
KKK

KKK
KK

α // Y

X[n]
β

%%KK
KKK

KKK
KK

α // Y [n]

· · · · · ·
というような形になる．長さは有限であり，始まりと終わりの頂点がX[∗]になってい
るか Y [∗]になっているかで種類が分かれる．

注意 15 この Cはクロネッカー箙の次数付き拡張である．つまり，n = 0のときの Cは
クロネッカー箙と呼ばれているものである．このとき Tr(C) ≃ Db(coh(CP1))であり，
Tr(C)の構造についてはよく研究されている [1, 6]．
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「新しい三角圏を具体的に構成したい」という目的からすれば，これらの例はまだ不十
分である．実際，例 12, 13は結果的には有限次元代数の有限生成加群の導来圏になっ
ているし，例 14の場合 Cはただの代数ではなく次数付き代数ではあるが，高次のA∞

積は存在しない．実はこの次数付き代数は，次数付き gentle 代数と呼ばれるもののう
ちの性質のよいものになっている．そのようなよいクラスの次数付き代数に付随する
三角圏の構造が [14]で決定されていて，[25]の結果は [14]における結果の特別な場合
とみることもできるだろう．一方，三角圏 Tr(C)を具体的に構成可能（例えば直既約
対象が加算個となるなど）なようなA∞圏 Cの例は，Cが高次のA∞積を持っていても
まだいくらでもある．特にそのような極小順序付きA∞圏 Cの中で，変異を行っても
高次のA∞積が消えないようなクラスのものがどのくらいあるのか，そのようなもの
を今後探していきたいと思っている．
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