
半安定還元の場合のAinfコホモロジー

越川 皓永 ∗

素数 pに対し, p進体上の多様体のコホモロジーの関係を調べるのが p進

Hodge理論であり, 整構造も込めて調べる場合は整 p進 Hodge理論と呼ばれ

る. pが �大きく�, 分岐がない場合などは比較的よく分かっていた. より一般

的な状況において, Bhatt-Morrow-Scholzeは整 p進Hodge理論の新しい枠組

みとして, Ainf 加群となるコホモロジー（以下, 単に Ainf コホモロジーと呼

ぶ）を良還元の場合に導入した [3]. [4]では [3]の多くの結果を半安定還元の

場合に拡張したので, これを報告する.

以下では次の設定を考えることにする. ([4]ではもう少し一般的な場合も

扱っている.) K を Qpの有限次拡大とし, OK をその整数環, kを剰余体とす

る. C を K の代数閉包 K の p進完備化とし, k をその剰余体とする. X を
OK 上の半安定スキームとする. すなわち, X はエタール局所的に次のOK ス

キーム上エタールである:

SpecOK [T0, . . . , Tr, . . . , Td]/(T0 · · ·Tr − π).

ここで, 整数 rは 0 ≤ r ≤ dを満たし, πは OK の素元である. (πは固定して

はいない.) この条件は上記のアフィンスキームを

SpecOK [T0, . . . , Tr, T
±1
r+1, . . . , T

±1
d ]/(T0 · · ·Tr − π).

で置き換えたものと同値であり, 以下ではこちらの条件を念頭に議論するこ

とにする.

形式スキーム Xを XOC
の p進完備化とする. (OC は Noetherでないこと

に注意. このような理論の基礎付けについては例えば最近出版された [5]が

ある.) C 上の adic 空間（あるいはリジッド解析空間）X を Xの一般ファイ

バーとする.
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1 様々なコホモロジーと p進Hodge理論

スキーム X から定まるコホモロジーをまず 3つ紹介する. この 3つのコホ

モロジーとその付加構造の関係を調べるのが p進 Hodge理論の主な目的で

ある.

1.1 p進エタールコホモロジー

X がOK 上有限型であるとする. XK のエタールコホモロジーHi
ét(XK ,Zp)

はエタール景を用いて定義される有限生成 Zp 加群であり, K の絶対 Galois

群が作用する. (p進 Hodge理論において Galois作用は重要であるが, [3, 4]

の設定において一般には Galois 作用はない.) また, Huber の結果により,

Hi
ét(XK ,Zp)は adic 空間のエタールコホモロジーHi

ét(X,Zp)に (Galois作用

付きで)同型である.

各次数のコホモロジーの代わりに Zp加群の導来圏の対象RΓét(XK ,Zp)お

よび RΓét(X,Zp)も存在し, これらは同型となる.

1.2 対数的 de Rhamコホモロジー

対数的 de RhamコホモロジーHi
logdR(X/OK)は X の対数的 de Rham複

体のコホモロジーとして定義される OK 加群である. K をテンソルして得ら

れるK ベクトル空間は一般ファイバーの de Rhamコホモロジーと同型にな

り, Hodgeフィルトレーションが定まる. (整なHodgeフィルトレーションも

考えることができるがここでは扱わない.) X が OK 上固有ならば有限生成

OK 加群になり, Hi
logdR(X/OK) ⊗ OC は Xのコホモロジーとして書くこと

もできる.

エタールコホモロジーのときと同様, OK加群の導来圏の対象RΓlogdR(X/OK)

も存在する.

1.3 対数的クリスタリンコホモロジー

対数的スキームの構造を X および SpecOK に自然に定める. (上記の対数

的 de Rhamコホモロジーはこの対数的構造について定まるものである.) そ

の特殊ファイバーXkの対数的クリスタリンコホモロジー（兵頭加藤コホモロ

ジーとも呼ばれる）Hi
logcrys(Xk/W (k))をW (k)係数で考えることができる.

ただし, ここでW (k)は kのWittベクトルの環であり, N→W (k); 1 7→ 0で

定まる対数的構造を入れている. Wittベクトルの環W (k)には関手性により

自然なFrobenius持ち上げφが定まるが, Hi
logcrys(Xk/W (k))にはφについて

半線形な自己写像 (これも φで書くことにする）が定まる. X がOK 上固有な
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らば, Hi
logcrys(Xk/W (k))は有限生成W (k)加群であり, φ[1/p]は全単射にな

る. また, 有限次元 K0(= W (k)[1/p])ベクトル空間 Hi
logcrys(Xk/W (k))[1/p]

には冪零 K0 線形自己写像 N であって, Nφ = pφN を満たすものが定まる.

Hi
logcrys(Xk/W (k))⊗W (k)は Xk（に対数的構造を与えたもの）を用いても

書ける.

兵頭加藤同型により, pを可逆にすると, 対数的クリスタリンコホモロジー

と対数的 de Rhamコホモロジーは結びつく. この関係は p進 Hodge理論で

大事ではあるが, 詳細は省略する.

上と同様W (k)加群の導来圏の対象 RΓlogcrys(Xk/W (k))が存在する.

1.4 比較定理

p進 Hodge理論の重要な結果 (いわゆる Cst予想)を主張だけ紹介する. X
が固有ならば, 付加構造を保つ同型

Hi
ét(XK ,Zp)⊗Zp

Bst
∼= Hi

logcrys(Xk/W (k))⊗W (k) Bst

が存在する. 特に, Galois表現 Hi
ét(XK ,Zp)[1/p]は半安定と呼ばれる性質を

持つことになる. Bst は Fontaineの p進周期環（付加構造を持つ）の 1つで

あるが, 説明しない. ただし, pは Bst で可逆になることを強調しておく.

[9]による最初の証明をはじめ, 色々な証明が今では知られており, [4]でも

(形式スキームへの一般化も含めた)別証明を与えた. (なお証明ごとに構成し

ている同型が同じかどうかは非自明であり, 知られているケースも多いもの

の注意する必要がある.)

整 p進Hodge理論はコホモロジーの整構造も比較しようというものである.

しかし, 比較定理の写像は一般には両辺の整構造を保たず, 整レベルで直接比

較するのは難しい. (後で言及するように, そもそも捩れの大きさも一般には

異なる.)

2 主定理

前節で与えた 3つのコホモロジーの整レベルでの比較を, 間接的にではあ

りながらも, 可能にするのが Ainf コホモロジーである. まず, 環 Ainf の基本

的性質を復習する.

2.1 p進周期環Ainf

まず, 次の標数 pの完全環を考える:

O♭
C = lim←−

x 7→xp

OC/p (∼= lim←−
x 7→xp

OC).
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括弧内の同型は乗法モノイドとしてのみの同型である. O♭
C は自然に (kを剰

余体とする)付値環になり, C♭をその商体とする. パーフェクトイド環の言葉

では, O♭
C および C♭ はそれぞれ OC , C の tilt と呼ばれる.

Fontaineの環 Ainf は O♭
C のWittベクトルの環W (O♭

C)のことである. 次

の 3つの写像がある:

Ainf →W (C♭), Ainf →W (k), θ : Ainf → OC .

最初の 2つは, Wittベクトルの環の関手性により定まるものである. 最後の

写像は Fontaineの定義した写像であり, x = (x0, x1, . . .) ∈ lim←−x 7→xp
OC の

Teichmüller 持ち上げ [x]を x0 に送るような写像である. Ker θ は単項イデ

アルであることが知られており, その生成元はしばしば ξ で書かれる. また,

Ainf のようなWittベクトルの環は自然な Frobenius持ち上げ φを持ち, 最

初の 2つはこれを保つ. (θにはこのような主張は当然できないが, [3]では θ

を φで捻った写像も考えている.)

Ainf は Noetherでない環であるため, 環論的には少し扱いにくいところも

あるが, (p進 Hodge理論の文脈では)おおむね 2次元局所環と似たような振

る舞いをすることが多く, 最終的には問題にならないことも多い. 上の 3つの

写像の存在もそれを反映しているようなものである. (最初の 2つの写像が 2

次元分であり, θは対角的な方向となっている.)

後のために, Ainf の特別な元 µを紹介する. 1の原始 p冪根の整合的な列

1, ζp, ζp2 , . . .を固定する. この列に対応する lim←−x 7→xp
OC の元を ϵと書くこ

とにすると, µ = [ϵ] − 1で定義される. µは Ker θ の元である. また, µは

φ−1(µ) = [ϵ1/p]− 1で割り切れ,

ξ = µ/φ−1(µ) = 1 + [ϵ1/p] + · · ·+ [ϵ(p−1)/p]

が Ker θの生成元となることが確かめられる. 最後に, µがW (C♭)で逆元を

持つことを注意しておく.

2.2 Ainf コホモロジー

以下の定理は X が OK 上滑らかな場合 [3]で示され, [4]で半安定の場合に

拡張された.

定理 2.1. X がOK 上固有とする. このとき, Ainf 加群の完全複体RΓAinf
(X )

と φ半線形な自己写像の組であって, 以下を満たすものが関手的に構成でき

る. ただし, 以下で ⊗L はテンソル積の導来関手である.

1. 同型 RΓAinf
(X )⊗L W (C♭) ∼= RΓét(XK ,Zp)⊗L W (C♭)が存在する. さ

らに, 右辺で RΓét(XK ,Zp)は (適切な意味で)φ不変部分となる.
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2. 同型RΓAinf
(X )⊗L W (k) ∼= RΓlogcrys(Xk/W (k))⊗L W (k)が存在し, φ

半線形な自己写像を保つ.

3. θでの特殊化について,同型RΓAinf
(X )⊗LOC

∼= RΓlogdR(X/OK)⊗LOC

が存在する.

注意 2.2. • RΓAinf
(X )は Xのみに依るよう構成され, 上の主張はそのよ

うに構成されたものの持つ性質を X で書き換えたものである.

• φ半線形な自己写像は ξ 7→ φ(ξ)を始域と終域でそれぞれ可逆にするこ

とで全単射を導くという性質も示せる. 3.では φが現れていないが, 実

際には Hodgeフィルトレーションと関係がある.

• RΓAinf
(X )が完全複体になることは, 本質的に対数的 de Rhamコホモ

ロジーの有限性から導かれる.

• エタールコホモロジーが φ不変部分であるという部分については [2]を

参照. (良還元の場合だが半安定の場合も同様である.) 特に, この議論

(および 1.の証明)に必要なのはRΓAinf
(X )が完全複体であるというこ

とであり, [4]のように (リジッド解析空間X の)エタールコホモロジー

の有限性を用いる必要があるわけではない. (一般の固有半安定形式ス

キームの場合, この議論により, X のエタールコホモロジーの有限性を

導くこともできる.)

• この定理の証明については, あとで紹介する方針以外にも (少なくとも

良還元の場合には)複数考えられる. 例えば, [3]では他の写像による特

殊化について (3.の一般化として) Langer-Zinkの相対 de Rham-Witt

複体との比較も示し, そこから 2.を導くということもしている. これら

の対数的版というのも考えられるはずだが [4]では 3.と直接関わる部分

を除いて扱っていない.

2.3 主定理の帰結や応用

1. 比較的すぐに導けるのが次の不等式である:

dimk H
i
logdR(Xk/k) ≥ dimFp

Hi
ét(XK ,Fp).

この不等式はより精密な次の不等式 (の iと i+ 1の場合)からくる:

dimk H
i
logcrys(Xk/W (k))tors/p ≥ dimFp

Hi
ét(XK ,Zp)tors/p.

(両辺の自由部分の階数は同じなので, �tors�なしでもこの不等式は成立

する.) 実際, 短完全系列

0→ Hi
ét(XK ,Zp)/p→ Hi

ét(XK ,Fp)→ Hi+1
ét (XK ,Zp)[p]→ 0
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と dimFp
Hi+1

ét (XK ,Zp)[p] = dimFp
Hi+1

ét (XK ,Zp)tors/p およびこれら

の対数的クリスタリンコホモロジー版があることに注意すればよい.

例えば p = 2で Enriques曲面を考えると, H3
ét(XK ,Fp)が 1次元となっ

て, K から kへ退化するときに特殊ファイバーの (対数的) de Rhamコ

ホモロジーに捩れが必ず現れることが分かる. なお, Enriques曲面の場

合では上の不等式はいずれも等号になってしまうものの, 真の不等号に

なる例が [3]では与えられている.

2. 1. の不等式の対数的 de Rhamコホモロジー版もあるが, 左辺の次元を

OK 加群としての lengthで置き換え, さらに (K の分岐により)適切に

正規化する必要がある.

3. 1.と 2.から, Hi
logcrys(Xk/W (k))あるいは Hi

logdR(X/OK)が自由加群

のときに, Hi
ét(XK ,Zp) が自由加群であることが分かる. さらに実は,

Hi
logcrys(Xk/W (k))が自由加群になることと Hi

logdR(X/OK)が自由加

群になることが同値であることも証明できる.

4. Hi
logdR(X/OK)およびHi+1

logdR(X/OK)が自由加群ならば, Hi
ét(XK ,Zp)

に対応する Breuil-Kisin加群を用いて Hi
logcrys(Xk/W (k))を記述する

ことができる. ([4]には書いていないが, [3]にある良還元の場合とほぼ

同様である.)

有限生成体上のK3曲面のTate予想の証明はMadapusi Peraによりさ

れたが, 標数 2の場合にギャップがある. それをこの Breuil-Kisin加群

による記述を用いて修正することができる [6]. (これは X が OK 上滑

らかな場合のみで十分である.)

5. Colmez-Dospinescu-Niziolの研究によると, Drinfeld上半空間のコホモ

ロジーに応用があるとのことである.

2.4 絶対クリスタリン比較定理

主定理より強い主張を証明することができる. このために, X のコホモロ
ジーをもう 1つ導入する. まず, Ainf [(ξ

i/i!)i=0,1,...] ⊂ Ainf [1/p]の p進完備化

を Acrys とする. θおよび φは Acrys にのびる. Acrys に適切な対数的構造を

入れることで, 対数的クリスタリンコホモロジーHi
logcrys(XOC/p/Acrys)を考

えることができる. (絶対対数的クリスタリンコホモロジーとも呼ばれる [1].)

φ半線形な自己写像が付加構造として定まる. また, 対応する Acrys加群の導

来圏の対象 RΓlogcrys(XOC/p/Acrys)も存在する.

定理 2.3. X が OK 上固有とする. Ainf コホモロジーは φ半線形な自己写像

を保つ同型

RΓAinf
(X )⊗L Acrys

∼= RΓlogcrys(XOC/p/Acrys)
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が存在するように構成できる.

注意 2.4. • RΓlogcrys(XOC/p/Acrys)をW (k), OC に特殊化することでそ

れぞれ RΓlogcrys(Xk/W (k)) ⊗L W (k), RΓlogdR(X/OK) ⊗L OC が得ら

れるので, 上の定理から定理 2.1の 2.と 3.を導くことができる.

• 比較定理 (Cst)をこの定理から示すことができる. より正確には, B+
dR

コホモロジーと呼ばれる [3]で導入された X のコホモロジーとの比較

をさらに行い, [7]の結果を用いることでできる. さらなる比較をするの

はフィルトレーションを調べるためである. モノドロミーN は, 上の定

理ではKの絶対Galois群の右辺への半線形な作用により捉えられてい

るといえる [1].

3 Ainfコホモロジーの構成

簡単にAinf コホモロジーの構成と絶対クリスタリン比較定理の証明に触れ

る. 以下では X ではなく, XとX のみで記述することにする. まず大事とな

るのが Scholze [8]により導入された副エタール景Xproétである. アイデアだ

け説明すると, 有限エタール射の無限列 (とエタール射)で書けるような対象

を許して, 通常のエタール景を拡げたものである. 副エタール局所的に, X は

パーフェクトイド空間になるのだが, これを次の例で説明する: Xがエター

ル射

X→ Spf OC{T0, . . . , Tr, T
±1
r+1, . . . , T

±1
d }/(T0 · · ·Tr − π)

を持つアフィン形式スキームと仮定し, これに対応する環の射を R□ → Rと

書くことにする. また, πの p冪根の整合的な列 π0 = π, π1/p, π1/p2

, . . .を固

定する. このとき, R□
∞ を∪

m

OC{T 1/pm

0 , . . . , T 1/pm

r , T
±1/pm

r+1 , . . . , T
±1/pm

d }/(T 1/pm

0 · · ·T 1/pm

r − π1/pm

)

の p進完備化として定義すると, R□
∞[1/p]はR□[1/p]上副エタールなパーフェ

クトイド環である. さらに, R∞ = R⊗̂R□R□
∞ を完備テンソル積とすると,

R∞[1/p]は R[1/p]上副エタールなパーフェクトイド環となる.

パーフェクトイド環に対して, Ainf や Acrys の構成を一般化し, Ainf(R∞)

や Acrys(R∞)を定義することができる. (Ainf やAcrysはパーフェクトイド環

OC から決まったものである.) これにより, Xproét 上の層 Ainf,X や Acrys,X

も定義される.

リジッド空間 X が C 上固有のとき, 副エタール景での Ainf,X のコホモロ

ジーは, X の (Zp係数）エタールコホモロジーに Ainf をテンソルしたものと

(技術的な意味で)ほとんど同型になることが Scholze により示されていたの

で, これを基に Ainf コホモロジーの構成は Ainf,X を用いて行われる. 自然な
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景の射 ν : Xproét → Xét があるので, Rν∗Ainf,X のコホモロジーは (Xが OC

上固有ならば)ほとんどエタールコホモロジーを計算している. 構成の最大

のポイントはRν∗Ainf,X を (Deligne-)Berthelot-Ogusの décalageと呼ばれる

関手 Lη(µ)を用いて修正することである. ここでは定義を省略するが, 例えば

Rν∗Ainf,X のコホモロジー層の µ捩れが消えるような操作になっている. ま

た, µを可逆にすれば, Lη(µ) は恒等的な関手と同一視できる.

定義 3.1. AΩXをLη(µ)Rν∗Ainf,Xで定め, X およびXのAinfコホモロジーを

RΓAinf
(X ) = RΓAinf

(X) = RΓ(Xét, AΩX)

で定義する.

W (C♭)をテンソルすると µは可逆になり, Lη(µ) は無視できる. また, エ

タールコホモロジーとほとんど同型になるという主張は µを可逆にすると同

型になるという主張に変えることができ, 定理 2.1の 1.が得られる. (この議

論では Scholzeの結果 [7]を使っているが, 定理 2.1の 3.を先に証明すること

で避けることもできる.)

絶対クリスタリン比較定理を証明するには,以下で紹介する局所版を証明すれ

ば十分であることが分かる. 自然なトポスの射 u : (XOC/p/Acrys)logcrys → Xét

を考える.

定理 3.2.

R lim←−
n

(AΩX ⊗L
Ainf

Acrys/p
n) ∼= Ru∗OXOC/p/Acrys

.

証明はおおまかにいって 2つのステップに分けられ, 局所的な (座標に依存

した)同型の構成とその貼り合わせからなるが, 実際に議論を書き下すとかな

り長く詳細も複雑になる部分が多い. いずれにせよ, 最も重要なのは前の例

に出てきたような R[1/p] → R∞[1/p]という副エタール射に対し, 対応する

Ainf(R∞)の連続な群コホモロジーあるいはそれに Lη(µ)を適用した結果や振

る舞いを計算することにある. (ここで 1つの非自明な現象は, AΩX の Rで

の値はR∞から完全に決まってしまうということである.) 半安定還元の場合

は, このような計算自体も良還元の場合より複雑になる他, 貼り合わせの議論

も技術的に複雑になる.
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