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Abstract

Arthur の重複度公式の応用として得られる, Siegel モジュラー形式のリフティング

と強重複度一定理を紹介する.

1 Siegelモジュラー形式

ランク nのシンプレクティック群を

Spn(R) =
{
g ∈ GL2n(R)

∣∣∣∣tg( 0 −1n

1n 0

)
g =

(
0 −1n

1n 0

)}
で表す. これは, 次数 nの Siegel上半空間

Hn = {Z ∈ Matn(C) | tZ = Z, Im(Z) > 0}

に次のように作用する. （但し, 実対称行列 Y が正定置の時に Y > 0と書く. ）

g⟨Z⟩ = (AZ +B)(CZ +D)−1, g =

(
A B
C D

)
∈ Spn(R), Z ∈ Hn.

定義 1.1 正則関数 F : Hn → Cが次の条件 1, 2を満たす時, 重さ k の Siegelカスプ形式で

あるという.

1. F (γ⟨Z⟩) = det(CZ +D)kF (Z) for γ =

(
A B

C D

)
∈ Spn(Z);

2. カスプ条件.

重さ k の Siegelカスプ形式のなすベクトル空間を Sk(Spn(Z))で表す.

一変数の場合と同様に, Sk(Spn(Z))は有限次元C-ベクトル空間であり, その上にはHecke

作用素が作用する. カスプ形式 F ∈ Sk(Spn(Z))が Hecke同時固有形式の時, 各素数 pにつ

いて, 佐武パラメーター

{β±
1,p, . . . , β

±
n,p} ∈ (C×)n/Sn ⋉ {±1}n

が定まり, 標準 L-関数

L(s, F, std) =
∏
p

(
(1− p−s)−1

n∏
i=1

(1− βi,pp
−s)−1(1− β−1

i,p p
−s)−1

)
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が Re(s) ≫ 0において定義される. これは, 全 s-平面に有理型に解析接続し, s ↔ 1 − sに

関する関数等式を持つことが知られている.

例 1.2 n = 1とする. この時,

Sp1(R) = SL2(R) ↷ H1 = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

カスプ形式 f ∈ Sk(SL2(Z)) のカスプ条件とは, f が次の形の Fourier 展開を持つことで

ある.

f(z) =
∞∑

m=1

af (m)e2πn
√
−1z.

Hecke L-関数

L(s, f) =
∞∑

m=1

af (m)

ms

が Re(s) ≫ 0 において定義される. カスプ形式 f が Hecke 同時固有形式の時, L(s, f) は

次数 2 の L-関数である. 一方で, 標準 L-関数 L(s, f, std) は次数 3 であり, 随伴 L-関数

L(s, f,Ad)と一致する. これは Re(s) ≫ 0において, 次の式で定義される.

L(s, f,Ad) =
∞∑

n=1

 ∑
0<d|n

(−1)Ω(n
d )d−(k−1)af (d)

2

n−s

=
∞∑

n=1

∑
d>0
d2|n

( n

d2

)−(k−1)

af

(( n

d2

)2)n−s

=
∏
p

(
1− af (p

2)p−(s+k−1) + af (p
2)p−(2s+k−1) − p−3s

)−1

.

但し, Ω(d) は d の重複を込めた素因子の個数である. これは全 s-平面に解析接続し, 関数

等式

ΓR(s+ 1)ΓC(s+ k − 1)L(s, f,Ad) = ΓR(−s+ 2)ΓC(−s+ k)L(1− s, f,Ad)

を満たす. ここで, ΓR(s) = π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s) とおいた. さらに,

L(1, f,Ad)

⟨f, f⟩
=

22k−1πk+1

(k − 1)!

が成り立つことが知られている.

カスプ形式のなす空間 Sk(Spn(Z))は有限次元であり, 特に,

• dimC Sk(SL2(Z)) = 1 for k = 12, 20, 26;
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• dimC Sk(Sp3(Z)) = 1 for k = 12, 14

が知られている. 宮脇は k = 12, 14 に対して, Sk(Sp3(Z)) の（定数倍を除いて一意な）
Hecke同時固有形式 Fk の Hecke作用を数値計算し, 次のような予想を立てた.

予想 1.3（宮脇 [M92]） (A) ∆ ∈ S12(SL2(Z)), g20 ∈ S20(SL2(Z)), F12 ∈ S12(Sp3(Z))
をそれぞれ Hecke同時固有形式とする時,

L(s, F12, std) = L(s,∆, std)L(s+ 10, g20)L(s+ 9, g20)

が成り立つであろう.

(B) ∆ ∈ S12(SL2(Z)), g26 ∈ S26(SL2(Z)), F14 ∈ S14(Sp3(Z))をそれぞれ Hecke同時固

有形式とする時,

L(s, F14, std) = L(s,∆, std)L(s+ 13, g26)L(s+ 12, g26)

が成り立つであろう.

この予想は, F12 や F14 がそれぞれ, 二つのカスプ形式 (∆, g20), (∆, g26)からのリフトで

あることを示唆する. このような二つのカスプ形式からのリフティングを紹介する. それは

Arthurの重複度公式を応用することで得られる.

2 Arthurの重複度公式とその応用

有理数体 Qのアデール環を A = Afin × Rで表す.

定義 2.1 関数 φ : Spn(A) → C が次の条件を満たす時, 二乗可積分な保型形式であると

いう.

1. φ(γg) = φ(g) for γ ∈ Spn(Q);

2. φは滑らか;

3. φはK-有限, 但し, Spn(A)の極大コンパクト部分群K = Kfin ×K∞ は

K∞ =

{(
α β
−β α

)
∈ Spn(R)

∣∣∣∣tαβ = tβα, tαα+ tββ = 1n

}
と, Kfin =

∏
p Spn(Zp)により定めた;

4. φは Z(U(g∞))-有限, 但し, Z(U(g∞))は g∞ = spn(C)の普遍包絡環 Z(U(g∞))の

中心である;

5. φは二乗可積分, 即ち, ∫
Spn(Q)\Spn(A)

|φ(g)|2dg < ∞.
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二乗可積分な保型形式のなすベクトル空間を A2(Spn(A))で表す.

空間 A2(Spn(A)) は自然に, Spn(Afin) × (g∞,K∞)-加群になる. Arthur の重複度公式

（[Ar13, Theorem 1.5.2]）は, A2(Spn(A))の Spn(Afin)× (g∞,K∞)-加群としての既約分解

を A-パラメーターという概念で与える結果である.

カスプ形式 F ∈ Sk(Spn(Z))は次のようにして, φF ∈ A2(Spn(A))を与える.

φF (γg∞κfin) = F (g∞⟨
√
−1 · 1n⟩) det(C

√
−1 +D)−k

for γ ∈ Spn(Q), g∞ =

(
A B

C D

)
∈ Spn(R), and κfin ∈ Kfin. このようにして得られる保

型形式を重さ kの正則カスプ形式といい, それらのなすベクトル空間を Sk(Spn(A))で表す.

この空間 Sk(Spn(A))は A2(Spn(A))の Spn(Afin)-安定な部分空間である.

Chenevier–Lannes は [CL19, Chapter VIII paragraph 5.1] において, Arthur の重複度

公式を Sk(Spn(A))に移植した. これによって, Sk(Spn(Z))は A-パラメーターによって分

解されることになる. この分解は表現論の言葉で書かれているが, それをモジュラー形式の

言葉で言い換えることで, 次のリフティングの定理が得られる.

定理 2.2 Hecke同時固有形式 f ∈ S2k(SL2(Z))と非負整数 n, r で, n− r ≥ 0が偶数とな

るものを固定する.

(A) k ≡ (n + r)/2 mod 2 と k > (n − r)/2 を仮定する. この時, Hecke 同時固有形

式 g ∈ Sk+n+r
2
(Spr(Z)) に対して, Hecke 同時固有形式 Ff,g ∈ Sk+n+r

2
(Spn(Z)) で

あって,

L(s, Ff,g, std) = L(s, g, std)
n−r∏
i=1

L

(
s+ k +

n− r

2
− i, f

)
を満たすものが存在する.

(B) k ≡ (n − r)/2 mod 2 と k > (n + r)/2 を仮定する. この時, Hecke 同時固有形

式 g ∈ Sk−n−r
2

(Spr(Z)) に対して, Hecke 同時固有形式 Ff,g ∈ Sk+n−r
2

(Spn(Z)) で
あって,

L(s, Ff,g, std) = L(s, g, std)
n−r∏
i=1

L

(
s+ k +

n− r

2
− i, f

)
を満たすものが存在する.

定理 2.2 (A) において, (k, n, r) = (10, 3, 1) とした時が予想 1.3 (A) であり, 定理 2.2

(B)において, (k, n, r) = (13, 3, 1)とした時が予想 1.3 (B)である. また, r = 0 の時には,

L(s, g, std)は Riemannのゼータ関数 ζ(s)であると理解する. この場合のリフティングは,

f の Duke–Imamogle–Ibukiyama–Ikedaリフトである.

4



定理 2.2のリフティングは, 定数倍を除いて一意的である. これは Chenevier–Lannesに

よる重複度一定理 [CL19, Chapter VIII, Corollary 5.4]から従う. これも Arthurの重複度

公式の応用である. Mœglin–Renard による最新の結果 [MR] を用いることで, 次のように

重複度一定理の拡張が得られる.

定理 2.3（強重複度一定理） i = 1, 2について, Fi ∈ Ski
(Spn(Z))を Hecke同時固有形式

とする. 次を仮定する.

• ほとんど全ての素数 pに対して, F1 の pにおける佐武パラメーターと F2 のそれは一

致する;

• nが偶数の場合は {k1, k2} ̸= {n
2 ,

n
2 + 1}.

この時, 定数 c ∈ C× が存在して, F2 = cF1 となる.

証明の方針 ステップ 1 正則カスプ形式 φFi で生成される Spn(Afin) × (g∞,K∞)-加群

πFi
⊂ A2(Spn(A))を考える. これは既約になる.

ステップ 2 仮 定 と Adams–Johnson [AJ87], Arancibia–Mœglin–Renard [AMR],

Mœglin–Renard [MR]の結果より, πF1
と πF2

は同型であることが分かる.

ステップ 3 局所 A-packetの重複度一定理（Mœglin [Moe11a, Moe11b], Xu [X], Adams–

Johnson [AJ87], Arancibia–Mœglin–Renard [AMR], Mœglin–Renard [MR] の結

果）から, πF1
と πF2

は A2(Spn(A))の部分空間として一致することが分かる.

ステップ 4 不分岐最小重さのベクトルの一意性より, φF2
は φF1

の定数倍であることが分

かる. 特に, F2 は F1 の定数倍となる.
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